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ЎЗБЕКИСТОН  РЕСПУБЛИКАСИ  ОЛИЙ  ВА ЎРТА
МАХСУСТАЪЛИМ   ВАЗИРЛИГИ
ЧИРЧИҚ ДАВЛАТ ПЕДАГОГИКА ИНСТИТУТИ
АНИҚ ФАНЛАР  ФАКУЛЬТЕТИ

МАТЕМАТИКА   КАФЕДРАСИ
МАТЕМАТИКА 

Фанидан
Маърузалар матни

ЧИРЧИҚ
Мавзу: Кириш. Тўпламлар ва улар устида амаллар

Режа:

1. Тўплам тушунчаси. Тўпламнинг элементи. 

2. Бўш тўплам. Чекли ва чек сиз тўпламларга мисоллар.

3. Тўпламларнинг берилиш усуллари.
Таянч ибора ва тушунчалар:

Тўплам тушунчаси, тўпламнинг элементи, бўш тўплам, тўпламнинг берилиш усуллари, тўплам ости, универсал тўплам.

Тўплам деганда нарсалар, буюмлар, объектларни бирор хоссасига кўра биргаликда (битта бутун деб) қарашга тушунилади.

Масалан, ҳамма натурал сонларни биргаликда қарасак, натурал сонлар тўплами ҳосил  бўлади. Бир талабалар уйида яшовчи талабларни биргаликда қараш билан шу талабалар уйидаги талабалар тўпламини ҳосил қиламиз. Тўғри чизиқда ётувчи ҳамма нуқталарни битта бутун деб қараш шу тўғри чизиқдаги нуқталар тўпламини, мактабдаги ўқувчиларни биргаликда қараш ўқувчилар тўпламини беради ва ҳ.к.

1-таъриф: Тўпламни ташкил этувчи нарсалар, буюмлар, объектлар – бу тўпламнинг элементлари деб аталади. Масалан, юқоридаги мисоллардаги ўқувчилар, талабалар, натурал сонлар мос тўпламларининг элементлари ҳисобланади. Тўпламлар одатда, лотин ёки грек альфавитининг катта ҳарфлари билан, уларнинг элементлари эса альфавитнинг кичик ҳарфлари билан belgilanadi. [image: image2.wmf]A

  тўплам [image: image3.wmf]b
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 элементларидан тузилганлиги [image: image4.wmf]}
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 кўринишда ёзилади.

2-таъриф: Битта ҳам элементга эга бўлмаган тўплам бўш тўплам деб аталади ва / билан белгиланади.

[image: image5.wmf]a

 элемент [image: image6.wmf]A

 тўпламнинг элементи эканлиги [image: image7.wmf]A

a

Î

 кўринишда белгиланади ва «[image: image8.wmf]a

 элемент [image: image9.wmf]A

 тўпламнинг элементи», «[image: image10.wmf]a

 элемент [image: image11.wmf]A

 тўпламга тегишли», «[image: image12.wmf]a

 элемент [image: image13.wmf]A

 тўпламда мавжуд» ёки «[image: image14.wmf]a

 элемент [image: image15.wmf]A

 тўпламга киради» деб айтилади.

[image: image16.wmf]a

 элемент [image: image17.wmf]A

 тўпламнинг элементи эмаслиги [image: image18.wmf]A
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 белги билан кўрсатилади. Масалан, [image: image19.wmf]}
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 тўплам учун [image: image20.wmf]А
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  лекин [image: image21.wmf]A
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Тўпламни ташкил этувчи элементлар сони чекли ёки чексиз бўлиши мумкин.  Биринчи ҳолда чекли  тўпламга, иккинчи ҳолда эса чексиз тўпламга эга бўламиз. Масалан: [image: image22.wmf]}
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, [image: image23.wmf]}

,

{

b

a

B

=

, [image: image24.wmf]}
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 тўпламлар чекли бўлиб, улар мос равишда битта, иккита ва учта элементлардан тузилган. Қуйидаги [image: image25.wmf],...}
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 тўпламлар чексиз тўплам. 

Изоҳ. [image: image27.wmf]A

 тўпламда фақат ҳар бир [image: image28.wmf]a

 элементи ўз-ўзига тенг, лекин ҳар қандай иккита бошқа-бошқа [image: image29.wmf]a

 ва [image: image30.wmf]b

 элементни тенгмас деб ҳисоблаймиз, бундан [image: image31.wmf]A

 тўпламнинг ҳар бир элементи бу тўпламда бир мартагина олинганлиги (бир мартагина учраганлиги) маълум бўлади. [image: image32.wmf]a

 элементнинг ўз-ўзига тенглиги [image: image33.wmf]a

a

=

 кўринишда, [image: image34.wmf]a

 ва [image: image35.wmf]b

 элементларининг ҳар хиллиги [image: image36.wmf]b

a

¹

 кўринишда белгиланади.

Агар [image: image37.wmf]A

 тўпламнинг [image: image38.wmf]a

 элементи [image: image39.wmf]B

 тўпламнинг [image: image40.wmf]b

 элементига тенг, яъни [image: image41.wmf]b

a

=

 десак, бундан битта элемент иккала тўпламда ҳар хил ҳарфлар билан белгиланганлигини тушунамиз.

3-ta’rif: [image: image42.wmf]A

 тўпламнинг ҳар бир элементи [image: image43.wmf]B

 тўпламда ҳам мавжуд бўлса, / ва [image: image44.wmf]B

 тўпламларни тенг (бир хил) деб атаб буни [image: image45.wmf]B

A

=

 ёки [image: image46.wmf]A

B

=

 кўринишда белгилаймиз.

Таърифдан маълумки икки тўпламнинг тенглиги уларнинг аслида битта тўплам элементлари эканлигини билдиради. Шунга ўхшаш бир қанча тўпламларнинг тенглиги ҳақида гапириш мумкин.

Тўпламлар икки хил усулда берилади:

а) агар тўпламлар чекли тўплам бўлиб, элементлар сони кўп бўлмаса, тўплам элементларини бевосита санаш орқали берилади;

б) тўплам элементларини характеристик хоссалари орқали ҳам берилади. Масалан: 12 сонидан кичик/ натурал сонлар тўплами. [image: image47.wmf]}
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 Бу эса  тубандагича ўқилади «[image: image48.wmf]M

 тўплами шундай [image: image49.wmf]x

 элементлардан ташкил топган бўлиб, у натурал сонлар тўпламидаги 12 сонидан кичик сонлардан ташкил топган».

4-ta’rif: [image: image50.wmf]B

 тўпламнинг ҳар бир элементи [image: image51.wmf]A

 тўпламда ҳам мавжуд бўлса [image: image52.wmf]B

 ни [image: image53.wmf]A

 тўпламнинг тўплам ости, (қисми, қисм тўплами) деймиз, буни қуйидагича белгилаймиз:

[image: image54.wmf]A

B

Ì

 yoki  [image: image55.wmf]B
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Изоҳ: Бу таърифдан кўринадики, [image: image56.wmf]B

 тўпламнинг ҳамма элементлари [image: image57.wmf]A

 да мавжуд бўлган ҳолда, [image: image58.wmf]A

 да [image: image59.wmf]B

га кирмаган бошқа элементлар бўлмаса, [image: image60.wmf]B

A

=

, [image: image61.wmf]A

B

=

 тенгликка келамиз.

Шунинг билан бирга 4-таърифдан бўш тўплам ва ҳар бир тўплам ўзининг тўплам ости (қисм-тўплами) эканлиги кўринади.

Масалан, [image: image62.wmf]}
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 тўплам учун [image: image63.wmf]},
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 [image: image64.wmf]}
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, [image: image65.wmf]}
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  тўпламларнинг ҳар қайсиси тўплам ости (қисм тўплам)дир.

Агар [image: image66.wmf]A

 тўпламнинг ҳар бир элементига [image: image67.wmf]B

 тўпламнинг ягона бир элементи мос келса, [image: image68.wmf]A

 ва [image: image69.wmf]B

 тўпламлар орасида ўзаро бир қийматли мослик ўрнатилади дейилади. Агар [image: image70.wmf]A

 ва [image: image71.wmf]B

 to‘plamlar orasida o‘zaro bir qiymatli moslik o‘rnatilgan bo‘lsa, ular ekvivalent deyiladi va [image: image72.wmf]B

A

~

 ko‘rinishda belgilanadi. Масалан, натурал сонлар тўплами [image: image73.wmf]N

, барча жуфт сонлар тўплами [image: image74.wmf]M

 билан эквивалент.  [image: image75.wmf] [image: image76.wmf] 

Ҳақиқатан ҳам натурал сонлар тўплами [image: image77.wmf]N

 билан барча жуфт сонлар тўплами [image: image78.wmf]M

 орасида ўзаро бир қийматли мосликни ўрнатиш мумкин, чунки ҳар бир натурал сон [image: image79.wmf]N

n

Î

га [image: image80.wmf]N

n

Î

2

жуфт сони мос келади ва аксинча.

1. Иккита чекли тўплам орасида эквивалентликни ўрнатишни иккита йўли бор: 

2. Тўпламлар элементлари орасида бевосита ўзаро бир қийматли мослик ўрнатиш орқали;

3. Тўпламлар элементларини санаш ва уларни ҳар биридаги элементлар сонини таққослаш йўли билан.

Масалан, Агар  [image: image81.wmf]}
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 бўлса, у ҳолда бу тўпламлар чекли эквиввалент бўлиб, ҳар бир тўплам учта элементга эга. Агар н элементдан ташкил топган чекли тўпламнинг элементларини бирор тарзда [image: image83.wmf]p
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 натурал сонлар билан номерлаш мумкин бўлса, у тартибланган дейилади.

Масалан, гуруҳдаги талабалар тўплами тартибланган, чунки уларни отасининг исмларини гуруҳ журналида натурал сонлар ёрдамида тартиблаш мумкин.

5-Таъриф. [image: image84.wmf]B

 тўпламнинг барча элементлари [image: image85.wmf]A

 тўпламда мавжуд бўлиб, шу билан бирга [image: image86.wmf]A

 да [image: image87.wmf]B

 га тегишли бўлмаган элементлар ҳам мавжуд бўлса [image: image88.wmf]B

 тўплам [image: image89.wmf]A

 тўпламнинг хос қисм тўплами дейилади.

6-Таъриф. [image: image90.wmf]A

 тўпламнинг ўзи ва [image: image91.wmf]Æ

 тўплам шу [image: image92.wmf]A

 тўпламнинг хосмас қисм тўплами дейилади.

7-Таъриф.  Ҳар қандай тўпламнинг хос қисм тўплами деб қаралмаган тўплам универсал тўплам дейилади ва у [image: image93.wmf]U

 билан белгиланади. [image: image94.wmf]U

 универсал тўпламнинг барча қисм тўпламлари орасида иккита хосмас қисм тўплам мавжуд бўлиб, улардан бири [image: image95.wmf]U

 нинг ўзи, иккинчиси эса бўш тўплам, қолганлари эса хос қисм тўпламлар бўлади.

Тўпламларни геометрик нуқтаи назардан яққол кўз олдига келтириш учун, улар доирача кўринишида белгиланади. Масалан: [image: image96.wmf]B

 тўплам [image: image97.wmf]A

 тўпламнинг   хусусий тўплам ости эканлиги қуйидаги кўринишда тасвирланади. (1-чизма)

[image: image98.png]



1-chizma
Такрорлаш учун саволлар
1. Тўплам деб нимага айтилади?

2. Чекли тўплам деб нимага айтилади?

3. Тўпламлар бирлашмаси деб нимага айтилади?

4. Тўплам ости нима?

Мавзу: Детерминантлар ва уларнинг хоссалари

            Режа

        1 2,3-тартибли детерминантлар.

        2. Детерминантларнинг хоссалари.

        3. Минор ва алгебраик тўлдирувчилар.

        4. [image: image99.wmf]n

- тартибли  детерминантлар.

Таянч ибора ва тушунчалар

Алгебра, алгоритм, 2,3 ва [image: image100.wmf]n

-тартибли детерминантлар, бош диагонал, ёрдамчи диагонал, минор, алгебраик тўлдирувчи,  учбурчаклар қоидаси, диагонал қоидаси, детерминантларнинг хоссалари, детерминантни бирор сатри (устуни) элементлари бўйича ёйиш.

   2, 3 - тартибли детерминантлар. Детерминантларни ҳисоблашга келтириладиган ушбу масалани  қарайлик. Масала.[image: image101.wmf]A

 ва [image: image102.wmf]B

  маҳсулотларни ишлаб чиқариш учун 2 турдаги хом ашёдан фойдаланилади. Битта [image: image103.wmf]A

 маҳсулотни ишлаб чиқариш учун 5 бирлик 1-тур ва 4 бирлик 2-тур хом ашё сарфланади,битта [image: image104.wmf]B

 маҳсулотни ишлаб чиқариш учун эса, 3 бирлик 1-тур ва 5 бирлик 2-тур хом ашё ишлатилади. 1-тур хом ашё 62 бирлик, 2-тур хом ашё 73 бирликда берилган бўлса, энг катта фойда олинадиган ишлаб чиқаришни режалаштириш учун хом ашё сарфи моделини тузинг.

Бу  масаланинг математик моделини тузиш мақсадида [image: image105.wmf]1

x

 билан ишлаб чиқарилиши керак бўлган [image: image106.wmf]A

 маҳсулот миқдорини, [image: image107.wmf]2

x

 билан эса ишлаб чиқарилиши керак бўлган [image: image108.wmf]B

 маҳсулот миқдорини белгилайлик. Бу ҳолда [image: image109.wmf]1

5

x

 [image: image110.wmf]A

 маҳсулотни ишлаб чиқариш учун сарфланган 1-тур хом ашё миқдорини, [image: image111.wmf]2

3

x

 эса [image: image112.wmf]B

 маҳсулотни ишлаб чиқариш учун сарфланган 1-тур хом ашё миқдорини ифодалайди. [image: image113.wmf]2

1

3

5

x

x

+

 [image: image114.wmf]A

 ва [image: image115.wmf]B

 маҳсулотларни ишлаб чиқариш учун сарфланадиган 1-тур хом ашё жами сарфи миқдорини ифодалайди, бу хом ашё чегараланган бўлиб, 62 бирликда мавжуд, демак [image: image116.wmf]62
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  тенглама келиб чиқади. Худди шундай қилиб, 2-тур хом ашё сарфи учун [image: image117.wmf]73
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 тенгламани ҳосил қилиш мумкин. Шундай қилиб,

[image: image118.wmf]î
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икки номаълумли иккита чизиқли тенгламалар системасини ҳосил қилдик. Бу тенгламалар системаси берилган [image: image119.wmf]A

 ва [image: image120.wmf]B

 маҳсулотларни ишлаб чиқаришда, хом ашё сарфининг математик моделини ифодалайди.

Биз юқорида энг оддий иқтисодий масалани қарадик, ҳамда унинг модели икки номаълумли иккита чизиқли тенгламалар системасига келтирилишини кўрсатдик. Фан ва техниканинг жуда кўп масалаларининг математик моделлари чизиқли тенгламалар системаси орқали ифодаланади. Бу ҳолатлар чизиқли тенгламалар назариясини умумий ҳолда қарашимиз лозимлигини кўрсатади.

Икки номаълумли иккита чизиқли тенгламалар системаси берилган бўлсин:

                      [image: image121.wmf]î
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  бўлса, (1) тенгламалар системаси ягона                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                         [image: image123.wmf]21
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 4.  Детерминантларнинг хоссалари. Детерминантлар қуйидаги хоссаларга эга:

1. Детерминантнинг барча сатридаги элементларини мос устунэлементлари билан алмаштирилса унинг катталиги ўзгармайди, яъни
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 бўлиб, бу детерминантда барча сатрларини мос устунлар билан алмаштирсак,

                                       [image: image148.wmf]22

0

4

0

0

6

24

4

2

0

0

3

1

3

1

2

=

-

+

-

+

-

=

-

-

-

      

бўлади. Бундан кўринадики, иккала ҳолда ҳам бир хил катталик ҳосил бўлди, бу биринчи хоссанинг тўғрилигини кўрсатади.
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бўлиб, бу 2-хоссанинг ўринли эканлигини кўрсатади.            
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иккита сатри бир хил бўлган детерминантни ҳисобласак,
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бўлади,  бу эса 3-хоссанинг тўғрилигини кўрсатади.                           
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Ҳақиқатан ҳам, 1-хоссада келтирилган детерминантнинг 2-сатри элементларини 2 га кўпайтирсак, 
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бўлиб,  бу хоссанинг ҳам тўғрилиги кўринади.             

5. Детерминантнинг  иккита сатри (устуни) элементлари ўзаро пропорционал (мутаносиб)  бўлса, унинг катталиги нўлга тенг, мисол учун,               
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бўлиб, бу эса 5-хоссанинг тўғрилигини кўрсатади.

6. Детерминантнинг катталиги, бирор сатри (устуни) элементларини унга мос алгебраик тўлдирувчиларига кўпайтириб қўшилганига тенг. 1-хоссада келтирилган мисолни қараймиз:
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келиб чиқади, бу эса 6-хоссанинг ҳам ўринли эканлигини кўрсатади.

7. Детерминант  бирор сатри (устуни)нинг ҳар бир элементи иккита қўшилувчидан  иборат бўлса, у ҳолда бу детерминант иккита детерминант йиғиндисига тенг бўлади, яъни
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кейинги иккита детерминантни ҳисобласак,
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1-хоссадаги мисолдан маълумки, у 22 га тенг эди, кейинги икки детерминант йиғиндиси ҳам 22га тенг бўлади,бу эса 7-хоссанинг ўринли эканлигини кўрсатади. 

8. Детерминантнинг бирор устини (сатри) элементларига бошқа устини(сатри)нинг  мос элементларини исталган умумий кўпайтувчига кўпайтириб қўшилса, унинг катталиги ўзгармайди, яъни:

                                  [image: image164.wmf](

)

(

)

(

)

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

+

+

+

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

33

32

32

31

23

22

22

21

13

12

12

11

33

32

31

23

22

21

13

12

11

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

l

l

l

.
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детерминантнинг 2-устун элементларини 2 га кўпайтириб, 1-устуннинг мос элементларига қўшиб, ҳосил бўлган детерминантни ҳисобласак:   
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бўлади. Бу детерминантнинг катталиги 1- мисолда ҳисоблаганимиздек 22 га тенг эди, бу эса 8-хоссанинг ҳам тўғрилигини кўсатади;
Детерминантларнинг хоссаларидан фойдаланиш кўп ҳолларда қулай ҳисоблашларга олиб келади. Ушбу мисолни қараймиз.
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Бу мисолдан кўринадики, детерминантларни ҳисоблашда унинг хоссаларидан фойдаланиш анча қулайликларга олиб келади.

 
3 –тартибли детерминантни диагоналлар усули деб аталувчи ушбу усул билан ҳам ҳисоблаш мумкин:
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 1-мисолдаги детерминантни диагонал усулидан фойдаланиб ҳисобласак,
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бўлади.

     5. [image: image173.wmf]n
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-тартибли детерминант   
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бўлади. Детерминантларнинг ҳамма хоссалари [image: image181.wmf]n

-тартибли детерминант учун ҳам ўринлидир. 


Юқори тартибли детерминантларни ҳисоблашда детерминантларнинг 6-хоссасидан фойдаланиб, унинг тартибини пасайтириш билан 3 ёки 2-тартибли детерминантларга келтириб ҳисобланади. Масалан, 4-тартибли детерминантни 1-сатр элеменлари бўйича ёйсак ушбу кўринишда бўлади:

[image: image182.wmf].
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Бундан юқори тартибли детерминантларнинг  ҳам катталиги юқоридагига ўхшаш ҳисобланади. Масалан, 6-тартибли детерминантнинг катталигини ҳисоблаш керак бўлса, уни бирор сатри ёки устуни элементлари бўйича ёйиб 5-тартибли детерминантларга, кейин ўз навбатида 5-тартибли детерминанатларни ҳам бирор сатри ёки устуни элементлари бўйича ёйиб, 4-тартибли детерминантларга келтирилади ва ҳоказо. 


Детерминантларнинг юқорида кўрсатилган хоссалари ҳамма тартибли детерминантлар учун ҳам тўғри. Энди юқори тартибли детерминантларни ҳисоблашга мисол қараймиз. Ушбу детерминантнинг катталигини  ҳисобланг.
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Ечиш.  Берилган детерминантни 1-сатр элементлари бўйича ёйиб ҳисоблаймиз:

                  [image: image184.wmf](
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Детерминантларни ҳисоблашда унинг бирор сатри ёки устунларида нўллар кўпроқ бўлса, ўша сатр ёки устун элементлари бўйича ёйиб ҳисоблаш анча қулайлик келтиради, масалан, юқоридаги мисолда 1-сатр элементлари бўйича ёйганимиз учун, яъни унда 2 та нўл элемент бўлгани учун 2 та 3- тартибли детерминантларни ҳисоблаб чиқишга ҳожат қолмади. Бундай сатр ёки устунлар бўлмаса детерминантларнинг 8-хоссасидан фойдаланиб, уни бундай сатрга ёки устунга эга бўладиган қилиб ўзгартириш мумкин, мисол учун ушбу
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детерминантни ҳисоблайлик. Бунинг учун 1-устун элементларини олдин 2 га кейин мос равишда 5 га, -4 га кўпайтириб, 2,3 ва 4- устунларнинг мос элементларига қўшамиз, бу ҳолда: 
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бўлиб, кейинги 3-тартибли детерминантни 2-сатр элементлари бўйича ёйсак:                                                                                                                                                                                                                      [image: image187.wmf](
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бўлади. 

Мустақил бажариш учун топшириқлар

1. Kуйидаги детерминантлар биринчи устун элементлари 

бўйича ёйиб ҳисоблансин:
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2. Kуйидаги детерминантлар ноллар энг кўп бўлган сатр элементлари бўйича ёйиб ҳисоблансин: 
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3. Kуйидаги детерминантлар ҳисоблансин:
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4. Ушбу детерминантларни тартибини пасайтириш усулидан фойдаланиб ҳисобланг: 
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5

8

1

2

0

1

5

7

4

1

5

3

0

1

3

-

-

-

-

;
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5. Ушбу 1)  [image: image204.wmf]1
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детерминантларнинг катталигини  ҳисобланг.

17. Ушбу  


1) [image: image206.wmf]7
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детерминантларни биринчи сатр элементлари бўйича ёйиб ҳисобланг.

Такрорлаш учун саволлар

1. Алгебра ва алгоритм ибораси нима билан боғлиқ?

2. 2-тартибли детерминант қандай белгиланади ва у нимага тенг?

3. 3-тартибли детерминант қандай белгиланади ва у қандай ҳисобланади?

4. Детерминантларнинг хоссалари нималардан иборат.

5. 4-тартибли детерминантларнинг катталиги қандай ҳисобланади?

6. 5,6,…,[image: image208.wmf]n

-тартибли детерминантлар қандай белгиланади ва ҳисобланади?

Мавзу.   Матрицалар ва улар  устида амаллар

            Режа

           1. Матрицалар ҳақида умумий тушунчалар.

            2. Матрицалар устида амаллар.

            3. Матрицанинг ранги ва уни ҳисоблаш.

            4. Тескари матрица ва уни топиш.

Таянч ибора ва тушунчалар
Матрица, матрицанинг ўлчами, матрицанинг детерминанти, махсус матрица, махсусмас матрица, бош диагонал, диагонал матрица, бирлик матрица, транспонирланган матрица, тенг матрицалар, матрицаларнинг йиғиндиси,матрицани сонга кўпайтириш, матрицалар кўпайтмаси,матрицанинг к-тартибли минори, матрицанинг ранги, элементар  алмаштиришлар,тескари матрица.


1 Матрицалар ҳақида умумий тушунчалар. Системаларни моделлаштиришда матрицалар алгебраси деган тушунча муҳим аҳамиятга эга . Режалаштириш муаммолари, ялпи маҳсулот, жами меҳнат сарфи, нархни аниқлаш ва бошқа масалалар ҳамда уларда компьютерларни қўллаш матрицалар алгебрасини қарашга олиб келади. Ишлаб чиқаришни режалаштириш, моддий ишлаб чиқариш орасидаги мавжуд боғланишларни ифодалашда ва бошқаларда, маълум даражада тартибланган ахборотлар системасига асосланган бўлиши лозим. Бу тартибланган ахборотлар системаси муайян жадваллар кўринишида ифодаланган бўлади. Мисол ўрнида моддий ишлаб чиқариш тармоқлари орасидаги ўзаро боғлиқлик ахборотлари системасини қарайлик. Ишлаб чиқариш 5 та (масалан, машинасозлик, электроэнергия, метал, кўмир, резина ишлаб чиқариш саноатлари) тармоқдан иборат бўлсин. Бунда улар орасидаги ўзаро боғлиқлик 1-жадвал билан ифодалансин. 

1-жадвал.

	Тармоқ-лар
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	[image: image209.wmf]11
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	2
	[image: image214.wmf]21
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	3
	[image: image219.wmf]31
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	[image: image220.wmf]32
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	[image: image221.wmf]33
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	[image: image222.wmf]34
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	[image: image223.wmf]35

a



	4
	[image: image224.wmf]41
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	[image: image225.wmf]42
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	[image: image226.wmf]43
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	[image: image227.wmf]44
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	[image: image228.wmf]45
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	5
	[image: image229.wmf]51
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	[image: image230.wmf]52

a


	[image: image231.wmf]53
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	[image: image232.wmf]54
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Бу жадвалда [image: image234.wmf])
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 лар билан, [image: image235.wmf]i

-тармоқнинг  [image: image236.wmf]j

- тармоққа етказиб берадиган (таъминлайдиган) маҳсулоти миқдори белгиланган, чунончи, [image: image237.wmf]21

a

, [image: image238.wmf]22

a

, ..., [image: image239.wmf]25

a

 лар 2-тармоқнинг мос равишда ҳамма тармоқларга; [image: image240.wmf]31

a

, [image: image241.wmf]32

a

, ..., [image: image242.wmf]35

a

 лар эса 3-тармоқнинг мос равишда ҳамма тармоқларга етказиб берадиган маҳсулотлари миқдорини билдиради. [image: image243.wmf]22

a

, [image: image244.wmf]33

a

 лар мос равишда 2,3-тармоқларнинг ўз эҳтиёжларига сарфини ифодалайди.

Юқоридагига ўхшаш ишлаб чиқариш мезони (нормаси) ахборотлари системасига сонли мисол қарайлик. Корхона 3 турдаги хом ашё ишлатиб 4 хилдаги маҳсулот ишлаб чиқарадиган бўлсин, бунда хом ашё сарфи нормаси системаси 2-жадвал билан берилган бўлсин.

2-жадвал.

	Хом
	Маҳсулотлар

	ашёлар
	1
	2
	3
	4

	1
	2
	3
	2
	0

	2
	4
	0
	3
	5

	3
	3
	5
	2
	4


2-жадвалда масалан, 1-турдаги хом ашё сарфи нормаси мос равишда 1,2,3,4-хилдаги маҳсулотлар ишлаб чиқариш учун 2,3,2,0 бўлади.

1 ва 2 жадваллар, математикада  ўрганиладиган матрицалар  тушунчасининг мисоллари бўлаолади. Матрицалар иқтисодий изланишларда кенг қўлланилмоқда, хусусан, улардан фойдаланиш ишлаб чиқаришни режалаштиришни осонлаштириб, меҳнат сарфини камайтиради, ҳамда режанинг ҳар хил вариантларини тузишни ихчамлаштиради. Бундан ташқари ҳар хил иқтисодий кўрсаткичлар орасидаги боғлиқликни текширишни осонлаштиради. Бу ҳолатлар матрицаларни умумий ҳолда қарашга олиб келади.

1-таъриф.  [image: image245.wmf]m

 та сатрли ва [image: image246.wmf]n

 та устунли тўғри бурчакли [image: image247.wmf]n
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 та элементдан тузилган жадвал
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[image: image249.wmf]n
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 ўлчамли матрица дейилади. [image: image250.wmf]A

 матрицани қисқача [image: image251.wmf])
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 билан ҳам белгилаш  мумкин. Матрицаларда сатрлар сони устунлар сонига тенг бўлса, бундай матрицалар квадрат матрица деб аталади.


Ҳар бир [image: image252.wmf]n

 тартибли квадрат матрица учун унинг элементларидан тузилган детерминантни ҳисоблаш мумкин, бу детерминантга [image: image253.wmf]A

 матрицанинг  детерминанти дейилади ва [image: image254.wmf]A

det

 ёки [image: image255.wmf]A

 билан белгиланади.  [image: image256.wmf]0

det

=

A

 бўлса, [image: image257.wmf]A

 матрицага  махсус матрица, [image: image258.wmf]0

det

¹

A

бўлса, махсусмас матрица дейилади. Квадрат матрицанинг [image: image259.wmf]nn
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 элементлар жойлашган диагонали бош диагонал, [image: image260.wmf]1
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 элементлари  жойлашган диагонали ёрдамчи диагонал дейилади. Бош диагоналдаги элементлар 0дан фарқли бошқа барча элементлари 0 га тенг квадрат матрица диагонал матрица  дейилади.Масалан,
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матрица диагонал матрицадир.  Диагоналдаги барча элементлари 1 га тенг диагонал матрица бирлик матрица дейилади ва 
                                                   [image: image262.wmf]÷
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билан белгиланади. 


Фақат битта сатрдан иборат [image: image263.wmf](
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 матрицага сатр матрица дейилади. Фақат битта устунга эга 

                                                            [image: image264.wmf]÷
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матрицага устун матрица деб аталади.


Барча элементлари 0 лардан иборат бўлган матрицага нўл матрица дейилади ва [image: image265.wmf]O

 билан белгиланади. 
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¹

l

 сонга кўпайтириб, бошқа сатр (устун) мос элементларига қўшиш; 4) матрицани транспонирлашдан, унинг ранги ўзгармайди.  Бу амалларга одатда элементар алмаштиришлар дейилади. 

1-мисол.   [image: image342.wmf]÷
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матрицанинг рангини ҳисобланг.

Ечиш.  [image: image343.wmf]A

 матрицанинг рангини ҳисоблаш учун элементар алмаштиришлардан фойдаланамиз. Биринчи сатр элементларини  иккинчи сатр элементларига, биринчи сатр элементларини (–2)га кўпайтириб, учинчи сатр элементларига, ҳамда учинчи сатр элементларини тўртинчи сатр элемнтларига қўшиб қуйидаги матрицани ҳосил қиламиз:
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Кейинги матрицада 2-сатрини (–1) га кўпайтириб тўртинчи сатрига қўшсак
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матрица ҳосил бўлади. Бу матрицада
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бўлиб,  тўртинчи тартибли минорлар 0 га тенг. Шундай қилиб, берилган матрицанинг ранги 3 га тенг.

4. Тескари матрица ва уни топиш. [image: image347.wmf]A

 квадрат матрица учун [image: image348.wmf]E

BA

AB
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=

бирлик матрица бўлса, [image: image349.wmf]B

 квадрат матрица [image: image350.wmf]A

 матрицага тескари матрица дейилади. Одатда, [image: image351.wmf]A

 матрицага тескари матрица [image: image352.wmf]1

-

A

 билан белгиланади. 

Теорема:  [image: image353.wmf]A

 квадрат матрица тескари матрицага эга бўлиши учун [image: image354.wmf]A

 матрицанинг детерминанти 0 дан фарқли бўлиши зарур ва етарлидир. (Бу теоремани исботсиз келтирдик, унинг исботини кенгроқ дастурли курслардан топиш мумкин, масалан, В.Е.Шнейдер ва бошқалар. «Олий математика қисқа курси» 1том. Т. Ўқитувчи. 1985. 407 б.)

 [image: image355.wmf]A

 квадрат матрица учун [image: image356.wmf]0
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 бўлса , унга тескари бўлган ягона матрица [image: image357.wmf]1
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 мавжуд. 
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матрицага тескари [image: image359.wmf]1
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 матрица

[image: image360.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

-

-

D

=

-

nn

n

n

n

n

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

L

L

L

2

1

2

22

12

1

21

11

1

1


формула билан топилади. Бунда [image: image361.wmf]ij

A

 мос равишда [image: image362.wmf]ij
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 элементларнинг алгебраик тўлдирувчилари ва [image: image363.wmf]A
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Тескари матрицани топишга мисол қараймиз.

2-мисол. Ушбу 

                [image: image364.wmf]÷
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матрицага тескари матрицани топинг. 

Ечиш.   Олдин [image: image365.wmf]A

 матрицанинг детерминантини ҳисоблаймиз:

            [image: image366.wmf].
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Юқоридаги теоремага асосан тескари матрица мавжуд, чунки  

              [image: image367.wmf]0
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яъни, берилган матрица махсусмас матрицадир. [image: image368.wmf]1

-

A

 ни топиш учун [image: image369.wmf]A

 матрица  ҳамма элементларининг алгебраик тўлдирувчиларини топамиз:

         [image: image370.wmf].
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Тескари матрицани топиш
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формуласига асосан 
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бўлади. [image: image373.wmf]1
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A

 тескари матрицанинг тўғри топилганлигини 
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тенгликнинг бажарилиши билан текшириб кўриш мумкин, ҳақиқатан ҳам, 

              [image: image375.wmf](
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яъни,  [image: image376.wmf]E
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  бирлик матрица ҳосил бўлади, бу [image: image377.wmf]1
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A

 тескари матрицанинг тўғри топилганлигини исботлайди.

Такрорлаш учун саволлар

1. Матрица деб нимага айтилади?

2. Матрицанинг ўлчови нима ва у қандай ёзилади?

3. Квадрат матрица деб қандай матрицага айтилади?

4. Матрицанинг детерминанти нима?

5. Махсус ва махсусмас матрицалар қандай матрицалар?

6. Диагонал матрица деб нимага айтилади?

7. Бирлик матрица деб қандай матрицага айтилади?

8. Транспонирланган матрица деб нимага айтилади?

9. Қандай матрицалар тенг бўлади?

10. Матрицалар йиғиндиси нима?

11. Матрицани сонга кўпайтириш қандай бўлади?

12. Қандай матрицаларни кўпайтириш мумкин?

13. Матрицалар қандай кўпайтирилади?

14. Матрицанинг ранги нима?

15. Элементар алмаштиришлар деб қандай амалларга айтилади?

16. Тескари матрица қандай топилади?

Мустақил иш учун топшириқлар

1-мисол. Ушбу
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  матрицаларни кўпайтиринг.

2-мисол. Ушбу

      [image: image380.wmf][image: image381.wmf]÷
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матрицаларни кўпайтиринг.

3-мисол. Ушбу

     1) [image: image382.wmf][image: image383.wmf]÷
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     2) [image: image384.wmf]÷
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 матрицаларга тескари матрицаларни топинг.

4-мисол. Ушбу
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матрицаларнинг рангини ҳисобланг.
                    Мавзу. Чизиқли тенгламалар системаси

Режа

1. Чизиқли тенгламалар системаси ҳақида умумий тушунчалар.

2. Чизиқли тенгламалар системасини Крамер усули билан ечиш.

3.Чизиқли тенгламалар системасини матрицалар ёрдамида ечиш.

Таянч иборалар

Чизиқли тенгламалар системаси(ЧТС),тенгламалар системасининг ечими, ягона ечим, система биргаликда, аниқ бўлмаган система,эквивалент система, биргаликда бўлмаган система, система матрицаси, кенгайтирилган матрица, Кронекер-Капелли теоремаси, бир жинсли система, бош ўзгарувчилар, номаълумларни йўқотиш, тескари қадам, Гаусс усулининг хусусияти, система биргаликда ва аниқмас, система биргаликда эмас, Гаусс усулининг Жордан модификацияси усули.

1.ЧТС ҳақида умумий тушунчалар. Маълумки бир неча тенгламалар биргаликда қаралса, уларга тенгламалар системаси дейилади. 

Тенгламалар системасидаги ҳамма тенгламалар чизиқли (1-даражали) бўлса, бундай тенгламалар системасига чизиқли тенгламалар системаси дейилади. 

Тенгламалар системасидаги номаълумлар ўрнига маълум сонлар мажмуини қўйганда, системанинг ҳамма тенгламалари айниятга айланса, бундай сонлар мажмуига тенгламалар системасининг ечими (илдизи) дейилади. Бундай сонлар мажмуи битта бўлса, тенгламалар системаси ягона ечимга эга бўлиб, бу система аниқланган (тайин, муайян) деб аталади ва бу тенгламалар системаси биргаликда дейилади. Биргаликда бўлган система биттадан кўп ечимга эга бўлса, бундай система аниқ бўлмаган  система дейилади.

Биргаликда бўлган тенгламалар системаси бир хил ечимлар мажмуига эга бўлса, бундай системалар эквивалент дейилади.

Тенгламалар системаси бирорта ҳам ечимга эга бўлмаса, бундай системага биргаликда бўлмаган система дейилади.

Берилган тенгламалар системасининг бирорта тенгламасини 0дан фарқли сонга кўпайтириб, бошқа тенгламасига ҳадма-ҳад қўшиш билан ҳосил бўлган система берилган системага эквивалент бўлади (бу хоссадан келгусида кўп фойдаланилади). 

Фан ва техниканинг кўп соҳаларида бўлганидек, иқтисодиётнинг ҳам кўп масалаларининг математик моделлари чизиқли тенгламалар системаси орқали ифодаланади. 

Чизиқли тенгламалар системасини тузишга иқтисодиётдан мисол қараймиз. 

1-мисол.  Корхона уч хилдаги хом ашёни ишлатиб уч турдаги маҳсулот ишлаб чиқаради. Ишлаб чиқариш характеристикалари 1-жадвалда берилган.

1-жадвал.

	хом ашё хиллари
	Маҳсулот турлари бўйича хом ашё сарфлари
	хом ашё заҳираси

	
	1
	2
	3
	

	1
	5
	12
	7
	2000

	2
	10
	6
	8
	1660

	3
	9
	11
	4
	2070


Берилган хом ашё заҳирасини ишлатиб, маҳсулот турлари бўйича ишлаб чиқариш ҳажмини аниқланг.

Ечиш: Ишлаб чиқарилиши керак бўлган маҳсулотлар ҳажмини мос равишда [image: image387.wmf]3

2

1

,

,

x

x

x

 лар билан белгилаймиз. 1-тур маҳсулотга, 1-хил хом ашё, биттаси учун сарфи 5 бирлик бўлганлиги учун 5[image: image388.wmf]1

x

 1-тур маҳсулот ишлаб чиқариш учун кетган 1-хил хом ашёнинг сарфини билдиради. Худди шундай 2,3-тур маҳсулотларни ишлаб чиқариш учун кетган 1-хил хом ашё сарфлари мос равишда 12[image: image389.wmf]2

x

, 7[image: image390.wmf]3

x

 бўлиб, унинг учун қуйидаги тенглама ўринли бўлади: 5[image: image391.wmf]1

x

+ 12[image: image392.wmf]2

x

+ 7[image: image393.wmf]3

x

=2000. Юқоридагига ўхшаш 2,3-хил хом ашёлар учун
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тенгламалар ҳосил бўлади. Демак, масала шартларида қуйидаги уч номаьлумли учта чизиқли тенгламалар системасини ҳосил қиламиз:

     5[image: image396.wmf]1
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+ 12[image: image397.wmf]2

x

+ 7[image: image398.wmf]3
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Бу масаланинг математик модели уч номаълумли учта чизиқли тенгламалар системасидан иборат бўлди. Бу масала тенгламалар системасининг ечимини топиш билан ечилади. Бундай тенгламалар системасини ечишни умумий ҳолда қараймиз.

2.Чизиқли тенгламалар системасини Крамер усули билан ечиш
Чизиқли тенгламалар системасининг ечимини топишни олдин икки номаълумли иккита чизиқли тенгламалар системаси учун қараймиз. Ушбу икки номаълумли иккита чизиқли тенгламалар системаси 
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дан, биринчи тенгламани [image: image402.wmf]22

a
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 га ҳадма-ҳад кўпайтирамиз ва ҳосил бўлган тенгламаларни қўшамиз, натижада 
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тенглама ҳосил бўлади. Худди шунга ўхшаш, 1-тенгламани    [image: image405.wmf]21
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бўлгани учун, қуйидаги белгилашларни киритиб 
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(1) ва (2) тенгликларни 
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бўлади, ёки детерминантлар орқали ёзсак 
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Бу формулаларга Крамер формулалари дейилади, бунда [image: image414.wmf]1
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Шундай қилиб, берилган чизиқли тенгламалар системасининг детерминанти 0 дан фарқли бўлса, система ягона ечимга эга бўлади.
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Шундай қилиб, системанинг иккинчи тенгламаси, биринчи тенгламасидан унинг иккала қисмини [image: image435.wmf]l
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Энди уч номаълумли учта тенгламалар системасини қараймиз:
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тенгламалар системаси берилган бўлсин. Бу система номаълумлари   коэффициентларидан ушбу детерминантни тузамиз:
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бунга (4) системанинг детерминанти ёки аниқловчиси дейилади. [image: image448.wmf]0
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ечимга эга бўлади, бунда
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(5) формулага ҳам икки номаълумли иккита тенгламалар системасидагидек  Крамер формулалари дейилади. Крамер формулалари [image: image451.wmf]n

   номаълумли  [image: image452.wmf]n

 та тенгламалар системаси учун ҳам умумлаштирилади.


Энди мисоллар қараймиз:
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тенгламалар системасининг ечимини топинг.

Ечиш.  Бу системанинг детерминанти                           [image: image454.wmf]0
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Демак, берилган тенгламалар системаси ягона ечимга эга.
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2-мисол. Ушбу             
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тенгламалар системасини ечинг.

Ечиш. Система детерминантини тузиб, унинг учинчи сатри элементларини (-1)га кўпайтириб, 1 сатр мос элементларига қўшиб, ҳосил бўлган детерминантни 1-сатр элементлари бўйича ёйиб қуйидагини ҳосил қиламиз:
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Охирги 3-тартибли детерминантда 1- устун элементларини (-2)га кўпайтириб 3- устун мос элементларига қўшиб, ҳамда  3- устун элементлари бўйича ёйиб
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ни ҳосил қиламиз. [image: image460.wmf]1
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, демак,  тенгламалар системаси ягона ечимга эга. Энди бошқа детерминантларни ҳисоблаймиз:
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(Бу детерминантларни ҳисоблаб кўришни ўқувчига ҳавола этамиз).

Шундай қилиб, Крамер формулаларига асосан,
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бўлади.

Топилган ечимни тенгламалар системасига бевосита қўйиб унинг тўғрилигига ишонамиз.
3-мисол. Ушбу 
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тенгламалар системасининг ечимини топинг.   


Ечиш.        Олдин системанинг детерминантини ҳисоблаймиз:
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0

4

24

18

4

18

24

2

1

3

2

6

4

1

3

2

=

-

-

+

+

-

=

-

-

-

=

D


Система детерминанти 0 га тенг, бунда икки ҳол бўлиши мумкин. Тенгламалар системаси ечимга эга бўлмаслиги ёки чексиз кўп ечимга эга бўлиши мумкин. Буни аниқлаш учун [image: image465.wmf][image: image466.wmf]3
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 ёрдамчи детерминантларни ҳисоблаймиз:
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[image: image468.wmf]


Иккинчи ва биринчи тенгламаларни солиштириб, иккинчи тенглама биринчи тенгламадан иккига кўпайтириш билан ҳосил бўлганлигини пайқаймиз. Демак, берилган система 
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тенгламалар системасига тенг кучли бўлади. Бу системанинг бирорта номаълумига ихтиёрий қийматлар бериш билан чексиз кўп ечимлар тўпламига эга бўламиз, масалан, 
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система ҳосил бўлиб,          [image: image472.wmf]11
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бундан,   [image: image476.wmf]11

3

,

11

10

2

1

-

=

=

x

x

   бўлиб, [image: image477.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

2

,

11

3

,

11

10

 ечимни оламиз. 


Шундай қилиб, номаълумларнинг бирига ихтиёрий қийматлар бериб, чексиз кўп ечимларни оламиз.

4-мисол.  Ушбу 
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тенгламалар системасини ечинг.


Ечиш. Берилган система детерминантини ҳисоблаймиз:
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3.Чизиқли тенгламалар системасини матрицалар ёрдамида ечиш Энди матрицалар ёрдамида чизиқли тенгламалар системасини ечишга ўтамиз.
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(7)
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 номаълумли, [image: image483.wmf]n

 та тенгламалар системаси берилган бўлсин.
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белгилашларни киритамиз. Энди (7) системани матрицаларни кўпайтириш қоидасидан фойдаланиб,
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 матрицага тенг бўлади, яъни
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Бу (7) тенгламалар системасини ечишнинг матрицавий ёзувини билдиради. 

1-мисол.      Матрицалар ёрдамида ушбу тенгламалар системасини ечинг:
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Ечиш.  Қуйидаги белгилашларни киритамиз:
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Бу матрицалар ёрдамида берилган тенгламалар системасини 
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кўринишда ёзамиз. Энди [image: image496.wmf]A

 матрицанинг детерминантини ҳисоблаймиз.
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 матрицанинг детерминанти 0 дан фарқли бўлганлиги учун, унга тескари ягона [image: image499.wmf]1
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 матрица мавжуд ва тенгламалар системаси ягона ечимга эга бўлади. Энди [image: image500.wmf]1
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 тескари матрицани топиш учун [image: image501.wmf]D

 детерминант элементларининг ҳамма алгебраик тўлдирувчиларини ҳисоблаймиз:
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 матрицани топиш формуласига асосан,
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(9) тенгликнинг икки томонини чапдан [image: image505.wmf]1
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тенглик ҳосил бўлади.
Шундай килиб,  [image: image509.wmf]÷
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(Топилган ечимларни тенгламалар системасига  бевосита қўйиб, ечимнинг тўғрилигини текшириб кўриш мумкин).

                                       Такрорлаш учун саволлар
1. Чизиқли тенгламалар системасининг детерминанти деб нимага айтилади?

2. Чизиқли тенгламалар системаси қачон ягона ечимга эга бўлади?

3. Чизиқли тенгламалар системаси ягона ечимга эга бўлса, у қандай топилади?

4. Крамер формулалари нимадан иборат?

          
5. Тенгламалар системасининг матрицали ёзуви қандай бўлади?

6. Тенгламалар системаси матрицалар ёрдамида қандай ечилади?

7. Тескари матрица қандай топилади?

 
 8. Қандай тенгламалар системасига биргаликда дейилади?

                 Мустақил ечиш учун  топшириқлар
1. Ушбу  
                       [image: image512.wmf]þ
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тенгламалар системасини Крамер қоидаси билан ечинг.

       2.Ушбу 
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тенгламалар системасини ечинг.

3. Ушбу
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тенгламалар системасини Крамер формулалари ёрдамида ечинг.

4.Ушбу 

          1) [image: image516.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

-

=

+

+

+

-

=

-

-

+

=

+

+

-

=

-

+

+

2

4

3

8

7

5

3

7

5

4

18

2

8

7

5

9

5

4

3

3

4

3

2

1

4

3

2

1

4

3

2

1

4

3

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

       2) [image: image517.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

+

+

+

=

+

-

+

=

+

+

-

=

+

-

+

41

3

5

4

6

40

5

8

7

27

3

5

2

4

12

2

3

5

3

4

3

2

1

4

3

2

1

4

3

2

1

4

3

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


тенгламалар системасини ечинг.

             5. Матрицалар ҳисобидан фойдаланиб қуйидаги тенгламалар  системасини ечинг.
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Мавзу. Умумий кўринишдаги тенгламалар системаси

Режа

1. Кронекер-Капелли теоремаси. 

2.Бир жинсли чизиқли  тенгламалар системаси.
3. Чизиқли тенгламалар системасини Гаусс усули билан ечиш.  

                                Таянч ибора ва тушунчалар
Система матрицаси, кенгайтирилган матрица, Кронекер-Капелли теоремаси, бир жинсли система, бош ўзгарувчилар, номаълумларни йўқотиш, тескари қадам, Гаусс усулининг хусусияти, система биргаликда ва аниқмас, система биргаликда эмас, Гаусс усулининг Жардоно модификациялашган усули.

1.Кронекер-Капелли теоремаси.Ушбу
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умумий кўринишдаги, яьни [image: image521.wmf]n

 та номаьлумли [image: image522.wmf]m

 та чизиқли тенгламалар системаси берилган бўлсин. 


Берилган система номаълумлари коэффициентларидан А матрицани ҳамда бу матрицага озод ҳадлардан тузилган устунни бирлаштириб, иккинчи В матрицани тузамиз, яъни булар ушбу кўринишшда бўлади. 
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[image: image525.wmf]А

 матрицага (1) системанинг матрицаси,  [image: image526.wmf]B

 матрицага системанинг кенгайтирилган матрицаси дейилади. Қуйидаги теорема ўринли.

1- теорема. (Кронекер-Капелли теоремаси). Чизиқли тенгламалар системасининг биргаликда бўлиши учун система матрицаси [image: image527.wmf]А

 нинг ранги система кенгайтирилган [image: image528.wmf]B

 матрицасининг рангига тенг бўлиши зарур ва етарлидир.

Исбот. Зарурлиги. (1) система биргаликда бўлсин. [image: image529.wmf]s

k

k

k

,

,

,

2

1

K

  унинг ечимларидан бири бўлсин. Бу сонларни системадаги номаълумлар ўрнига қўйиб, [image: image530.wmf]s

 та айният ҳосил қиламиз. Бу айниятлар [image: image531.wmf]B

 матрицанинг охирги устуни қолган барча устунларининг мос равишда коэффициетлар билан кўпайтмасидан олинган йиғиндиси эканлигини кўрсатади. [image: image532.wmf]B

 матрицанинг ҳар қандай бошқа устуни [image: image533.wmf]A

 матрицага ҳам киради ва шунинг учун у матрицанинг барча устунлари орқали чизиқли ифодаланади. Аксинча, [image: image534.wmf]A

 матрицанинг ҳар қандай устуни  [image: image535.wmf]B

 матрицани ҳам устуни бўлади, яъни бу матрицанинг устунлари орқали чизиқли ифодаланади. Бундан [image: image536.wmf]A

 ва [image: image537.wmf]B

 матрицаларнинг устунлари системаси ўзаро эквивалент эканлиги келиб чиқади, шунинг учун бу матрицаларнинг ранги бир хил бўлади, яъни [image: image538.wmf](

)

(

)

B

r
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 келиб чиқади.

Етарлилиги.  [image: image539.wmf]A

 ва [image: image540.wmf]B

 матрицалар бир хил рангга эга бўлсин. Бундан [image: image541.wmf]A

 матрица устунларининг исталган максимал чизиқли эркли системаси  [image: image542.wmf]B

 матрицада ҳам максимал чизиқли эркли система бўлиб қолишлиги келиб чиқади. Шунда қилиб [image: image543.wmf]A

 матрица устунлари системаси орқали  [image: image544.wmf]B

 матрицанинг охирги устуни чизиқли ифодаланади. Демак, шундай  [image: image545.wmf]s
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 сонлар мажмуи мавжуд бўладики, [image: image546.wmf]A

 матрицанинг бу сонлар билан кўпайтиришдан олинган устунлари йиғиндиси озод ҳадлардан иборат устунга тенг, яъни  [image: image547.wmf]s
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 сонлар (1) системанинг ечими бўлади, шундай қилиб,  [image: image548.wmf]A

 ва [image: image549.wmf]B

 матрицалар рангларининг бир хилда бўлишидан (1) системанинг биргаликда бўлиши келиб чиқади. Теорема тўлиқ исботланди. 

Кронекер-Капелли теоремаси ечим мавжуд эканлигини тасдиқлайди, лекин бу системанинг барча ечимларини амалда топиш учун усулни бермайди. Энди, ихтиёрий чизиқли тенгламалар системасини ечишнинг қуйидаги қоидасини келтирамиз. 
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 матрицанинг ранги [image: image551.wmf]B

 матрицанинг рангига тенг бўлиб, [image: image552.wmf](
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 матрицанинг чизиқли эркли сатрларининг максимал сонига тенг бўлиб, [image: image555.wmf]k

 номаълумлар сонига тенг бўлса, у ҳолда система тенгламалари сони номаълумлари сонига тенг ва унинг детерминанти нолдан фарқли бўлади, бундай системанинг ечими ягона бўлиб уни Крамер қоидаси бўйича топиш мумкин бўлади. 

Энди матрицаларнинг ранги [image: image556.wmf]k

номаълумлар сонидан кичик, яъни [image: image557.wmf]n
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- тартибли минор нолдан фарқли бўлади. Система тенгламаларининг ҳар қайсисида [image: image559.wmf]n
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  номаълумли ҳадларини тенгламаларнинг ўнг томонига ўтказамиз ва бу номаълумлар учун бирор  [image: image560.wmf]n
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 та тенгламалар системасини ҳосил қиламиз. Ҳосил бўлган системага Крамер қоидасини қўллаш мумкин ва ягона  [image: image563.wmf]k
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k

k

c

c

c

,

,

,

2

1

K

+

+

 сонларни ихтиёрий танлаб олишиьиз мумкин бўлганлиги учун ҳосил бўлган системанинг чексиз кўп турлича ечимлари шу йўл билан ҳосил қилинади. Шундай қилиб, бу ҳолда чексиз кўп ечимлар тўпламига эга бўламиз.  
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 озод номаълумлар қатнашган ечимига умумий ечим  деб аталади, чунки бошқа чексиз кўп ечимлар [image: image567.wmf]n
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 Тенгламалар системасини ечишга бир неча мисоллар қараймиз.

1-мисол. Ушбу тенгламалар системасини ечинг. 
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Ечиш. Система коэффициентларидан матрица тузамиз.
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Бу матрицанинг ранги 2 га тенг, чунки 
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бўлади. Кенгайтирилган матрица 
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нинг ранги 3 га тенг, чунки
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 бўлади, демак исботланган теоремага асосан система биргаликда эмас.

2-мисол.    Ушбу тенгламалар системасини ечинг.
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Ечиш. Система коэффициентларидан тузилган матрица
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3-тартибли минори йўқ. Кенгайтирилган матрицанинг ранги ҳам 2 га тенг, чунки 
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Биринчи иккита тенгламанинг чап қисмлари чизиқли эркли, бу иккита тенгламалар системасини ечиб, номаълумлар учун ушбу қийматларни ҳосил қиламиз:
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Бу ечим 3-тенгламани ҳам қаноатлантиради.

3-мисол. Ушбу тенгламалар системасини ечинг.
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Ечиш. Система матрицасининг ранги [image: image584.wmf](
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бўлганлигини, яъни кенгайтирилган матрицанинг барча 3-тартибли минорлари 0 га тенг бўлганлиги учун, унинг ҳам ранги  [image: image586.wmf](
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бундан 
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бўлиб,  тенгламалар системасини [image: image590.wmf]2
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бўлади. Озод номаълумларни [image: image593.wmf]2
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умумий ечимни оламиз. [image: image595.wmf]1
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2.Бир жинсли чизиқли  тенгламалар системаси. (1) тенгламалар системасида озод ҳадлар 0 лардан иборат бўлса, бундай системага бир жинсли система дейилади, яьни
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бўлиб, биржинсли система доимо биргаликда. 

Бир жинсли  система 0 дан фарқли ечимга эгалигини аниқлаш муҳимдир. 

2-теорема. Бир жинсли система нолдан фарқли ечимга эга бўлиши учун система матрицасининг ранги номаълумлар сонидан кичик бўлиши зарур ва етарлидир.

1-натижа. Бир жинсли системада номаълумлар  сони тенгламалар  сонидан катта бўлса, система 0 дан фарқли ечимларга ҳам эга  бўлиши мумкин. 

2-натижа. [image: image604.wmf]n

 номаълумли [image: image605.wmf]n

 та бир жинсли тенгламалар системаси 0 дан фарқли ечимларга эга бўлиши учун системанинг детерминанти 0 га тенг бўлиши зарур ва етарлидир.

4-мисол. Ушбу 
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 тенгламалар системасини ечинг.

Ечиш. Система матрицасини ва унинг кенгайтирилган матрицасини тузамиз:
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 [image: image609.wmf]B

матрицада охирги устунни сақлаб элементар алмаштиришлар бажарамиз:
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0 лардан иборат  сатрни ташлаб
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 матрицани ҳосил қиламиз. Бундай алмаштиришларда [image: image612.wmf]B

 матрица рангини аниқлаш билан [image: image613.wmf]A

 матрицанинг  ҳам рангини аниқлаш имконияти туғилади. Шундай қилиб, [image: image614.wmf]B

 матрицанинг  ранги 2 га тенг, [image: image615.wmf]A

 матрицанинг  ранги ҳам 2 га тенг. Демак, берилган система биргаликда бўлади. Маълум бўлдики, учинчи тенглама биринчи  иккита тенгламаларнинг чизиқли   комбинациясидан иборат. Шунинг учун учинчи тенгламани чиқариб
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тўрт номаълумли иккита тенгламалар системасига эга бўламиз. Иккита номаълумни қолганлари орқали ифодалаймиз. Маълумки, [image: image617.wmf]2
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 номаълумларга нисбатан ечиш мумкин эмас, чунки уларнинг  коэффициентларидан тузилган детерминант 0 га тенг. Системани [image: image618.wmf]3
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 ларга нисбатан ечиш мумкин, яъни
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 [image: image620.wmf]3
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 ларни  бош (базис) ўзгарувчилар,  [image: image621.wmf]4
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x

  лар эса озод( эркин) ўзгарувчилар бўлади. Бу системани ечиб  [image: image622.wmf]4
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 ни аниқлаймиз.  [image: image623.wmf]4
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 ўзгарувчиларга кетма-кет қийматлар бериб, чексиз кўп ечимлар тўпламига эга бўламиз. Масалан,  [image: image624.wmf]1

,

0

4

1

=

=

x

x

 бўлганда [image: image625.wmf]1
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 ечим ҳосил бўлади ва ҳоказо. Текшириб кўриш мумкинки, бу ечим берилган системани қаноатлантиради.

5-мисол. Ушбу
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бир жинсли тенгламалар системасини ечинг.
Ечиш.  Система матрицасининг рангини топамиз.
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Биринчи учта сатрини қўшиб, тўртинчи сатридан айирамиз:
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ҳосил бўлган матрицанинг рангги 3 га тенг, чунки
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Шундай килиб, [image: image630.wmf]A

 матрицанинг  ранги 3 га тенг, номаълумлар сони тўртта,  2-теоремага  асосан  система 0 дан фарқли ечимга эга. Берилган система
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системага тенг кучли. [image: image632.wmf]3
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 номаълумлар коэффициентидан  тузилган детерминант 0 дан фарқли бўлгани учун [image: image633.wmf]4

x

 ни ўнг томонга ўтказиб тенгламалар системасини ечамиз.

[image: image634.wmf].

28

3

2

3

2

3

1

1

2

,

43

2

3

3

2

2

1

3

2

,

31

2

2

3

2

3

2

3

1

,

21

4

4

4

4

3

4

4

4

4

2

4

4

4

4

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

-

=

-

-

-

=

D

=

-

-

-

=

D

-

=

-

-

-

-

=

D

=

D


Крамер формулаларига асосан:
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Бу ечимни берилган системага бевосита қўйиб ечимнинг тўғрилигига ишониш мумкин.

3. Чизиқли тенгламалар системасини Гаусс усули билан ечиш. Чизиқли тенгламалар системасини  ечишнинг энг кўп ишлатиладиган усулларидан бири Гаусс усулидир. Унинг моҳиятини уч номаълумли учта чизиқли тенглама учун кўрсатамиз.
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Бунда [image: image637.wmf]0
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 бўлсин. Биринчи тенгламанинг ҳамма ҳадларини [image: image638.wmf]11

a

 га бўламиз ва уни [image: image639.wmf]31
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 га кўпайтириб  мос равишда иккинчи ва учинчи тенгламаларга қўшамиз. Бу ҳолда қуйидаги тенгламалар системаси ҳосил бўлади:
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бу ерда [image: image641.wmf]21
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[image: image642.wmf]0
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  бўлиб, бошқа тенгламаларда номаьлумлар олдидаги коэффициентлари орасида  нўлдан фарқлилари бўлса, у ҳолда бу тенгламалардан бирини биринчи тенгламанинг ўрни билан алмаштирамиз, кейин юқоридаги амалларни бажарамиз. Бу биринчи  қадам бўлади. Демак, биринчи қадамда биринчи тенгламада [image: image643.wmf]1

x

 - номаълум қолиб, қолган тенгламалардан кетма-кет [image: image644.wmf]1

x

 - номаълумни йўқотамиз. Иккинчи  қадамда биринчи тенглама ўз ўрнида қолиб, иккинчи ва учинчи тенглама учун юқоридаги амалларни бажарамиз, яъни иккинчи тенгламада [image: image645.wmf]2

x

 номаълумни қолдириб, учинчи тенгламадан уни йўқотамиз. Шундай қилиб, бу амаллар натижасида (1) тенгламалар системаси
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кўринишга келади. Энди ҳамма  номаълумларни сўнгги тенгламадан бошлаб тескари қадам билан топиш қолди. 

6-мисол. 
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тенгламалар системасини Гаусс усули   билан ечинг. 

       Ечиш. Биринчи тенгламани (-4) ва (-3) га кўпайтириб мос равишда иккинчи ва учинчи тенгламаларга қўшамиз:

                         [image: image648.wmf][image: image649.wmf]ï
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яъни [image: image650.wmf] 
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бўлади.

Шу билан биринчи қадам тугади. 

Иккинчи қадамда, биринчи тенгламани ўз ўрнида қолдириб, иккинчи тенгламани (-7) га бўлиб ёзамиз:
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Учинчи  тенгламадан [image: image653.wmf]2

x

 номаълумни йўқотамиз, бунинг учун иккинчи тенгламани (-1) га кўпайтириб учинчи тенгламага қўшамиз:
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Охирги тенгламадан [image: image655.wmf]1
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 ни иккинчи тенгламага қўйсак, [image: image657.wmf]7
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 ларни биринчи тенгламага қуйсак [image: image660.wmf]1
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=1 бўлади. Шундай қилиб,   [image: image661.wmf]1
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Гаусс усулининг  хусусияти  шундан иборатки, унда системанинг биргаликда масаласини олдиндан аниқлаб олиш талаб этилмайди ва:

1) система биргаликда ва аниқ бўлса, у ҳолда усул ягона ечимга олиб келади;

2) система биргаликда ва аниқмас бўлса, бу ҳолда бирор қадамда иккита айнан тенг тенглама  ҳосил бўлади ва шундай қилиб, тенгламалар сони номаълумлар сонидан битта кам бўлиб қолади;

3) система биргаликда бўлмаса, у ҳолда бирор қадамда чиқарилаётган (йўқотилаётган) номаълум билан биргаликда қолган барча номаълумлар ҳам йўқотилади, ўнг томонда эса нолдан фарқли озод ҳад қолади. 

 Жардоно-Гаусс модификациялашган усули. Маълумки, Гаусс усули билан чизиқли тенгламалар системасини ечишда тенгламалар системаси учбурчак кўринишдаги системага келтирилади. Номаълумларнинг қиймати бевосита топиладиган, яъни тескари қадам билан номаълумлар қийматини кетма-кет топишга ҳожат қолмайдиган усулни қараймиз. Бу усулни ушбу чизиқли тенгламалар системасининг ечимини топиш  билан ифодалаймиз.

7-мисол.  
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тенгламалар системаси ечимини топинг.

Ечиш. 1-тенгламани ўзгаришсиз қолдириб системанинг қолган тенгламаларидан  [image: image663.wmf]1

x

 номаълумни йўқотамиз, бунинг учун 1- тенгламани кетма-кет (-4), (-1) га кўпайтириб мос равишда 3,4-тенгламаларга ҳадма-ҳад қўшиб ушбу системани ҳосил қиламиз:


                                 [image: image664.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

+

-

-

=

+

-

-

=

+

+

+

=

+

+

.

15

5

0

,

21

3

8

0

,

15

3

0

,

8

2

4

3

2

4

3

2

4

3

2

3

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


Энди 2–тенгламани ўзгаришсиз қолдириб, бошқа тенгламалардан [image: image665.wmf]2

х

 номаълумни йўқотамиз, бунинг учун 2 тенгламани (-2), 8,1 ларга кетма-кет кўпайтириб, мос равишда  1,3,4 – тенгламаларга ҳадма –ҳад қўшамиз ва ушбуни ҳосил қиламиз:
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Эндиги қадамда 3-тенгламани ўзгаришсиз қолдириб бошқа тенгламалардан  [image: image667.wmf]3

х

 номаълумни йўқотамиз, бунинг учун 3- тенгламани  кетма-кет (5/21), (-3/21) (-2/21) ларга кўпайтириб мос равишда  1,2,4 – тенгламаларга ҳадма-ҳад қўшсак, ушбу тенгламалар системаси ҳосил бўлади:
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Охирги қадамда 4-тенгламани ўзгаришсиз қолдириб бошқа  тенгламалардан, х4 номаълумни йўқотамиз, бунинг  учун 4 – тенгламани  кетма-кет [image: image669.wmf])

9
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 ларга кўпайтириб, мос равишда 1,2,3- тенгламаларга ҳадма-ҳад қўшамиз натижада, ушбуга эга бўламиз:
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Охирги системадан [image: image671.wmf]1

х

=1 , х2=2, х3=3, х4=4 ягона ечимни оламиз. Юқоридаги тенгламалар системасини ечишда х1, х2,х3, х4  номаълумларни кетма-кет йўқотдик, ҳисоблашларни ихчамлаштириш учун ҳар сафар коэффициенти 1 га тенг бўлган номаълумни чиқариш ҳам мумкин эди.


У усулда ҳам Гаусс усулининг хусусиятлари ўз кучида қолади, яъни тенгламалар системаси аниқ бўлса, бу усул ягона ечимга, тенгламалар системаси биргиликда лекин аниқ бўлмаса бирор қадамда 0=0 тенглик ҳосил бўлиб чексиз кўп ечимга олиб келади. Тенгламалар системаси биргаликда бўлмаса, бирор қадамда  тенгликларнинг бирининг чап томонида 0 ўнг томонида 0 дан фарқли сон бўлиб, система ечимга эга бўлмайди. 

                                      Такрорлаш учун саволлар
           1. Кронекер-Капелли теоремасининг шарти нимадан иборат?

2. Қандай матрицага кенгайтирилган матрица дейилади?

3. Бир жинсли система деб қандай системага айтилади?

4. Бир жинсли система қандай ҳолда биргаликда?

5. Бир жинсли система нўлдан фарқли ечимга эга бўлиши учун қандай шарт бажарилиши керак?

6. Бош (базис) ўзгарувчилар нима?

7. Гаусс усулининг моҳияти нима?

8. Номаълумларни кетма-кет йўқотишнинг 1-қадами нимадан иборат?

9. Иккинчи қадам қандай?

10. Тескари қадам нима?

11. Система биргаликда ва аниқ дегани нима?

12.Система биргаликда ва аниқмас деганда нима тушунилади?


13.Гаусс усулининг Жордан модификацияси нимадан иборат?

                     Мустақил ечиш учун  мисоллар
1. Ушбу

          1) [image: image672.wmf]ï
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тенгламалар системасининг биргаликдалигини текширинг ва уларнинг ечимини топинг.

2.Қуйидаги тенгламалар системасини ечинг:
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3. Қуйидаги бир жинсли тенгламалар системасини ечинг:
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4-7. Қуйидаги тенгламалар системасини ечинг:
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6.
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Мавзу: Векторлар назарияси. Векторлар устида чизиқли амаллар. Векторнинг проекциялари, йўналтирувчи бурчаклари ва модули. Базис, векторларнинг ташкил этувчилари.

Режа
1. Скаляр ва вектор миқдорлар.

2. Векторлар устида чизиқли амаллар (қўшиш, айириш ва скалярга кўпайтириш).

3. Векторнинг ўқдаги проекцияси.

4. Векторнинг йўналтирувчи бурчаклари (йўналтирувчи косинуслари).

5. Текисликдаги ва фазодаги векторлар базиси. Ортогонал ва ортонормал базислар. Векторларнинг ташкил этувчилари.
Таянч сўз ва иборалар: скаляр миқдор, вектор миқдор, проекция (соя), координаталар системаси, базис, бирлик вектор, ортогонал векторлар, модуль, йўналтирувчи бурчак, векторнинг координаталари, векторнинг компонентлари (ташкил этувчилари).

Таъсир муҳитларни ўрганар эканмиз, кўпинча икки хил  миқдорни бир-биридан фарқ қиламиз. Улардан бири скаляр миқдор. Иккинчи эса вектор миқдордир.          

Вектор – бу ҳам  миқдор ўлчовига, ҳамда йўналишга  эга  бўлган

катталик.      

Мисол: Куч (оғирлик кучи, реакция кучи, эластиклик кучи),

[image: image5768.wmf]a


[image: image5769.wmf]a


[image: image5770.wmf]a


ёки тезлик ва тезланиш

[image: image5771.emf] 


    v-ҳаракат йўналиши томонга йўналган.

 Ана шу мисол қилганимиз кучлар физик қонунларда :

a) P=mg  (g – эркин тушиш тезланиши. m - жисм массаси, P-шу жисмнинг ерга тортиш кучи );

b) R=-kF   F таянчга босувчи актив куч (масалан юк), R- реакция кучи;

c) F ва - F   лар пружинани икки ёққа чўзувчи кучлар (F=(slg). g- қаттиқлик коэффисиенти. ( – зичлик. l – пружина узунлиги, s – кўндаланг кесим юзаси;

d) [image: image683.wmf]2
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 - инерция кучи

формулалар билан ифодаланадики, бунда иштрок этаётган м – масса, ( – зичлик, с – кўндаланг кесим юзи, …  кабилар ҳеч қандай йўналишга эга эмас, аммо маълум бир катталикни ифодаловчи фактор.

Масалан  P=mg – ни олсак P- куч миқдор ва у ер марказига  йўналган. Аммо жисм ҳаракатдами ёки тинч турибдими, барибир ундаги модда миқдори

ўзгармайди. Яъни жисмдаги модда миқдори – скаляр  миқдордир.
Вектор  [image: image684.wmf]...

,

,

yoki

...

,

,

,

CD

AB

c

b

a

  каби ҳарфлар билан белгиланиб, каби стрелка билан ифодаланади.  

[image: image5772.emf] 

         A нуқта векторнинг боши,  B- эса охири (uchi) стрелка  эса 
        Унинг  йўналиши дейилади.

U ётган тўғри чизиқ векторнинг йўналтирувчи чизиғи (ўқи) деб юритилади. Координаталар системасида: вектор ўзининг координаталари билан берилади:

[image: image5773.wmf]a

a)[image: image5774.emf] 
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[image: image5776.emf] 

[image: image5777.emf] 

[image: image5778.emf] 


[image: image5779.wmf]i

b)
                                        [image: image685.wmf]}

(

)

(

)

{

y

x

y

x

b

b

B

a

a

A

AB

yoki

b

a

a

AB

,

,

,

;

,

=

=

 
[image: image5780.wmf]k
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 Бундай берилишларни векторнинг декарт координаталари системасидаги берилиши

                                                                деймиз.
Хусусан   [image: image687.wmf]{
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 вектор учлари (A va B) ning координат ари билан берилган деймиз. [image: image689.wmf]{
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ни эса [image: image690.wmf]a

 -вектор ўзининг    координата ўқларидаги соялари (проэкциялари) билан берилган деймиз.

 
Албатта биз ўрта мактабда нуқтанинг геометрик ўрнини аниқлашни ўрганганмиз.

Келинг тушунишни осонлаштириш учун икки ўлчовли (xOy)

тўгри бурчакли координаталар системасини олиб, бу катталикларни ясаймиз ва миқдорлар муносабатини аниқлаймиз.

Берилган  [image: image691.wmf](
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1) [image: image692.wmf]AB

  ясалсин. 2) Унинг  проекциялари  ва модули топилсин.                       

 Эслатма. A нуқтани ясаш учун  Ox- ўқидан ax кесма ажратиб,унинг охиридан  Oy-га параллел штрих Oy ўқидан   ay  кесмани ажратиб, уни охиридан Ox-га параллел чизиқлар чиқарамиз, уларнинг кесушуви  ягона бўлиб, Ануқтанинг ўрнини белгилайди. Шундай қилиб, B ни ясаймиз. Уларни тўгри чизиқ  кесмаси билан туташтириб, B томонга стрелка қўямиз,  / вектор ясалди. Ординаталарга параллел штрих чизиқлар билан  [image: image693.wmf]D

ABD

  ни  ясаймиз. Мулоҳаса қилиб кўрайлик.

1.[image: image694.wmf]D

 ABD- тўғри бурчакли.

2.[image: image695.wmf]Ð

  BAD ни  - α деб  белгиласак ва  [image: image696.wmf]AB

  нинг Ох ўқига  оғиш бурчаги.

3.[image: image697.wmf]r
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 билан   [image: image698.wmf]AB

 вектор узунлигини белгиласак ва уни векторнинг модули деб атасак:    α - оғиш  бурчагини Ox  га нисбатан   [image: image699.wmf]AB

 ни йўналтирувчи бурчаги деб атасак, қуйидагиларга эга бўламиз:

1. [image: image700.wmf](
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кўриниб турибдики,  α ва r – берилган  [image: image701.wmf]AB

   векторни ягона равишда ифодалайди.

2. Демак, вектор   [image: image702.wmf])
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 -кўринишда ҳам берилар экан .          

[image: image5781.wmf]j

 Бундай берилишга қутб координаталар системасида векторнинг берилиши деб атаймиз. У вақтда: [image: image703.wmf]2
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3.   [image: image704.wmf]2
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 Формулаларни координаталар алмаштириш формулалари деб атаймиз.

4. Эслатма :  [image: image705.wmf](
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формула икки нуқта орасидаги масофа (кесманинг узунлиги)ни топиш формуласи деб ҳам юритишади. Векторлар майдон тушунчасини вужудга келтириш учун қуйидаги тушунчаларни киритамиз.

a) Модули (узунлиги) 1га тенг векторни бирлик вектор деб атаймиз ва уларни [image: image706.wmf]k
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     деб  атаймиз. ( |i|=|j|=|k|=1 ).

b) Агар  [image: image707.wmf]i
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 бўлса бу векторларни ортогонал  векторлар деб атаймиз

v) Векторни k скаляр (сонга) кўпайтирганда, аввалги [image: image708.wmf](
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 векторга нисбатан скаляр k баробар узайган, аммо йўналиши аввалгича қолган вектор ҳосил бўлади.
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                                              [image: image709.wmf]1
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 [image: image710.wmf]1
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g) Эслатма. Ўрта  мактабдан биламизки, икки вектор  қўшилганда улардан параллелограмм  ясалиб, улар қўйилган нуқтадан чиққан диогонални эса уларнинг йиғиндиси деб, иккинчи диагонални эса уларнинг айирмаси деб  олинади. 
[image: image5784.wmf]a
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Эътибор қилинг:      [image: image712.wmf]BD
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Демак, [image: image713.wmf]AD

  вектор берилган [image: image714.wmf]b

векторга коллинеар (бир текисликда ётувчи a йўналтирувчи чизиқлари ўзаро параллел) векторлардир.

Чизмадан кўриниб турибди:  [image: image715.wmf]c
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  экан.

1. Демак, икки векторни қўшсиш учун уларни бирин -кетин  қўйиб, очиқ учларини туташтириш лозим экан.

2. Икки векторни биридан икинчисини айириш учун уларни [image: image716.wmf](
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 шаклда бирин-кетин қўйиб, очиқ учларини   туташтириш лозим экан.

Демак, n та вектор берилганда ҳам, бу амал қўшиш ёки  айиришда муаммо вужудга келтирмас экан. 

векторларни қўшиш ва айириш.
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Таъриф : ([image: image719.wmf]k
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) -ortonormal vektorlar sistemasi bo’lsa, uni bazis deb ataymiz va uni вектор координаталар системаси деб қабул қиламиз.
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деб ёза оламиз.                        

Албатта, йўналтирувчи бурчаклар ортонормал    базис  ҳам  ўз  маъно-эътиборини сақлайди.
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Мустақил иш учун топшириқлар.

1. Учлари  A(1,2,3), B (3, -2, 3 )  нуқталарда бўлган

 вектор ясалсин ва модули, проэкциялари, ташкил этувчилари топилсин,йўналтирувчи бурчаклари топилсин.
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   Уларнинг модули топилсин.

Мавзу: Икки векторнинг  кўпайтмаси, унинг механик маъноси ва хоссалари, векторлар орасидаги бурчакни топиш формуласи. Икки векторнинг перпендикулярлик (ортогоналлик) шарти. Икки векторнинг векторли кўпайтмси. Векторли кўпайтманинг хоссалари ва геометрик маъноси. Икки векторнинг коллинеарлик шарти. Уч векторнинг аралаш кўпайтмаси, унинг геометрик маъноси. Уч векторнинг компланарлик шарти.

Режа:

1. Кўпайтманинг таърифи, унинг хоссалари.

2. Кўпайтманинг механик маъноси.

3. Кўпайтманинг координаталар орқали ифодаси.

4. Икки вектор орасидаги бурчак косинусини топиш.

5. Икки векторнинг перпендикулярлик (ортогоналлик) шарти.

6. Икки векторнинг векторли кўпайтмаси, унинг хоссалари;

7. Векторли кўпайтманинг геометрик маъноси;

8. Икки векторнинг коллинеарлик шарти; 

9. Уч векторнинг аралаш кўпайтмаси, унинг хоссалари;

10. Аралаш кўпайтманинг геометрик маъноси;

11. Уч векторнинг компланарлик шарти.
Таянч сўз ва иборалар:  ko’paytma, ikki vektor orasidagi burchak, ikki vektorning ortogonalligi. vektorli ko’paytma, aralash ko’paytma, ikki vektorning kollinearligi, uch vektorning komplanarligi, o’ng va chap sistemalar.

Маъруза матни.                                 
 Ўтган дарсимиздан маълумки, векторни скалярга кўпайтирсак, скаляр баробар  ўзгарган (миқдоран) ва ёналиши аввалгича қолган янги вектор вужудга келади.

Векторга механик маъно берсак,биз тезлик, тезланиш  ва  кучларни эслаймиз  V  ҳам  тезлик, V1=kV  ҳам  тезлик.

V ни k (скаляр) сонга кўпайтириш билан яна янги тезликни олдик, бунда [image: image737.wmf]V
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Бу дарсимизда иккита векторни (тезликни) ўзаро кўпайтиришга уриниб кўрамиз.

 Албатта биз кўпайтириш натижасига қараб уларни номлаймиз.  Айтайлик  [image: image738.wmf]b
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   -векторлар берилган бўлсин.
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                                                                         (i,  j) –ортонормал базис бўлсин.
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1-таъриф . Икки вектор орасидаги бурчак деб, уларнинг йўналтирувчи чизиқлари орасидаги бурчакка (α) айтамиз.

2-таъриф .  [image: image740.wmf](
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 векторларнинг  кўпайтмаси деб айтамиз. (Ана кўрдингизми, кўпайтма натижаси скаляр миқдор бўлгани учун, уни  скаляр кўпайтма деб атаган                       эканмиз.)

Геометрик жиҳатдан  таҳлил қилиб кўрайлик. Векторларни   ўзи бўйлаб хоҳлаган нуқтага кўчириш мумкин. Бу билан унинг  таъсир даражаси ўзгармайди. Демак,берилган икки векторни уларнинг  таъсир даражаси кесишган нуқтага келтириш мумкин.
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Бу ясаш ва улардан келиб чиққан  иборалар кўрсатаяптики:
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Яъни, икки векторнинг скаляр кўпайтмаси  скаляр миқдор бўлиб,  уларнинг бирини иккинчисининг ундаги проэкцияси баробар орттириш  (кўпайтириш) экан.

 
Агар бу ифодага механик маъно берсак, хусусан [image: image743.wmf]t
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  бажарилган иш келиб чиқади ва  бунда   [image: image745.wmf](
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ишнинг  миқдори  купайтувчиларнинг ўрнига боғлиқ эмас.

 Скаляр кўпайтма қуйидаги хоссаларга эгалиги ҳам бу орада  келиб  чиқди.
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Энг кейинги хоссани қуйидагича исбот қиламиз.
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Ҳамонки биз  скаляр кўпайтма ифодасида икки вектор орасидаги бурчакдан фойдаланар эканмиз, икки ҳолатни ( α=o; α=90 ) алоҳида  қайд этамиз.

a)  Демак, икки вектор ўзаро ортогонал бўлса ,   [image: image750.wmf](
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  бўлар  экан. Бундан кейин [image: image751.wmf](
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   тенгликни икки векторнинг  ортогоналлик шарти деймиз.

Демак  (i , j, k )   ортонормал базисда (i ,j)=0,    (i , k)=0, (k , j)=0  экан.

b) холатни, яъни [image: image752.wmf](
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 ҳолатни кейинги дарсга қолдириб, скаляр  купайтмага оид бошқа формулаларни келтириб чиқарамиз.
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Ҳосил бўлган формулаларни икки вектор ортонормал базисда ўз   координаталари (компонентлари) билан берилганда мос равишда уларнинг  кўпайтмасини ва улар орасидаги бурчак косинусини  топиш формуласи деб атаймиз.

Икки векторнинг ортогоналлик  шартига эътибор берсак :
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Кейинги ифоданинг ҳар иккаласи ҳам икки векторнинг ўзаро  ортогоналлик шарти дейилади.

Уч ўлчовли фазо учун бу формула ва шартларни  исботсиз келтирамиз.
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Маъруза матни

1. Айтайлик  , [image: image760.wmf]a
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b

  векторлар ва улар орасидаги ([image: image761.wmf]a
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 ) берилган бўлсин.
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 векторларнинг векторли кўпайтманинг натижаси- вектор экан .Уни  [image: image765.wmf]c

    деб белгилаймиз :  [image: image766.wmf][
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кўпайтманинг қиймат маъносини текшириб кўрайлик.
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                                                             Демак , икки векторнинг векторли кўпайтма-сининг модули  шу векторлардан тузилган   параллелограмм  юзини берар экан.

Xususiy holda a=0  bo’sa , a|| b  degan xulosa келиб чиқади. Sin0=0  бўлганидан   [image: image771.wmf][
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 ҳосил   бўлади. Бу ифодани икки векторнинг параллеллик шарти деб айтамиз.

1. Векторлар  (i , j , k ) базисдаги ўз координатлари билан берилган  бўлсин.   [image: image772.wmf]}
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Яхшироқ ўйлаб қарасак,векторлар жойлашувининг ўнг  системаси юзага келди: Демак: [image: image774.wmf][
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 1-савол: Биз амални бажаришда аввалдан билган қандай қоидалардан фойдаландик? Жавоб:  а) Биринчидан , вектор базисдаги компонентлари билан берилганда  уни базис векторлари орқали (ёйилма шаклида) ифодаланишдан фойдаландик.

б)Иккинчидан, ёйилмалар алгебраик кўпҳад шаклида бўлганлигидан кўпҳадни кўпҳадга купайтиришдан фойдаландик.

c) Учинчидан, векторли кўпайтманинг [image: image777.wmf][
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хусусиятидан, ҳамда базис векторларнинг векторли кўпайтмаси натижаларидан  ойдаландик.
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 Векторли кўпайтмада «коэффисиэнтлар кўпайтмаси» да  адашиб қолмайдиган яна бир ифода формаси бор!
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 Бу икки векторнинг векторли кўпайтмасини аниқловчи (матрицавий) шаклидаги ифодасидир.

2-савол: Икки векторнинг векторли кўпайтмасининг модули геометрик жихатдан шу икки вектордан тузилган параллелограммнинг юзини белгилашни биламиз. Айтингчи,  бу икки  вектордан тузилган  [image: image780.wmf]D

 нинг юзи қандай топилади ? 

Жавоб:  [image: image781.wmf]
 векторлар берилган бўлсин.                                           
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кўпайтмани уч векторнинг аралаш кўпайтмаси деб атаймиз. Уларнинг биринчи иккитаси, ўзаро векторли кўпайтирилиб: [image: image783.wmf][
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, натижаси учинчи вектор билан скаляр кўпайтирилади.

Геометрик жиҳатдан аралаш кўпайтма қиймати нимани беришини  аниқлаймиз. Соддалик учун (i, j , k ) базисни шундай танлайликки, [image: image784.wmf](
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Эслатма: Албатта векторларнинг ўзаро жойлашувигина уларнинг ўзига  мос мазмунни ҳосил қилади ва базисни танлаш улар берадиган мазмунни ҳеч  қачон ўзгартирмайди. Шу сабабли биз базисни    жойлаштиришда эркинликка эгамиз.

   Ясашдан кўриниб турибдики,   [image: image785.wmf][
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         Лишда бўлади[image: image786.wmf](
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Демак, уч векторнинг аралаш кўпайтмаси шу уч вектордан  тузилган тўртбурчакли призма яъни параллелепипеднинг ҳажмини    берар экан.

Бу  кўпайтма координаталар орқали қуйидагича ифодаланади:

             [image: image789.wmf]            

Хусусий ҳолларда:
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   ўзаро  ортогонал  бўлса,  [image: image791.wmf]abd
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2.Агар учаласи бир текисликда ётса, V=0. 
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  келиб чиқади.        Бу уч  векторнинг компланарлик

шарти ҳам  деб юритилади.      

Мустақил шуғулланиш учун топшириқлар. 

1. [image: image793.wmf]a

=

4

 бўлган вектор   1- ўқ билан 45 ва 2-ўқ билан 600-ли бурчак ташкил этади. Бу ўқлар ва вектор бир нуқтага келтирилган деб, [image: image794.wmf]a

 нинг 1 ва 2- ўқлардаги проэкциялари топилсин.

2.  Агар  [image: image795.wmf](
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 базисда берилиб, 1 -ўқ билан 450,  j вектор билан 600 бурчак ташкил этган бўлса,  [image: image796.wmf]a

 векторнинг k вектор   билан ташкил этган бурчагини топинг.

3. Агар [image: image797.wmf]}
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 скаляр кўпайтмани топинг.
Қандай шарт берилганда икки вектор ўзаро параллел  бўлади?

2.Қандай шарт бажарилганда икки вектор ўзаро перпендикуляр бўлади?

3.Қандай шарт бажарилганда уч вектор компланар бўлади?

4.Дарвоқе: компланар дегани нима дегани ?
Машқлар. 1)  [image: image798.wmf]j
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                       a)Улар ўзаро қандай жойлашган?

                       b)Улардан ясалган параллелограммнинг юзи нечага тенг?

2) a=(2,1 ) ,  b (4, 2 )

                        a)Улар ўзаро қандай жойлашган?

                        b) (a , b )=?

                        v) [image: image799.wmf][
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                    a) (i , j  , k )  базисда векторларни ва улар ҳосил қилувчи

                       параллелепипедни ясанг.
                    b)  Параллелепипеднинг ҳажмини хисобланг.

ТЕКИСЛИКДА АНАЛИТИК ГЕОМЕТРИЯ

      МАВЗУ. Текисликда аналитик геометрия.  Координатлар усули

Режа:

1. Геометриянинг ривожланиш тарихидан.

Координатлар усули ва  содда масалалар.
Таянч ибора ва тушунчалар

Геометрия ривожланиш тарихи, аналитик геометрия, координатлар усули ва содда(асосий) масалалар, координатлар, икки нуқта орасидаги масофа, кесмани берилган нисбатда бўлиш, координатлар орқали учбурчак юзини топиш. 
1.  Геометриянинг ривожланиш тарихидан. Геометрия фани қадимий тарихга эга бўлиб, унга оид бошланғич тушунчалар бундан 4000 йил муқаддам Миср ва Бобилда вужудга келган. Геометрик билимларнинг вужудга келиши одамларнинг амалий фаолияти билан боғлиқ. Бу кўпгина геометрик фигураларнинг номларида ўз аксини топган. Масалан, трапеция номи юнонча trapezion - сўзидан олинган бўлиб, «столча» ни билдиради. «Чизиқ» термини лотинча limem - «зиғир ип» сўзидан ҳосил бўлган.

Қадимдаёқ геометрия аксиомалар системасига асосан тузилган қатъий мантиқий фанга айланган. У узлуксиз ривожланиб янги теоремалар, ғоялар ва усуллар билан бойиб борган.

Эрамиздан аввалги III асрда юнон олими Евклид «Негизлар» номли асарини ёзади. Евклид шу давргача бўлган геометрик билимларни жамлади ва бу фаннинг тугалланган аксиоматик баёнини беришга ҳаракат қилди. Евклиддан сўнг яшаган олимлар унинг «Негизлар»ига баъзи мавзуларни қўшдилар, аниқликлар киритдилар.

Геометриянинг ҳозирги замон физикаси билан боғланишини кузатиш ғоят қизиқарли. Кўпинча математикани бойитган янги тушунчалар физика ҳамда химия ва табиатшуносликнинг бошқа бўлимларидан келади. Масалан, вектор механикадан олинганлиги мисол бўлаолади. Геометриянинг келгуси ривожланишида эса математиканинг ички талаби ва ўзига хос мантиқий ривожланиши натижасида унинг ичида вужудга келган, янги геометрик тушунчалар янги замонавий физикани яратишга йўл очди. Масалан, Лобачевский геометрияси нисбийлик назариясини очишга асос бўлиб хизмат қилди.

Ҳозирги замон геометрияси жуда кўп йўналишларга эга. Улардан бири геометрияни сонлар назарияси билан, иккинчиси квант физикаси билан, учинчиси эса математик таҳлил билан яқинлаштиради. Ҳозирги замон математикаси бўлимлари шундайки унда геометрия кўпроқми, алгебрами ёки таҳлил (анализ) айтиш қийин.

Геометриянинг ривожланишида Марказий Осиёдан чиққан математиклар Муҳаммад ибн Мусо ал-Хоразмий, Абу Райҳон Беруний, Абу Али ибн Сино, Абдураҳмон ал-Хазиний, Абул Вафо Бузмоний, Умар Хайём, Мирзо Улуғбек, Ғиёсиддин ал-Коший ва бошқаларнинг хизмати каттадир.

XVII асрда француз математиги ва философи Рене Декарт ишлари туфайли, бутун математикани, хусусан геометрияни инқилобий қайта қурган координатлар усули (методи) вужудга келди. Алгебраик тенглик (тенгсизлик) ларни геометрик образ (график) лар орқали талқин қилиш ва аксинча геометрик масалаларни ечишни аналитик, формулалар, тенгламалар системалари ёрдамида излаш имкониятини пайдо қилди. Математика фанининг янги тармоғи аналитик геометрия вужудга келди. Аналитик геометриянинг моҳияти, геометрик обьектларга унинг алгебраик (аналитик) ифодасини мос қўйиб, уларнинг хусусиятларини ўрганишни, унга мос алгебраик ифодаларни текшириш орқали амалга оширилади.

2. Координатлар усули ва содда масалалар. Маълумки, ўзаро перпендикуляр бўлган горизонтал ва вертикал сонлар ўқи Декарт тўғри бурчакли координатлар системасини ташкил қилади. Бу система орқали текисликдаги нуқта билан бир жуфт ҳақиқий сон ўртасида бир қийматли мослик ўрнатилади. Текисликда нуқта [image: image801.wmf])

,

(

y

x

A

 билан белгиланади. [image: image802.wmf]y
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 сонларга унинг координатлари дейилади. ,,Нуқта берилган” деган ибора унинг координатларининг берилганлигини, ,,Нуқтани топинг” деган ибора эса, шу координатларни топишни тушунилади. Координатлар системаси орқали ўрнатилган бундай мосликка координатлар усули дейилади. 

 Бу усулни геометриянинг содда масалаларини ечишга қўллаймиз.

1) Текисликда берилган [image: image803.wmf])
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 нуқталар орасидаги масофани топиш талаб этилсин. Маълумки, [image: image805.wmf]1
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 бўлади. (1) формулага текисликда берилган иккита нуқта орасидаги масофани топиш формуласи дейилади (1-чизма).
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2) АВ кесма берилган бўлиб, унинг учлари [image: image811.wmf])
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 нуқтани топиш масаласи қўйилган бўлсин. Ўрта мактаб геометриясидан маълумки (2-чизма),  
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формулани ҳосил қилдик. (2) формулага [image: image829.wmf]AB
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 нуқтани топиш формуласи дейилади. Хусусий ҳолда [image: image832.wmf](
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 нуқта АВ кесмани тенг иккига бўлса, у ҳолда
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 кесмани тенг иккига бўлиш формуласи келиб чиқади. 

3) Тўғри бурчакли координатлар системасида учлари [image: image836.wmf](
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 нуқталарда бўлган учбурчак юзи қуйидаги формула орқали топилади:
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Такрорлаш учун саволлар

1. Геометрия қачон пайдо бўлган ва қандай тарихга эга?

2. Геометрик билимларнинг келиб чиқиши нима билан боғлиқ?

3. Геометрия табиатшуносликнинг бошқа бўлимлари билан қандай боғланган?

4. Геометриянинг ривожида катта ҳисса қўшган Марказий Осиёлик олимлардан кимларни биласиз?

5. Координатлар усули нима?

6. Аналитик геометрия нимани ўрганади?

    7.  Берилган икки нуқта орасидаги масофа қандай топилади?

    8. Кесмани берилган нисбатда бўлиш қандай бажарилади?

    9. Учбурчакнинг учлари берилган бўлса, унинг юзи қандай топилади?

Мустақил ечиш учун мисоллар
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 нуқталарда бўлган учбур- чакнинг юзи ҳисоблансин.
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Мавзу.  Текисликда тўғри чизиқ ва унинг тенгламалари 
Режа

2. Чизиқ ва унинг тенгламаси ҳақида.
3. Тўғри чизиқ ва унинг тенгламалари: 

4. Тўғри чизиқнинг бурчак коэффициентли тенгламаси. 

5. Берилган битта ва иккита нуқтадан ўтувчи тўғри чизиқ         тенгламалари. 

6. Тўғри чизиқнинг умумий тенгламаси ва унинг хусусий ҳоллари.
7. Тўғри чизиқнинг кесмаларга нисбатан тенгламаси.
8. Тўғри чизиқнинг нормал тенгламаси.
Таянч ибора ва тушунчалар

Текисликда чизиқ ва унинг тенгламаси, бурчак коэффициент, тўғри чизиқнинг бурчак коэффициентли тенгламаси, тўғри чизиқнинг умумий тенгламаси, тўғри чизиқнинг ўқлардан ажратган кесмаларга нисбатан тенгламаси, берилган битта нуқтадан ўтувчи тўғри чизиқлар тенгламаси,  берилган икки нуқтадан ўтувчи тўғри чизиқ тенгламаси, тўғри чизиқнинг нормали, тўғри чизиқнинг нормал тенгламаси.
1.  Чизиқ ва унинг тенгламаси ҳақида. Аналитик геометриянинг энг муҳим тушунчаларидан бири, чизиқ тенгламаси тушунчасидир. Текисликда тўғри бурчакли координатлар системасида [image: image899.wmf]L

 чизиқ берилган бўлсин(4-чизма).
Таъриф. [image: image900.wmf]L
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тенгламани қаноатлантириб, унда ётмаган нуқталарнинг координатлари қаноатлантирмаса, бу тенглама [image: image903.wmf]L

 чизиқнинг тенгламаси дейилади. Бундан [image: image904.wmf]L

 чизиқ, координатлари (1) тенгламани қаноатлантирувчи барча нуқталар тўпламидан иборат эканлиги келиб чиқади. Чизиқнинг тенгламасини тузиш деганда унга тегишли ихтиёрий [image: image905.wmf])
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 нуқтанинг координатлари орасидаги муносабатни(боғланишни) тенглама кўринишида ифодалашдан иборат. Топилган чизиқ тенгламаси учун: чизиқдаги исталган нуқтанинг координатлари уни қаноатлантиради ва аксинча, нуқтанинг координатлари тенгламани қаноатлантирса, бу нуқта шу чизиқда ётади. 

    2.  Тўғри чизиқ ва унинг тенгламалари.  Тўғри чизиқ тушунчаси аналитик геометриянинг асосий тушунчаларидан биридир. Қуйида ҳар хил ҳолатларда тўғри чизиқнинг аналитик ифодаларини (тенгламаларини) келтириб чиқарамиз ва улар ёрдамида тўғри чизиқнинг текисликдаги вазиятларини ўрганамиз.
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 тўғри  чизиқнинг бурчак коэффициентли тенгламаси  бўлади.

2) Берилган битта нуқтадан ўтувчи тўғри чизиқлар дастасининг тенгламаси. Берилган икки нуқтадан ўтувчи тўғри чизиқ тенгламаси. [image: image938.wmf](
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ҳосил бўлади. (4) тенгламага берилган битта нуқтадан ўтувчи тўғри чизиқлар дастасининг тенгламаси дейилади.
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 тенглама ҳосил бўлади. Бу тенгламага тўғри чизиқнинг кесмаларга нисбатан тенгламаси дейилади. 
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       7- чизма.                                             8- чизма.
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нормал тенглама ҳосил бўлади. Нормалловчи кўпайтувчининг ишораси озод ҳад ишорасига тескари олинади.
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                     Такрорлаш учун саволлар

1. Чизиқнинг тенгламаси деганда нима тушунилади?

2. Тўғри чизиқнинг бурчак коэффициентли тенгламаси қандай ёзилади?

3. Тўғри чизиқнинг бурчак коэффициенти деб нимага айтилади?

4. Берилган битта нуқтадан ўтувчи тўғри чизиқлар дастасининг тенгламаси қандай?

5. Берилган икки нуқтадан ўтувчи тўғри чизиқ тенгламаси қандай?

6. Тўғри чизиқнинг умумий тенгламаси ва унинг хусусий холлари нималардан иборат?

7. Тўғри чизиқнинг координат ўқларидан ажратган кесмаларига нисбатан тенгламаси қандай ёзилади?

8. Тўғри чизиқнинг нормал тенгламаси қандай?

9. Нормалнинг узунлиги нима?

10. Тўғри чизиқнинг умумий тенгламасини нормал тенгламага қандай қилиб келтирилади?

11. Тўғри чизиқнинг тенгламаси нормал кўринишдалигини қандай текширилади?
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 ўқи билан [image: image1074.wmf]0
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 бурчак ҳосил қилса, тўғри чизиқ тенгламасини ёзинг.

11. [image: image1075.wmf]0

3

=

+

-

y

x

 тўғри чизиққа координатлар бошидан туширилган перпендикулярнинг узунлигини ва унинг [image: image1076.wmf]OX

 ўқи билан ташкил қилган бурчагини топинг.
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тўғри чизиқ тенгламаларидан қайсилари нормал кўринишда?
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тўғри чизиқ тенгламаларини нормал кўринишга келтиринг.

Мавзу. Иккинчи тартибли чизиқлар

Режа

1. Иккинчи тартибли чизиқ ва унинг тенгламаси.

2. Айлана ва унинг тенгламаси.

3. Эллипс ҳамда унинг тенгламаси.

4. Гипербола ва унинг тенгламаси.

5. Парабола ва унинг тенгламаси.   

                       Таянч ибора ва тушунчалар

Иккинчи тартибли чизиқ, айлана, эллипс, гипербола, парабола, эллипс ва гипербола ярим ўқлари, асимптота, қўшма гипербола, каноник тенглама, симметрия маркази, симметрия ўқи, эксцентриситет, фокус, директриса, парабола фокуси.
1. Иккинчи тартибли чизиқ ва унинг тенгламаси. Маълумки, текисликда тўғри чизиқ [image: image1086.wmf]x

 ва [image: image1087.wmf]y

 ўзгарувчи кординатларга нисбатан биринчи даражали эди. Энди текисликда иккинчи тартибли чизиқларни ўрганамиз. Иккинчи тартибли чизиқлар [image: image1088.wmf]x

 ва [image: image1089.wmf]y

 ўзгарувчи координатларга нисбатан иккинчи даражали тенглама билан ифодаланади. Иккинчи даражали тенгламанинг умумий кўриниши 
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бўлади. (1) тенгламага иккинчи тартибли чизиқнинг умумий тенгламаси дейилади. Қуйида муайян ҳолларда, иккинчи тартибли чизиқларнинг аналитик ифодаларини топиб, уларнинг хусусиятларини ўрганамиз.

2.  Айлана ва унинг тенгламаси. Таъриф. Текисликда бирор [image: image1091.wmf])
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 нуқтадан тенг узоқликда жойлашган нуқталар геометрик ўрнига айлана дейилади.
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 айланага тегишли ихтиёрий нуқта бўлсин (1-чизма). Айлана таърифига кўра [image: image1093.wmf]CM

 масофа ўзгармас, бу масофани [image: image1094.wmf]R

 билан белгилайлик. 


        1-чизма                                                     2-чизма

икки нуқта орасидаги масофани топиш формуласига асосан,
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бўлади. Охирги тенгликнинг иккала тарафини квадратга кўтариб,
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тенгламага келамиз. Бу тенгламага маркази [image: image1097.wmf])

,

(

b

a

C

 нуқтада, радиуси [image: image1098.wmf]R

  га тенг айлананинг каноник(қонуний) тенгламаси деб аталади.  (2) дан
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бўлади. Бу тенглама (1) тенгламанинг [image: image1101.wmf]0
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 бўлган хусусий ҳолидир. Демак, айлана иккинчи тартибли чизиқдир.

 1-мисол. Иккинчи тартибли чизиқ [image: image1102.wmf]0
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 тенглама билан берилган бўлсин. Унинг айлана эканлигини кўрсатинг ҳамда марказини ва радиусини топинг.

      Ечиш. [image: image1103.wmf]x

 ва [image: image1104.wmf]y

 ли ҳадлар бўйича тўла квадратлар ажратамиз:
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бўлади. Бу айлананинг каноник тенгламасидир. Унинг маркази [image: image1108.wmf])
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       3. Эллипс ҳамда унинг тенгламаси. Таъриф. Текисликда,  ҳар бир нуқтасидан берилган иккита нуқталаргача бўлган масофалар йиғиндиси ўзгармас миқдордан иборат бўлган нуқталар геометрик ўрнига эллипс дейилади. Берилган нуқталар [image: image1110.wmf]1
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 ва [image: image1111.wmf]2
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 бўлсин. Бу нуқталарга эллипснинг фокуслари дейилади. Ўзгармас миқдорни [image: image1112.wmf]a
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, фокуслар орасидаги масофани [image: image1113.wmf]c
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 билан белгилаб, координатлар системасини шундай оламизки, [image: image1114.wmf]OX

 ўқи фокуслардан ўтсин ва координатлар боши [image: image1115.wmf]2
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 масофанинг ўртасида бўлсин (2-чизма). [image: image1116.wmf])
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бўлади. Маълумки, [image: image1118.wmf])
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 бўлиб, икки нуқта орасидаги масофани топиш формуласига асосан:
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тенгламани ҳосил қиламиз. Бу тенгламадан иррационалликни йўқотиб,

                 [image: image1121.wmf])
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кўринишга келтирамиз.  [image: image1122.wmf]2
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        (4)

тенгламани ҳосил қиламиз. (4) тенгламага эллипснинг каноник  тенгламаси дейилади.

     Координатлар боши, эллипснинг симметрия маркази, координатлар ўқи симметрия ўқлари бўлади.                                                                                        [image: image1126.wmf])
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нуқталар эллипснинг учлари, [image: image1127.wmf]2
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 масофалар мос равишда эллипснинг катта ва кичик ярим ўқлари дейилади.

     Шундай қилиб, эллипс иккита симметрия ўқига, симметрия марказига эга бўлган ёпиқ эгри чизиқдир. 
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 катталик эллипснинг эксцентриситети дейилади. Айланани эллипснинг [image: image1129.wmf]0
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 бўлган хусусий ҳоли деб қараш мумкин. 
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 нуқтадан фокусларгача бўлган масофага эллипснинг фокал радиуслари дейилади, уларни [image: image1131.wmf]1
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        2-мисол. [image: image1134.wmf]400
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 эллипснинг ярим ўқларини, фокусларини ва эксцентриситетини топинг.

Ечиш. Берилган тенгламани 400 га бўлиб,     
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кўринишга келтирамиз. Бу тенгламадан [image: image1136.wmf]16
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 бўлади. Демак, фокуслари   [image: image1140.wmf](
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4. Гипербола ва унинг тенгламаси. Таъриф. Текисликда, ҳар бир нуқтасидан берилган иккита (фокус) нуқталаргача бўлган масофалар айирмаси ўзгармас миқдордан иборат бўлган нуқталар геометрик ўрнига гипербола дейилади(кўрсатилган айирма абсолют қиймати бўйича олиниб, у фокуслар орасидаги масофадан кичик ва 0 дан фарқли).

     Ўзгармас миқдорни [image: image1143.wmf][image: image1144.wmf]a
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тенгламани ҳосил қиламиз. (5) тенгламага гиперболанинг каноник тенгламаси дейилади. Гиперболанинг фокуслари [image: image1148.wmf])
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 бўлади (3-чизма). Координатлар ўқи симметрия ўқлари ва координатлар боши [image: image1150.wmf])
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     Гипербола иккита асимптоталарга эга бўлиб, унинг тенгламалари
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                                               [image: image1158.wmf]2

2

2

a

y

x

=

-

    

бўлади.

  [image: image1159.wmf]1

,

1

2

2

2

2

2

2

2

2

=

+

-

=

-

b

y

a

x

b

y

a

x

  

гиперболаларга ўзаро қўшма гиперболалар деб аталади.
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     Ечиш. Берилган тенламани 144 га бўлиб тенгламани каноник
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 тенгламаларни ҳосил қиламиз. Бу асимптоталар тенгламасидир.



                       3-чизма                                                  4-чизма

5. Парабола ва унинг тенгламаси. Таъриф. Текисликда, ҳар бир нуқтасидан берилган нуқта(фокус)гача ва берилган тўғри чизиқ (директриса)гача масофалари ўзаро тенг бўлган нуқталар геометрик ўрнига парабола дейилади.
     Координатлар системасини шундай оламизки, [image: image1171.wmf]OX
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 ўқи эса фокус ва директрисанинг ўртасидан ўтсин(4-чизма). [image: image1175.wmf])
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Икки нуқта орасидаги масофа формуласига асосан,


                [image: image1182.wmf]2

2

)

2

/

(

2

/

y

p

x

p

x

+

-

=

+

.                      

Бу тенгламадан иррационалликни йўқотиб,

                                                    [image: image1183.wmf]px
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     4-мисол.. [image: image1192.wmf]x
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 парaболанинг фокусини ва директрисасининг тенгламасини топинг. [image: image1193.wmf])
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 нуқтадан фокусгача бўлган масофани аниқланг.

     Ечиш. Берилган тенгламани (7) тенглама билан солиштириб [image: image1194.wmf],
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бундан [image: image1195.wmf].

3

2

/

,

6

=

=

p

p
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нуқтада директриса тенгламаси [image: image1197.wmf]х
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 бўлади.

Мустаҳкамлаш учун саволлар

1.. Иккинчи тартибли чизиқлар деб қандай чизиқларга айтилади?

2. Айлана, эллипс, гипербола ва парабола деб нималарга айтилади ва уларнинг каноник тенгламалари қандай бўлади?

3. Эллипс ва гиперболаларнинг эксцентриситети нимага айтилади?

4. Эксцентриситет айлана учун нимага тенг?

5. Эллипс, гипебала ва параболаларнинг фокал радиуслари нима?

6. Эллипс ва гиперболаларнинг симметрия маркази ва симметрия ўқлари борми?

7. Эллипс ва гиперболаларнинг ярим ўқлари нималардан иборат?

Мустақил ечиш учун мисоллар

1.. [image: image1201.wmf])
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 нуқтадан ўтиб, маркази  [image: image1202.wmf])
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 нуқтада бўлган айлана тенгламасини ёзинг.

2. [image: image1203.wmf])
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 ва [image: image1204.wmf])
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 нуқталар берилган. Диаметри [image: image1205.wmf]MN

 кесмадан иборат бўлган айлана тенгламасини ёзинг.
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айланаларнинг марказларини ва радиусларини топинг.
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 айланалар марказларидан ўтувчи тўғри чизиқ тенгламасини ёзинг.

5. Фокуслари орасидаги масофа 24, катта ўқи 26 га тенг бўлган эллипснинг каноник тенгламасини ёзинг ва уни ясанг.

6. Қуйидагилар берилганда эллипснинг каноник тенгламасини топинг:

1) катта ярим ўқ [image: image1212.wmf]10

, эксцентриситет [image: image1213.wmf]8
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2) кичик ярим ўқ [image: image1214.wmf]12

, эксцентриситет [image: image1215.wmf]13
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3) эксцентриситет [image: image1216.wmf]6
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, фокуслар орасидаги масофа [image: image1217.wmf]6
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7. 1) [image: image1218.wmf]225
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, 2)[image: image1219.wmf][image: image1220.wmf]36
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 эллипслар учун ўқларининг узунликларини, фокусларини ва эксцентриситетларини топинг ва ясанг.

8.Координат ўқларига нисбатан симметрик бўлган эллипс [image: image1221.wmf])
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 нуқталардан ўтади. Эллипс тенгламасини ёзинг. [image: image1223.wmf]M

 нуқтадан фокусларгача масофаларни топинг.

9. Эллипснинг эксцентриситети [image: image1224.wmf]e

 берилган. Эллипс ярим ўқларининг  [image: image1225.wmf]a
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 нисбатини топинг.

10. Қуйидагилар берилганда гиперболанинг каноник тенгламаcини ёзинг:                                                                     

1) фокуслари орасидаги масофа 10, эксцентриситет [image: image1226.wmf]3
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2)  ҳақиқий ярим ўқ [image: image1227.wmf]20

 ва гипербола [image: image1228.wmf])
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 нуқтадан ўтади;

3)  фокуслар орасидаги масофа 10, учлари орасидаги масофа 4.

11. 1) [image: image1229.wmf]3600
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; 2) [image: image1230.wmf]144
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 гиперболалар учун ўқларнинг узунликларини, фокусларини ва эксцентриситетини топинг.


  12.  [image: image1231.wmf]1
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       гиперболада абсциссаси 3 га тенг нуқта 

олинган. Бу нуқтанинг фокал радиусларини топинг. 

13. [image: image1232.wmf]1
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эллипс берилган. Учлари эллипснинг фокусларида, фокуслари эса унинг учларида бўлган гипербола тенгламасини ёзинг ва уни ясанг.

14. Гипербола бирор учидан фокусларигача бўлган масофалар 9 ва 1 бўлса, унинг тенгламасини ёзинг.

15. [image: image1233.wmf]16
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 гиперболани ва унинг асимптоталарини ясанг. Фокусларини, эксцентриситетини ва асимптоталари орасидаги бурчакни топинг.

16. Координатлар бошидан ва [image: image1234.wmf])
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 нуқтадан ўтиб, [image: image1235.wmf]OX

 ўқига симметрик бўлган парабола тенгламасини ёзинг ва уни ясанг.

17. Координатлар бошидан ва [image: image1236.wmf])
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 нуқтадан ўтиб, [image: image1237.wmf]OY

 ўқига симметрик бўлган парабола тенгламасини ёзинг ва уни ясанг.

18. 1) [image: image1238.wmf]x
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  параболалар учун фокусларини ва директрисаларининг тенгламаларини топинг.

19. [image: image1242.wmf]x
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 параболада фокал радиуси 5 га тенг бўлган нуқтани топинг.

20. [image: image1243.wmf]OY

 ўқига нисбатан симметрик бўлган парабола, [image: image1244.wmf]0
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 тўғри чизиқ ва [image: image1245.wmf]0
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 айлана кесишган нуқталардан ўтади. Парабола тенгламасини ёзинг. Айланани, тўғри чизиқни ва параболани ясанг.

Мавзу.  Тўғри чизиқларга доир асосий масалалар

Режа

1.  Икки тўғри чизиқ орасидаги бурчак.                    

2. Тўғри чизиқларнинг перпендикулярлик ва параллеллик

шартлари.

3. Иккита тўғри чизиқнинг кесишуви. 

4. Нуқтадан тўғри чизиққача бўлган масофа.

Таянч ибора ва тушунчалар

Тўғри чизиқлар орасидаги бурчак, тўғри чизиқларнинг перпендикулярлиги ва параллеллиги, иккита  тўғри чизиқларнинг кесишуви, берилган нуқтадан берилган тўғри чизиққача бўлган масофа, иккита параллел тўғри чизиқлар орасидаги масофа. 

 1.  Икки тўғри чизиқ орасидаги бурчак.  Иккита
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тўғри чизиқлар берилган бўлсин. Бунда [image: image1247.wmf]a

tg

k

=

1

, [image: image1248.wmf]2

2

a

tg

k

=

 бу тўғри чизиқлар параллел бўлмасин ва улар орасидаги бурчакни топиш талаб этилсин. Тўғри чизиқлар орасидаги бурчакни [image: image1249.wmf]j

 билан белгилаймиз.
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бўлади. (1) икки тўғри чизиқ орасидаги бурчакнинг тангенсини топиш фор- муласи деб аталади.
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 тўғри чизиқлар орасидаги бурчакни топинг.            

            Ечиш. (1) формулага асосан,
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бўлади.

2. Тўғри чизиқларнинг перпендикулярлик ва параллеллик шартлари Тўғри чизиқлар перпендикуляр бўлса, улар орасидаги бурчак 
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келиб чиқади, бундан 

                                                        [image: image1264.wmf]2
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бўлади, бунга икки тўғри чизиқнинг перпендикулярлик шарти дейилади.

Тўғри чизиқлар параллел бўлса,[image: image1265.wmf]0
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келиб чиқади.

                                                      [image: image1270.wmf]2
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тенгликка икки тўғри чизиқнинг параллеллик шарти дейилади.

3. Иккита тўғри чизиқнинг кесишуви. Иккита тўғри чизиқнинг кесишиш нуқтасини топиш учун уларнинг тенгламаларини биргаликда ечиб, кесишиш нуқтасининг координатлари топилади.
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тўғри чизиқларнинг кесишиш нуқтасини топинг.

             Ечиш.  Иккинчи тенгламани [image: image1272.wmf])
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 бўлади. Шундай қилиб, бу тўғри чизиқлар [image: image1278.wmf])

1

;

1

(

A

 нуқтада кесишади.

4. Нуқтадан тўғри чизиққача бўлган масофа. [image: image1279.wmf](
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формула ёрдамида топилади. Тўғри чизиқ тенгламаси умумий
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кўринишда берилган бўлса, нуқтадан тўғри чизиққача бўлган масофа,
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формула билан топилади. 

        3-мисол. [image: image1284.wmf])
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 тўғри чизиққача бўлган масофани топинг.

         Ечиш. Тўғри чизиқ тенгламаси умумий ҳолда берилган. Шунинг учун (3) формулага асосан,
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          4-мисол. Икки хил транспорт воситасида юк ташиш харажатлари функцияси

         [image: image1287.wmf]x
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билан ифодалансин. Бунда, [image: image1289.wmf]у

 транспорт харажати, [image: image1290.wmf]x

 ҳар юз километрга юк ташиш масофаси. Қандай масофадан бошлаб 2-хил транспорт воситаси билан юк ташиш тежамлироқ бўлади.

           Ечиш. Масала шартида берилган [image: image1291.wmf]x
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 тўғри чизиқлар кесишадиган нуқтани топамиз: тенгликларнинг чап томонлари тенг бўлганлиги учун [image: image1293.wmf]x
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 бўлади. Демак, тўғри чизиқлар [image: image1295.wmf])
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 нуқтада кесишади.

Энди тўғри чизиқларни ясаймиз: (10-чизма).


         10- чизма

10-чизмадан кўринадики, юк ташиш масофаси 500 км дан ортиқ бўлганда 2-хил транспорт воситаси билан юк ташилса, харажат камроқ бўлади.

5. Иккита параллел тўғри чизиқлар орасидаги масофани топиш
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параллел тўғри чизиқлар берилган бўлсин. Бу тўғри чизиқлар орасидаги масофани топиш учун, бу тўғри чизиқларнинг биттасида ихтиёрий бир нуқтани танлаймиз ва танланган нуқтадан иккинчи тўғри чизиққача бўлган масофани топамиз: биринчи тўғри чизиқда [image: image1298.wmf]4
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 нуқтадан иккинчи [image: image1302.wmf]0
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 тўғри чизиққача бўлган масофани (3) формулага асосан, ҳисобласак,
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бўлади.

                                              Такрорлаш учун саволлар

1.  Икки тўғри чизиқ орасидаги бурчак қандай топилади?

2. Икки тўғри чизиқнинг перпендикулярлик шарти нима?

3. Икки тўғри чизиқнинг параллеллик шарти қандай бўлади?

4. Иккита тўғри чизиқнинг кесишиш нуқтаси қандай топилади?

    5. Нуқтадан тўғри чизиққача бўлган масофа қандай формуладан  фойдаланиб топилади?

    6. Иккита параллел тўғри чизиқлар орасидаги масофани топиш қандай бажарилади?

Мустақил ечиш учун мисоллар

1. [image: image1305.wmf]4
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 тўғри чизиқ берилган. Унинг координат ўқлари билан кесишиш нуқталарини топинг.

2. Бошланғич ординатаси [image: image1306.wmf]3
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 тўғри чизиққа параллел бўлган тўғри чизиқни ясанг ва тенгламасини ёзинг.                         

3. [image: image1308.wmf]2
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  тўғри чизиқлар берилган. Уларнинг абсцисса ўқи билан ташкил қиладиган бурчакларини топинг.
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  тўғри чизиқлар орасидаги бурчакни топинг.
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 тўғри чизиқлар орасидаги бурчакни топинг.
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тўғри чизиқлардан қайсилари перпендикуляр ва қайсилари параллел.

7. Қуйидаги тўғри чизиқлар орасидаги бурчакларни топинг:
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3)  [image: image1320.wmf]0
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8. Томонлари [image: image1322.wmf]0
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 тўғри чизиқларда ётган учбурчакнинг ички бурчакларини топинг.

9. [image: image1323.wmf])
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 нуқтадан ўтувчи тўғри чизиқлар дастасининг тенглама-сини ёзинг ва улардан [image: image1324.wmf]0
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 тўғри чизиққа перпендикуляр ва параллел бўлганларини ажратинг.

10. Учбурчак томонлари 
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тенгламалар билан берилган. Унинг учларини ва баландликларининг тенгламаларини топинг.

11. Учлари [image: image1328.wmf])
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нуқталарда бўлган учбурчак медианаларининг тенгламаларини топинг.
12. Тўғри чизиқнинг координатлар бошидан узоқлиги 3, унга координатлар бошидан туширилган перпендикуляр [image: image1331.wmf]OX

 ўқи билан [image: image1332.wmf]0
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 бурчак ҳосил қилса, тўғри чизиқ тенгламасини ёзинг.

13. [image: image1333.wmf]0
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тўғри чизиққа координатлар бошидан туширилган перпендикулярнинг узунлигини ва унинг [image: image1334.wmf]OX

 ўқи билан ташкил қилган бурчагини топинг.

14. Учлари [image: image1335.wmf])
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нуқталарда бўлган учбурчакнинг [image: image1338.wmf]R

 нуқтасидан ўтказилган баландлигининг узунлигини топинг.              

15. [image: image1339.wmf]0
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 параллел тўғри чизиқлар орасидаги масофани топинг.

16. Трапеция асосларининг  тенгламалари [image: image1341.wmf]0
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 берилган. Трапециянинг баландлигини топинг.

17. Учлари [image: image1343.wmf])
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 нуқталарда бўлган учбурчак томонларининг, [image: image1346.wmf]AE

 медианасининг, [image: image1347.wmf]AD

 баландлигининг тенгламаларини ҳамда [image: image1348.wmf]AE

 медиананинг узунлигини топинг.

                                  ФАЗОДА АНАЛИТИК ГЕОМЕТРИЯ
              Мавзу. Фазода текислик тенгламалари 

Режа

1. Фазода Декарт координатлар системаси ва асосий масалалар.

2. Фазода сирт ва унинг тенгламаси. 

3. Берилган нуқтадан ўтиб, берилган векторга перпендикуляр бўлган текислик тенгламаси. 

4. Текисликнинг умумий тенгламаси ва унинг хусусий ҳоллари. 

5. Текисликнинг кесмалар бўйича тенгламаси. 

6. Берилган учта  нуқталардан ўтувчи текислик  тенгламаси.

Таянч ибора ва тушунчалар

Фазода нуқтанинг ўрни, апликата, октантлар, координат текисликлари, икки нуқта орасидаги масофа, кесмани берилган нисбатда бўлиш, сирт ва унинг тенгламаси, сиртнинг тартиби, сферик сирт, фазода текислик, нормал вектор, текисликнинг умумий тенгламаси, текисликнинг кесмалар бўйича тенгламаси, берилган учта нуқтадан ўтувчи текислик, икки текислик орасидаги бурчак, нуқтадан текисликкача бўлган масофа, икки текисликнинг параллеллиги ва перпендикулярлиги.
1. Фазода Декарт координатлар системаси ва асосий масалалар.Текисликдаги Декарт координатларига ўхшаш фазодаги координатлар ҳам аниқланади, ўзаро перпендикуляр [image: image1349.wmf]OZ
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 сон ўқлари, умумий 0 нуқтадан ўтсин. Фазода [image: image1350.wmf]A

 нуқтага учта ҳақиқий сон[image: image1351.wmf])
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 ва аксинча учта ҳақиқий сонга битта нуқта мос келади. Бу мослик ҳам бир қийматлидир. Бу сонларга нуқтанинг фазодаги координатлари дейилади. [image: image1352.wmf]x

 абциссаси, [image: image1353.wmf]y

 ординатаси, [image: image1354.wmf]z

 апликатаси деб аталади. Координат ўқларидан ўтувчи текисликларга координат текисликлари дейилади ва улар фазони 8 та бўлакларга - октантларга ажратади. [image: image1355.wmf])
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 нуқтанинг координатлари [image: image1356.wmf]OA

 радиус векторнинг ҳам координатлари бўлади.

Фазодаги аналитик геометрияда ҳам қуйидаги содда масалалар қаралади: 
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формула билан аниқланади; 

2) [image: image1360.wmf]AB
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                       формулалар ёрдамида топилади.

2. Фазода сирт ва унинг тенгламаси. Маълумки, текисликда

                                   [image: image1364.wmf]0
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тенглама бирор чизиқни ифодалайди.
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 фазода координатлари (1) тенгламани қаноатлантирувчи нуқталар тўплами, бирор сиртни аниқлайди. Бу тенгламага сирт тенгламаси дейилади. (1) тенглама даражасига сиртнинг тартиби деб аталади. Масалан, [image: image1368.wmf]OYZ

 координат текислигида ётган исталган [image: image1369.wmf])
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 координат текислигида ётади. Демак, [image: image1373.wmf]OYZ

 координат текислигининг тенгламаси [image: image1374.wmf]0
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 координат текисликлари тенгламаларини ифодалайди.
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тенглама маркази [image: image1379.wmf])
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 нуқтада радиуси [image: image1380.wmf]R

 бўлган сферик сирт тенгламаси иккинчи тартиблидир. 

3. Берилган нуқтадан ўтиб, берилган векторга перпендикуляр бўлган текислик тенгламаси. [image: image1381.wmf]OXYZ

 тўғри бурчакли координатлар системасида [image: image1382.wmf])
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  вектор берилган бўлсин. [image: image1384.wmf]0
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 векторга перпeндикуляр [image: image1386.wmf]Q

 текисликнинг фазодаги вазияти аниқ бўлади. Унинг тенгламасини келтириб чиқарамиз. [image: image1387.wmf]Q
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 векторлар ўзаро перпендикуляр бўлганда ва фақат шундагина [image: image1391.wmf]M

 нуқта [image: image1392.wmf]Q

 текисликда ётади. Маълумки [image: image1393.wmf]®
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бўлади. Бу [image: image1396.wmf]Q

 текислик тенгламаси бўлади.

Таъриф. [image: image1397.wmf]Q

 текисликка перпендикуляр [image: image1398.wmf]®
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 векторга бу текисликнинг нормал вектори дейилади.
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 векторга перпендикуляр бўлган текислик тенгламасини ёзинг.

Ечиш. (2) формулага асосан, [image: image1401.wmf]0
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           [image: image1402.wmf]0
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бўлиб, бу изланаётган текислик тенгламасидир.

4. Текисликнинг умумий тенгламаси ва унинг хусусий ҳоллари.
(2) тенгламадан 
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билан белгилашдан кейин
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тенгламани ҳосил қиламиз. (3) тенгламага фазода текисликнинг умумий тенгламаси дейилади.

     Умумий тенгламанинг хусусий ҳолларини қараймиз:
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7. Икки текислик орасидаги бурчак. Нуқтадан текисликкача масофа.
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 формула ўринли бўлади. (5) га иккита текислик орасидаги бурчак косинусини топиш формуласи дейилади.

[image: image1462.wmf]®

1

n

  ва  [image: image1463.wmf]2

®

n

 нормал векторлар коллинеар бўлса,


[image: image1464.wmf]2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A

=

=


бўлиб, бу икки текисликнинг параллеллик шарти дейилади..

[image: image1465.wmf]®

1

n

  ва  [image: image1466.wmf]2

®

n

  нормал векторлар перпендикуляр бўлса,


[image: image1467.wmf]0

2

1

2

1

2

1

=

+

+

C

C

B

B

A

A


бўлиб, бу икки текисликнинг перпендикулярлик шарти бўлади.      [image: image1468.wmf](

)

0

0

0

0

,

,

z

y

x

M

 нуқтадан [image: image1469.wmf]0

=

+

+

+

D

Cz

By

Ax

 текисликкача бўлган масофа  
               [image: image1470.wmf]2

2

2

0

0

0

C

B

A

D

Cz

By

Ax

d

+

+

±

+

+

+

=

              

          (6)
формула билан топилади.

    3-мисол. [image: image1471.wmf]0

4

3

2

=

+

-

+

z

y

x

 ва  [image: image1472.wmf]0

8

3

2

=

+

+

+

z

y

x

 текисликлар орасидаги бурчакни топинг.

     Ечиш. [image: image1473.wmf])

3

,

2

,

1

(

1

-

n

ва [image: image1474.wmf])

1

,

3

,

2

(

2

n

мос равишда берилган текисликларнинг нормал векторлари бўлганлиги учун (5) формулага асосан,

[image: image1475.wmf]1

0

2

2

2

2

2

2

05

69

,

14

5

1

3

2

3

2

1

1

)

3

(

3

2

2

1

cos

»

=

+

+

×

+

+

×

-

+

×

+

×

j

j


бўлади.

    4-мисол. [image: image1476.wmf]0

4

2

2

=

+

-

-

z

y

x

 ва [image: image1477.wmf]0

8

2

2

=

-

-

-

z

y

x

 текисликларнинг параллеллигини кўрсатинг ва улар орасидаги масофани топинг.

    Ечиш. Берилган текисликларнинг нормал векторлари [image: image1478.wmf])

2

,

1

,

2

(

1

-

-

n

 ва [image: image1479.wmf])

2

,

1

,

2

(

2

-

-

n

 параллеллик шартини қаноатлантиради, демак берилган текисликлар ҳам параллелдир. Энди  биринчи текисликда бирор нуқтани аниқлаб ундан иккинчи текисликкача бўлган масофани топамиз. [image: image1480.wmf]0

=

=

z

x

 бўлса, биринчи текислик тенгламасидан [image: image1481.wmf]4

=

y

 бўлиб, [image: image1482.wmf])

0

;

4

;

0

(

0

M

 нуқта биринчи текисликдаги нуқта бўлади. (6) формулага асосан,

             [image: image1483.wmf]4

3

12

)

2

(

)

1

(

2

8

0

2

4

1

0

2

2

2

2

=

-

=

-

+

-

+

±

-

×

-

×

-

×

=

d

.

Демак, параллел текисликлар орасидаги масофа [image: image1484.wmf]4
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 бўлади.

Мустаҳкамлаш учун саволлар

1. [image: image1485.wmf]3

R

 фазода нуқтанинг ўрни қандай аниқланади?

2. Қандай мосликка бир қийматли мослик дейилади?

3. [image: image1486.wmf]3
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 фазодаги координатлар қандай аниқланади?

4. Координат текисликлари нима?

5. Координат текисликлари [image: image1487.wmf]3
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 фазони нечта бўлакка ажратади?

6. [image: image1488.wmf]3
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 фазода икки нуқта орасидаги масофа қандай топилади?

7. [image: image1489.wmf]3
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 фазода  сирт ва унинг тенгламаси қандай аниқланади?

8. Сиртнинг тартиби деб нимага айтилади?

9. Сферик сирт нечанчи тартибли?

10. Берилган нуқтадан ўтиб ва берилган векторга перпендикуляр текислик тенгламаси қандай бўлади?

11. Қандай векторга текисликнинг нормал вектори дейилади?

12. Текисликнинг умумий тенгламаси ва унинг хусусий холлари қандай бўлади?

13. Текисликнинг кесмалар бўйича тенгламаси қандай ёзилади?

14. Берилган учта нуқтадан ўтувчи текислик тенгламаси детерминант орқали қандай бўлади?

15. Иккита текислик орасидаги бурчак қандай топилади?

16. Нуқтадан текисликкача бўлган масофа нима ва у қандай топилади?

17. Икки текисликнинг параллеллик ва перпендикулярлик шартлари нима?
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Мавзу. Фазода тўғри чизиқ ва унинг тенгламалари

Режа

1. Фазода берилган нуқтадан ўтувчи ва берилган йўналтирувчи векторга      эга бўлган тўғри чизиқ  векторли тенгламаси. 

2. Фазода тўғри чизиқ(ФТЧ)нинг параметрик ва каноник тенгламалари. 3. Фазода умумий ва проекцияларга нисбатан  ҳамда берилган икки нуқтадан ўтувчи тўғри чизиқ тенгламалари. 

4. Икки тўғри чизиқ орасидаги бурчак. 

5.Фазода тўғри чизиқ ва текислик орасидаги бурчак.
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        1. Фазода берилган нуқтадан ўтувчи ва берилган йўналтирувчи векторга эга бўлган тўғри чизиқ  векторли тенгламаси. Фазода тўғри чизиқнинг ҳолати у ўтадиган бирор [image: image1571.wmf])
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2. Фазода тўғри чизиқ(ФТЧ)нинг параметрик ва каноник тенгламалари.
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тенглама келиб чиқади. (3)  тенгламага тўғри чизиқнинг каноник тенгламаси дейилади. 

1-мисол. [image: image1591.wmf])

5

;

3

;

2

(

0

-

M

 нуқтадан ўтиб координат ўқлари билан [image: image1592.wmf]3

/

,

3

/

,

4

/

p

g

p

b

p

a

=

=

=

 бурчак ташкил этувчи тўғри чизиқнинг каноник ва параметрик тенгламаларини ёзинг. 

  Ечиш.Тўғри чизиқнинг
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тўғри чизиқнинг каноник тенгламасини ҳосил қиламиз. 
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тўғри чизиқнинг параметрик тенгламасини ҳосил қиламиз.

3.   Фазода умумий ва проекцияларга нисбатан  ҳамда берилган икки нуқтадан ўтувчи тўғри чизиқ тенгламалари. Фазода тўғри чизиқни икки текисликнинг кесимидан иборат деб ҳам қараш мумкин. Шунинг учун тўғри чизиқни аналитик ҳолда қуйидаги система
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тенгламалар системаси ҳосил бўлади. Бундаги биринчи тенглама [image: image1604.wmf]OY
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  координат текисликларига проекциялайди. (5) системага тўғри чизиқнинг проекцияларга нисбатан тенгламаси дейилади.
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тўғри чизиқнинг проекцияларга нисбатан ва каноник тенгламаларини ёзинг.

Ечиш. Берилган тенгламалар системасидан олдин [image: image1613.wmf]y
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система тўғри чизиқнинг  проекцияларга нисбатан тенгламаси бўлади. 

Охирги тенгламалар системасини қуйидагича ўзгартирамиз:
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Бу тўғри чизиқнинг каноник тенгламасидир.

3-мисол. Учбурчакнинг учлари [image: image1626.wmf])
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 медиананинг каноник тенгламасидир.

4. Икки тўғри чизиқ орасидаги бурчак. Фазода иккита тўғри чизиқ каноник тенгламалари билан берилган бўлсин:
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Бу тўғри чизиқлар орасидаги бурчак, уларнинг йўналтирувчи векторлари орасидаги бурчакка тенг бўлиб, 
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формула ёрдамида топилади.

Берилган тўғри чизиқлар параллел бўлса,
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бўлиб, бу фазода икки тўғри чизиқнинг параллеллик шарти дейилади.

Тўғри чизиқлар перпендикуляр бўлса, йўналтирувчи векторлар ҳам перпендикуляр бўлиб,
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бўлади, бу икки тўғри чизиқнинг перпендикулярлик шартидир. 
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тўғри чизиқлар орасидаги бурчакни топинг.

Ечиш. Олдин тўғри чизиқларнинг йўналтирувчи векторларини топамиз:
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 Тўғри чизиқлар орасидаги бурчак уларнинг йўналтирувчи векторлари орасидаги бурчакка тенг. (7) формулага асосан:
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тўғри чизиққа параллел тўғри чизиқнинг каноник тенгламасини ёзинг.
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бўлади.
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бўлади. (10) фазода тўғри чизиқ ва текислик орасидаги бурчакни топиш формуласи бўлади.
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тўғри чизиқни ясанг.

Ечиш. Маълумки тўғри чизиқни ясаш учун у ўтадиган иккита нуқтани аниқлаш етарли. Бунинг учун тўғри чизиқнинг координат текисликлари билан кесишиш нуқталарини топамиз. Бу нуқталарга тўғри чизиқнинг координат текисликларидаги излари дейилади.
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                 Мустаҳкамлаш учун саволлар
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2. Тўғри чизиқнинг векторли, параметрик ва каноник тенгламалари қандай ёзилади?

3. Тўғри чизиқнинг умумий ва проекцияларга нисбатан тенгламалари нималардан иборат?
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5. Фазода икки тўғри чизиқнинг параллеллик шарти қандай?

6. Фазода икки тўғри чизиқнинг перпендикулярлик шарти нима?

7. Фазода тўғри чизиқ ва текислик орасидаги бурчак деб қайси бурчак олинади?

8. Фазода тўғри чизиқ ва текисликнинг параллеллик шарти нимадан иборат? 

9. Фазода тўғри чизиқ ва текисликнинг перпендикулярлик шарти қандай?

10. . Тўғри чизиқнинг координат текисликларидаги излари нимадан иборат ва қандай топилади?

11. Тўғри чизиқнинг йўналтирувчи вектори нима?
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тўғри чизиқларнинг проекцияларга нисбатан ва каноник тенгламаларини ёзинг.
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тўғри чизиқнинг параметрик тенгламасини ёзинг.

7. [image: image1713.wmf]0

4

5

2

3

=

-

+

-

z

y

x

 текисликка координатлар бошидан ўтказилган перпендикулярнинг каноник тенгламасини ёзинг.
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тўғри чизиқлар орасидаги бурчакни топинг.
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тўғри чизиқларнинг параллеллигини кўрсатинг.
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тўғри чизиқларнинг ўзаро перпендикулярлигини кўрсатинг.
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текислик орасидаги бурчакни топинг.
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 текисликка  перпен-дикуляр тўғри чизиқ тенгламасини ёзинг.
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 текисликнинг параллеллигини кўрсатинг.
МАТЕМАТИК ТАҲЛИЛГА КИРИШ
Мавзу.  Тўпламлар назарияси

  Режа

 1. Тўпламлар ва улар ҳақида асосий тушунчалар.

 2. Тўпламлар устида амаллар.  

 3.Тартибланган тўпламлар ҳақида. 

 4.  Тўпламларнинг эквивалентлиги. 

 5. Тўпламнинг қуввати.

                                            Таянч ибора ва тушунчалар

Тўплам, чекли ва чексиз тўпламлар, қавариқ тўплам, нуқтанинг атрофи, чегараланган тўплам, тўпламнинг ички нуқтаси, чегаравий нуқта, қуюқланиш нуқтаси, ёпиқ ва очиқ тўпламлар, тўпламларнинг бирлашмаси, тўпламлар кесишмаси,тўпламларнинг фарқи, тўпламларнинг эквивалентлиги,  компакт, тўпламнинг қуввати.

     1. Тўпламлар ва улар ҳақида асосий тушунчалар. Тўплам тушунчаси математиканинг бошланғич ва муҳим тушунчалардан биридир. Масалан: Натурал сонлар тўплами, аудиториядаги талабалар тўплами, библеотекадаги китоблар тўплами, бир нуқтадан ўтувчи тўғри чизиқлар тўплами бирор хилдаги маҳсулот ишлаб чиқарувчи корхоналар тўплами ва бошқалар.

Тўпламни ташкил этган нарсалар тўпламнинг элементлари дейилади. Математикада тўпламлар бош ҳарфлар билан, масалан: [image: image1733.wmf],......
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    3.Тартибланган тўпламлар ҳақида 
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4.  Тўпламларнинг эквивалентлиги 

Ихтиёрий иккита [image: image1891.wmf]E
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2) бирор қоидага кўра бир тўпламнинг элементларига иккинчи тўпламнинг элементларини мос қўйиш йўли билан уларнинг элементлари солиштирилади.
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 тўпламнинг ҳар бир элементига [image: image1897.wmf]F

 тўпламнинг битта элементини


[image: image1898.wmf]9
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тарзда мос қўйиб, [image: image1899.wmf]F

  тўпламда  [image: image1900.wmf]E

  тўплам элементига мос қўйилмай қолган элемент борлигини (у 16) ҳисобга олиб, яна [image: image1901.wmf]F

 нинг элементлари сони [image: image1902.wmf]E

 нинг элементлари сонидан кўп деган хулосага келамиз. Агар тўпламлар чексиз бўлса, равшанки, уларни 1- усул билан солиштириб бўлмайди. Бундай вазиятда фақат 2 - усул билангина иш кўрилади. Масалан, [image: image1903.wmf]{
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 натурал сонлар тўпламининг ҳар бир  [image: image1904.wmf]n

 элементига [image: image1905.wmf]...)
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 жуфт сонлар тўплами [image: image1906.wmf]{
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 нинг [image: image1907.wmf]n

2

 элементини  [image: image1908.wmf]...)

,

2

,

1

(
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n

 мос қўйиш билан [image: image1909.wmf])

2

(

n

n

®

 солиштириб, уларнинг элементлари сони «тенг» деган хулосага келамиз. 

1 – т а ъ р и ф. Агар [image: image1910.wmf]E

 тўпламнинг ҳар бир  [image: image1911.wmf]a

 элементига [image: image1912.wmf]F

 тўпламнинг битта  [image: image1913.wmf]b

  элементи мос қўйилган бўлиб, бунда  [image: image1914.wmf]F

 тўпламнинг ҳар  бир элементи учун [image: image1915.wmf]E

 тўпламда  унга  мос келадиган биттагина элемент бор бўлса, у ҳолда [image: image1916.wmf]E

 ва [image: image1917.wmf]F

 тўпламлар элементлари орасида ўзаро бир қийматли мослик ўрнатилган дейилади.

2 – т а ъ р и ф. Агар  [image: image1918.wmf]E

 ва  [image: image1919.wmf]F

 тўплам элементлари орасида ўзаро бир қийматли мослик ўрнатиш мумкин бўлса, улар бир-бирига эквивалент тўпламлар деб аталади ва 


                                                   [image: image1920.wmf]E

~ [image: image1921.wmf]F


каби белгиланади.

6-м и с о л.  1. Ушбу  


                   [image: image1922.wmf]þ
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тўпламлар эквивалент тўпламлар бўлади. Бу тўплам элементлари орасида ўзаро бир қийматли мослик мавжуд. Уни қуйидагича

           
[image: image1923.wmf],

1

1

«


 [image: image1924.wmf],
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  [image: image1925.wmf],
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   [image: image1926.wmf],
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   [image: image1927.wmf],
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ўрнатиш мумкин. Демак,  [image: image1928.wmf]E

~ [image: image1929.wmf]F

.

7-мисол. Ушбу 


                [image: image1930.wmf]{
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     [image: image1931.wmf]{

}

,

10

,

8

,

6

,

4

,

2

=

F

   

тўпламлар эквивалент тўпламлар бўлмайди. Чунки бу тўплам элементлари орасида ўзаро бир қийматли мослик ўрнатиб бўлмайди.

8-мисол. Ушбу

  [image: image1932.wmf]{
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 тўпламлар эквивалент тўпламлар бўлади. Бу тўплам элементлари орасидаги ўзаро бир қийматли мослик ҳар бир  [image: image1934.wmf]n

  га  [image: image1935.wmf]n

N

n

1

)

(

Î

 ни [image: image1936.wmf])
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 мос қўйиш билан ўрнатилади. Демак, [image: image1937.wmf]E

~ [image: image1938.wmf]F

.

9-мисол. Ушбу 

[image: image1939.wmf]{
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тўпламлар ўзаро эквивалент бўлади. Бу тўплам элементлари орасида ўзаро бир қийматили мосликни қуйидагича ўрнатиш мумкин: ҳар бир натурал  [image: image1941.wmf]n

 [image: image1942.wmf])
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сонга [image: image1943.wmf]n
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 сон [image: image1944.wmf](
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 мос қўйилади [image: image1945.wmf]).
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 Демак, [image: image1946.wmf]N
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~[image: image1947.wmf]1
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.

Равшанки, [image: image1948.wmf].
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 Бу эса тўпламнинг қисми ўзига эквивалент бўлиши мумкин эканлигини кўрсатади. Бундай ҳолат фақат чексиз тўпламларгина хосдир. 


Юқорида келтирилган таъриф ва мисоллардан икки чекли тўпламнинг ўзаро эквивалент бўлиши учун уларнинг элементлари сони бир-бирига тенг бўлиши зарур ва етарли эканлигини кўрамиз.


Эквивалентлик муносабати қуйидаги хоссаларига эга:


1) [image: image1949.wmf]E

~ [image: image1950.wmf]E

 (рефлексивлик хоссаси) ;


2)  [image: image1951.wmf]E

~ [image: image1952.wmf]F

 бўлса,  [image: image1953.wmf]F

~ [image: image1954.wmf]E

 бўлади(симметрик хоссаси) ;


3)  [image: image1955.wmf]E

~ [image: image1956.wmf]F

, [image: image1957.wmf]F

~ [image: image1958.wmf]G

 бўлади (транзитивлик хоссаси).

Тўпламларнинг эквивалентлик тушунчаси тўпламларни синфларга ажратиш имконини беради.

Масалан, 
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тўпламлар саноқли тўпламлардир, чунки



[image: image1960.wmf]1
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                    [image: image1966.wmf]3
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 5. Тўпламнинг қуввати. Тўпламнинг қуввати, тўплам “элементларининг сони” тушунчасининг ихтиёрий (чекли ва чексиз) тўпламлар учун умумлаштирилганидир. Тўпламнинг қуввати берилган тўпламга эквивалент бўлган барча тўпламларга, яъни элементлари берилган тўпламнинг элементлари билан ўзаро бир қийматли мосликда бўла оладиган барча тўпламларга умумий бўлган нарса сифатида аниқланади.

Тўплам қуввати тушунчасини математикага тўпламлар назариясининг асосчиси немис математиги Г.Кантор (1845-1918) киритган (1879 йилда). Кантор чексиз тўпламлар учун ҳар хил қувватлар мавжудлигини исботлаган.

3-таъриф. Натурал сонлар қаторига эквивалент бўлган тўплам, яъни ҳамма элементларини натурал сонлар билан рақамлаб (белгилаб) чиқиш мумкин бўлган тўпламга саноқли тўплам дейилади. Масалан, 
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тўпламлар саноқли тўпламлардир, чунки



[image: image1970.wmf]1

N
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      Саноқли тўпламнинг қуввати чексиз тўпламлар қуввати орасида энг кичиги бўлиб ҳисобланади. 

      Саноқли бўлмаган тўплам саноқсиз тўплам деб аталади.

[image: image1979.wmf]1

0

£

£

x

 кесмадаги сонларнинг [image: image1980.wmf]L

 тўпламининг қуввати номи континуум дейилади. [image: image1981.wmf]L

 ни натурал сонлар тўпламига ўзаро бир қийматли акслантириш мумкин эмас. “Континуум математикаси” термини узлуксизлик тушунчаси билан боғлиқ бўлган назарияларда қўлланилиб, у дискрет математикага қарама-қарши қўйилади. Континуум қувват саноқли тўплам қувватидан катта. Бир неча ўн йил муқаддам саноқли тўплам қувватидан катта ва континуум қувватдан кичик бўлган тўплам мавжудми? деган муаммо қўйилган.

М а т е м а т и к   б е л г и л а р  ҳ а қ и д а . Математикада тез-тез учрайдиган сўз ва сўз бирикмалари ўрнига махсус белгилар ишлатилади. Улардан энг муҳимларини келтирамиз:

1) «Агар  …. бўлса, у ҳолда ….. бўлади» ибораси «[image: image1982.wmf]Þ

» белгиси орқали ёзилади;

2)  икки иборанинг эквивалентлиги ушбу  «[image: image1983.wmf]Û

» белгиси орқали ёзилади;

3)  «Ҳар қандай», «ихтиёрий», «барчаси учун» сўзлари ўрнига  «[image: image1984.wmf]"

» умумийлик белгиси ишлабитади;

4) «Мавжудки», «топиладики» сўзлари ўрнига «[image: image1985.wmf]$

» мавжудлик белгиси ишлатилади.

Мустаҳкамлаш учун саволлар

1. Чекли ва чексиз тўпламлар қандай тўпламлар?

2. Қавариқ тўплам қандай тўплам?

3. Нуқтанинг атрофии деб нимага айтилади?

4. Тўпламнинг ички нуқтаси нима?

5. Тўпламнинг чегаравий нуқтаси қандай бўлади?

6. Очиқ тўплам деб нимага айтилади?

7.  Ёпиқ тўплам деб қандай тўпламга айтилади?

8.  Очиқ ва ёпиқ тўпламлар қандай хоссаларга эга? 

9.  Қандай тўпламга чегараланган дейилади?

10. Тўпламнинг қуюқланиш нуқтаси деб нимага айтилади?   

11. Қисм тўплам деб қандай тўпламга айтилади?

12. Қандай тўпламлар тенг дейилади?

13. Бирлашма (йиғинди) тўплам қандай тўплам?

14. Тўпламларнинг кесишмаси нима ва у қандай белгиланади?

15. Тўпламларнинг фарқи (айирмаси) нима?

16.  Ўзаро бир қийматли мослик нима?

17.  Тўплмаларнинг эквивалентлиги қандай бўлади?

18.  Тўпламнингш қуввати нима?

19.  Саноқли тўплам деб нимага айтилади? 

Мустақил ечиш учун мисоллар
1. [image: image1986.wmf]N

 натурал сонлар тўплами ва [image: image1987.wmf]Z

 бутун сонлар тўплами бирлашмасини топинг.

2. [image: image1988.wmf]G

 рационал сонлар тўплами, [image: image1989.wmf]R

 ҳақиқий сонлар тўплами бўлса[image: image1990.wmf]R

G

Ç

 ни топинг.

3. Рационал ва иррационал сонлар тўплами бирлашмасини топинг.

4. [image: image1991.wmf]A

 тўғри тўртбурчаклар тўплами, [image: image1992.wmf]B

 ромблар тўплами бўлса, [image: image1993.wmf]B

A

Ç

ни топинг.

5. [image: image1994.wmf]A

 жуфт сонлар тўплами [image: image1995.wmf]Z

 бутун сонлар тўплами бўлса, уларнинг кесишмасини топинг.

6. [image: image1996.wmf]A

 жуфт сонлар тўплами [image: image1997.wmf]B

 тоқ сонлар тўплами бўлса, [image: image1998.wmf]A

 ва[image: image1999.wmf]B

 ларнинг кесишмасини топинг.

7. [image: image2000.wmf]{

}

2

,

1

;

0

 бўлса ҳамма қисм тўпламлар тўпламини топинг.

8. [image: image2001.wmf]A

 жуфт сонлар тўплами, [image: image2002.wmf]B

 тоқ сонлар тўплами, [image: image2003.wmf]C

 туб сонлар тўплами бўлса, [image: image2004.wmf]B

A

È

, [image: image2005.wmf]B

A

Ç

, [image: image2006.wmf]C

A

Ç

 топинг.

9. [image: image2007.wmf]{
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,  [image: image2008.wmf]{
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 бўлса [image: image2009.wmf]B

A

\

 ва [image: image2010.wmf]A

B

\

 ларни топинг. 

10.  топинг. [image: image2011.wmf]G

 рационал сонлар тўплами, [image: image2012.wmf]R

 ҳақиқий сонлар тўплами бўлса[image: image2013.wmf]R

G

\

 ни топинг.

Мавзу. Сонли кетма-кетликлар

Режа

1. Сонли кетма-кетлик таърифи ва умумий тушунчалар. 
2. Чегараланган ва чегараланмаган сонли кетма-кетликлар.
3.Чексиз катта ва чексиз кичик кетма-кетликлар ҳамда уларнинг хоссалари.
4. Сонли кетма-кетликнинг лимити ва унинг хоссалари.

                  Таянч ибора ва тушунчалар 


Сонли кетма-кетлик, умумий ҳад, чегараланган ва чегараланмаган кетма-кетликлар, қуйидан чегараланган, чексиз катта ва чексиз кичик кетма-кетликлар, кетма-кетликнинг лимити, яқинлашувчи кетма – кетлик, нуқтанинг атрофи, чексиз лимит, чекли лимит.

1. Сонли кетма-кетлик таърифи ва умумий тушунчалар


 1-таъриф. Натурал сонлар қаторидаги 
1,2,3, …, [image: image2014.wmf]n

, ...

ҳар бир [image: image2015.wmf]n

сонга ҳақиқий [image: image2016.wmf]n

x

 сон мос қўйилган бўлса,




[image: image2017.wmf]...
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(1)

(1) ҳақиқий сонлар тўпламига сонли кетма-кетлик ёки қисқача кетма-кетлик дейилади. 


[image: image2018.wmf]...
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 сонларга сонли кетма-кетликнинг ҳадлари дейилиб, [image: image2019.wmf]n

x

  га кетма – кетликнинг умумий ҳади ёки [image: image2020.wmf]n

 – ҳади деб аталади, (1) сонли кетма-кетликни қисқача [image: image2021.wmf]{
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 символ билан белгиланади. Масалан, 1) [image: image2022.wmf]þ
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 сонлар кетма-кетлиги



[image: image2023.wmf].
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бўлади;

2) [image: image2024.wmf]þ

ý

ü

î

í

ì

+

1

n

n

 сонлар кетма-кетлиги [image: image2025.wmf].
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бўлади.


Сонли кетма-кетликнинг умумий ҳадини олиш усули кўрсатилган бўлса, у берилган дейилади. Мисол учун,  1) [image: image2026.wmf]n
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3) [image: image2027.wmf]3
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сонлар кетма-кетлигини олиш мумкин;
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арифметик прогрессия ҳам сонли кетма-кетликдир, бунда [image: image2030.wmf]1
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биринчи ҳад, [image: image2031.wmf]d

  арифметик прогрессия айирмаси;
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сонлар кетма-кетлиги ҳам кетма-кетликка мисол бўлади, бу биринчи ҳади [image: image2033.wmf]1
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 махражи [image: image2034.wmf]q

 бўлган геометрик прогрессиядир.


Сонли кетма-кетликнинг таърифидан маълумки, у чексиз сондаги элементларга эга бўлиб, улар ҳеч бўлмаганда ўзларининг тартиб рақами билан фарқ қилади.


Сонлар кетма-кетлигининг геометрик тасвири сонлар ўқидаги нуқталар билан ифодаланади. 

Сонли кетма-кетликлар устида ушбу арифметик амалларини бажариш мумкин: 1) [image: image2035.wmf]{
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 кўринишда аниқланади;

3) иккита  [image: image2040.wmf]{
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кўринишда бўлади;

4) иккита [image: image2043.wmf]{
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 сонлар кетма-кетлиги кўпайтмаси
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каби аниқланади;

5) иккита [image: image2046.wmf]{
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 сонлар кетма-кетлигининг нисбати, махраж [image: image2048.wmf]0
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кўринишда бўлади ҳамда мос равишда [image: image2050.wmf]{
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 символлар билан белгиланади.

2. Чегараланган ва чегараланмаган сонли кетма-кетликлар. 1-таъриф. [image: image2055.wmf]{
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 сонлар кетма – кетлиги учун шундай [image: image2056.wmf]M
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 сон) сон мавжуд бўлиб, кетма-кетликнинг исталган элементи учун [image: image2058.wmf])
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 кетма-кетлик юқоридан (қуйидан) чегараланган дейилади.

2-таъриф. [image: image2060.wmf]{
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 сонлар кетма-кетлиги қуйидан ва юқоридан чегараланган бўлса, яъни шундай [image: image2061.wmf]m
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 кетма-кетликнинг исталган элементи учун  [image: image2064.wmf]M
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 кетма-кетлик чегараланган дейилади.

3-таъриф. [image: image2066.wmf]{
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 сонлар кетма-кетлиги учун шундай [image: image2067.wmf]А

 мусбат сон мавжуд бўлиб, [image: image2068.wmf]n
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 сонлар кетма-кетлиги чегараланмаган дейилади.


Юқоридаги таърифлардан келиб чиқадики, [image: image2073.wmf]{
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 кетма-кетлик юқоридан чегараланган бўлса, унинг ҳамма элементлари [image: image2074.wmf]]
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 кетма-кетлик қуйидан чегараланган бўлса, унинг ҳамма элементлари [image: image2076.wmf])
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Мисоллар:

1) 1, 2, 3, ..., [image: image2078.wmf]n

, ...      сонлар кетма-кетлиги қуйидан чегараланган, лекин юқоридан чегараланган;

2) -1, -2, -3, ..., -[image: image2079.wmf]n
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 тенгсизликни қаноатлантирувчи элементлари мавжуд бўлади.

3.Чексиз катта ва чексиз кичик кетма-кетликлар ҳамда уларнинг хоссалари
1-таъриф. [image: image2087.wmf]{
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 сонлар кетма-кетлиги исталган [image: image2088.wmf]А
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 сонлар кетма-кетлиги чексиз катта кетма-кетлик дейилади. 
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 чексиз катта кетма-кетлик чегараланмаган бўлади.
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 кетма-кетлик чексиз кичик сонлар кетма-кетлиги дейилади.


Мисоллар: 

1) натурал сонлар кетма-кетлиги [image: image2099.wmf]{
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 чексиз катта кетма-кетликдир; 
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 кетма-кетлик чексиз кичик бўлади. Чексиз кичик ва чексиз катта кетма-кетликлар орасида ушбу боғлиқлик бор.

1-теорема. [image: image2110.wmf]{
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 чексиз катта кетма-кетлик ва унинг ҳамма элементлари 0 дан фарқли бўлса, [image: image2111.wmf]þ
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 кетма-кетлик чексиз катта кетма-кетлик бўлади. 


Исбот. [image: image2115.wmf]{
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 чексиз катта кетма-кетлик бўлсин. Исталган [image: image2116.wmf]0
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 кетма-кетликнинг чексиз кичиклигини билдиради. (Теореманинг иккинчи қисмини исбот қилишни ўқувчига ҳавола этамиз).


Чексиз кичик кетма-кетликлар қуйидаги хоссаларга эга.

2-теорема. Иккита чексиз кичик кетма-кетликларнинг алгебраик йиғиндиси яна чексиз кичик кетма-кетлик бўлади.

Исбот.     [image: image2124.wmf]}
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 чексиз кичик кетма-кетликлар бўлсин. Бу чексиз кичик кетмк-кетликлар учун, исталган [image: image2126.wmf]e

 сон учун [image: image2127.wmf]1
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бўлади.
Бу [image: image2138.wmf]{
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 кетма-кетликнинг чексиз кичик эканлигини билдиради.

Натижа. Исталган чекли сондаги чексиз кичикларнинг алгебраик йиғиндиси яна чексиз кичик кетма-кетликдир.

3-теорема. Иккита чексиз кичик кетма-кетликнинг кўпайтмаси, чексиз кичик кетма-кетлик бўлади.

Исбот.  [image: image2139.wmf]}
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  лар чексиз кичик кетма-кетликлар бўлсин. [image: image2141.wmf]{
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 кетма-кетликнинг чексиз кичиклигини исботлаш талаб этилади. [image: image2142.wmf]}
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 чексиз кичик бўлганлиги учун, исталган [image: image2143.wmf]0
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 лар учун иккала тенгсизлик ҳам бажарилиб, 
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бўлади. Бу [image: image2154.wmf]{
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 кетма-кетликнинг чексиз кичиклигини билдиради.

Натижа. Исталган сондаги чексиз кичикларнинг кўпайтмаси яна чексиз кичик бўлади.

Эслатма. Иккита чексиз кичикларнинг нисбати чексиз кичик бўлмаслиги мумкин, масалан, [image: image2155.wmf]n
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 чексиз кичикларнинг нисбати ҳамма элементлари 1 лардан иборат чегараланлан кетма-кетликдир. [image: image2156.wmf]2
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 чексиз кичик кетма-кетликларнинг нисбати [image: image2157.wmf]{
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 бўлиб, чексиз катта кетма-кетлик ҳосил бўлади. [image: image2158.wmf]n
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 чексиз кичик бўлади.

4-теорема. Чегараланган кетма-кетликнинг чексиз кичик кетма-кетликка кўпайтмаси чексиз кичик кетма-кетлик бўлади. (Бу теореманинг исботини ўқувчига ҳавола қиламиз).
4. Сонли кетма-кетликнинг лимити ва унинг хоссалари

1-таъриф. Исталган [image: image2160.wmf]0
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 сон учун унга боғлиқ бўлган [image: image2161.wmf]N
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символлар билан белгиланади. Чекли лимитга эга сонли сонли кетма-кетликка, яқинлашувчи кетма-кетлик дейилади. 


Лимитнинг таърифига мисол қараймиз.
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>

e

 бирор мусбат сон бўлсин. [image: image2203.wmf]e

<

-

a

x

n
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 нуқтанинг   [image: image2216.wmf]e
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 лардан бошлаб, ҳамма [image: image2219.wmf]n
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 элементлар  [image: image2220.wmf]a

 нуқтанинг   [image: image2221.wmf]e

 атрофида бўлса, [image: image2222.wmf]a

 сонга [image: image2223.wmf]{

}

n

x
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                             Мустаҳкамлаш учун саволлар

1. Сонли кетма-кетлик деб нимага айтилади?

2. Сонли кетма – кетликнинг умумий ҳади нима?

3. Сонлар кетма – кетлиги қандай белгиланади?

4. Сонли кетма – кетлик қачон берилган дейилади? 

5. Арифметик ва геометрик прогрессиялар сонли кетма – кетликларга мисоллар бўладими?

6. Сонли кетма – кетлик нечта элементга эга?

7. Сонли кетма – кетликнинг геометрик тасвири қандай бўлади?

8. Сонли кетма – кетликлар устида қандай амалларни бажариш мумкин?

9. Қандай сонлар кетма – кетлиги чегараланган дейилади ва мисоллар келтиринг?

10. Қуйидан чегараланган сонлар кетма – кетлигига мисоллар келтиринг?

11. Қуйидан чегараланган сонлар кетма – кетлигига мисоллар келтиринг?

12. Юқоридан чегараланган сонлар кетма-кетлигига мисоллар келтиринг?

13. Чегараланган сонлар кетма – кетлигига мисоллар келтиринг?

14. Чегараланмаган сонлар кетма – кетлигига мисоллар келтиринг?

15. Чексиз кетма – кетлик деб нимага айтилади?

16. Чексиз кичик кетма – кетлик қандай таърифланади?

17. Чексиз катта ва кичик кетма – кетликларга мисоллар келтиринг?

18. Чексиз катта ва кичик кетма – кетликлар орасида қандай боғланиш бор?

19. Чексиз кичик кетма – кетликлар қандай хоссаларга эга?

20. Кетма-кетликнинг лимити деб нимага айтилади?

21. Қандай сонлар кетма – кетлиги яқинлашувчи дейилади?

22. Яқинлашувчи кетма-кетликни йиғинди кўринишда қандай ифодалаш мумкин?

23. Нуқтанинг атрофи нима?

24. Чексиз катта сонлар кетма-кетликнинг лимити нимага тенг?

25. Чекли лимит деганда нима тушунилади?

26. Чексиз кичик сонлар кетма-кетлигининг лимити нимага тенг?

27. Яқинлашувчи кетма-кетликлар қандай хоссаларга эга?

28. Яқинлашувчи кетма-кетликларнинг хоссалари қандай исботланади?

                       Мустақил иш учун топшириқлар 
1. Ушбу 
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сонли кетма-кетликларнинг [image: image2255.wmf]n

=1,2,3,4,5, бўлгандаги қийматларини ёзинг?
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 сонли кетма-кетликнинг чегараланганлигини кўрсатинг.
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 сонлар кетма-кетлигининг геометрик тасвирини n=1,2,3,4,5,6 бўлганда кўрсатинг.

4. Бир неча арифметик ва геометрик прогрессияларнинг умумий ([image: image2258.wmf]n

-ҳади)ни ёзинг ва [image: image2259.wmf]n

=1,2,3,4,5,6 бўлгандаги қийматларини ёзинг.

5. Ушбу
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сонлар кетма-кетликлари чегараланганми ва қандай?

6. Бир неча чексиз катта ва чексиз кичик сонлар кетма-кетликларини ёзинг.

7. Ушбу тенгликлар 
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 ни аниқлаб қандай рақамдан бошлаб тенгсизликнинг бажарилишини кўрсатинг?

8. Ушбу сонлар кетма-кетликларининг лимитларга эга эканлиги ёки эга эмаслиги ва у нимага тенглигини кўрсатинг?
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Мавзу.   Функция ҳақида асосий тушунчалар

Режа

 1.  Ўзгармас ва ўзгарувчи миқдорлар. 

 2. Функция тушунчаси.

3. Функциянинг берилиш усуллари. 

4. Функциянинг айрим ҳоллари 

5. Функциянинг лимит ива унинг асосий хоссалари.  

6. Аниқмасликлар ва уларни очиш.

 Таянч иборалар ва тушунчалар

Ўзгармас ва ўзгарувчи миқдорлар, функция тушунчаси, функция аниқланиш соҳаси, қийматлар тўплами, аналитик усул, график усул, жадвал усул, ошкор ва ошкормас функциялар, функциянинг алгоритмик берилиши, мураккаб функция, тескари функция, функция лимити ва унинг хоссалари, кетма-кетлик, чексиз катта миқдор, чап ва ўнг лимитлар, чексиз кичик функция, кўпайтманинг ва бўлинманинг лимити, биринчи ажойиб лимит, аниқмасликларни очиш,

     1.  Ўзгармас ва ўзгарувчи миқдорлар. Қаралаётган жараёнда бир хил сон қийматларини қабул қиладиган миқдорларга ўзгармас миқдорлар дейилади. Масалан, қандай радиусли айлана олмайлик, унинг узунлигининг деаметрига нисбати бир хил [image: image2264.wmf]p

 сондан иборат бўлади. Бу ҳолда  нисбат ўзгармас миқдордир. 

     Қаралаётган жараёнда ҳар хил сон қийматлари қабул қиладиган миқдорларга ўзгарувчи миқдорлар дейилади. Масалан, ҳаво ҳарорати (температураси), вақт, ҳаракатнинг тезлиги ўзгарувчи миқдорлардир. Бундай мисолларни кўплаб келтириш мумкин. Ҳамма ўзгарувчи миқдорларни бирданига ўрганиб бўлмайди. Энди иккита ўзгарувчи миқдорлар орасидаги боғланишни қараймиз.
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 ни аниқлайдиган қоида ёки қонун берилиши керак. (таърифда уни [image: image2294.wmf]f

 символ билан белгиладик).
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2)  ўзгарувчилар орасидаги боғланиш жадвал кўринишида берилиши мумкин. Масалан, кузатиш натижасида сутни ёпиқ идишда қиздирилганда [image: image2319.wmf]1
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3) Функциянинг  график усулида берилишида, [image: image2334.wmf]x

 ва [image: image2335.wmf]y
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 нинг [image: image2350.wmf]x
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2) чекли сондаги функциялар кўпайтмасининг лимити функциялар лимитларининг кўпайтмасига тенг, яъни
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Натижа: Ўзгармас кўпайтувчини лимит белгисидан ташқарига чиқариш мумкин, яъни,
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Функцияларнинг лимитини топишга бир неча мисоллар қараймиз.
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Юқоридаги мисолда, лимитларнинг хоссаларига асосан, аргумент [image: image2493.wmf]x
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Мустаҳкамлаш учун саволлар

1.. Қандай миқдорлар ўзгарувчи деб аталади?

2. Қандай ҳолда функция аниқланган дейилади?

3. Функционал боғланиш қандай белгиланади?

4. Функциянинг аниқланиш соҳаси деб нимага айтилади?

5. Функциянинг қийматлар тўплами нима?

6. Қандай мослик функцияни ифодалаши мумкин?

7. Функция қандай ўзгарувчи?

8. Аргумент қандай ўзгарувчи?

9. Функция қандай усулларда берилиши мумкин?

10. Ошкор ва ошкормас функциялар қандай?

11.Функциянинг функцияси ёки мураккаб функция деб нимага айтилади?

12. Тескари функция қандай функция?

13. Функциянинг лимити деб нимага айтилади ва у қандай ёзилади?

14. Чап ва ўнг лимитлар нималар ва у қандай ёзилади?

15. Чексиз катта ва чексиз кичик миқдорлар қандай миқдорлар?

16. Икки функция алгебраик йиғиндисининг лимити нимага тенг?

17. Чекли сондаги функциялар кўпайтмасининг лимити нимага тенг?

18. Ўзгармас кўпайтувчини лимит ишорасидан чиқариш мумкинми?

19. Иккита функция нисбатининг лимити нимага тенг?

20. Биринчи ажойиб лимит деб нимага айтилади?

21. Иккинчи ажойиб лимит нимага тенг?

22. Аниқмасликларни очиш нимадан иборат?

      Мустақил иш учун топшириқлар
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13. Қуйидаги аниқмасликларни очинг:
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                   Мавзу.  Функциянинг узлуксизлиги ва узилиши

Режа

1. Функция орттирмаси. 

2. Функция узлуксизлиги таърифлари. 
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бўлиб, бу чизиқли функциядир.

2-мисол. Маҳсулотнинг умумий баҳоси унинг сонига пропорционал бўлсин. [image: image2749.wmf]a

 битта маҳсулот нархи бўлса, [image: image2750.wmf]x

 бирлик маҳсулотнинг умумий баҳоси
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чизиқли функция билан ифодаланади, маълумки бу координатлар бошидан ўтувчи тўғри чизиқлар дастасининг тенгламасидир.

Чизиқли функция ва унинг графиги, иқтисодий миқдорлар орасида пропорционаллик мавжуд бўлган боғланишларда ишлатилади.

2.  Даражали функция. Бундай функция

          [image: image2752.wmf]a

x

y

=

                                             (2)

формула билан ифодаланади, бунда  [image: image2753.wmf]0
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 дан фарқли ихтиёрий ҳақиқий сон. Бу функциянинг аниқланиш соҳаси [image: image2754.wmf]a

 кўрсатгичга боғлиқ. [image: image2755.wmf]a

  натурал сон бўлса, ҳамма ҳақиқий сонлар учун аниқланган, [image: image2756.wmf]a

 бутун манфий сон бўлса,
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 бўлган ҳамма [image: image2759.wmf]x

 лар учун аниқланган (бунда [image: image2760.wmf]n
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Умуман олганда даражали функция ўзининг аниқланиш соҳасида узлуксиздир.

3-мисол. Италян иқтисодчиси Парето жамиятда фойдани тақсимлашнинг қуйидаги қоидасини таклиф этди: [image: image2767.wmf]y

 билан [image: image2768.wmf]x

 дан кичик бўлмаган фойдага эга бўлган шахслар сонини белгиласак,
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бўлади, бунда [image: image2770.wmf]a

 ва [image: image2771.wmf]m

 ўзгармаслар.

Парето қонуни катта фойдага эга бўлганда, тақсимотни етарли даражада аниқлик билан ифодалайди, паст даражадаги фойдага эга бўлганда аниқ эмас.

Бирор жамиятда фойдани тақсимлаш
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формула билан аниқлансин:

1) 100000 дан кўп фойдага эга бўлган шахслар сони;

2) 100 нафар энг бой шахслар орасида, энг кам фойдани  топинг.

Ечиш. 1) масала шарти бўйича, [image: image2773.wmf]100000
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бўлади. Охирги тенгликни логарифмласак:
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 ни топамиз. Шундай қилиб, Парето тақсимоти бўйича 63 киши 100000 дан кўп фойдага эга бўлади;

2) масала шарти бўйича [image: image2778.wmf],
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тенгликни ҳосил қиламиз. Бу тенгликдан [image: image2780.wmf]73700
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Шундай қилиб, 100 нафар энг бой кишилар ичида энг кичик фойда 73700 ни ташкил этади.

Функцияларнинг иқтисодда қўлланилишига мисолларни кўплаб келтириш мумкин. Бу мавзу бўйича талабаларнинг шуғулланишини таклиф этамиз.

Мустаҳкамлаш учун саволлар

1. Қандай жараён узлуксиз бўлади?

2. Функция орттирмаси нима?

3. Қандай функция узлуксиз дейилади?

4. Қандай функцияга оралиқда узлуксиз дейилади?

5. Иккита узлуксиз функция йиғиндиси, кўпайтмаси ва нисбати узлуксизлиги ҳақида нима дейиш мумкин?

6. Кесмада узлуксиз бўлган функциялар қандай хоссаларга эга?

7. Қандай функцияга узилишга эга дейилади?

Мустақил ечиш учун мисоллар
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 нинг ҳамма қийматлари учун узлуксиз эканлигини кўрсатинг.


4. Қуйидаги функцияларнинг узилиш нуқталарини топинг ва уларнинг турини аниқланг:
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Дифференциал ҳисоб

                                      Мавзу. Функция ҳосиласи 

              Режа

1. Ҳосилага келтириладиган масалалар ҳақида. 

2. Функция ҳосиласининг таърифи. 
3. Ҳосиланинг геометрик маъноси. 

4.    Мураккаб функция ҳосиласи ва ҳосилалар жадвали. 

5. Юқори тартибли ҳосилалар. 

6.Ошкормас ва параметрик берилган функцияларнинг ҳосилалари.
Таянч ибора ва тушунчалар

Оний тезлик, ҳосила, эгри чизиққа уринма, юқори тартибли ҳосила, дифференциаллаш, мураккаб функция, ошкормас ва параметрик функциялар ҳосилалари.

1. Ҳосилага келтириладиган масалалар ҳақида 

 Оний тезлик ҳақидаги масала. Амалиётда ҳар хил жараёнларни текширишда биринчи навбатда, шу жараённинг кечиши тезлигини аниқлаш керак бўлади. Тезликни аниқлаш ҳақидаги масала фан ва техниканинг энг асосий масалаларидан биридир.

Маълумки, текис кечадиган жараёнларда унинг кечиши тезлиги ўзгармасдир. Масалан, текис ҳаракатда ўтилган йўлнинг  шу йўлни ўтишга кетган вақтга нисбати унинг тезлигини билдириб у ўзгармасдир.

Лекин табиатдаги ёки жамиятдаги кўпчилик ҳодисалар нотекис кечадиган жараёнлардир. Масалан, оғир моддий нуқтанинг бўшлиқда оғирлик кучи таъсирида эркин тушуши масаласини қарайлик. Физикадан маълумки, бўшлиқда моддий нуқтанинг эркин тушиши қонуни
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 ҳолатда бўлсин. [image: image2798.wmf]OA

 йўлнинг миқдори (1) формула билан  топилади. Вақт [image: image2799.wmf]t
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натижани оламиз. Охирги тенгликдан маълумки, [image: image2813.wmf]t
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Шунинг учун, нотекис ҳаракатнинг тезлиги фақат вақтнинг аниқ моментига тегишли бўлади. Шундай қилиб, вақтнинг ҳар бир моментидаги оний тезлик ҳақида гапириш керак бўлади.

Оний тезлик тушунчасини қандай аниқлаш керак?                                                          

(2) тенгликдан маълумки, [image: image2821.wmf]t
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S

D

D

/

А дан [image: image2823.wmf]B
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 қанча кичик бўлса, [image: image2826.wmf]t

 моментдаги тезликни шунча яхшироқ ифодалайди. Бундан шундай хулосага келамизки, эркин тушаётган нуқтанинг [image: image2827.wmf]t

 моментидаги оний тезлиги [image: image2828.wmf]v
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Шундай қилиб, оний тезликни ҳисоблаш учун қўйидаги кўринишдаги лимитни ҳисоблаш керак бўлади.
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 (3) кўринишдаги лимитни ҳисоблашга кўп сондаги амалий масалаларни ечишда тўғри келади.

Умуман, ўзгарувчи миқдор ўзгариш тезлигини топиш масаласи, математика фанининг энг аҳамиятли тушунчаларидан бири - ҳосила тушунчасига олиб келади.

Шунинг учун (3) кўринишдаги лимитларни ҳисоблашни умумий ҳолда қараш зарур бўлади.
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Шундай қилиб, таърифга асосан
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Ҳосилани топиш жараёни дифференциаллаш деб аталади.
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Функция ҳосиласини ҳосила таърифига асосан топишга бир неча мисоллар қараймиз:
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 функция ҳосиласини ҳосила таърифига асосан, топинг.
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2. Куйидаги функцияларнинг ҳосилалари топилсин:
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Мавзу. Функциянинг дифференциали ва унинг тақрибий ҳисоблашдаги тадбиқлари

Режа

1. Функциянинг дифференциали.

2. Функциянинг дифференциалининг тақрибий ҳисоблашга татбиқи.

3. Дифференциал ҳисобнинг асосий теоремалари
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2. Функциянинг дифференциалининг тақрибий ҳисоблашга татбиқи.
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 (3) формуладан функция қийматини тақрибий ҳисоблашларда фойдаланилади.
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Функция орттирмаси ўрнига унинг дифференциалини олиб қанча хатога йўл қўйилганини баҳолаймиз: бунинг учун ҳақиқий орттирмани топамиз,
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Демак, абсалют хато
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    3. Дифференциал ҳисобнинг асосий теоремалари
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3. Лагранж теоремаси. (1736-1813й. машҳур француз математиги ва механиги). 1) [image: image3067.wmf])
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4. Тейлор теоремаси ((1685-1731й., инглиз математиги). [image: image3085.wmf])
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бўлган, Лангранж формасидаги Тейлор формуласи дейилади. Тейлор формуласида [image: image3093.wmf]0
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формула ҳосил бўлади. Бунга Маклорен формуласи дейилади.

Тейлор ва Маклорен формулалари функциялрни [image: image3095.wmf]x
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           Мустаҳкамлаш учун саволлар

1. Функциянинг дифференциали деб нимага айтилади?

2. Функция орттирмаси ва дифференциали ўртасида қандай боғлиқлик      бор?

3. Дифференциалдан фодаланиб тақрибий ҳисоблаш мумкинми?

4.  Иккинчи тартибли дифференциал нима?

            5.  Ҳисоблаш хатоси нима?
6. Ферма теоремасининг шартлари нималардан иборат?

7. Ферма теоремаси тасдиғи қандай бўлади?

8. Ролл теоремасининг нечта шарти бор ва уларни сананг?

9. Ролл теоремаси шартларида, унинг тасдиғи нимадан иборат?

10. Геометрик томондан Ролл теоремасининг тасдиғи нимани ифодалайди?

11. Ферма теоремаси геометрик нуқтаи назардан нимани англатади?

12. Лагранж теоремаси шартларини санаб кўринг, улар нималардан иборат?

13.   Лагранж теоремасининг тасдиғи нима?

14. Лагранж теоремаси тасдиғи геометрик томондан нимани билдиради?

15.  Лагранж ёки чекли орттирмалар формуласини ёзинг?

16.  Чекли орттирмалар дейилишини тушинасизми?

17.  Тейлор формуласи нимадан иборат?

18.  Маклорен формуласи қандай олинади? 

Мустақил бажариш учун топшириқлар

1-8 мисолларда функцияларнинг дифференциаллари топилсин.
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функция учун [-1; 1] ораликда Лагранж теоремаси ўринлими?
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Мавзу.  Дифференциал ҳисобнинг татбиқлари

Режа

1. Дифференциал ҳисоб ёрдамида функция динамикасини текшириш. 

2. Ҳосила ёрдамида аниқмасликларни очиш. Лопитал қоидаси. 

3. Дифференциал ҳисобнинг иқтисодда қўлланилиши ҳақида.  

 Таянч иборалар ва тушунчалар

Функция динамикаси, функция графигининг қавариқлик ва ботиқлик қисмлари, эгилиш нуқтаси, функцияни текшириш, асиптота, Лопитал қоидаси, ишлаб чиқариш харажатлари, маҳсулот ишлаб чиқариш орттирмаси, ишлаб чиқариш харажатлари орттирмаси, ишлаб чиқариш харажати ўртача орттирмаси, ишлаб чиқариш лимитик харажати, савдо лимитик пул маблағи, функция эгилувчанлиги, аргумент ва функциянинг нисбий орттирмалари, нисбий ҳосила, нисбий эгилувчанлик, иккита функция кўпайтмаси ва нисбати эгилувчанликлари, талабнинг нархга нисбтан эгилувчанлиги, талабнинг даромадга нисбатан эгилувчанлиги, таклифнинг нархга нисбатан эгилувчанлиги, тўла ва ўртача харажатлар эгилувчанликлари.

1. Дифференциал ҳисоб ёрдамида функция динамикасини текшириш 

Маълумки, табиат ва иқтисоднинг кўп қонунлари функция ёрдамида моделлаштирилади. Бундай функциялрни билиш уларнинг қайси оралиқда ўсувчи ёки камаювчи ҳамда улар қандай нуқталарда энг катта ва энг кичик қийматларга эришишини аниқлаш имконини яратади. Бунга ўхшаш текширишлар функция динамикасини англашга олиб келади.
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 бўлиб, бу тенгсизлик ҳам оралиқнинг исталган нуқтаси учун бажарилади, демак, функция [image: image3175.wmf])
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2). Функциянинг экстремуми. Функциянинг биринчи тартибли ҳосиласи нўлга тенг ёки узилишга эга бўладиган нуқталари критик нуқталар дейилади.
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4-таъриф. [image: image3181.wmf]0
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  нуқтанинг шундай атрофи мавжуд бўлсаки, бу атрофнинг ҳар қандай [image: image3182.wmf]0

x

x

¹

 нуқтаси учун [image: image3183.wmf])
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Функциянинг максимум ёки минимум нуқталарига экстремум нуқталари дейилади.

Экстремумга эга бўлшишиниг зарурий шарти. [image: image3186.wmf])
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Эслатма. Ҳар қандай критик нуқта ҳам экстремум нуқтаси бўлавермайди.

Экстремумнинг етарли шартлари.  Биринчи қоида. [image: image3189.wmf]0
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x

 нуқтада функция минимумга эга бўлади.

Иккинчи қоида. [image: image3198.wmf]0
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бўлса, минимум нуқтаси бўлади.

Шундай қилиб, монотонлик оралиқларини, функция экстремумини топиш учун, олдин функциянинг аниқланиш соҳасини критик нуқталар ёрдамида монотонлик оралиқларига бўлиш ва уларда ҳосила ишорасини текшириш керак. Кейин монотонлик ва экстремумнинг етарлилик шартларидан фойдаланиб, ўсиш ва камайиш оралиқларини, максимум ва минимум нуқталарини аниқлаймиз.
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     функцияниншг экстремумини биринчи қоида билан текширинг.
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  функция экстремумини иккинчи қоида билан текширинг.

Ечиш. Биринчи ва иккинчи тартибли ҳосилаларни топамиз:
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11

12

3

)

(

,

6

11

6

)

(

2

2

3

+

-

=

¢

¢

-

+

-

=

¢

x

x

x

f

x

x

x

x

f


энди критик нуқталарни топайлик:
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бўлади. Демак, критик нуқталар:  [image: image3232.wmf]3
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 бўлади. Энди иккинчи тартибли ҳосиланинг критик нуқталардаги қийматларини ҳисоблаймиз:

                      [image: image3233.wmf].
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     Шундай қилиб, экстремумга эга бўлишнинг иккинчи қоидасига асосан, [image: image3234.wmf]3
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 нуқталарда минимум, [image: image3235.wmf]2
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 нуқтада функция максимумга эга бўлади. [image: image3236.wmf].

0

)

3

(

min

;

25

.

0

)

2

(

max

;

0

)

1

(

min

=

=

=

f

f

f

                                                          

3). Функциянинг энг кичик ва энг катта қийматлари. [image: image3237.wmf])
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 функциянинг [image: image3238.wmf][
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 кесмадаги энг кичик ва энг катта қийматларини топиш учун:

1)  критик нуқталарни топамиз;

2)  функциянинг бу критик нуқталардаги ва кесманинг четларидаги қийматларини ҳисоблаймиз;

3)  бу топилган қийматлардан энг кичиги функциянинг берилган кесмадаги энг кичик қиймати, энг каттаси бу кесмадаги энг катта қиймати бўлади.
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 кесмадаги энг кичик ва энг катта қийматларини топинг.

Ечиш. Берилган функциянинг критик нуқталарини топамиз.
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бундан ,  [image: image3242.wmf]1
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Бу  топилганларни солиштириб, функциянинг [image: image3244.wmf][

]
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 кесмадаги энг кичик ва энг катта қийматлари, мос равишда  [image: image3245.wmf]68

,

4

=

=

кат

э

кич

э

y

y

 бўлади.

Шуни эслатамизки, функциянинг энг кичик ва энг катта қийматини топиш катта амалий аҳамиятга эга.

5-мисол. Периметри [image: image3246.wmf])
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   бўлган тўғри тўртбурчаклар орасида энг катта юзага эга бўлган тўғри тўртбурчак топилсин.

Ечиш: Бундай тўғри тўртбурчакнинг асоси [image: image3247.wmf]x

 бўлсин. Бу ҳолда тўғри тўртбурчакнинг баландлиги [image: image3248.wmf]x
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 функциянинг критик нуқталарини топамиз:
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Демак,  [image: image3253.wmf])
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  нуқтада максимумга эга бўлади. 
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Шундай қилиб, энг катта юзага эга бўлган тўғри тўртбурчак томони [image: image3256.wmf]2
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 тенг бўлган квадратдан иборат экан.

4). Функция графигининг қавариқлик, ботиқлик оралиқларини ва эгилиш нуқталарини ҳосила ёрдамида текшириш. Функция графигининг асимптоталари.

1-таъриф. [image: image3257.wmf])
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  оралиқнинг исталган нуқтасидан унга ўтказилган уринмадан пастда ётса, функция графиги  шу оралиқда қавариқ дейилади.
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  оралиқнинг исталган нуқтасидан унга ўтказилган уринмадан юқорида ётса, функция графиги шу оралиқда ботиқ дейилади.

3-таъриф. Функция графигининг қавариқ қисмини, ботиқ қисмидан ажратувчи [image: image3261.wmf]))
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Функция графигининг қавариқ ёки ботиқ бўлишининг етарли шартлари:
1) [image: image3262.wmf])
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(

x

f

y

=

 функциянинг иккинчи тартибли ҳосиласи мусбат, яъни [image: image3267.wmf]0
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Эгилиш нуқталари мавжуд бўлишининг етарли шарти. [image: image3270.wmf]0
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Иккинчи тартибли ҳосилани нолга тенглаштириб, иккинчи тур критик нуқталарни топамиз:
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Булар иккинчи тур критик нуқталар бўлиб, сонлар ўқини     
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Юқоридагиларга асосан функция графигини ясаймиз.

                                       1-чизма

6). Функцияни текширишнинг умумий режаси. Функцияни ҳосила ёрдамида текширишни ҳисобга олиб, функцияни текширишнинг қуйидаги умумий режасини тавсия этамиз:

1) функциянинг аниқланиш соҳасини топиш ҳамда аргументнинг аниқланиш соҳаси четларига  интилганда функция ўзгаришини текшириш;

2)  функциянинг жуфт-тоқлигини текшириш;

3)  функциянинг даврийлигини аниқлаш;

4)  функциянинг узлуксизлиги, узилишини текшириш;

5)  функциянинг критик нуқталарини аниқлаш;

6)  функциянинг монотонлик оралиқларини ва экстремумини текшириш;

7)  иккинчи тур критик нуқталарни топиш;

8)  функция графигининг қавариқлик, ботиқлик оралиқларини ва эгилиш нуқталарини аниқлаш;

9)  функция графигининг асимтоталарини текшириш;

10)   имконияти бўлса функция графигининг координат ўқлари билан кесишиш нуқталарини аниқлаш;

11)   юқоридаги аниқланган хусусиятларни ҳисобга олиб, функция графигини ясаш.
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5)  критик нуқталарни топамиз:
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7)  иккинчи тур критик нуқталарни топамиз:

[image: image3322.wmf].
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нуқталарда иккинчи тартибли ҳосила мавжуд эмас. Демак иккинчи тур критик нуқталар
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9)  функция графигининг асимптоталарини топамиз:
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11) юқоридаги текширишга асосан, функция графигини ясаймиз. (2-чизма)

2-чизма

2. Ҳосила ёрдамида аниқмасликларни очиш. Лопитал қоидаси. [image: image3341.wmf])
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     Берилган функциялар ҳосилаларга эга бўлса, улардан фойдаланиб, аниқмасликни очиш мумкин.[image: image3352.wmf]
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бўлади.

Мустаҳкамлаш учун саволлар

1. Функциянинг монотонлиги нима?

2. Функциянинг экстремуми нима?

3. Функция экстремумга эга бўлишининг зарурий ва етарли шартлари нималардан иборат?

4. Ҳосила ёрдамида экстремумни текширишнинг иккинчи қоидаси қандай?

5. Функция графигининг қавариқлик, ботиқлик қисмлари ва унинг эгилиш нуқтаси ҳосила ёрдамида қандай аниқланади?

6. Функция графигининг асимптоталари қандай топилади?

7. Функцияни умумий  текшириш нималардан иборат?

8. Аниқмасликларни очишда Лопитал қоидаси нимадан иборат?

9. Функция ҳосиласини билган ҳолда функционал боғланиш ҳақида нима дейиш мумкин?

           10. Ишлаб чиқариш харажатлари, ишлаб чиқарилган маҳсулот миқдорига боғлиқми?

           11. Ишлаб чиқариш харажатлари ўртача орттирмаси деб нимага айтилади?

          12. Ишлаб чиқаришнинг лимитик харажати қандай аниқланади?

          13. Жами савдонинг пул маблағи нима?

          14. Савдонинг лимитик пул маблағи қандай аниқланади?

          15. Бирор маҳсулотга талаб ва унинг нархи орасида боғланиш борми?

          16. Нисбий орттирма нима?

          17. Функциянинг эгилувчанлиги қандай аниқланади?

          18. Функция эгилувчанлиги [image: image3379.wmf])
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 Мусткил бажариш учун топшириқлар 
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2. Куйидаги функцияларнинг экстремумлари топилсин ва уларнинг графиклари ясалсин.
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3. Куйидаги функцияларнинг экстремумлари топилсин ва жадваллари тузилсин.
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4. Қуйидаги функцияларнинг қавариқлик ва ботиқлик оралиқларини топинг.
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5. Қуйидаги функциялар графикларининг эгилиш 

нуқталарини топинг.
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6. Қуйидаги функцияларнинг асимптоталарини топинг.
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7. Қуйидаги функцияларнинг графикларини ясанг.
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8. Қуйидаги лимитлар Лопитал қоидасига асосан топилсин.
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                          Аниқмас интеграл

Мавзу. Аниқмас интеграл ва унинг хоссалари

Режа

1. Бошланғич функция ва унинг хоссаси.

2. Аниқмас интеграл ва унинг хоссалари.

3. Асосий интеграллар жадвали.

Таянч ибора ва тушунчалар

Бошланғич функция, аниқмас интеграл, интеграллаш, аниқмас интеграл хоссалари, асосий интеграллар жадвали. 

1. Бошланғич функция ва унинг хоссаси. Маълумки математикада амаллар жуфт-жуфт бўлиб учраб келади. Жумладан, қўшиш ва айириш, кўпайтириш ва бўлиш, даражага кўтариш ва илдиз чиқариш ва бошқалар. Функция ҳосиласини топишга ёки дифференциалаш амалига тескари амал бормикан деган табиий савол туғилади.

Дифференциал ҳисобда функция берилган бўлса, унинг ҳосиласини топишни қарадик. Ҳақиқатда ҳам фан  ва техниканинг бир қанча масалаларини ҳал этишда тескари масалани ечишга тўғри келадики, берилган [image: image3453.wmf])
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2. Аниқмас интеграл ва унинг хоссалари. Таъриф. [image: image3462.wmf])
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 ихтиёрий ўзгармас) функциялар тўплами шу оралиқда [image: image3466.wmf])
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 функциянинг ҳамма бошланғич функциялари тўпламини белгилайди.

Берилган функциянинг аниқмас интегралини топиш амалига интеграллаш дейилади.

 Аниқмас интегралнинг хоссалари:
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2) бирор функциянинг ҳосиласидан ҳамда дифференциалидан аниқмас интеграл шу функция билан ихтиёрий ўзгармаснинг йиғиндисига тенг, яъни
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Бу хоссалар аниқмас интегралнинг таърифидан бевосита келиб чиқади. Ҳақиқатан, 1-хоссадан  [image: image3475.wmf](
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 бўлади. (Қолганларини келтириб чиқариш ўқувчига ҳавола этилади).

Бу хоссалардан дифференциаллаш ва интеграллаш амаллари ўзаро тескари амаллар эканлигини пайқаш мумкин.

3) ўзгармас кўпайтувчини интеграл белгиси ташқарисига чиқариш мумкин, яъни   [image: image3476.wmf]0
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            4) чекли сондаги функциялар алгебраик йиғиндисининг аниқмас интеграли, шу функциялар аниқмас интегралларининг алгебраик йиғиндисига тенг, яъни
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           3. Асосий интеграллар жадвали. Берилган функцияга асосан унинг бошланғичини топиш, берилган функцияни дифференциаллашга нисбатан анча мураккаброқ масаладир. Дифференциал ҳисобда асосий элементар функцияларнинг, йиғиндининг, кўпайтманинг, бўлинманинг ҳамда мураккаб функцияларнинг ҳосиласини топишни ўргандик. Бу қоидалар исталган элементар функцияларнинг ҳосиласини топишга имкон берди. Элементар функцияларни интеграллашда эса дифференциаллашдагидек умумий қоидалар йўқ. масалан, иккита элементар функциялар бошланғичларининг маълум бўлишига қарамасдан, улар кўпайтмасининг, бўлинмасининг бошланғичини топишда аниқ бир қоида йўқ.

Интеграллашда интеграл остидаги ифоданинг муайян берилишига қараб, унга мос индивидуал усуллардан фойдаланишга тўғри келади. Бошқача айтганда, интеграллашда анча кенгроқ фикр юритиш керак бўлади. Функцияни интеграллаш яъни бошланғич функцияни топиш методлари бир қанча шундай усулларни кўрсатадики, улар ёрдамида кўп ҳолларда мақсадга эришилади.

Интеграллашда мақсадга эришиш учун қуйидаги асосий интеграллар жадвалини ёддан билиш зарур.
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Бу формулаларнинг тўғрилигини, текшириш тенгликларнинг ўнг томонидаги ифодалар дифференциали интеграл остидаги ифодага тенг эканлигини кўрсатишдан иборатдир. Масалан,
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  Интеграллашга бир неча мисоллар қараймиз.
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     Ечиш. Интегралнинг 4 ва 3 хоссаларига асосан, 
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Юқоридаги интегрални ҳисоблашда ҳар бир учта интегралда ўзининг ихтиёрий ўзгармасини қўшдик, лекин охирги натижада битта ихтиёрий ўзгармасни қўшамиз, чунки [image: image3485.wmf]3
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           [image: image3487.wmf]C

x

x

x

dx

x

x

+

-

-

=

-

+

ò

9

cos

5

4

)

9

sin

5

(

4

3

.

        Интегралнинг тўғри ҳисобланганлигини текшириш учун охирги тенгликнинг ўнг томонини дифференциаллаш билан кўрсатиш мумкин.(буни бажаришни ўқувчига ҳавола этамиз).
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   Ечиш. Манфий даража хоссасидан, ҳамда 4) хоссадан фойдаланиб, жадвалдаги 1) формулага асосан,
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бўлади.

    3-мисол. [image: image3491.wmf]ò
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 айниятдан ҳамда интегралнинг 3) ва 4) ҳоссаларидан фойдаланиб ҳисоблаймиз:
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4-мисол.   [image: image3494.wmf]ò
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   Ечиш. Жадвалдаги 9) формулага асосан,
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         Мустаҳкамлаш учун саволлар

1. Бошланғич функция қандай функция?

2. Бошланғич функция ва аниқмас интеграл орасида қандай боғланиш бор?

3. Интеграллаш амали нима?

4. Аниқмас интеграл қандай хоссаларга эга?

5. Асосий интеграллар жадвали нималардан иборат?

           6. Интеграллаш тўғри бажарилганлигини қандай текшириш мумкин?

    Мустақил бажариш учун топшириқлар
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  Мавзу. Аниқмас интегралда интеграллаш усуллари

Режа

1. Ўзгарувчини алмаштириш.

2. Бўлаклаб интеграллаш.

           Таянч ибора ва тушунчалар

  Ўзгарувчини алмаштириш, бевосита интеграллаш, бўлаклаб интеграллаш, бўлаклаб интеграллашнинг мақсадга мувофиқлиги. 

 Шундай бир неча усулларни қараймизки, улар ёрдамида кўп ҳолларда интегралларни ҳисоблаш, жадвал интегралларига келтирилади. 
1. Ўзгарувчини алмаштириш. Кўп ҳолларда янги ўзгарувчи киритиш билан интегрални ҳисоблаш, жадвал интегралига келтирилади. Бунда [image: image3497.wmf]t
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 алмаштириш олиниб, бунда [image: image3498.wmf]t

 янги ўзгарувчи бўлиб, ўзгарувчини алмаштириш формуласи
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Ўзгарувчини алмаштириш усулига бир неча мисоллар қараймиз
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   3-мисол. ( [image: image3511.wmf]mxdx
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    Ечиш. Бунда  [image: image3512.wmf])

(

1

mx

d

m

dx

=

   ўзгартириш олиб,

         [image: image3513.wmf]ò

ò

+

=

=

C

mx

m

mx

mxd

m

mxdx

sin

1

)

(

cos

1

cos

                       

натижага эга бўламиз. Бундай интеграллашга бевосита интеграллаш деб аталади. Чунки  [image: image3514.wmf]t

mx

=

  билан ўзгарувчини алмаштириб ҳам шу натижага келиш мумкин эди. Юқоридаги интегралда ўзгарувчини алмаштириб ўтирмасдан уни фикрда бажардик.                                 

4-мисол. [image: image3515.wmf]ò

x

dx

x

3

)

(ln

  интегрални ҳисобланг.                                                                     

Ечиш.   [image: image3516.wmf]t

x

=

ln

  билан янги ўзгарувчини алмаштириб,  [image: image3517.wmf]dt

x

dx

=

                                

эканлигини ҳисобга олсак,

                         [image: image3518.wmf]ò

ò

+

=

+

=

×

=

C

x

C

t

dt

t

x

dx

x

4

)

(ln

4

)

(ln

4

4

3

3


бўлади.
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           6-мисол.  [image: image3523.wmf]ò
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      Шундай қилиб, оддий ҳолларда
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Шундай қилиб, натижада
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Бу интегралда бир марта бўлаклаб интеграллагандан кейинги ҳосил бўлган интегралда ўзгарувчини алмаштириш усулидан фойдаланиб интегралладик. Интеграллаш усулларини қўллашда  ўзгарувчини алмаштирганда ёки бўлаклаб интеграллаганда ёзувда тартиб бўлиши учун юқоридаги интегрални ҳисоблангандагидек ёзишга одат қилишни тавсия  этилади.
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Кейинги интеграл, берилган интеграл билан ўхшашдек туюлади, лекин охирги интегралда бўлаклаб интеграллаш формуласини иккинчи марта қўллаш билан қуйидагига эга бўламиз:
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Шундай қилиб,
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   Мустаҳкамлаш учун саволлар
1. Чекли сондаги функциялар алгебраик йиғиндисининг аниқмас интеграли нимага тенг?

2. Ўзгарувчини алмаштириб интеграллашнинг моҳияти нима?

3. Бевосита интеграллаш нима?

4. Бўлаклаб интеграллаш усули нимага асосланади?

5. Бўлаклаб интеграллаш формуласини ёзинг?

6. Бўлаклаб интеграллаш қандай ҳолда мақсадга мувофиқ бўлади?

7. Қандай ҳолларда бўлаклаб интеграллашдан фойдаланилади?

                             Мустақил бажариш учун топшириқлар
Ушбу интегралларни ҳисобланг.
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Мавзу. Рационал ва иррационал  функцияларни интеграллаш

Режа

1. Рационал каср функцияларни интеграллаш: 

2. Тўғри ва нотўғри каср рационал функциялар ҳақида; 

3. Тўғри каср рационал фунцияларни содда касрлар кўринишида   ифодалаш ва уларни интеграллаш; 

4. Тўғри каср рационал фунцияларни содда касрлар кўринишида ифодалаш.    

5. Айрим иррационал функцияларни интеграллаш.

                     Таянч ибора ва тушунчалар

Каср рационал функциялар, тўғри ва нотўғри каср рационал функциялар, кўп ҳадни кўп ҳадга бўлиш, содда касрлар, рационал функция ёйилмаси, номаълум коэффициентлар усули, иррационал функциялар.

1. Рационал каср функцияларни интеграллаш. 1). Тўғри ва нотўғри каср рационал функциялар ҳақида. Юқорида кўрсатилган интеграллаш усуллари ёрдамида ҳамма интегралларни ҳисоблаш мумкин деб бўлмайди. 

Шундай функциялар синфлари борки, улар учун муайян усуллардан фойдаланиб уларни жадвал интегралларига ёки интеграллаш усулларидан фойдаланиш учун қулай ҳолга келтириш мумкин, шундай функция синфларидан айримларини қараймиз.

Маълумки, ҳар қандай рационал функцияни ушбу кўринишида ифодалаш мумкин, яъни
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3. Тўғри каср рационал фунцияларни содда касрлар кўринишида ифодалаш.    
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  тенгликка эга бўламиз.
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2. Айрим иррационал функцияларни интеграллаш. Иррационал функцияларни интеграллаш кўп ҳолларда ўзгарувчини алмаштириш билан рационал функцияларни интеграллашга келтирилади. Бундай иррационал функцияларнинг айримларини љараймиз.
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бу  жадвал интегралдир. (Охирги интегрални мустақил бажаришни ўқувчига ҳавола қиламиз). 

   Мустаҳкамлаш учун саволлар

1. Бутун рационал функция нимадан иборат?

2. Каср рационал функциялар қандай?

3. Тўғри ва нотўғри каср рационал функциялр деб нимага айтилади?

4. Нотўғри каср рационал функцияни интеграллаш, тўғри рационал функцияни интеграллашга қандай қилиб келтирилади?

5. Содда каср рационал функциялар деб нимага айтилади?

6. Содда каср рационал функциялар қандай интегралланади?

7. Аниқмас коэффициентлар усули нима?

8. Қандай функциялар синфига иррационал функциялар дейилади?

9. Иррационал функциялар қандай интегралланади?

                     Мустақил бажариш учун топшириқлар

1. Ушбу рационал функцияларни интегралланг.
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2. Ушбу иррационал функцияларни интегралланг.
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Мавзу. Тригонометрик функцияларни интеграллаш 

Режа

1. Ҳархил аргументли синус ва косинуслар кўпайтмалари шаклидаги функцияларни интеграллаш. 
          2.  [image: image3727.wmf]dx
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  кўринишдаги интегралларни ҳисоблаш. 

          3.  Аниқмас интеграл ҳақида якуний мулоҳазалар.

                             Таянч ибора ва тушунчалар  

Тригонометрик функцияларни интеграллаш, тригонометрик функциялар кўпайтмасини йиғиндига келтириш формулалари, синус ва косинус функциялар кўпайтмаси даражаларидан бирортаси тоқ, иккаласи ҳам жуфт ёки тоқ,  аниқмас интеграл ҳақида якуний мулоҳазалар.

1. Ҳархил аргументли синус ва косинуслар кўпайтмалари шаклидаги функцияларни интеграллаш.  
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интеграллардан бирига келтириб итегралланади.
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натижага эга бўламиз.
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интеграллашни бажариш мумкин. 

Жуда кўп интегралларни ҳисоблашда айрим хусусий усуллардан фойдаланиб олдинги ҳисобланган интегралларга келтирилади. Шунинг учун практикада интеграллашда тайёр қўлланмалардан фойдаланиш ҳам мумкин. Масалан [Ю.А. Брычков, О.И.Маричев, А.П.Прудников. Таблицы неопределённых интегралов. М.: Наука 1986-192с]. 

Интеграллашнинг баён этилишидан маълумки интеграллаш техникаси дифференциаллашдан мураккаброқдир. Шунинг учун ҳам интеграллашда шундай кўникмалар керакки, бунга кўп сондаги мисолларни ечиш натижасида эришиш мумкин.

Маълумки дифференциал ҳисобда исталган элементар функциянинг ҳосиласини топиш мумкин эди ва у яна элементар функциялар билан ифодаланар эди. Интеграл ҳисобда эса масала бошқачароқ бўлиб, кўплаб

 мисоллар келтириш мумкинки, интеграл [image: image3760.wmf]÷
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Мустаҳкамлаш учун саволлар

1. Тригонометрик функцияларнинг кўпайтмасини йиғиндига келтириладиган формулаларни ёзинг?

2. Қандай ҳолларда тригонометрик функциялар рационаллашади?

                3. Қандай ҳолларда тригонометрик функцияларнинг тартибини пасайтириш билан интегралланади. 

                           Мустақил бажариш учун топшириқлар

Ушбу интегралларни ҳисобланг.
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                                        АНИҚ  ИНТЕГРАЛ
          Мавзу.  Аниқ   интеграл ва унинг асосий хоссалари 

Режа

1.  Аниқ интегралга келтириладиган масалалар ҳақида.

2. Аниқ интегралнинг таърифи ва унинг геометрик маъноси.

3. Аниқ интегралнинг асосий хоссалари. 

4.  Аниқ интегрални ҳисоблаш. Нъютон-Лейбниц формуласи. 

Таянч ибора ва тушунчалар

Ўзгарувчан кучнинг бажарган иши, аниқ интеграл, интеграл йиғинди, функциянинг интегралланувчанлиги, аниқ интегралнинг асосий хоссалари, аниқ интегралнинг катталиги, Нъютон-Лейбнц формуласи, аниқ интегралда ўзгарувчини алмаштириш, бўлаклаб интеграллаш.

1. Аниқ интегралга келтириладиган масалалар ҳақида. Аниқ интеграл математик таҳлилнинг энг асосий амалларидан биридир.

Юзаларни, ёй узунликларини, ҳажмларни, ўзгарувчан кучнинг бажарган ишини ҳамда иқтисоднинг бир қанча масалалари аниқ интегралга келтирилади.

Ўзгарувчан кучнинг бажарган иши масаласи
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 куч таъсирида материал нуқта а нуқтадан в нуқтага ўтганда бажарилган ишни ҳисобланг. [image: image3770.wmf]F
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                3. Аниқ интегралнинг асосий хоссалари
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2) ўзгармас кўпайтувчини аниқ интеграл белгисидан чиқариш мумкин, яъни 
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Демак, аниқ интегралда ўзгарувчини алмаштирилганда ўзгарувчилар бўйича унинг интеграллаш чегараларини ҳам алмаштириб олинса, аниқмас интегралдагидек олдинги ўзгарувчига қайтиш керак эмас.
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Ечиш:  Бўлаклаб интеграллаш
[image: image3848.wmf]ò

ò

-

=

b

a

a

b

b

a

udv

uv

udv


формуласидан фойдаланамиз:               

[image: image3849.wmf].

0

sin

sin

)

1

(

)

sin

(cos

cos

cos

cos

sin

sin

0

0

0

0

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

=

-

+

-

-

=

=

+

-

=

+

-

=

-

=

=

=

=

=

ò

ò

x

xdx

x

x

x

v

xdx

dv

dx

du

x

u

xdx

x

 
Мустаҳкамлаш учун саволлар

1. Қандай масалалар аниқ интгралга келтирилади?

2. Интеграл йиғинди қандай тузилади?

3. Аниқ интеграл деб нимага айтилади?

4. Аниқ интеграл қандай белгиланади?

5. Функция интегралланувчи бўлиши учун қандай хоссага эга бўлиши керак?

6. Аниқ интегралнинг асосий хоссалари нималардан иборат?

7. Ньютон-Лейбниц формуласини ёзинг?

8. Аниқ интегрални бўлаклаб интеграллаш нимадан иборат?
Мустақил бажариш учун топшириқлар
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Мавзу.  Аниқ интегралнинг татбиқлари

Режа

1.Аниқ интеграл ёрдамида ясси фигуралар юзларини ҳисоблаш.

2.  Эгри чизиқ ёйи узунлигини ҳисоблаш. 

     3.  Айланма жисм ҳажмини ҳисоблаш.      

     4. Аниқ интегралнинг иқтисодиётга татбиқлари.        

    Таянч ибора ва тушунчалар

Юзаларни ҳисоблаш, эгри чизиқли трапеция, эгри чизиқ ёйининг узунлиги, айланма жисм ҳажми, ўзгарувчан кучнинг бажарган иши, ишлаб чиқаришнинг меҳнат унумдорлиги, маҳсулотлар (товарлар) заҳираси, маҳсулот ишлаб чиқариш ҳажми, даромад функцияси,
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2.  Эгри чизиқ ёйи узунлигини ҳисоблаш. Тўғри бурчакли координатлар системасида [image: image3876.wmf](
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3.  Айланма жисм ҳажмини ҳисоблаш
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аниқ интеграл билан ҳисобланади.
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формула билан ҳисобланади.
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4. Аниқ интегралнинг иқтисодиётга татбиқлари        

      Энди аниқ интегралнинг иқтисодиётга татбиқларини қараймиз. 1). Маълумки, меҳнат унумдорлиги иш куни мобайнида ўзгарувчи миқдордир. Меҳнат унумдорлиги  [image: image3907.wmf])
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2). Маҳсулотлар омборига вақт бирлигида келтириладиган маҳсулот миқдорини [image: image3914.wmf])
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билан ифодаланади.

3). Машинасозлик саноати бирор хилдаги станокларни ишлаб чиқаради ва йиллик ишлаб чиқариши ўзгармас [image: image3920.wmf]a

 га тенг бўлиб, [image: image3921.wmf]x

 шу станоклар ишлаб чиқарилган йиллар бўлсин.
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 онидаги (моментидаги) станоклар сони (улар ишдан чиқмаган деб олинади).
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бўлади. Агар маҳсулот ишлаб чиқариш ҳажми арифметик прогрессия бўйича ўсувчи яъни 
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4). Йиллик даромад t вақтнинг функцияси [image: image3926.wmf])
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Хусусий ҳолда, йиллик даромад ўзгармас бўлса, яъни [image: image3937.wmf]a
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Мустақил бажариш учун топшириқлар

1.  Қўйидаги чизиқлар билан чегараланган фигураларнинг юзларини ҳисобланг.
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  чизиқлар билан чегараланган фигуранинг [image: image3945.wmf]OX

 ўқи атрофида айланишдан ҳосил бўлган жисм ҳажмини ҳисобланг.
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 чизиқлар билан чегараланган фигуранинг [image: image3947.wmf]OY

 ўқи атрофида айланишидан ҳосил бўлган жисм ҳажмини ҳисобланг.
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 чизиқлар билан чегараланган фигуранинг [image: image3949.wmf]OY

 ўқи атрофида айланишидан ҳосил бўлган жисм ҳажмини ҳисобланг. 

Мустаҳкамлаш учун саволлар

1. Аниқ интеграл ёрдамида қандай юзаларни ҳисоблаш мумкин?

2. Эгри чизиқ ёйининг узунлиги қандай формула ёрдамида ҳисобланади?

3. Айланма жисм ҳажмини ҳисоблаш формуласи нимадан иборат?

4. Ўзгарувчан кучнинг бажарган иши аниқ интеграл ёрдамида қандай ҳисобланади?

5. Меҳнат унумдорлиги функцияси нима?

6. Ишлаб чиқариш меҳнат унумдорлигини аниқ интеграл ёрдамида ҳисоблаш мумкинми ва қандай?

7. Омборга келтирилган маҳсулотлар миқдорини аниқ интеграл ёрдамида қандай ҳисобланади?

8. Маҳсулот ишлаб чиқариш арифметик прогрессия бўйича ўсувчи бўлса, унинг ҳажми аниқ интеграл ёрдамида қандай ҳисобланади?

9. Йиллик даромад функцияси нима?

10. Дисконтли даромад нима ва у аниқ интеграл ёрдамида қандай ҳисобланади.

Мавзу. Аниқ интегрални тақрибий ҳисоблаш. Хосмас интеграллар      

      Режа

1. Трапециялар формуласи.

2. Симпсон формуласи.

3.  Хосмас интеграллар.      

  Таянч ибора ва тушунчалар: Тақрибий ҳисоблаш, трапециялар формуласи, Симпсон формуласи, ҳисоблаш хатоси,  параболик трапеция, хосмас интеграл, чексиз оралиқ бўйича интеграл, хосмас интеграл яқинлашувчи, хосмас интегрпл узоқлашувчи,чегараланмаган функциянинг чекли оралиқ бўйича хосмас интеграли.

Ҳисоблаш амалиётида кўпинча бошланғич функциялари элементар бўлмаган, яъни чекли кўринишда ифодалаб бўлмайдиган функциялардан олинган интеграллар билан, шунингдек, жадвал ёки график усулда берилган функциялардан олинган интеграллар билан иш кўришга тўғри келади. Бундай ҳолларда Ньютон - Лейбниц формуласини қўллаб бўлмайди ва интеграл тақрибий усуллар ёрдамида ҳисобланади.

Ҳисоблаш машиналарининг жадал тараққий этиб бориши натижасида аниқ интегралларни ҳисоблашнинг тақрибий усуллари кенг татбиқ қилинмоқда.

Интеграл остидаги функция элементар бошланғич функцияга эга бўлсада, бироқ, уни Ньютон - Лейбниц формуласи бўйича ҳисоблаш мураккаб ва катта ҳажмдаги ҳисоблаш ишларини талаб этадиган ҳолларда ҳам тақрибий ҳисоблаш усуллари афзал бўлади.

Аниқ интегрални тақрибий ҳисоблашнинг бир неча усуллари мавжуд бўлиб улардан кўпроқ ишлатиладиганлари трапециялар ва Симпсон усулларидир.

1. Трапециялар формуласи
 Трапециялар формуласи
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 катталик  интеграллаш қадами дейилади. Бўлиниш нуқталаридан [image: image3961.wmf]n
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 ординатларни ўтказамиз. Ординатлар  охирларини тўғри чизиқлар билан туташтириб трапециялар ҳосил қиламиз.
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Шундай қилиб, натижада
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формулани оламиз. (1) формулага трапециялар формуласи деб аталади. Бу формулада эгри чизиқли трапецияларнинг юзларини тўғри чизиқли трапециялар юзлари билан тақрибан алмаштирдик. [image: image3964.wmf]n

  ўсиб бориши билан тўғри чизиқли трапецияларнинг юзи эгри чизиқли трапециялар юзларига чексиз яқинлашиб боради.

Бу тақрибий ҳисоблашда йўл қўйилган абсолют хато .  
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3. Хосмас интеграллар      
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2). Чегараланмаган функцияларнинг чекли оралиқ бўйича хосмас интеграллари. 
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бўлади.Демак, берилган хосмас интеграл яқинлашувчи.
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3. Қуйидаги интегралларнинг яқинлашувчилигини текширинг.
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4. Қуйидаги интегралларнинг яқинлашувчилигини текширинг.
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Мустаҳкамлаш  учун саволлар

1. Қандай ҳолларда тақрибий ҳисоблаш усулларидан фойдаланиш

мумкин?

2. Трапециялар формуласи қандай ёзилади ?

3. Симпсон фомуласини ёзинг.

4. Чегаралари чексиз бўлган интеграл қандай аниқланади ?

5. Хосмас интегралларнинг яқинлашувлиги ва узоқлашувчилиги нималардан иборат ?

6. Кесмада узулишга эга бўлган функциянинг интеграли қандай аниқланади? 
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[image: image4161.wmf]
бўлса, функция Р0 (x0,y0) нуқтада узлуксиз дейилади. 

3-таъриф.  Узлуксизлик шартлари бажарилмаган нуқталар узилиш нуқталари дейилади. Икки ўзгарувчили функция узилиш нуқталари бутун чизиқни ҳосил қилиши мумкин.
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Ечиш: Бу нуқтада функциянинг тўлиқ орттирмасини топамиз: 
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2-таърифга асосан 
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 нуқтада берилган функция узлуксиздир. Бу ҳолатни исталган 
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 учун кўрсатиш мумкин. (Бу ўқувчига ҳавола этилади). 
[image: image4169.wmf])

,

(

y

x

f

z

=

функция бирор тўпламнинг ҳар бир нуқтасида узлуксиз бўлса, унга бу тўпламда узлуксиз дейилади. 
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Ечиш. Функция координаталари 
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Икки ўзгарувчининг узлуксиз функцияси ҳам бир ўзгарувчининг узлуксиз функцияси эга бўлган асосий хоссаларга эга бўлади. (Бу хоссаларни такрорлаш ўқувчига тавсия этилади). 

Мустақил иш учун топшириқлар

     1. Қуйидаги функцияларнинг аниқланиш соҳасини аниқланг ва унинг қандайлигини изоҳланг:
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2. Қуйидаги лимитларни ҳисобланг.
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3.  Қуйидаги функцияларнинг исталган нуқтада узлуксизлигини кўрсатинг.
[image: image4182.wmf].
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4 Қуйидаги функцияларнинг узилиш нуқталарини топинг.
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                                         Мустаҳкамлаш учун саволлар

1. Кўп аргументли функциялар назариясига нималар олиб келади?

2. Қандай функцияларга икки аргументли функциялар дейилади?

3. Уч аргументли функция деб нимага айтилади?

4. 2 ва 3 аргументли функцияларнинг аниқланиш соҳалари нима?

5. Икки ва ундан кўп ўзгарувчили функциялар лимити деб нимага айтилади?

6. Нуқтанинг атрофи тушунчаси нима?

7. Икки ва ундан кўп ўзгарувчили функциялар лимити қандай хоссаларга эга?

8. Икки ва кўп аргументли функциялрнинг нуқтада узлуксизлигини таърифланг?

9. Икки аргументли функция қандай нуқталарда узилишга эга дейилади?

10. Қандай функциялар кесмада узлуксиз дейилади?

Мавзу. Икки ўзгарувчили функциянинг хусусий ҳосиласи ва тўла дифференциали
Режа

1. Икки ўзгарувчили функция хусусий ва тўла орттирмалари. 
2.  Икки ўзгарувчили функция хусусий ҳосилалари.
3. Тўла дифференциал. 

4. Юқори тартибли хусусий ҳосилалар ва дифференциаллар. 

                                 Таянч ибора ва тушунчалар

Хусусий орттирма, хусусий ҳосила, тўла дифференциал, иккинчи тартибли хусусий ҳосила, иккинчи тартибли тўла дифференциал, таљрибий ҳисоблаш.

1.  2-ўзгарувчили функция хусусий ва тўла орттирмалари. 
1. 1-таъриф. 
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2-таъриф. 
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2.  2-ўзгарувчили функция хусусий ҳосилалари.1-таъриф. 
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 чекли лимит мавжуд бўлса, унга 
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     Хусусий ҳосилалар таърифларидан кўринадики бир аргументли функцияни дифференциаллашнинг ҳамма қоида ва формулалари ўз кучида қолади. 

Исталган чекли сондаги ўзгарувчилар функциясининг хусусий ҳосилалари ҳам юқоридагидек аниқланади.

1-мисол. 
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2-мисол.  
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   функциянинг хусусий ҳосилаларини топинг.

Ечиш: Ҳосила олиш қоидалари ва формулаларидан фойдаланиб қуйидагиларни топамиз:
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  ларни мустақил топинг).

3. Тўла дифференциал. Маълумки, 
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 тўла орттирма олади. Бу тўла орттирманинг 
[image: image4227.wmf]y

va

x

D

D

 ларга нисбатан чизиқли бўлган бош қисми функциянинг тўла дифференциали дейилади ва 
[image: image4228.wmf]dz

 билан белгиланади. 
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Уч аргументли 
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формула билан ҳисобланади.

1-мисол. 
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Ечиш: Хусусий ҳосилаларни топамиз;
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(1) формулага   асосан,   
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2-мисол.  
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  функциянинг тўла дифференциалини топинг.

Ечиш: Хусусий ҳосилаларни топамиз;
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 (3)  формулага асосан, 
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3-мисол.  Ўлчовлари 
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 бўлган параллелепипеднинг узунлиги ва эни мос равишда 10 см ва 5 см га кўпайтирилса, баландлиги эса 15 см камайса унинг ҳажми қандай ўзгаради. 

Ечиш. Параллелепипеднинг ҳажми 
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4. Юқори тартибли хусусий ҳосилалар ва дифференциаллар. 
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Мустаҳкамлаш учун саволлар

1. Функциянинг хусусий орттирмаси деб нимага айтилади?

2. Икки аргументли функциянинг хусусий хосиласи деб нимага айтилади?

3. Уч аргументли функциянинг хусусий хосилалари нечта бўлади?

4. Икки аргументли функциянинг тўла дифференциали деб нимага айтилади?

5. Функциянинг тўлиқ орттирмаси ва тўла дифференциали орасида боғланиш борми?

6. Тўла дифференциалдан тақрибий ҳисоблашларда фойдаланиш мумкинми?

7. Иккинчи тартибли хусусий хосила қандай топилади?

8. Икки аргументли функциянинг иккинчи тартибли тўла дифференциали нимага тенг? 

                    Мустақил бажариш учун топшириқлар
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2. Қуйидаги функцияларнинг тўла дифференциалларини топинг:    
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Мавзу:  Икки аргументли функция экстремуми

Режа

1. Икки аргументли функция экстремуми.
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                   Мустаҳкамлаш учун саволлар

1. Икки аргументли функциянинг экстремумга эга бўлишининг зарурий шарти нима?

2. Икки аргументли функциянинг экстремумга эга бўлишининг  етарли шарти нима?

3. Критик нуқталар қандай нуқталар?

4. Икки аргументли функциянинг бирор ёпиқ соҳадаги энг катта ва энг кичик қийматлари қандай топилади?

Дифференциал тенгламалар 

Мавзу. Умумий тушунчалар.Биринчи тартибли ўзгарувчилари ажраладиган ва бир жинсли дифференциал тенгламалар

                       Режа

           1. Дифференциал тенгламалар ҳақида умумий тушунчалар. 

           2. Биринчи тартибли тенгламалар. 

           3. Ўзгарувчилари ажралган ва ажраладиган биринчи тартибли  тенгламалар.
      4. Биринчи тартибли бир жинсли дифференциал тенгламалар. 

                               Мавзунинг таянч тушунчалари

Дифференциал тенглама, оддий дифференциал тенглама, хусусий ҳосилали дифференциал тенглама, дифференциал тенгламанинг тартиби, дифференциал тенглама ечими, интеграл чизиқ, биринчи тартибли дифференциал тенглама, Коши масаласи, бошланғич шартлар, ўзгарувчилари ажралган, ўзгарувчилари ажраладиган, биринчи тартибли бир жинсли, биринчи тартибли чизиқли дифференциал тенгламалар, Бернулли тенгламаси, Риккати тенгламаси, тўла дифференциалли тенглама, интегралловчи кўпайтувчи.

1. Дифференциал тенгламалар ҳақида умумий тушунчалар.1-таъриф. Эркли ўзгарувчи, номаълум функция ҳамда унинг ҳосилалари ёки дифференциаллари орасидаги муносабатга дифференциал тенглама дейилади.

Номаълум функция фақат битта ўзгарувчига боғлиқ бўлса, бундай дифференциал тенгламага оддий дифференциал тенглама дейилади.

Номаълум функция икки ёки ундан кўп ўзгарувчиларга боғлиқ бўлса, бундай дифференциал тенгламаларга, хусусий ҳосилали дифференциал тенгламалар дейилади.

2-таъриф. Дифференциал тенгламага кирган ҳосилаларнинг энг юқори тартибига дифференциал тенгламанинг тартиби дейилади.
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кўринишда белгиланади.

3-таъриф. Дифференциал тенгламанинг ечими ёки интеграли деб тенгламага қўйганда уни айниятга айлантирадиган ҳар қандай дифференциалланувчи 
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Дифференциал тенгламалар назариясининг асосий масаласи берилган тенгламанинг барча ечимларини топиш ва бу ечимларнинг ҳоссаларини ўрганишдан иборат.

Алгебраик тенгламалардагидек ҳамма дифференциал тенгламаларни ечиш мумкин бўладиган умумий усуллар йўқ. Дифференциал тенгламаларнинг ҳар бир турига хос ечиш усулидан фойдаланилади.

  2. Биринчи тартибли тенгламалар. Биринчи тартибли тенглама умумий ҳолда
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бўлади. (2) тенгламанинг ўнг томони фақат 
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3-таъриф. 
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3. Ўзгарувчилари ажралган ва ажраладиган биринчи тартибли

                                              тенгламалар
4-таъриф. 
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Ечиш. Берилган тенгламани бевосита интеграллаб
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умумий ечим бўлади .

5-таъриф. 
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 кўринишдаги тенгламага ўзгарувчилари ажраладиган дифференциал тенглама дейилади.

Бундай дифференциал тенгламани  
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3-мисол.  
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4. Биринчи тартибли бир жинсли дифференциал тенгламалар. 
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умумий ечимни ҳосил қиламиз.

Мустақил бажариш учун мисоллар

1. Қуйидаги дифференциал тенгламаларнинг умумий ечимларини топинг.
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[image: image4527.wmf]
2. Қуйидаги дифференциал тенгламаларнинг берилган бошланғич шартларни қаноатлантирувчи хусусий ечимларини топинг:
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3. Қуйидаги дифференциал тенгламаларнинг умумий ечимларини топинг.
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Мустаҳкамлаш учун саволлар

1. Дифференциал тенглама деб нимага айтилади?

2. Оддий дифференциал тенглама қандай тенглама?

3. Хусусий хосилали дифференциал тенглама деб нимага айтилади?

4. Дифференциал тенгламанинг тартиби нима?

5. Дифференциал тенгламанинг ечими ёки интеграли деб нимага айтилади?

6. Умумий ва хусусий ечимлар қандай ечимлар?

7. Дифференциал тенгламалар назариясининг асосий масаласи нимадан иборат?

8. Бошланғич шарт деб нимага айтилади?

9. Қандай масалага Коши масаласи дейилади?

10. Қандай тенгламага ўзгарувчилари ажралган дифференциал тенглама дейилади?

11. Биринчи тартибли бир жинсли тенглама деб нимага айтилади? 
Мавзу: Биринчи тартибли чизиқли,  Бернулли ва Риккати ҳамда         тўла дифференциалли таенгламалар
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1. Биринчи тартибли чизиқли дифференциал тенгламалар.

2. Бернулли тенгламаси.

3.  Риккати тенгламаси.

    4. Тўла дифференциалли тенгламалар ва интегралловчи кўпайтувчи. 
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3.  Риккати тенгламаси. Ушбу
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1. Қуйидаги дифференциал тенгламаларнинг умумий ечимларини топинг:
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4. Ушбу тўла дифференциалли тенгламаларнинг умумий ечимларини топинг:
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5. Қуйидаги дифференциал тенгламалар учун интегралловчи кўпайтувчиларни топинг ва тенгламаларнинг умумий ечимларини аниқланг:
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Мавзу.   Юқори тартибли дифференциал тенгламалар

        Режа
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4.  Иккинчи тартибли чизиқли дифференциал тенгламалар ҳақида умумий тушунчалар.

5. Иккинчи тартибли ўзгармас коэффициентли чизиқли бир жинсли дифференциал тенгламалар.
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3. Қуйидаги дифференциал тенгламаларнинг умумий ечимини топинг:


[image: image4830.wmf].

0

6

)

8

;

0

7

4

)

7

;

0

50

2

)

6

;

0

2

2

2

)

5

;

0

9

12

4

)

4

;

0

)

3

;

0

5

2

)

2

;

0

4

3

)

1

=

¢

+

¢

¢

=

+

¢

-

¢

¢

=

+

¢

-

¢

¢

=

+

+

¢

¢

=

+

¢

-

¢

¢

=

-

¢

¢

=

-

¢

-

¢

¢

=

-

¢

+

¢

¢

y

y

y

y

y

y

y

y

y

y

y

y

y

y

y

y

y

y

y

y

y

y


     4. 
[image: image4831.wmf]0

25

10

=

+

¢

+

¢

¢

y

y

y

 тенгламанинг 
[image: image4832.wmf]1

=

x

 бўлганда, 
[image: image4833.wmf]5

5

3

,

-

-

=

¢

=

e

y

e

y

бўладиган бошланғич шартларни қаноатлантирувчи хусусий ечимни топинг. 

                    Мустаҳкамлаш учун саволлар
1. Юқори тартибли дифференциал тенгламаларнинг қандай хиллари бор?

2. Қандай дифференциал тенгламаларнинг тартибини пасайтириш билан ечиш мумкин?

3. Қандай дифференциал тенгламаларга чизиқли дейилади?

4. Иккинчи тартибли ўзгармас коэффициентли чизиқли бир жинсли дифференциал тенгламалар қандай кўринишда бўлади?

5. Характеристик тенглама нимадан иборат?

6. Характеристик тенглама илдизларига қараб умумий ечимни ёзиш мумкинми?

7. Характеристик тенглама илдизлари комплекс қўшма бўлганда ечим қандай ёзилади?

8. Характеристик тенглама илдизлари каррали, ҳақиқий ва ҳар хил бўлганда  умумий ечим қандай ёзилади?

9.  Эйлер формуласи қандай бўлади?
Мвзу: Иккинчи тартибли ўзгармас коэффициентли чизиқли бир жинсли бўлмаган  дифференциал тенгламалар

Режа

1.Иккинчи тартибли ўзгармас коэффициентли чизиқли бир жинсли бўлмаган  дифференциал тенгламалар .

            2. Дифференциал тенгламаларнинг иқтисоддаги татбиқлари.

                                    Таянч ибора ва тушунчалар

Чизиқли бир жинсли бўлмаган дифференциал тенгламанинг умумий ечими, бирорта хусусий ечим, бирорта хусусий ечимни тенгламанинг ўнг томони кўпҳад бўлганда топиш, синус ва косинус функциялар йиғиндиси бўлганда топиш, аниқмас коэффициентлар усули, ишлаб чиқаришнинг раљобатсиз шароитда ўсиш модели, ишлаб чиқаришнинг рақобатли шароитда ўсиши модели,  логистик чизиқ, талаб ва таклифни дифференциал тенглама ёрдамида  таҳлили.
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    4-мисол. 
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2. Дифференциал тенгламаларнинг иқтисоддаги татбиқлари

 Дифференциал тенгламаларнинг иқтисоддаги татбиқларига бир неча мисоллар келтирамиз.

1). Ишлаб чиқаришнинг рақобатсиз шароитда (табиий) ўсиш модели. Бирор турдаги маҳсулот ишлаб чиқарилиб у тайин (белгиланган) 
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3). Талаб ва таклифни таҳлил қилиш. Маълумки, бозор моделида маҳсулотга талаб ва таклиф мавжуд ҳолатларда нархнинг ўзгариш суръати билан боғлиқ бўлади. Бундай суръат 
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                         Мустақил бажариш учун топшириқлар

1.Қуйидаги дифференциал тенгламаларнинг умумий ечимини топинг:
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                                                                      бўладиган бошланғич шартларда, Коши масаласини ечинг.

                              Мустаҳкамлаш учун саволлар
1. Иккинчи тартибли ўзгармас коэффициентли чизиқли бир жинсли бўлмаган  дифференциал тенгламаларнинг умумий ечими қандай топилади?

2. Иккинчи тартибли ўзгармас коэффициентли чизиқли бир жинсли бўлмаган  дифференциал тенгламаларнинг бирорта хусусий ечими қандай топилади?

3. Аниқмас коэффициентлар усули нимадан иборат?
4. Ишлаб чиқаришнинг раљобатсиз шароитда ўсиш модели қандай бўлади?

5. Ишлаб чиқаришнинг рақобатли шароитда ўсиши модели нима?

6. Логистик чизиқ деб нимага айтилади?

7. Талаб ва таклифни дифференциал тенглама ёрдамида қандай таҳлил қилинади? 
                                                     ҚАТОРЛАР 
Мавзу: Сонли қаторлар ва уларнинг яқинлашиш белгилари

Режа:

1. Сонли қаторлар ҳақида тушунчалар
2. Қатор йиғиндиси ва унинг яқинлашуви
3. Қатор яқинлашишининг зарурий белгиси(шарти)
4. Мусбат ҳадли қаторлар яқинлашишининг етарли белгилари

 1. Сонли қаторлар ҳақида тушунчалар

 1-таъриф.  
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чексиз йиғиндига сонли қатор дейилади.
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Қаторларга бир неча мисоллар келтирамиз:
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қаторга  гармоник қатор дейилади;
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қатор биринчи ҳади 
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     2.  Қатор йиғиндиси ва унинг яқинлашуви. Сонли қатор таърифидан маълумки, унинг ҳадлари чексиз кўп бўлиб, йиғиндисини оддий йўл билан қўшиб, топиб бўлмайди. Шунинг учун қаторнинг йиғиндиси тушунчасини киритамиз. (1) қатор ҳадларидан
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қисмий йиғиндилар тузамиз.

2-таъриф. 
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    чекли лимит мавжуд бўлса, 
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 га қатор  йиғиндиси дейилади ва қатор яқинлашувчи деб аталади.

Чекли лимит мавжуд бўлмаса, қаторнинг йиғиндси бўлмайди ва у узоқлашувчи дейилади.

 1-мисол.        
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 қатор яқинлашишини текширинг.

Ечиш. Берилган қаторнинг 
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бўлиб, 
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Шундай қилиб, берилган сонли қатор яқинлашувчи ва унинг йиғиндиси 
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3. Қатор яқинлашишининг зарурий белгиси(шарти).
Теорема. 
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қатор яқинлашувчи бўлса, 
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Исбот. (2) қатор яқинлашувчи бўлганлиги учун
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Шундай қилиб,   
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Натижа. Қатор умумий ҳадининг 
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  даги лимити 0 га тенг бўлмаса, у узоқлашувчи бўлади. Лекин 
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яқинлашувчилиги келиб чиқмайди. Бу шарт фақат зарурий шарт бўлиб, етарли эмас.

4. Мусбат ҳадли қаторлар яқинлашишининг етарли белгилари
 1)  Қатор яқинлашишининг таққослаш белгиси.
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қаторлар учун  
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 лар учун бажарилиб: (4) қатор яқинлашувчи бўлса, (3) қатор ҳам яқинлашувчи бўлиди ва унинг йиғиндиси (4) қатор йиғиндисидан катта бўлмайди; (3) қатор узоқлашувчи бўлса, (4) қатор ҳам узоқлашувчи бўлади.

2-мисол. 
[image: image5027.wmf]...

2

1

...

2

3

1

2

2

1

2

1

1

1

3

2

+

×

+

+

×

+

×

+

×

+

n

n

                 

қатор яқинлашишини текширинг.

Ечиш. Берилган қаторни
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қатор билан таққослайимз. Маълумки, кейинги қатор махражи  
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тенгсизликлар бажарилади, демак таққослаш белгисига асосан, берилган қаторнинг ҳам яқинлашувчи эканлиги келиб чиқади.

 2). Даламбер белгиси. Мусбат ҳадли
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қатор берилган бўлсин. 
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 бўлса, қатор узоқлашувчи; 
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 бўлса, қатор яқинлашувчи ҳам узоқлашувчи ҳам бўлиши мумкин, бундай  ҳолларда қаторни бошқа белгилардан фойдаланиб текшириш керак бўлади.
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 қатор яқинлашишини текширинг.

Ечиш. 
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Демак, берилган қатор Даламбер белгисига асосан яқинлашувчи.

         4-мисол.   
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қатор яқинлашишини текширинг.

         Ечиш.  
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Бу ҳолда Даламбер белгиси саволга жавоб бермайди. Берилган қатор учун қатор яқинлашишининг зарурий белгисини текширайлик.
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Қатор яқинлашишининг зарурий шарти бажарилмайди, демак берилган қатор узоқлашувчи.

3)  Коши белгиси. 
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мусбат ҳадли қатор берилган бўлиб,    
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лимит мавжуд ва  
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  бўлса, қатор яқинлашувчи; 
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 бўлса, қатор узоқлашувчи; 
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 бўлса, қатор яқинлашувчи ҳам, узоқлашувчи ҳам бўлиши мумкин, бу ҳолда Коши белгиси саволга жавоб бермайди.

          5-мисол.    
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қатор яқинлашишини текширинг.

Ечиш. Коши белгисидан
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1

2

1

1

2

lim

1

2

lim

lim

<

=

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

=

¥

®

¥

®

¥

®

n

n

n

n

a

k

n

n

n

n

n

n

n

  

Шундай қилиб, берилган қатор Коши белгисига асосан яқинлашувчи бўлади.

4) Қатор яқинлашишининг интеграл белгиси
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 мусбат ҳадли қатор берилган бўлсин.
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  натурал аргументли функция тузамиз. 
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  узлуксиз, мусбат ва камаювчи функция бўлсин.
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  хосмас интеграл яқинлашувчи бўлса, берилган қатор ҳам яқинлашувчи, хосмас интеграл узоқлашувчи бўлса, қатор ҳам узоқлашувчи бўлади.

6-мисол.   
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қатор яқинлашишини текширинг.

Ечиш. 
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интегрални ҳисоблаймиз:
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Демак, хосмас интеграл яқинлашувчи, интеграл белгига асосан, текширилаётган қатор ҳам яқинлашувчидир.

7-мисол.    
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гармоник қатор яқинлашишини текширинг.

Ечиш.   
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Демак, хосмас интеграл узоқлашувчи, интеграл белгига асосан, гармоник қатор ҳам узоқлашувчи эканлиги келиб чиқади.

5.  Ишоралари алмашинувчи қаторлар(Лейбниц љатори). Ишоралари ҳар хил бўлган қаторларга ўзгарувчан ишорали қаторлар дейилади.

Ўзгарувчан ишорали қаторларнинг хусусий ҳоли ишоралари навбат билан алмашинувчи қаторлардир.
Масалан,   
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қатор биринчи ҳади мусбат бўлган ишоралари навбат билан алмашинувчи қатордир.

Ишоралари навбат билан алмашинувчи қаторлар яқинлашишини Лейбниц белгиси билан текширилади.

Ишоралари навбат билан алмашинувчи
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қатор берилган бўлсин. Бу ерда   
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   мусбат сонлар.

Лейбниц белгиси. Ишоралари навбат билан алмашинувчи қатор ҳадлари абсолют қиймати бўйича камаювчи, яъни  1) 
[image: image5062.wmf]...

3

2

1

>

>

>

a

a

a

   

ва 2) умумий ҳадининг 
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 бўлса, ишоралари навбат билан алмашинувчи (5) қатор яқинлашувчи бўлиб, унинг йиғиндиси биринчи ҳаддан катта бўлмайди. Бу шартлардан биронтаси бажарилмаса қатор узоқлашувчи бўлади.

8 –мисол.   
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қатор яқинлашишини текширинг.

Ечиш. Лейбниц белгиси шартларини текширамиз:

  1) 
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 .  Демак, Лейбниц белгисининг иккала шарти ҳам бажарилади. Шундай қилиб, берилган қатор Лейбниц белгисига асосан, љатор яқинлашувчи.

9-мисол.    
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001

,

1

01

,

1

1

,

1

+

+

-


қатор яқинлашишини текширинг.

Ечиш:  
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биринчи шарт бажарилади. Лекин 
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Лейбниц белгисининг иккинчи шарти бажарилмайди. Демак, берилган қатор узоқлашувчи.

Қаторлар назариясидан тақрибий ҳисоблашларда кенг қўлланилади. Тақрибий ҳисоблашларда йўл қўйилган хатоликни баҳолаш катта амалий аҳамиятга эга. Ишоралари навбатлашувчи қаторларда хатолик, ҳисобга олинмаётган биринчи ҳад абсолют қийматидан катта бўлмайди, яъни
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ни 0,1 аниқликда таљрибий ҳисобланг.

Ечиш: Шартга асосан  
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  бўлиши керак.
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Бунда  
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  гача  аниқликда ҳисобланди.

Энди ўзгарувчан ишорали қаторларнинг айрим хоссаларини қараймиз.

Абсолют ва шартли яқинлашиш.

1-таъриф. Ўзгарувчан ишорали қатор ҳадларининг абсолют қийматидан тузилган қатор яқинлашувчи бўлса, ўзгарувчан ишорали қатор абсолют яқинлашувчи дейилади.

2-таъриф. Ўзгарувчан ишорали қатор яқинлашувчи бўлиб, унинг ҳадларининг абсолют қийматидан тузилган қатор узоқлашувчи бўлса, ўзгарувчан ишорали қатор шартли яқинлашувчи дейилади.

11-мисол. 
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    қатор яқинлашишини текширинг.

Ечиш. Берилган қатор ҳадларининг абсолют қийматидан қатор тузамиз:
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бу қатор махражи 
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 бўлган геометрик прогрессия бўлиб яқинлашувчидир. Демак, берилган қатор абсолют яқинлашувчи бўлади.

12-мисол. 
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қатор шартли яқинлашувчидир. Чунки, унинг ҳадларининг абсолют қийматидан тузилган
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гармоник қатор узоқлашувчи эди. 

                       Мустақил ечиш учун мисоллар
   1.   
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қатор яқинлашишининг зарурий шартини текширинг.               

2. 
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қатор яқинлашишининг зарурий шартини текширинг.          

3. 
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қатор яқинлашишини текширинг.                       

 4. 
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қатор яқинлашишини текширинг.                        

 5. 
[image: image5086.wmf]...
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қатор яқинлашишини текширинг.

6.  
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қатор яқинлашишини Даламбер белгисидан фойдаланиб текширинг.                     

 7.  
[image: image5088.wmf]...
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қатор яқинлашишини текширинг.                   

 8.  
[image: image5089.wmf]...

7

2

3

5

2

3

3

2

3

1

3

3

2

2

+

×

+

×

+

×

+

 

қатор яқинлашишини текширинг.                     

 9.  
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қатор яқинлашишини интеграл белги билан текширинг.

            10. 
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қатор яқинлашишини текширинг.                  

11. 
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қатор яқинлашишини текширинг.

12.  
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қатор яқинлашишини текширинг.

13. Қуйидаги қаторларнинг яқинлашишини Коши белгисидан фойдаланиб текширинг:
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14-22. Қуйидаги қаторлар яқинлашишини текширинг ҳамда яқинлашувчи бўлса, абсолютми ёки шартли эканлигини аниқланг.
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15.  
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20. 
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23.
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қатор яқинлашишини текширинг ва унинг йиғиндисини 0,01 аниқликкача ҳисобланг.
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бўлса,   
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4-8 мисолларда қаторнинг яқинлашиш интервалини аниқланг.
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  9. Ушбу функцияларни даражали қаторга ёйинг.
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         2. Алгебранинг асосий теоремаси.  

        3. Кубик тенглама ва Кардано формуласи. 

        4. Юқори даражали тенгламалар.
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(7) ва(8) формулаларга Муавр формулалари дейилади.
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 (9) формулага Эйлер формуласи дейилади.
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Ечиш. Берилган сонни тригонометрик формада тасвирлаймиз:
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2. Алгебранинг асосий теоремаси. Кўпҳадларнинг илдизлари билан иш кўрилганда, ҳар қандай кўпҳад ҳам илдизга эга бўлаверадими?  деган савол туғулади. Коэффициентлари ҳақиқий бўлиб, ҳақиқий илдизга эга бўлмаган кўпҳадлар мавжудлиги маълум, [image: image5359.wmf]1
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x

 ана шундай кўпҳадлардан биридир. Коэффициентлари ихтиёрий комплекс (ҳақиқий коэффициентли кўпҳадлар буларнинг  хусусий ҳолидир) сонлардан иборат бўлган кўпҳадлар ичида ҳам илдизга эга бўлмаганлари мавжудми деган савол туғилади? Шундай кўпҳадлар мажуд бўлганда эди, комплекс сонлар системасини кенгайтиришга тўғри келар эди. Ушбу комплекс сонлар алгебрасининг асосий теоремаси ўринлидир.

     Теорема. Даражаси бирдан кичик бўлмаган, исталган  сон коэффициентли, ҳар қандай кўпҳад ҳеч бўлмаганда , умумий ҳолда битта комплекс илдизга эга бўлади. 

      Бу теорема математиканинг энг катта ютуқларидан бири ҳисобланади ва фанларнинг хилма-хил соҳаларида татбиқ қилинади. Юқоридаги теоремадан қуйидаги натижалар келиб чиқади.

     Натижа. [image: image5360.wmf]n

- даражали [image: image5361.wmf])
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 исталган комплекс коэффициентли кўпҳад, худди [image: image5362.wmf]n

 та комплекс илдизга эга бўлади. Бунда илдизлар неча каррали бўлса, худди шунча марта саналади.

Алгебранинг асосий теоремаси [image: image5363.wmf]0
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 бўлганда ҳам ўринли, чунки 0- даражали кўпҳад илдизларга эга эмас. Алгебранинг асосий теоремаси даражаси аниқланмаган ноль кўпҳадгагина (ноль сонига) қўлланиши мумкин эмас.

3. Кубик тенглама ва Кардано формуласи. 
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Кардано формуласи билан ечилади:
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ифодаларни тузиб, текширилсин.
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[image: image5387.wmf]0

)

3

2

)(

2

(

0

]

1

4

)

2

(

)[

2

(

0

)

2

(

)

2

(

4

)

2

(

0

2

8

4

)

4

4

(

0

6

4

4

4

0

6

4

2

2

2

2

3

2

3

=

-

-

-

Þ

=

+

-

-

-

Þ

=

-

+

-

-

-

Þ

=

-

+

+

-

+

-

Þ

=

+

+

-

+

-

Þ

=

+

+

-

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


[image: image5388.wmf];

1

,

3

,

2

0

3

2

0

2

3

2

1

2

-

=

=

=

=

-

-

=

-

x

x

x

x

x

x


[image: image5389.wmf]3

2

1

3

2

3

1

2

1

3

2

1

;

;

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

+

+

+

+

 ифодаларнинг қийматларини текширамиз:
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4. Юқори даражали тенгламалар. Юқори даражали тенгламаларни ечиш усулларидан бири тенгламанинг чап қисмидаги кўпҳадни кўпайтувчиларга ажратиш усулидир. Бу усул  Безу теоремасининг ушбу қўлланилишига асосланади. [image: image5391.wmf]a

 сони [image: image5392.wmf]-
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 кўринишда ифодалаш мумкин, бунда [image: image5395.wmf](
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га бўлишда чиқадиган бўлинма булиб, [image: image5398.wmf]-
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1 даражали кўпҳад.

     Шундай қилиб, [image: image5399.wmf]-
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даражали [image: image5400.wmf](
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= 0 тенгламанинг ҳеч бўлмаганда битта илдизи маълум бўлса, масалани Безу теоремаси ёрдами билан [image: image5401.wmf]-
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1 даражали тенгламани ечишга келтириш, бошқача айтганда, тенгламанинг даражасини пасайтириш мумкин.

     Табиий савол туғилади: қандай қилиб тенгламанинг ҳеч бўлмаса битта илдизини топиш мумкин?

     Бутун коэффициентли тенгламалар ҳолида рационал, хусусан бутун илдизларни, албатта улар мавжуд бўлса, топиш мумкин.

      Бутун коэффициентли алгебраик тенгламанинг рационал илдизларини топиш усули ушбу теорема билан берилади:

      Т е о р е м а. [image: image5402.wmf]q
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 қисқармас каср бутун коэффициентли
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тенгламанинг илдизи бўлсин. У ҳолда [image: image5404.wmf]p

 сони [image: image5405.wmf]n
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 озод ҳаднинг бўлувчиси, [image: image5406.wmf]q

 эса [image: image5407.wmf]0
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 бош коэффициентнинг бўлувчиси бўлади.

     Исботи. [image: image5408.wmf]q
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 қисқармас касрни (11) тенгламага қўйиб ва махраждан қутқазиб, ушбу тенгликни оламиз:
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(12) тенгликни икки усул билан қайтадан ёзамиз:
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(13) тенгликдан ойдинки [image: image5412.wmf]n
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  кўпайтма [image: image5413.wmf]p

 га бўлинади ва [image: image5414.wmf]n
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 билан [image: image5415.wmf]p

 ўзаро туб бўлгани учун  [image: image5416.wmf]n
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 сони   [image: image5417.wmf]p

 га бўлинади. Шу каби (14) тенгликка кўра  [image: image5418.wmf]0
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 сони   [image: image5419.wmf]q

 га бўлинади. Теорема исботланди.

     Исботланган теоремадан қуйидаги натижалар келиб чиқади.

1- натижа. Бутун коэффициентли тенгламанинг исталган бутун илдизи озод ҳадининг бўлувчисидан иборат.

2- Натижа. Бутун коэффициентли тенгламанинг бош коэффициенти 1 га тенг бўлса, у ҳолда тенгламанинг барча рационал илдизлари, улар мавжуд бўлса, бутун сон бўлади.
6-мисол. Ушбу тенгламани ечинг: [image: image5420.wmf]0
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Е ч и ш. Тенгламанинг рационал илдизларини топамиз. [image: image5421.wmf]q
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 қисқармас каср тенгламанинг илдизи бўлсин У ҳолда [image: image5422.wmf]p

 ни озод ҳаднинг бўлувчилари ичидан, [image: image5423.wmf]1
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 сонлари ичидан, [image: image5424.wmf]q

 ни эса бош коэффициентнинг мусбат бўлувчилари, яъни 1,2 ичидан излаш керак. Шундай қилиб, тенгламанинг рационал илдизларини [image: image5425.wmf]1
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, [image: image5426.wmf]2
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 сонлари ичидан излаш керак бўлади. Текшириб кўриш мумкинки, [image: image5427.wmf]2

1

 сони берилган тенгламанинг илдизи бўлади.
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Мустақил бажариш учун топшириқлар
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 бўлса, бу комплекс сонларнинг йиғидисини ва айирмасини топинг.

2. Агар [image: image5433.wmf]i

z

i

z

-

=

+

-

=

3

,

12

2

1

  комплекс сонларнинг кўпайтмасини топинг.
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амаллар бажарилсин.

4. [image: image5435.wmf]0
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тенгламалар ечилсин ва илдизлар тенгламага қўйилиб текширилсин.

5.  Қуйидаги комплекс сонлар векторлар билан тасвирланган ва уларнинг модуллари ва аргументлари аниқлансин, ҳамда тринометрик кўринишда ёзилсин.
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6. Қуйидаги комплекс сонлар векторлар блан тасвирланган ва уларнинг модуллари ва аргументлари аниқлансин, ҳамда тринометрик кўринишда ёзилсин.
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7. Қуйидаги комплекс сонлар векторлар блан тасвирланган ва уларнинг модуллари ва аргументлари аниқлансин, ҳамда тринометрик кўринишда ёзилсин.
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cos

1

(

sin

)

2

;

2

2

)

1

a

a

-

+

+

-

i

i

 сонлар [image: image5446.wmf]i

re

j

 кўринишда ёзилсин  ([image: image5447.wmf]p

j

p

£

<

-

 бўлганда).

11. Қуйидагилар Муавр формуласи билан ҳисоблансин:
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 тенгламанинг ечимлари 
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ифодаларни тузиб, текширилсин.

13. Ушбу юқори даражали тенгламаларни ечинг: [image: image5453.wmf].

0

1

4

4

)

4

;

0

2

18

9

)

3

;

0

4

2

)

2

;

0

24

2

5

)

1

2

3

2

3

3

4

2

3

=

-

+

-

=

-

-

+

=

-

+

+

=

+

-

-

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


17. Қуйидаги тенгламалар Кардано формуласи бўйича ечилсин:

[image: image5454.wmf].

0

16

12

)

2

;

0

9

6

)

1

3

3

=

-

-

=

-

-

z

z

z

z

 

[image: image5455.wmf].
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Мустаҳкамлаш учун саволлар

1. Комплекс сон деб нимага айтилади?

2. Комплекс соннинг алгебраик шакли қандай бўлади?

3. Комплекс сонларнинг йиғиндиси, айирмаси, кўпайтмаси ва бўлинмаси  қандай топилади?

4. Комплекс сонларнинг тригонометрик  кўриниши қандай?

5. Муавр формуласи нимадан иборат?

6. Эйлер формуласи қандай?

7. Алгебранинг асосий теоремаси нимадан иборат?

8. Кардано формуласи қандай?

9. Юқори даражали тенгламаларни ечишнинг қандай усулларини биласиз?

Мавзу: Эҳтимоллар назарияси курси. Ҳодисалар. Эҳтимолликнинг ҳар хил таърифлари. Эҳтимолликларни қўшиш ва кўпайтириш. Ўзаро боғлиқсиз ҳодисалар.

Режа:

1. Эҳтимолликнинг классик ва статистик таърифлари. 

2. Геометрик эҳтимоллик

 Эҳтимолликлар назариясида ходиса деб, синов натижасида рўй бериши мумкин бўлган ҳар қандай фактга айтилади.

Синов натижасида албатта рўй берадиган ҳодиса муқаррар (U) ҳодиса дейилади.

Синов натижасида ҳеч качон рўй бермайдиган ҳодиса мумкин бўлмаган (V) ҳодиса дейилади.

Синов натижасида рўй бериши ҳам, рўй бермаслиги ҳам мумкин бўлган ҳодиса тасодифий ҳодиса дейилади.

Синовнинг хар қандай натижаси элементар ҳодиса дейилади.

Агар битта синовнинг ўзида А ва В тасодифий ҳодисалар бир вақтда  рўй бермасалар, улар биргаликдамас  (биргаликда бўлмаган)  ходисалар дейилади. 
Агар синов натижасида бир нечта ҳодисалардан фақат биттаси рўй берса, улар ҳодисаларнинг тўла гуруҳини ташкил этади дейилади.

Агар А ва В ҳодисаларнинг ҳеч бирини иккинчисига нисбатан рўй бериши мумкин дейишга асос бўлмаса, бу ҳодисалар тенг имкониятли дейилади. 

А ҳодисанинг рўй бермаслигидан иборат бўлган А ҳодиса А ҳодисага қарама-қарши ҳодиса дейилади.

Агар А ва В ҳодисалардан бирининг рўй бериши иккинчисининг рўй бериш ёки рўй бермаслигига таъсир этмаса, бу ҳодисалар ўзаро эркли (боғлиқ бўлмаган) ходисалар дейилади. Акс холда А ва В ҳодисалар боғлиқ ҳодисалар дейилади.

14.1.2. Синаш иатижасида тенг имкониятли n та элементар ҳодисалар рўй бериши мункин бўлсин. Бирор А ҳодисанинг рўй бериши учун элементар ҳодисалардан m таси кулайлик туғдирсин. У ҳолда А ҳодисанинг классик эҳтимоллиги
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формула билан аникланади.

Эҳтимолликнинг  хоссалари:

1. Мукаррар ҳодисанинг эҳтимоллиги 1га тенг, яъни
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2. Мумкин бўлмаган ҳодисанинг эҳтимоллиги 0 га тенг, яъни
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3. Тасодифий А ҳодисанинг эқтимоллиги учун
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ўринли.

14.1.3. Эҳтимолликларни бевосита ҳисоблашда кўпинча комбинаторика формулаларидан фойдаланилади.

Ўрин   алмашгиришлар деб n та турли элементларнинг бир биридан факат жойлашиши билан фарқ килувчи комбинацияларига айтилади. n та турли элементларнинг ўрин алмаштиришлари сони 
[image: image5460.wmf]!
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)

n

n

×

×

×

×

=

...

3

2

1

!

.

Ўринлаштиришлар n та турли элементдан m тадан тузилган комбинациялар бўлиб, улар бир-биридан ё элементларнинг таркиби, ё уларнинг тартиби билан фарк қилади. Уларнинг сони
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формулалар билан топилади.

Группалашлар —бир-биридан ҳеч бўлмаганда битта элементи билан фарқ қилувчи n та элементдан m тадан тузилган комбинациялардир. Уларнинг сонн


[image: image5463.wmf](

)

!

!

!

m

n

m

n

C

m

n

-

=

га тенг.

14.1.4.
Ҳодисанинг нисбий частотаси деб ҳодиса рўй берган синовлар сонининг ўтказилган барча синовлар сонига нисбатига айтилади:


[image: image5464.wmf](
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бу  ерда m — ҳодисанинг рўй  беришлари  сони,  n — синовларнинг умумий сони.

Синовлар сони етарлича катта бўлганда ҳодисанинг статистик эҳтимоллиги сифатида нисбий частотани олиш мумкин:
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14.1.5.
Геометрик эҳтимоллик. 
[image: image5466.wmf]1

D

соҳа D соҳанинг қисми
(бўлаги) бўлсин. Агар соҳанинг ўлчамини (узунлиги, юзи, ҳажми) mes  оркали белгиласак, таваккалига ташланган  нуқтанинг D соҳага тушиш эҳтимоллиги
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1-мисол. Қутида 3 та оқ, 7 та қора шар бор. Ундан таваккалига олинган шарнинг оқ шар бўлиши эҳтимоллигини топинг.

Ечиш. А олинган шар оқ эканлиги ҳодисаси бўлсин. Мазкур синов 10 та тенг имкониятли элементар ҳодисалардан иборат бўлиб, улариинг 3 таси А қодисага қулайлик туғдирувчидир. Демак,


[image: image5468.wmf](

)

3

,

0

10

3

=

=

A

P


2-мисол. Гуруҳда 12 талаба бўлиб, уларнинг 8 нафари аълочилар. Рўйхат бўйича таваккалига 9 талаба танлаб олинди. Танлаб олинганлар ичида 5 талаба аълочи талаба бўлиши эҳтимоллигини топинг.

Ечиш. Синовнинг барча чумкин бўлган тенг имкониятли элементар ҳодисалари сони 
[image: image5469.wmf]9
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га тенг. Буларнинг ичидан 
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таси танлаб олинган талабалар ичидан 5 таси аълочи талабалар ҳодисаси (А) учун қулайлик туғдиради. Шунинг учун
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3-мисол. Қирқма алифбонинг 10 та ҳарфидан «математика» сўзи тузилган. Бу ҳарфлар тасодифан сочилиб кетган ва қайтадаи ихтиёрий тартибда йиғилган. Яна «математика» сўзи ҳосил бўлиши эҳтимоллигини топипг.

Ечиш. А - «Математика» сўзи хосил бўлди ҳодисаси. Тенг
имкониятли мумкин бўлган элементар ҳодисалар сони 
[image: image5472.wmf]!
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А ходисага кулайлик яратувчилари 
[image: image5473.wmf]!
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бўлади. Бу ерда математика сўзида «м» 2 марта, «а» 3 марта, «т» 2 марта такрорланиши ҳисобга олинади.
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4-мисол. Телефонда номер тераётган абонент охирги икки рақамни эсдан чиқариб қўйди ва факат бу рақамлар ҳар хил эканлигини эслаб қолган ҳолда уларни таваккалига терди. Керакли рақамлар терилганлиги эҳтимоллигини топинг.

Ечиш. А — иккита керакли ракам терилганлик ҳодисаси бўлсии. Ҳаммаси бўлиб, ўнта рақамдан иккитадан иечта ўринлаштиришлар тузиш мумкин бўлса шунча, яъни 
[image: image5475.wmf]90
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та турли рақамларни териш мумкин. Шунинг учун классик эҳтимолликка кўра
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5-мисол. Француз табиатшуноси Бюффон (XVIII аср) тангани 4040 марта ташлаган ва бунда 2048 марта гербли томон тушган. Бу синовлар мажмуасида гербли томон тушиши частотасини топинг.

Ечиш.


[image: image5477.wmf](
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6-мисол. R радиусли доирага нуқта таваккалига ташланган. Ташланган нуктанинг доирага ички чизилган мунтазам учбурчак ичига тушиши эҳтимоллигини топинг.

Ечиш. 
[image: image5478.wmf](
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— учбурчакнинг юзи, 
[image: image5479.wmf](
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—доиранинг юзи бўлсин (63-шакл). А — нуқтанинг учбурчакка тушиши ҳодисаси. У ҳолда
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[image: image5482.png]



7-мисол. [0, 2] кесмадан таваккалига иккита х ва у сонлари танланган. Бу сонлар 
[image: image5483.wmf]x
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тенгсизликни қаноатлантириши эҳтимоллигини топинг. 
Ечиш.  
[image: image5484.wmf](
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  нуктанинг координаталари 
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тенгсизликлар системасини каноатлантиради. Бу — (х, у) нукта томони 2 га тенг квадрат нуқталари тўпламидан таваккалига танланишини билдиради.

Бизни кизиқтираётган А ҳодиса танланадиган (х,у) нукта штрихланган фигурага тегишли бўлган ҳолда ва факат шу ҳолда рўй беради. (64-шакл). Бу фигура координаталари 
[image: image5486.wmf]x

y

x

4

4

2

£

£

тенгсизликни қаноатлантирадиган нуқталарнинг тўплами сифатида ҳосил килинган. Демак, изланаётган эҳтимоллик штрихланган фигура юзининг квадрат юзига нисбатига тенг, яъни
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Демак, 
[image: image5488.wmf](
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1- дарсхона топшириғи

1. Таваккалига 20 дан катта бўлмаган натурал сон танланганда,
унинг 5 га каррали бўлиш эҳтимоллигини топинг.

Ж: 0,2.

2.
Қарточкаларга  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ракамлари ёзилган.
Таваккалига тўртта карточка олиниб, уларни қатор килиб терилганда жуфт сон ҳосил бўлиши эҳтимоллигини гопинг.

Ж:1

3. Қутида 12 та оқ ва 8 та қизил шар бор. Таваккалига

а)
битта шар олинганда унинг оқбўлиши эҳтимоллигини топинг;

б)
битта шар олинганда унинг қизил бўлиши эҳтимоллигини
топинг;

в)
2 та шар олинганда уларнинг турли рангда бўлиши эҳтимоллигини толинг;

г)
8 та шар олинганда уларнинг 3 таси кизил рангли бўлиши
эҳтимоллигини топинг;

д). 8 та шар олинганда қизил рангли шарлар 3 тадан кўп бўлмаслиги эҳтимоллигини. топинг;

Ж: а) 
[image: image5489.wmf]5

3

  б)   
[image: image5490.wmf]5
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; в) 
[image: image5491.wmf]95

48

; г) 
[image: image5492.wmf]35
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[image: image5493.wmf]6117
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4.
Иккита ўйин соққаси баравар ташланганда қуйидаги ҳодисаларнинг рўй бериш эҳтимолликларини топинг:


А — тушган очколар йиғиндиси 8 га тенг.

В — тушган очколар кўпайтмаси 8 га тенг.

С — тушган очколар йиғиндиси уларнинг кўпайтмасидан катта.

5.
Танга 2 марта ташланганда ақалли бир марта гербли томон
тушиши эхтимоллигини топинг.

Ж: 
[image: image5494.wmf](
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6. Қутичада 6 та бир хил (номерланган) кубик бор. Таваккалига
битта-битадан барча кубиклар олинганда кубикларнинг номерлари
ўсиб бориш тартибида чиқиши эҳтимоллигини топинг.

Ж: 
[image: image5495.wmf](
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7. Қутида 5 та бир хил буюм бўлиб, уларнинг 3 таси бўялган.
Таваккалига 2 та буюм олинганда улар орасида:

а)
битта бўялгани бўлиши;

б)
иккита бўлгани бўлиши;

в)
ҳеч бўлмаганда битта бўялгани бўлиши эҳтимоллигини топинг.

Ж: а)  0,6; б)  0,3; в)   0,9.

8.
Учлари (0,0), (0,1), (1,1), (1,0) нуқталарда бўлган квадратга
(х,у) нуқта ташланади. Бу нуқтанинг координаталари  
[image: image5496.wmf]x

y
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 тенгсизликни қаноатлантириши эҳтимоллигини топинг. 
Ж: Р(А) =0,75.

9. Таваккалига ҳар бири бирдан катта бўлмаган иккита мусбат сон олинганда, уларнинг йиғиндиси х+у бирдан катта бўлмаслиги, кўпайтмаси   ху эса 0,09 дан кичик бўлмаслиги эҳтимоллигини топинг. 

Ж: 
[image: image5497.wmf](
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10. Айланага таваккалига ички учбурчак чизилади. Бу учбурчак ўткир бурчакли бўлиши эҳтимоллигини топинг. 
Ж: 
[image: image5498.wmf]4

1


11. Техник назорат бўлими таваккалига олинган 100 та китобдан 5 таси  яроқсиз эканини  аниқлади.  Яроқсиз китобларнинг нисбий частотасини аниқланг.

Ж:  
[image: image5499.wmf](
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1- мустақпл иш

1. Домино тошларининг тўлик мажмуасидан (28 та тош) таваккалига биттаси олинади. Қуйидаги ҳодисаларнинг эҳтимоллигини топинг.

а)
олинган тошда 6 очко бўлиши;

б)
олинган тошда 5 очко ёки 4 очко бўлиши;    

в)
чиққан очколар йиғиндиси 7 га тенг бўлиши.

Ж: а) 
[image: image5500.wmf]4

1

; б) 
[image: image5501.wmf]28
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; в) 
[image: image5502.wmf]28
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2. Таваккалига 20 дан катта бўлмаган натурал сон танланганда
унинг 20 нинг бўлувчиси бўлиши эҳтимоллигини топинг.

Ж: Р = 0,3.

3.
Рақамлари хар хил икки хонали сон ўйланган. Ўйланган сон:

а)
тасодифан айтилган икки хонали сон бўлиши;

б)
рақамлари ҳар хил бўлган тасодифан айтилган икки хонали
сон бўлиши эҳтимолллигини топинг.

Ж: а) 
[image: image5503.wmf]90

1

      б) 
[image: image5504.wmf]81

1

 

4.
Алоҳида карточкаларга.1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 рақамлар ёзилган.
Карточкалар яхшилаб аралаштирилгач, таваккалига тўрттаси олинади ва кетма-кет қатор килиб терилади. Ҳосил бўлган сон 1234 бўлиши эҳтимоллигини топинг.

Ж: 0,00033.

5.
Қутида 100 та лампочка бўлиб, уларнинг 10 таси яроқсиз.
Таваккалига 4 та лампочка олинади. Олинган лампочкалар ичида:

а)
яроқсизлари йўқ бўлиши;

б)
яроқлилари йўқ бўлиши эҳтимоллигини топинг.
Ж:
[image: image5505.wmf]65
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[image: image5506.wmf]00005
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6.
R радиусли доирага нуқта ташланади. Бу нуқта доирага ички
чизилган квадрат ичига тушиши эҳтимоллигини топинг.
Ж: 
[image: image5507.wmf]p
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Дирихле масаласини доирада Фурье усули билан ечиш

Дирихле масаласини қараймиз: доира ичида Лаплас тенгламасини каноатлантирувчи ва доира чегарасида берилган фунқцияга тенг бўлган гармоник функцияни топинг.

Масалани  ечиш  учун   қутб  координаталаридан  фойдаланамиз.
Маркази қутбда бўлиб, радиуси R га тенг доира берилган бўлсин.


[image: image5508.wmf]R
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  доирада гармоник, r=R айланада  
[image: image5509.wmf](
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  шартни каноатлантирувчи  
[image: image5510.wmf](
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 — берилган   функция) ва бу айланада узлуксиз   бўлган  
[image: image5511.wmf](
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 функцияни излаймиз. Изланаётган функция доирада қутб   координаталарида ёзилган ушбу Лаплас тенгламасини қаноатлантириши керак.
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Фурье усулидан фойдаланиб доира учун Дирихле масаласи ечимини топамиз:
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Бу интеграл Пуассон интеграли деб аталади.

Мисол. Бир жинсли юпқа доиравий пластинкада температуранинг стационар тақсимланишини топинг. Пластинка радиуси R га тенг, унинг юқори қисми 1° да, пастки қисми 0° да тутиб турилади.

Ечиш. Масала шартига кўра:

[image: image5514.wmf](
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       Зичлик функцияни билган холда ушбу формула бўйича интеграл   функцияни   топиш   мумкин:

[image: image5515.png]F(x,y) = f f f(x,y)dxdy.




      [image: image5517.png]


  зичлик   функцияга   эга  тасодифий  нуқта [image: image5519.png]


  нинг D  соҳага  тушиш эҳтимоллиги ушбу тенглик  орқали  аниқланади:

[image: image5520.png]



     Зичлик   функция   хоссаларга   эга:

     [image: image5522.png]J X, V) = U.



 

[image: image5523.png]



     Агар   [image: image5525.png]


  нинг  мумкин   бўлган   барча   кийматлари  чекли [image: image5527.png]


  сохага   тегишли  булса,  2-хосса   қуйидаги  кўринишда  бўлади:

[image: image5528.png]



'

      14.8.4.  Икки  дискрет  тасодифий   миқдорнинг сонли   характеристикалари:   1. Системани  ташкил  этувчи  [image: image5530.png]


 ва [image: image5532.png]


  дискрет  тасодифий  миқдорларнинг математик кутилиши куйидаги формулалар   бўйича   аникланади:

[image: image5533.png]ME) = iiz.p.,.

=1=1




[image: image5534.png]MY )= p

72 V:DP;;.




     Агар   [image: image5536.png]


 ва   [image: image5538.png]


  тасодифий миқдорлар  боғликмас  булса, у ҳолда бу тасодифий миқдорларнинг тақсимот конунларидан [image: image5540.png]


  ва  [image: image5542.png]


  ни   қуйидаги   формулалар   орқали   топиш   мумкин:

[image: image5543.png]



[image: image5544.png]



      2.   [image: image5546.png]


 ва [image: image5548.png]


  тасодифий миқдорларнинг   дисперсиялари ушбу формулалардан  топилади:

[image: image5549.png]



[image: image5550.png]



      Дисперсияларни ҳисоблашда қуйидаги формулалардан хам фойдаланиш мумкин:

[image: image5551.png]



[image: image5552.png]



       3.  [image: image5554.png]


  дискрет тасодифий миқдорларнинг ўртача квадратик четланиши
[image: image5555.png]



формулалар ёрдамида аниқланади.

      14.8.5.  Икки  ўлчовли  узлуксиз тасодифий  микдорнинг сонли характеристикалари:   1.  Узлуксиз тасодифий миқдорларнинг мате​матик  кутилиши  ушбу  формула  бўйича  ҳисобланади:
[image: image5556.png]



[image: image5557.png]



бу   ерда   [image: image5559.png]


 зичлик  функция.

      2.  Системага кирувчи [image: image5561.png]


 ва [image: image5563.png]


 узлуксиз тасодифий миқдорларнинг дисперсиялари куйидаги формулалар бўйича топилади:

[image: image5564.png]Foo A

000 = [ [ =007 ey -




[image: image5565.png]= T T:’f(n'y)dzd’yf M1




[image: image5566.png]DY) = T Tbr—M(Y)]’f(z.y)dzdy:




[image: image5567.png]= T T’y’f(x.'y)dzd’y* MW




бу   ерда    [image: image5569.png]flx, y)—



 зичлик    функция.

      3.    [image: image5571.png]


  ва    [image: image5573.png]


   тасодифий    миқдорларнинг   уртача   квадратик четланишлари   куйидаги     формулалардан аниқланади:

[image: image5574.png]



     14.8.6.  Тасодифий миқдорлар системалари назариясида корреля​ция моменти (ковариация)  [image: image5576.png]


  мухим роль уйнайди. Дискрет тасодифий миқдорлар учун:

[image: image5577.png]K= D .5~ MOOGs — MOy,
5




Узлуксиз тасодифий миқдорлар учун:
[image: image5578.png]1 | I X—MA)\V—M(Y)|JT(X,V)axay.




Корреляция    моментини    яна    куйидагича   хам  топиш мумкин: [image: image5580.png]K, = MA-Y)— M(A)M(Y),



  бу ерда
[image: image5581.png]



узлуксиз   тасодифий   миқдорлар   учун    эса 
[image: image5582.png]



      Корреляция моментининг асосий хоссаси: агар [image: image5584.png]


 ва [image: image5586.png]


   боғликмас (эркли)   булса,  [image: image5588.png]


.
     14.8.7. [image: image5590.png]


 ва [image: image5592.png]


 тасодидифий миқдорнинг корреляция коэффициенти  деб

[image: image5593.png]





сонга айтилади.

    Корреляция коэффициентининг хоссалари: 

     1.   Агар  [image: image5595.png]


  [image: image5597.png]Ba



  [image: image5599.png]


 — боғликмас  тасодифий  миқдорлар  булса,  у ҳолда   [image: image5601.png]



     2.   [image: image5603.png]


 улчамсиз   катталик (микдор),   шу  билан  бирга [image: image5605.png]
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