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ГЛАВА 1. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
ПЕРВОГО ПОРЯДКА

ý 1. Осцовные сведенпя о дпфференциальных
уравнепиях.

Задачп, прпвомщие к дифференциальпым

i Задачи,
урlrвнениям,

!цrавriениям.

IUIAH:
приводящие к диФференциальным

}общее решение дифференциального уравнения,
Свойства общего решения.

>задача Коши. О ryществовании и единственности

решения диффереяциального уравпеЕия 1- го порядка,
} Уравяения видау' =/(х_}

Задачи, прпвомщие к дифФеренциальным
уравнениям

Многие задачи естествознаЕия приводят к
нахоr(дению Ееизвестных функций, описывающих

рассматриваемые 
явления или процессыl когда

известны соотношения, связывающие междr собой

эти функции и их производные. Такие соотношения
цазываются ачФФер ен цuальньLr!ч у рав ненчя.^ru, В качестве
иллюстрации рассмотрим следующие примеры.

допустим, что в каяtды й момент времени t известна

cl(opocтb точки, движущейся ло оси (rх, где /{/'
функция, непрерывная на (а.Ь). Кроме того, будем

с""r"rо, .rrо ,au"ar"a абсцисса хо этоЙ точкй в некоторыЙ
определённый момент временй /=lo. Требуется найти
закон движеяия точки, то есть зависимость абсциссы

лвия(ущейся точ ки от времени.
ре,иенuе. Положение точки определяется однои

координатой I и задача состоит в том, чтобы выразить J
как функци}о от /. Принимая во внимание механический



(

смысл первой производной, мы пол)лlим равенство

d(,t) =,lQ) (1,1)
d(t)

Как uзвесfпно uз uнmе2рально2о чсчuменuя

х(D=lf Odt+c (a<t<b), [|,2)
ь

где верхний предел интеграла - переменный,
нижяий lo есть некоторое фиксирова!tное число из
(а,Ь), С - произвольн;я постоянная. Так как в формулу
(1.2J входит произвольная постоянная, то мы ещё не
полгlили определённого закона двйжения точки.

Выделим из множества движеtлий (1.2] то движение,
при котором двюt{ущаяся точка занимает заданное
положение х0 в заданный момент времепи t0:

x^-l Г ll\dllC С -lo.,U J,

что вместе с (1,2) даёт искомый закон движения
точки:

a, ,
x(I)-J/ ( 1)d/ -хо (аtltЬ)

Перемещение материальной точки при
paвHoycкopeнrroм движении является функцией времени
и выражается по формуле:

at'ý=/l+-")
В свою очередь ускорение о является производной

по времени l от скорости И, которая также является
производной по времени toT перемещения S, Т.е.

Тогда полrlаем:

S= t\0 = цt+ 
?(,t),t

2

- )Фаввение связывает функцию /(l) с яезависимой
переменной f и производной второго порядка фlrнкции
f (t)

Заdача 1

Материальная точка массы m замедляет свое
движение под действием силы сопротивления среды,
пропорциональной квадрату скорости V. Найти
зависимость скорости от времени. Найти скорость точки
через З с после Еачала замедления, если V(0] = 100 м/с, а
V(t) = 59 

"7..Реаlелuе: Примем за независимую переменную
время t, отсчитываемое от начала замедления движения
материальноЙ точки. Тогда скорость точки v будет
функциейt,т.е. И= yrt . Для нахождеfiия ИrtJ воспользуемся
аторым законом Ньютона (основным законом механикиJ]

mа=Е
где а = V'(t) - есть ускорение движущегося тела, F -

результирующая сила, действуrощая на тело в процессе
движения.

В даниом слrIае F=-kI'P, k>0 - коэФфициент
пропорционzLпьности [знак минус указывает на то, что
скорость тела умеЕьшается), Следовательно, функция
И=И(rJ является решеЕием дифференциального )aравнения

m.V'= -kl.P
или V' = -k|F/m,

Здесьп массатела.V= 1-,
! f +a

Как будет no""."ro ,"*J lnorмep 2.2), где с - сопýt.
1{айдя зависимость скорости от времени, легко найти
cl(opocтb точки через З с после начала замедления.

Найдем сначала параметры k/m и с. Согласноусловию

l,g dV d' SV= _l,Jt J Jг



задачи и ее решеЕию, имеем:
V[0) = 1/с = 100 и V[lJ=l/ft/m+с)=ý!,

отсюда
с =1/100, k/m=1/100.

Следовательно, скорость точки измевяется по закону

., 10о
t+1 .

Поэтому v (З) =25 м/с,
Друzче заdачu
Закон изменения массы радия в зависимости

от времени ((радиоактивный распад))J описывается
дифференциальным уравнеЕием

dm

-=-k.mdt
где k>0 - коэфФициент пропорциональlrос,lи, m(t) -

масса радия в момент 4
(Закоп охлаждения тел), т.е. закон изменения

температуры тела в зависимости от времени, описывается

/r >0,
где prц - атмосферное давлецие воздуха на высоте й,

Основпые сведеция о дифференцпальных
уравпениях

!ифференциальным уравнеIIием
llilзывается уравнение, связывающсе независимые
llсремепяые, их функциИ и производные {qли
,,tифференциалы) этой функции.

i l ],. ] , Если лифференциальное уравнение
IrMecT одI{у независимую переменную, то оно называется
обыкновенным дифференци,альным уравнснием,
ссrlи же независимых tIеременных две или более,
1,() такое дифференциальное уравцеfiие называется
лиффереяциальпым уравнением в частных производных.

Наивысший порядок производных,
llходяIцих в уравнеllие, пазывается порядком
лифференIIиального уравнения-

rj/ + 8_r,- х+ 5 = 0 -обыкновеняоедиФференциаJlыlое
уравнение 1-го порядка. В общем tsиде записывается

Г(\ у. f) = 0.

,|

уравнением
#=*,,-.,

где Tr' - температура тела в момент времени 
' 

k
- коэффициент пропорциональЕости, Т, - температJrра
воздуха [среды охлаждения];

Зависимость массы х вещества, вступившего в
химическую реакцию, от времеrrи t во многих сл)лаях
описывается уравнением

dх

--k.xdt
где ft - коэффициент пропорционzlльности;
(Закон размножения бактерий) (зависимость массы

m бактерий от времени f) описывается уравнением
m'= km, где k>0;

Закон изменения давлеяия возд/та в зависимости от
высоты над уровнем моря описывается уравнением

d'v пч -х- +\ч!1 t=|
dl -lx

l1иальное уравнеttие 2-го
:lilllисыt]ается

I'{x, у, !, /) = 0

дифференциальное уравнение в
,I,iс,гIlых производных псрвого порядка.

j Общимрешениемдиффереяциальногсl
уl1,1ItlIсния llазывается такая диФференцируемая функция
у фlх,r,), которая при подстановке в исходное уравнение

обыкновенное дифферен-
порядка. В общем виде

.6z az
dr - dу



вместо Ееизвестяой функции обращает 5,раввение в

тождество.
сЕойства о5ra,сг(] ре]псltия.
1) Т.к. постоянная С - произвольная величиltа, то

вообще говоря дифференциальное уравнение имеет

бескоЕечное множество решений.
2J При каких-либо начальных условиях х = хо, у[х0) =

уо существует такое зЕачение С=сr, при котором решеЕием
д164"р"пц""попо.о уравнения является функция у =

фв,с)
iiп},rец"л"""". РешеЕие вида у=ф(х,С) называеlся

частным решевиемдифференциалькогоуравнения,
ОпреarеJlеIли!'. Задачей коши яазывается нахождение

любого частного решения дифференциального уравнения
вида у=ф(х,С), удовлетворяющего начальным условиям
у| =уn

Ъоэела__-Коц:д [теорема о ryществовании и

единственности решения дифференци;tльного уравнения
| -го порядкаl

Если функция /rx,y,/ непрерь!вна в некоmороu ооласlпu
D в плоскости ХоУ и имеет в этоЙ области непрерывную
частную производнУю у = f(e 

'4, 
mо какова бы не бьLла

mочка (х,у) в облосmu D, ryщесmвуеп еduнсmвенное

решенuе 
'1-9lx1 

уравнения ! - ftx1l, опреdеленное в

некопоро.j4 uнmервалq соdержаIцем mочку xd прuнчJiаюlцее
прп х=х0 значение ф(х)=уd п.е. суч4есmвуеm еduнсmвенное
peaeHue dчфференцчально2о уравнен!.lя.

0ttреде;tе:;яе, Интегралом дифференциального
}фавнения называется любое уравнение, не содержащее
производны& для которого данное дифФеренциальное
уравнение является следствием.

llDr eo, найти общее решевие дифференциального

предварительно

xdy= ydx

cll, _ dx

Теперь ин],егрируем:
,,л , dl

I

ln у= ln, , ,,
lп /+ln.Y= С0

ln у,= (,

ху- с|i, _ (:

(:
у= х

- это обп{ее решенйе исхолного диффереrrциалыrого
уравнения.

f {опустим, задаltы некоторые начальные условия:
xu= 1;у,,= 2,

тогда имеем
a' .' );
l

Ilри полстановhе полученного значсния поl.тоянной в
(,6Illee решение получаем частное решение при заданных
lIittIальных условиях [решение задачи Коши],

уравЕения, которое
следуюцим образомi

преобразоваrrо

г
\

2

уравнения
'| + у=0,

общее решение диффереrrциального уравнеЕия
ищется с помощью интегрирования левоЙ и правоЙ частеЙ

. Интегральяой кривой называется
l 1lllt|lику=ф(хJ решения дифференциального уравнен ия на
llлосt(ости хо)a

-,,



оп!еде;ае;хq Особым решением дифференциального

уравнения называется такое решение, во всех точках
которого условие единственttости Коши не выполняется,

т.е, в окрестности некоторой точки [х/ существует не

менее двух иЕтегральных кривых.
Особые решения не зависят от постоян!tой С,

особые решения нельзя полlл,lить из общего решеЕия
ни при каких значениях постоянной С. Если построить
семейство иятегральньп кривых дифференциальЕого
уравнеяия, то особоерешение будет изображаться линией,

пЪrорr' u какдой своеЙ точке Kacaeтcrl по краЙнеЙ мере

одной интегральной кривой.
отметим,что не кая<доедифференцимьное}равнение

имеет особые решения.
lll2д-мец Найти общее решение дифференциального

)ФавнеЕия:
| + у=0,

Найти особо€ рецение, если оно существует,

dч_-L=-v
dx
dyL= (u
у

"dv|!= |dХ'у
hу=-*16

у= Ll, е

дапное дифференциальное уравнение имеет также
особое решенйе у = 0. Это решение невозможно пол}лить
из общего, одЕако при подстаrtовке в исходЕое уравнение
полJл{аем то)i(дество. Мнение, что решение у = 0 можяо
полr{ить из общего решения при cl= 

' 
ошибочно, ведь

Cl= ecr 0,

ý 2. ДпфФеренциальнь!е Jryавнения с разделяющимися
переменными

ПЛАН:
> Примеры решений.
}Уравнения сразделяющимися переменными.

ДиФференциальные уравнеиия каrý/тся чем-то
запредельным и трудным в освоении и многим студентам.
Такое мнение и такой настрой в корне неверен, потомучто
на самом деле дифФеренциальные уравнения - это просто
и даже увлекательно.

Что HJDKHo зпать и уметь, дJIя того чтобы на)литься
решать дифференциальные ]aравнения? Для успешного
изучения дифференци;lльных уравнениЙ вы должны
хорошо уметь интегрировать и дифференцировать. Чем
качественнее из)лены темы Производная функции одной
переменноЙ и Неопределеннь!Й интеграл, тем будет легче

разобраться в дифференциальныхуравнениях.
Если у вас более или менее приличные 1{авыки

интегрирова!tия, то тема практически освоена! Чем
больше интегралов различных типов вы умеете решать
- тем л).чше. Почему? Придётся много интегрировать. И

дифференцировать.
Олrlр-леле,rие: ДиффереЕцимьные уравнения вида jF

ДиФФеренциальное уравнение первого порядка в общем
сли{ае содержит:

1J независимую переменнуIох;
2] зависимую переменнуюу (функцию);
ЗJ первую производную функции: у'.
В некоторых JrравЕениях 1-го порядка может

отс)лствовать (икс), или (иJ <игрек), во это несущественно
- важно чтобы в ДУ была первая производпая у; и не было
производных высших порядков - у', у'; у"'и т.д.

Что значит решить дифференциальяое JФавнение?
Решить дифференциальное уравнение - это значит, найти

l0



С чего начать решение? В первую очередь
переписать производцую немного в другом
Всломицаем громоздкое обозначение

__, dу
! - ---dх

множество всех функциЙ, которыеудовлетворяют данному
уравнению, Такое множество функций часто имеет вид

rr= fl T, l'l

(где С - произвольнiш постоянная), который
называется общим решением дифферевциального
уравнения.

IIддмеЕli Решить дифференциальное уравнение:
trч' = 1,

H}DKHo

виде.

которое мЕогим из вас наверняка казалось нелепым
и нен}}кным. В дифференциальных J,?авяениях рулит
именно оно! Итак:

dx

.I

в левой части - только

(игреки). в правой части - только (иксьD,
Следующий этап - интегрирование

диффереяциального уравнения. Всё просто, навешиваем
интегралы на обе части:

1dy 1dx
J, l,

Разумеется, интегра"riо, ny*"o u""ro. В данном сл]лае
они табличные:

-llll_
и р|= tn 

|л|+ u
Какмы помним,клюбой первообразной приписы вается

константа. Здесьдва иЕтеграла, по константу С достаточно
записать один раз (тк. константа + константа всё равно
равна другоЙ константе). В большинстве слгlаев её
помещают в правую часть.

Строго говоря, после того, как взяты интегралыl

дифференциальное JФавнение считается рецённым.
Единствевное, у нас ((игрек) не выражен через <икс), то
есть решение представлено в неявном виде. Решение
дифференциальногоуравнения в неяв!tомвиденазывается
общим интегралом дифференциального уравнения. То

и Р]= и |"|+ с
- это общий интеграл.
Ответ в такой форме вполне приемлем, но нет ли

варианта получше? Давайте попьпаемся полгlить общее
решение.

Пожалуйста,запомните первый технический приём,он
очень распространен и часто применяется в практических
заданиях: если в правой части после интегрирования
появляется логарифм, то констатlту во многих сл)лiях
тоже целесообразно записать под логариФмом,

то есть, вместо записи

]n lчl= ]n lxl+ Url ll

dv

На втором шаге смотрим, нельзя ли разделить
переменные? Что значит разделить переменные? Грубо
говоря, в левойчасти нам H)DKHo оставитьтолько (игреки),
а в правой части организовать только (иксьi). Разделение
перемекньц выполняется с помощью (школьIlых)
манипуляций: вынесение за скобки, перенос слагаемых
из части в часть со сменой знака, перенос множителей из
части в часть по правилу пропорции и тп.

Дифференциалы dx и dy - это полноправные
множители и активные участники боевых действий. В
рассматриваемом лримере переменныелегко разделяются
перекидыванием множителей по правилупропорции:

dy

у
Переменные разделены,
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обычно пиш}т 
ь[у|= ь|"|+ь|с|

3ачем это ц}rкно? А для того, чтобы легче было
выразить (игрек). Используем свойство логарифмов

]tд+]п}=lrr(а})
В данном слr{ае:

blyl=bФl
ТеперьлогариФмы и модулп можно убрать:

Функция представлена в явном виде, Это и есть общее

решение.
Ответ: Общее решение данного }Фавнения:

v=aw

где c=consr,
Ответы многих дифферен циал ьн ы х JФавнений

довольно легко проверить. В нашем слJлае это делается
совсем просто, берём найденное решение

У=Сх
и дифференцируем его:

J =(UxJ,=U
После чего подставляем

У=сх
и производную

v'={]
u 

"a"oono" -u*"u"rJ

удовлетворяет }?авнению
ху,=у

что и требовалось проверить.
Придавая константе С различные значеЕия,

можно пол]лить бесконечно много частных решений
диффереrrциального уравЕения. Ясно, что любая из
функций .{

LI=LI
равенство,

t - ^,y=-Jx,, ]
и т,д. удовлетворяет дифференциальному уравнению

_1- ,,.V - !.
Иногда общее решение называют семейством

функций. В данном примере общее решение

J=L'I, где U = coiiýl

- это семейство линейных функций, а точвее,
семейство прямых лролорциояальностей.

После обстоятельного разжевывания перRого
примерауместно ответить на несколько наивных вопросов
о дифференциальных уравнениях:

1] В этом примере нам уд;Lлось разделить переменные.
Вселда ли это можно сделать? Нет, не всегда. И дахе чаще
перемеЕиые разделить нельзя. Например, в однородных
уравнеfiиях первого порядка, необходимо сначала
провести замену.

В других типах }?авнений, например, в линейном
неоднородном уравнении первого порядка, нужно
использоватьразличныеприёмы и методыдля нахождения
общего рещеция. Уравнения с разделяюцимися
переменными, которые мы рассматриваем на первом
уроке - простейший тил дифференuиальных уравнений.2] Всегда ли можно проинтегрировать
дифференциальное уравнение? Нет, ве всегда. Очень
легко придумать (навороченное> уравнение, которое не
проинтегрировать, кроме того, существуют не берущиеся

- полr{ено вервое

14

значит, общее решение
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интегралы. Но подобвые Ду можно решить приближенно
с помощью специальных методов.

з] В данном примере мы пол}л{или решение в виде

общего интеграла 
и р|= и|л|+и|с|

Всегда ли можно из общего интеграла яайти общее

решение, то есть, выразить (игрек) в явrtом виде? Нет не

всегда. Например:
,1л

/+]npl=afcsmI+ry,+U
Ну и как тут выразИть (игрек>?! В таких слJдаяхответ

следует записать в виде общего иЕтегра]lа. Кроме того,

иногда общее решение найти можно, но оно записывается
яастолько громоздко и коряво, что }}к лJлше оставить
ответ в виде общего интеграла.

4) Еще одно простое ДУ и еще одиЕ типовой приём

решения:
]]р-tlцеrz: НайтичастноерешениедифФереЕциального

J_.

-L = -'2dx
у

Интегрируем уравнение:

Iф=-zIа*ly J

h Рl= -zx+ u
Общий интегрм получен.Здесь констаЕтунарисовали

с надстрочной звездочкой, дело в том, что очень скоро она
превратится в другую KoHcтaltтy.

Теперь пробуем общий интеграл преобразовать
в общее решение (выразить (игрек) в явном виде].
Вспоминаем старое,доброе, школьное:

аrIa=O=a=e.
В даЕном слr{ае:

Коястанту в показателе обычно спускают с небес Еа
землю. Если подробно, то происходит это так. Используя
свойство степеней, перепишем функцию следующим
образом: с' _lr

у--е е 
сa

Еми U - это константа, то е- - тоже некоторая
константа, переобозначим её буквой С :

л -;I

запомните(снос)ковстанты-этовторойтехнический
приём, который часто используют в ходе решения
дифференциальtlых 5равнений.

Итак, общее решение:
л -1х

J=Lъ'", где U =сOдsJ

такое вот сймпатичное семейство экспояенциальных

фупкций.
|,l

уравнения

Очевидно, что переменные можно

мальчики -}tалево, девочки - направо:

удовлетворяющее вачальному условию

JlUJ = Z

Решелие: По условию требуется найти часr,ное

решепие Ду, удовлетворяющее заданному начальному

условию. Такая постановка вопроса также называется

зqdачеii Коlцч,
Сначала находим общее решение. В }тавнеЕии нет

переменной (икс), но этО не должно смущать, главное, в

нём есть первая производЕая.
Переписываем производную в H}DKHoM виде:

]6

разделить,
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на заверrцающем этапе H}rltнo найти частное решение,

удовлет-воряющее Заданному начальному условию
У((])= Z

Это тоже просто.
В чём состоит 3адача? Необходимо подобрать такое

значение константы С, чтобы выполяялось условие
v/п\ = ,

Оформить можно по-разному, но понятЕее всего,

пожалуй,6удет так. В общее решение вместо (икса))

подставляем ноль, а вместо (игрека, двойку:

л л -х0

- 40

Стандартная версия оформления:
.л, * -х0 а0

),(0)=Се-"=Сё'=С=2
Теперь в общее решение

у=\,е
подставляем найденЕое значение константы

t,=l_y=te
- это и есть Еужное uам частное решение.
Ответ: Частное решение давного )rравЕевияl

л _]r
у= re

Выполним проверку. Проверка частtlого решение
включает в себя два этапа:

сначала необходимо проверить, а действительно ли

найденное частное решение
j= le

удовлетворяет начальtlому условию

l(0)= 2

Вместо
lIо.rlучится:

действительно получена
условие выполЕяется.

Второй этап уже знаком, Берём
решение л -1r

,l-Lt
и находим производную:

(икса) подставляем ноль и смотрим, что

J((l) = 2d-" =
п0 о l п

д"ойпa, зн"uur, Ilачальное

пол)rченное частное

То есть,

у'-(2р 
2')'=2ld-]']'=Jel' l 2r)'=_де 

Х"

пOлставлясм
!-L| иl - ll

в исходное ураRнение

,,l _ _1,,

,}t

, получеItо верное равенс],во.
Вывод: rlacтHoe реIпсние нilйдено правильно.
llсреходим к болсе содержатсльным l1рймерам,

. . i Решить дифференциальное уравне!lие

"i+ 
I),, + l]rroT= l'l

],, " Перепись]васм производную в llyжHoМ нам

-1+ i2ч + l).lP-T = UrlT "
()Ilсltивilем, можно ли раздслить переменные? Можно,

||"|,"||,х,им HTopon с ldlае\4пс в прJвую ,lJcTL .о (меной
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Ф=-t2y+ сlях
dx

и перекидываем мвожители по правилу пропорции:

sin х

с

Фr]т=
с---

Sfiх
можrrо ли выразить (игрек))? Можно. Надо возвести в

квадрат обе части,
Но делать этого не нужно.
Третий технический совет: Еслй для полг{ения

общегорешения нужно возводйть в степень или извлекать
корни, то в большиtlстве слJлаев следует воздержаться от
этих действий и оставить ответ в виде общего интеграла.

Дело в том, что общее решение будет смотреться просто

).жасно - с большими корнями, знаками -]_
Поэтому ответ запишем в виде общего интегрма,

Хорошим тоном считается представить его в Еиде

е (fi,J,,J = L
то есть, в правой части, по возможности, оставить

только константу.
Ответ: Общий интеграл:

й_.{l/+I,sm x=L, ГДе L -cU,,Jýl

Приfiеqание: Общий интеграл любого уравЕения
можво записать не единственным способом. Таким
образом,если ваш результат яе совпал сзаранее известным
ответом,то это еще Еезиачит, что вы неправильно решили
уравнение,

11Dфlqр:lнайтичастноерешениедифференциального

dy
=,с!Еrdх

2ч}1

Переменные разделеrrы, иятегрируем обечасти:
Iй .
| _З- = -| сl+rdх
J 2у+1

Интеграл левой части легко найти методом

подведения функции лод знак диффереяциала, с

интегралом от котангенса расправляемся стаЕдартным
приемом, который мы рассматривали на уроке
"Йнтегрирование тригонометрических функций":

r dy rl:аsхdr
| 2r,+1 J sin л

r ratzy+r) 1ti фiп х)

2J 2ч+1 j ,urx

]ирr*1= -ьр, 
"1* 

ьlс1

В правой части у нас получился логарифм, и, согласно

первой техЕической рекомендации, KottcтaнTy тоже

следует записать лод логарифмом.
Теперьпробуемупростить общий интеграл, Поскольку

у nua одпr-r rоiuрrЕмы, то от них вполttе можно [и H}D{Фo)

избавиться. с помощью известньD( свойств максимально
(упаковываем, логарифуы, Расписываем очень подробно:

b|zy+lP = и|srn х['+и|С|

1ц;ý*l =ц.-+Ь|с|, 
Fш xl

уравЕения yJny+4t'=[
удовлетворяющее начальному условию

JtI] = е

Это пример для самостоятельпого репIеяия.
напоминаю, что алгоритм состоит из дв),х этапов:

2|
20

l-



нахождение общего решевия;
п;цождевие требуемого rtастного решения,
lIришеý5;найтичастноерешениедифференциальвого

уравнения

Надеюсь всем понятно преобразование

lfle. =J.,h4=Ji.l=J
Итац общее решение:

,у= ]п(е" + U), где U = сOдs'

Найдемчастное решение, соответствующеезаданному
начальномуусловию

J(UJ = ш l
В общее решение вместо (икса) подставляем ноль, а

вместо (игрека) логарифм двух:
]л2=]п(еO+С)

h 2= ]п(l+ф эС= 1

Более привычное оформлепие:

),(0) = ]n(e0 +Ф =],{1+ф = ]п 2 +С = 1

Подставляем rlайденноезначение константы

С=]
в общее решение.
Ответ: Частное решение:

,,"7 ,_

"у = ]f,(е" +U
Проверка: Сначалапроверим,выполненоли начальное

усJIовие
lФ)= lo 2

у(0) = Jп(е0 + 1) = ]д(] 1,!) = ]л !
Теперь проверим, а удовлетЕоряет ли вообще

найденное частное решение

л=ш[е +l]
лифференциальному уравнеItию.

llроизволную:

удовлетворяю,Ilее начальному условию

J'\UJ = шt l,
Выполнить проверку.
]'.]..,,. ,..: Сriачала найдем общее решеI!ие, Данное

чрJвнрние уле го/lпрнит гптовы" лиффпренци.rлы dy и dл,

.,,'a"ruu ,, р.aо" n" чп рощllстt я, Ра rде,rярм псррменнL,lр:

n' n "'dу 2,d,= о

er е "" dy = 2ldх
2 xtl.р]й=_" е"'

el dy = 2хео' dt:

Интегрирусм уравнение:
[nlo,u = 2 [1"''drJ"J

Интеграл слева табличный, ип,гсграл ctlpaBa - берем

'..оло, 
пЬд""д"* пя функции по,l зн,lк лифференциr ra:

1nlou = [e''aix.)J"J
urI .

е. =е tL
общий интеграл получен, нельзя ли удачно выразить

об,ц"е р",l,",,и"z i,4ожно, lIавешиваем логарифмы на обе

части. Поскольку они положитеJlьны, то зIIаки молуля

изJlи ш ни i

lпеl -]л(д' |О

y=ln(e'+L')

Находим

2з



. ].,, 1

v'-Lln(pl' -l)'- 

- 

le l1)'- .г
(." +) р' lll

, ,LI J =- _
l? ] l,]

Смотрим на исхолное уравнение:

еrr'd),_2хdл=0
- оно представлеllо в дифференциалах, Есть два

способа про;ерки. Можtlо из наЙденной производной

вырJlить дифферсltциал dy:- 
?;,;' с zle'' 2lе" d,l

' 
- 
1," +11 d,, (а" , ll " 14' l l)

Подставим llайденное частное решеяие

у = !п(е" +1)

и полученrrый дифференциал

, Zxe"'dx
ау =, _" (u" +1)

в исходное ураLrнеIlие

c}-'dy - lxdx = 0,

Pb,l; ,| ", 
2Хе df 2й:ll. а
(е'- + 1J

ob,{,J. t, , ,' Zi! -lrn^. ,

t€"' + l,

Полr{ево верное равенство, значит, частное решение
найдено правильно.

Второй способ проверки зеркален и более привычеЕ:
из уравнеяия

еr' dy -2xdx=0
выразим производную, для этого разделим все штуки

e|u'dy 2хdх _ 9
dI dx dx

,,," dy _е' L-lx=\)
dx

4'' v-/r=l1
И в преобразованнЪе ДУ trол.,r,"uш lIоJlученное

,Ll, ]-|loe решение , . ,! , .,
"у=шl4 +ц

и найденяую производную
1__l

ч= '''(е' +1).

В результате упрощений тоже должllо получиться
llcl)lIoe равенство,

Рсшить дифференциальное уравнение
;:--т, д-- , лJ+y dr+".,i l-fi }.t4y = U

Ответ представить в виде общего интеграла

Л(л;7)= f
Это пример для самостоятельного решения.
Какие трудности подстерегают при решеЕии

диФференциальньц уравнений с разделяющимися
перемеяными?

1) Не всегда очевидцо, что переменные можно
разделить. Рассмотримусловный пример:

Используем основное логарифмическое тоя(дество

еhо=d

+11 n'" Ц!-!1- -^,ir,-o(е +])
(u"'

2те"-"'dх 2хdх = 0

2rdх 2xlx = 0

0=0
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lл11- xl=]nГ -Зl+2С'.

Лолученная константа !f,'- это тож.е. какая-то

*onarurau,*oropya можflо обозначитьчерезL :

ьР-{=ь[т1-з|+с"

да и коль скоро в правойчастилогарифм]токонстаrrту
с челесообразно переrtисать в виде другой константы:

rn|r- xl= jiIy' -3l+]nlсl

В результате запись решения принимает следующий

вид:

11
'ь l ,l ]tn l"'_ з], сl' '2 r

,l } ),-lr ll- ! j mр )|tL

Ь |l- ll= rnP" J|+hr,,

Тут же ошибки! Строrо гоtsоря , да. Однако с
сtl21сржателыtой точки зрения - ошибок нст, вель в

Ill, lyrlbтaTc лреобразования в_rрьируемой KoHcT.lllTLl в, ё

l)illltIo получается варьируемая константа.
Или другой пример, прсдположим, что в ходе решения

уравIIепия получен общий интеграл

-у'-7-,r' lrrx-C,
Такой ответ выглялит некрасиво, поэтому у кажлого

(,]lilгаемого целесообразно смснить знаI(:

у'+y+I'+lnл=С
Формально злесь опять ошибка справа следовало бы

lilIIиcaTb - С, I{o нсформально подразумевается, что (миIIус

l(:)> '- это всё равно константа (коmорая с mем же успехом
прttнчмаеm любые значенчя!), поэтому ставить (минус> не
l{Mceт смысла и можно использовать ту же букву С.

.:::
Решить лиФфереlIциальное уравнеI{ие:

л. r, { l
Ztxy ,у;у + .l Uy - l) = 0.

i'q,,l1'.;;1;,- Данное уравнение допускает разделение
llсl)сменных. Разделяем перемснные:

dч
2(х l1]ч,Ч -lL/" l1)"Jx
2ydy xdx

- L - -----]y'+l .{+1

.ffiJ y'+rl+:y'=O
ц}ri{но провести выцесеЕие

fiffi,y,+y'q"+1=o

мвожителей за
Здесь

скобки:

и отделить корни:

лБ fi-z l+у'(л+:)=0
Как действовать дальше - понятно,
)j Cnb*no"r" np".aMoM иЕтегрировании, Интегралы

,"р"д*о uout 
"*uto' 

не самые простые, и если есть изъяны

" 
n"u"r*u* нахождения цеопределеняого интеграла, то

aо 
"*ro"n", 

дифференциальными уравнениями flридется

туго.
з) ПDеобразования с константой, как все заметили,

. *опaiч"rой в дифференциальных уравнениях

можно обращаться достаточttо вольно, и некоторые

преобразования не всегда поЕятны яовичку,
' Рассмотрим ещё один условный пример:

irl,,t=ir1'' - з|+ с'
слагаемые Ila 2:

В нём целесообразно умножить все

-т



Интегрируем:
,; Jф _ _1G t 1- |)dx
-J 

r{ +1 J х+1

l dU\ .(, 1 '\.l;й=-lг- -F-
a/c'g(y]) = 

_i+]it 
|т+1|+с

константу с т}"т не обязательво определять под
логарифм, поскольку ничего пlлного из этого не пол}лится.

Ответ: Общий интеграл:

drrJ8b/r) + I- ln i+ 1]= С, 1дб f =66л51

llprMep {]i

Найти частное решение ДУ.
'х , лл-__rrly s]n / cOsJ,, sш fr+сOýr=ч

/-\llll л

.yl = l=U

Это пример оr" 
' 
a""оarо"r"rоного решения.

Единственная подсказка - здесь пол)л,lится общий
иятеграл, и, правильнее говоря, н},),{но исхитриться найти
не частное решение, а часпньlй uнmеzрал,

Как уже отмечалось, в дифференциальных
уравнениях с разделяющи-мися переменными нередко
вырисовываются пе самые простые иятегралы. И вот еще
парочка таких примеров для самостоятельного решеЕия.
Рекомендую всем про решать примеры Np 9-10, независимо
от уровня подготовки, это позволит акт}ализировать
навыки н;lхождения интегралов или восполнить пробелы
в знаниях.

l.tрrца€рq
Решить дифференциальное уравнение:

Решить дифференциальное )Фавнение:
a

J - 4" = З(l+ х'),)
Помните, что общий интеграл можно записать не

единственным способом, и внешний вид ваших ответов
может отличаться от внешнего вида моих ответов.
Краткий ход решения и ответы в коЕце Jrpoкa.

рещения и ответы:
Прll:,lеD 11|
Реurcфче:

переJ||енные:
Ha de-M обtцее реwенuе. Рqзdе,lяеr:

=_yk! У

dx

уhу I
инmеZрuруеJа: I ф ldх

J rr, = -l;
rdфу) .dх
J j-/ =-J;

ь!пу|=-и|r|+иР|
Общut uцпe2poJl получен, пыmаемся еео упросmumь.

Упаковьtваем лоzарчфмьt u uзбавляемся оrп Hux:

ь!п у|= ь -1+ьР|
l"l

'I"r]=ьEilяl

,сm-у=-
i

(1+еЯ)уd7 - e}dя= 0
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Вьlражаем функцulо в явllом вчае, чспользуя

ha=}+a=e1
Общее реuепuе: с

"у = ei, где С=солsJ

ý З. Одfiородные уравнения

ПЛАН:
> Олноролные уравrlения,
; Уравrrения, приводящиеся к олноро/lным,

Однородные уравнения. .. Функция f[x,y] называстся однородной
п-го измеревия относитсльно своих аргумснтов х и
у, если лля любого зrtачения парамстра t [кромс нуля)
выполняется ],ождество:

(1-\,1,.) = .' /(.\; J),. Является ли олtlородной фуlIкция
l(d_}) _ i r ]_t'_,/?

l(1ц|t) = (A)r r ](.!)],у= 1r/ r ]1]]jj,- l(l + ] Y]_l) = lr {.L.l,)
Таким образом, функция f(х,у) являстся однородной

З-го порялка,
. . ,{ифференциа"4ьное уравнение вила

! - t\.\ !)
называется однородным, если его праl]ая часть

Г(х, у) есть олIIородная фуrrкция ну;rевого измерения
относительно своих apIyMcH,1.oB,

Любое уравrlение вида
Jl x, y)dx+ qI y)dv= {)

являстся однородным, если функIlии lr[х,Л и Q[X,y) ,
одпородяые фуякIIии одинакового измерения,

основано на приведении этого JФавнения к уравяению с
разделяющимися переменными,

Рассмотрим одцородное уравнение != Ццу).
Т.к, функция flxyJ - однороднiш нулевого измерения,

то можно записать:
f(цц)= r\X, J1.t вообще говоря лроизвольный,

t=1.

r,*,,= lr!\
Правая часть пол)ленного равенства зависит

фактически только от одяого аргумента

, т.е,

/ l\/lL.t) Ф | Фrrj
\ Y,/

Исхолное диффереflциальное уравнение таким
tlбразом можно записать l]l виде:

f = q(.ч)

Далее заменяем
у = ux, J/ = u'х+ u.Y .

. \al U, ч,/ Y l/\ Ф( ,l: /' \ , l/ ,0{,/),

такиtrобразом,поltучилиуравнеIiиесраз/{еляIощимися
Ilеремснными отно-сителыrо неизвестIIой функции l.

d,l ,lл l du 
" 

n\l l r-:
чr, t' ' ,\ J ,pi,l1 rl J r

fla/lee, заменив вспомога,геJlьIlую функцию ц на се
выра)](ение чсрез х и у и найля иtrтегралы, получим общее

Т.к. параметр
прелгlоложим, что

IIо,IIучаем:

у

l
i

il

li

уравнеЕия

з]

,
l
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решение однородного диФференциального уравневия.

[lрдм!1LZ' Решить уравнение ,/ - 2[ tn / + l).

Введем 
"спомогательную 

функциюlr,

u=!; у= uц ! = u'x+ ч,
х

Отметим, что введенЕая нами функция ч всегда
положительна, т.к. в противном сл}лае теряет смысл
исходrrое дифференциальное уравнеЕие, содержащее

h ч=h !,х
Подставляем в исходflое }Фавнеяие:

л/х+l'= ll{lпr+ l); ч'х+ч=чlпч+ц ч'х=ulпц

Разделяем переменные:

du dч 1 du |а
;hu-;' Jrlnu-J *-

Интегрируя, пол5rчаем:

lп|ln4 = lnJ]+ С |пч=Сц ч=еа;

Переходя от вспомогательной функции обратно к

функции у, получаем общее решение:
у= хес,

Урапнения. пгиволяпцrеся к о4яоро пrlым
кроме 1равнений, описанных выше, существует

класс )фавнений, которые с помощью определеяных
подстановок моryт приведены к однородным.

Если опрелелитель

.]Ь
,'0.

"lr 4
то tlеременные мог),"т быть раздслень, подстановкой

х= U+rr; у- v+В:
гд" о и р - рсшения системы чрi]внений

!ах+Ьу+с=0
|.,z,r+l11+q,o

,, .]. РеIшить уравнеIlиеi
(-r 2J rЗ)dI+(2r+I l)dx 0,

llолу,Iэсм
tr 2l +]t{= 2r r +l.

1t
ф' 2] ],]].
r/-.- r 2.1,13'

Нахо/lим значенис определителя
_] _l

=Zl+I:j+(),l2
РеIлаем систему уравне]tий

J 2\ ] I u Jl 'r r -| q.

l, :,,, 0' 1\ ',а\ r 0' l.L - l'
ПримеIIяем подстановку

r= ir 1/5; у- ч+7/5,,
в исходIlое уравнение:
(l/ I/5 2}, 1,1/5,З)d,,+(2U 2/5+ у+7/5 1)d./=0i

(.ч 2qdf | (.2u l4d0=0,,

dV 2чlч 1+ylu
du 2v ч 2vlu I

ЗамеIIяем переменную

!= 7., у= uц |:lч+Цu f, ax+bl+c)
' \а,х+ Цу+ с )'

з2

Это уравнения вида

з]
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u ,| зr+Фlс 
]' |;,х+i,у+с ]

определитс,/tЬ 
i., о 

ul, 4l

подстаяовке в выражение, записанЕое выше,при
имеем: z+ t

2,t 1

Разделяем переменные:

dt 2+t 2+t 2t1 +t 2(l+a-l')
du 2t 1 21 1 2l-|
JL] | | _2, ,l, l,ju l [l _:/lJ
u 2l !-| J,, 'Jl1-|

,Ilnl ,,] rn,,l ,r,,,2'
llll / / -'lllaи

]l L'||'l r ll lrr-|: t,l,L l l]l

Ilереходим теперь к первоначальной функции у и

лерсменной х,
ч l. 1l5 5v 1

! ' J " , , \,]):, т+]/5 5\,+l

,,.] " l1l l "''.'-- r [",t] li\ ll"

(5,Y+1): +(5], 7)(5{+])-(5I 7)r =]5a,

25,t' +]0-\r l+25r:r l 5J' З5х-'7 25 }} +'70у-49 -25L-.

25х' 25х+ 25,t/ r 75 у 25 у' = 25c, + 49 - 1 + 7

дифференциального Jaравнения.

В сл}ryае если в исходном уравнении вида

то переменЕые моryт быть разделены подстановкой
ах+ bJJ= t,

ПDи!rер .4, Решить уравнение
2(х+ у)dу+(Зх+З y-l)dx= 0.

Зх+Зу 1

Ilолучаем

Jt ./l l\ l] lll ll l
.l\ J\ 2,\ ' l

Находим значение оIlрелелителя

ll } ,об0l
]2

Применяем подс,гановку
зх+]_t,= l
it' ll
,.lT ']

Ilодставляем это выраженис в исходное уравнепие:

'' r ,''1_|]. ]r/-,, о! .l. \п- bl ol -ll- )п' l/,o,
l 2/

I'азделяем персменItыеi
2' dr=,1* L6,= 1ц

-j1+9 t з ?,

tlr ' lr, '[r,,
'\ . j.]

. 55
r \,U ll ) I ^_ 

('.

Итого, аыражеяие
r:-r+.v1+31 1: -6

яв/Iяется обцим интсгралом

3,1

исходного

з5
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1lзlп|l-] _-f х (

Далее возвращаемся к первоначальной функции у и
переменной х.

2х+2у+2h|З(х+ у \|= х+ С,;

Зх+2у+2Ь 3+2h|x+ y-t|= С,;

Зх+2у+2hJх+ у-1|= С|
таким образом, мы пол}лили общий интеграл

исходного дифФеренци;йьЕого JФавнения.

ý 4. Линейпые )ryавпеппя первого порядка и
уравнеЕпя, приводящиеся к яим

плАнl
однородные

Липейцые однородпые дпФфереццпальнце
JФавнеппя

Рассмотрим методы нilхождения общего решения
линейного однородного дифференциальяого уравнения
первого порядка вида

| + Цх\у=0,
Дrя этого типа дифференциальных )равнений

разделение переменныхне представляетсложностей.
dч
_-L = -Цх)dху

tn|l =,Jллах+lп|Q;

ln|4 - [алаъ
lcl

Общее решение: ч= ce-]4na
пинейные неолнородные Лифференпиальные

уравнения
Для ивтегрирования линейных неоднородных

уравяений (QrxJ+rJ применяются в осЕовном два метода:
метод Бернулли и метод Лагранжа.

Мето4 Бернулли.
СJп,ь метода заключается в том, что искомая функция

лредставляется в виде произведеЕия двух функций
у= цч,

При этом очевидно, что

,dvdu
'dxdx

- дифференцирование ло частям.
Подставляя в исходЕое уравнецие, полJлlаем:

i Липейные
уравнения.

дифференllиальные

дифференциальные
уравЕения.

> Метод Бернулли и метод Лагранжа.

0пrе,lеJ]счие_ {ифференциальное )Фавцение
называется линейцым относительно неизвестной
функции и ее производной, если оио может быть залисано
в виде:

! + Цlу- qя,
при этом, если правая часть Qrx' равна нулю, то

такое )Фавнение называется линейным одвородным
дифференциальным )Фавнением, если лравая часть QrxJ
не равна нулю, то такое )Фавнение называется линейным
неоднородным дифференциальrrым уравнением.

Р(х) и Qk) - функции непрерьlвные на некотором
промеп{yтке

> Линейные неоднородные

а<х<Ь,

з1



Далее следует важное замечание - т.к. первоначмьнilя
функция была представлена нами в виде произведения, то
ка}(дый из сомножителей, входящих в это произведение,
может быть лроизвольным, выбранным по нашему

усмотрецию.
Например, функция /= 2l может быть представлена

как
у= |,2l;, у=2,1з у=2х,ц ит.п,

Таким образом. можно одну из составляющих
произведение ФJ,,Irкций выбрать так, что выражение

du

-+ Цлlu = О,

Таким образом, возможно полуrить функцию
u, проинтегрировав, полученное соотношение как
однородное дифференциальное уравнение по описанной
выце схеме:

Ц _ -л ",а* [du I a^la. l"|,,\- ! п пахJu J

I"lcl l"l4 !пыа* u c"l""o, (-=ltC,,

Для нахоя(дения второй неизвестной функции
у подставим поученное выражение для фу+rкции u в
исходное уравнение

dv (dч \u 1,4 lP(or|-(,{Y)dч \dx )

с Jлетом того, что выражение, стоящее в скобках,
равно нулю.

l ,d| Iл..
L'c r (t rl. ('./l (l \ld dY

,ll
Интегрируя, можем найти функцию v:

l. t1,1t= lй OJ L/\+ a' ;

(:!

Те.была получена вторая сос,гавляющая lIроизведения

у= v,

Koтoi]oe и определяет искомую функцию.
Подставляя получе]lные значения, получаем:

L, ll, \| ,1| ге) llц\),. ./t,t--i-\J)

ОкоIIчательно получаем формулу:

Сr - произвольный I(оэффициент.
Это соотноцение может считаться решеЕием

неоднородноголинейногодиффереЁциального уравнения
в обцем виде по способу Бернулли.

Метол Лагранжа.
Метод Лагранжа рецения неоднородных линейных

дифференциальных уравнений еще называют методом
вариации лроизвольной постоянной.

Вернемся к поставленной задаче:
! + Р(8у= q,8

Первый шаг данного метода состоит в отбрасывании
правой части уравнения и замене ее нулем.

У + Р(.х)у=о
Далеенаходится решение пол}лившегося однородного

дифференциального }тавнения:
tлли

у=Lf,
Для того, чтобы найти соответствующее решение

неоднородного дифференциального уравнения, будем
считать постоянную С, некоторой функцией от х.

Тогда по правилам дифференцирования

,=. I.,,",(i a,l.J"''''-,l*, r:.),

со,= JqrJ'("'^d"*
з8 з9
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произведения функций по;rучаем:

, d)- а'"''.i" ,,,,;.t"',1-ilrц:',l\./)
полставляем tlолученное соотIIошение в исходtlое

уравнение

Д{!" I"",_.,.,.,o,.1;i''"'', , 49r;1..1. I""" - <l,i
dx

а91! 
" 
I".^ ц,1.

d-\

Из этого уравнения определим ltepeMeHByro функцию

Применим получеrtную выше формулу:

||р, Q.,e-{
{ 'r " { , _)

) . ||,er' J.\ Г\, .r

, .lГ.,.. а, , " tJ,,,i, rl, lJ )

l
,f c,(J.I+ О,

ý 5. Уравнения Бернулли и Риккати

ПЛАн:
> Уравнение БерItул]tи.
i Обобщенные уравrtения Берt]улли.

Уравнение Бернулли
. Уравнепием Бернуллп называе,гся

уравнение вида
!,Py=Q f'.

где Р и Q - функции от х или постоя!lные числа, а ,? -
постоянное число, не равное 1,

Лля решения уравнения Бернулли применяк)т
подстановку

С.,(х): Iд,rа,
dС(л = (л)d dx.

ИЕтегрйруя, получаем:

Ilодс,гавляя
получаем:

" t],.n _ _a = ] 
({ \]е !rr] (.

это значение l] исходное уравнение,

, = " 
I,,,,,l ;л,,,.I'''-',л*с.J

).

таким образом, мы получили результат, полностью
совпадающий с результатом расчета по методу БерЕулли,

При выборе метода решеЕия линейньв

дифФереяциальныхуравнений слелует руководствоваться
проarйои ппr""рrрования функций, входящих в исходный
интеграл.

далее рассмотрим примеры решения различнь!х

дифферевциальных уравнений различными методами и

сравним результаты. 1
lp Mep . Решйть }тавнеLrие lJ/+y=ale*.

свачала приведем данное уравЕеяие к стандартrrому

1

у
с помощью которой, уравнение Бернулли приводится

к линейному.
Для этого разделим исходное J,равЕение Haj/.

l*|r")
40

#-,#=nвиду:

4l



обратную полстаllовку, получаемi

l illlr )
= r] _ +l'

_, 1,2]

ПроизведяПрименим подстановкy' учтя, что

z Ф |)Pz= (п _l)Q
Т.е. поJlучилось линейное уравнеItие относитеJIьно

неизвестной функции z,

РешеIIие этого уравнеItия булсм искать в виде:

, .l li.rJ а, ,l
tJ

Q= (л l)Q Ц- Ф l)l',

, Решйть уравнение ,9/+,у- i ln,Y

Разделим уравttение на ху2:

Полагаем

t/ 11_:;+_,-=lnxr ху

l,I
уу

llj+ ?:|n х 2,-z= fiХ,
хХ

Полагаем

lll]l]пдср 
'. 

Решить уравнение х!-4у= lJy.
Разделим обе части уравиени, "а "л/у.

Б;-;л, 
= -

Полагаем

,= [у z = _L у: у =zл[уz;
Z,,l y

| , , i_ __ ll, ), \zl_\/
\d\\j

IIолучилилинейноенсоднородноедифференциаJIьное
vраВнснир. Рас,'м6lруц .по,l,sет(,твуlошре ем} лиll/иIIос
одIIоролное уравllсние|

,l/ : / ,/,. 2,. d,, :h
J\ ,\ d\

"Jz ,n\
l"- :i- , ll ..2lll\,ll1. (i,

Ilo,tat аем Г-Сlv) и rrодслJвляем по,]lJ чеllltы й рп rупь1,11
IJ линейное неодноро/{ное уравнение, с уче,гом того, что:

!з=2*6ца* ; dc#) 

'
2,61д l ; Д:! 2l C y) ),

dxx)
,/q,

р=-L, Q= -ln *

, .] ,|1 
'",.J",r,..] 

,_.' ([ ,r" re' dx,'I
l, ,

,=.{I r'-{-"), z=r( Jrп"ацп9+с)

,=,1 Ц:".]
\2l

l

2х'
cQ) = |h х+ С,;

l\
2)
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Применяя обратную подстановку, получаем

окончаT,ельный ответ:

.ll,l ,\L( ",\|:,\,,)

Обобще"*ые ypaBnu""" u"onr",""
.: . ОбобцеIlным уравнением Бернулли

называе,гся уравнение
q,'(_1,).y'+ а(х)!,(],) = Ь(х)

где .,r(_у) - Ilекоторая дифференцирусмая функция,

Лелая замену
z = Е(.у)

[тогда :' = 7'(.y)_r,'), придем к линейI IoMy уравнению

z'+ rr(T),z = Ь(,т) ,

Рассмотрим уравнеIlие
t' lпу -

-+:= |

]:,{
,. , Рольфункции a/rr,f) в это м ypaBlteН ии йграеr,

фуrrкllия ln у. Полагая

z(r) = ln r(х), ;' = 
1,
,}

придем к уравненик)
z:'+-: l,
х

РепIая это уравненис, найдем

Сх
х2

!елая обратную замену, получим

Уравнеция Рикати
Опреrеrецие. Уравнение вида

у' = р(х)у2 + q(x)y + r(x) (1]
пазывается )равнением Риккати. В отличие от всех

уравнений, рассматривавшихся ранее, уравнение Риккати
не всегда интегрируется в квадратJрах. Чтобы решить его,
необходимо знатьхотя бы одно частное решение у = л(х)
этого уравнения. Тогда замена у = ),'l + z приводит это
уравнение к уравнению Беряулли. Однако, проще сразу
сделать замену

1

z f-lt
Которая сволит уравнение Риккати к линейному.

' :' ...:] Рассмотрим уравIlение

U'Iy ]l 4r jx 
v)

Лре,ьдс всегL, ltJ,.r+,Ho нlйr и частноп
l)слIсние. Заметим, что llравая часть уравI!ения является
мlIогочлеIlом второй стспени ОТ -Т и _}]. Это наволить lla
мысJlь искать частное решlение в виде

J ilx , Д

Подставив это выражение в уравнение, придем к
lrсобходимости выполнения тождества:

(lx1 + а2х2 +2аЬх + Ь1 - 2ах 2Ь = 4х1 ,2х
Приравняем kоJФфиIlидн,лы лри r, \ и,"обод,,","

,|,l,.ItLI. Попччим перпопрелрJlе!|||укl системV уравlIрI|ий

--2

ш

Сх
-+х2 Однако, легко видеть, что пара

является ее решением. Значит, 1
,мсел а -2, Ь:0
= 2_t еСТЬ ЧаСТНОе

1пу =

44 45



решение уравнения (2).

Делаем замену неизвестной функции

u=2r*l,'z

у'=2-:.,z
Подставляя этов}тавнение (4.11) и приводя подобные

слагаемые, получаем )Фавнение

2z'x '1хlL2--_ + или
zzz

Его решение имеет вид

1 c,r,z - | -.4.т т

1

Сделав обратfiую tlодстановкY z =-|
оЬurЙпr.Ъ.р^" урrЪнения [4.11): }' 2Х

1 4Се'' -1

ý 6. Уравпеппя в полных дифферецциалах.
Интегрпрующий i!пожптель

ПЛАн:
} Уравнения в полных дифференциалах
}Уравнения вида у = fOJ и х = f(yJ
>Интегрирующий множитель
}Геометрическая интерпретация решений дифФе-

репциальньжуравнений первого порядка

Уравпенпя в полных дпФференциалах
Оrределение, Дифференциальное }rравнение первого

порядка вида:
M{xJadx+ t\\цу)dу=0

называется уравнением в полных дифференциалах,
если левaш часть этого уравпения представляет собой
полньiй дифференциал некоторой Функции u= F(ц J4

Ицтегрирование такого уравнения сводится
к нахождению функций u, после чего решение легко
находится в виде:

du=0: ч= С,
Таким образом, для решения надо определить:

1] в каком слrrае левая частьуравнения представляет
собой полный дифференциал функции u;

2) как найти эту функцию.
Если дифференциальная форма М(ц i)dx+ N(ц у)ф

является полttым дифференциалом некоторой функции и,
то можно записать:

Т.е.

au ач
ах ау'

М(ц л

л(а -r)

Тогда

_,,/r .)-_ 1

'-\"-' )" z"

найдем

записав
пос,гаяIlную

у - 2х zl,T

выражепие '1С как HoByto ilроизволыrуtо
(i, выразим из лолучсllного соотношения , :

4хy=2T+ 

-
- ('J'' -I

N(,)" idydu= М(ц y)dx+

[аl'

]u,.
la,
tJ,

I
\

17
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найдем смешанные производные второго порядка,

продифференцировав первое уравнение по у, а второе - по

х:

| а"ц _амву)
I l1лJv оv!,
l О'и dlv1 r .1 .1

[аяу dх

Приравнивая левые части уравнений, полгlаем
необходимое и достаточное условие того, что лева,l

часть дифференциального уравнения является полным

дифференциалом. Это условие также называется условием
тотальЕости. aмl )q _L) аN( ! у)

ау ах

теперь рассмотрим вопрос о нахождении собственно

функции и.

Проинтегрируем равеяство

А,,
:=Мlл"л
.1х

ч= J М(Бу)dх+ С(л.

вследствие интегрирования получаем не постоянную
величину С, а некоторую функцию С[у), т,к, при

интегрировании переменная у полагается 11остоянным

параметром.
Определим фувкцию С(у).

продифференцируем пол]ленное равенство по у,

Ф= ut,,rr = ] [r, \ l |,/\+ ('lj l
0!.'',

нtц l l-!| мв лах

лроинтегрировать приведенное выше равецство, Однако,
перед интегрированием надо доказать, что функция
С(у) не зависит от х. Это условие будет вь!полнено, если
производпая этой функции по х равна нулю,

_llil, l|л,rJl i |иrr,,-ir,-1 ,

'L ,J'
Подставляя этот резуль,l,аl,ts выра)кение для фуllкции

а, получаем:

Откуда получаем:

функtlии С(у) ltеобхолимо

4lt

t.,"t.' u"!lД_j* 
i ! м,, уа^ ё\t * ll 

fl.,,f Ir,""*)
aц]]l ам(,(, 

= 0,

Теперь опрсделяем функцию С[у]i

, [и,'.,,,,, I r,,.,;, :.,n'.r,,,|r, ,,
l)

'I'ol да общий интеграл исхолногодифференциального
уравнения будет иметь вид:

,l
Iv1l t;al Гl u,,,,, м\\ \)d\kt, I' ,L ,J 

l

Слсду.т отмеl,игь, что при рршснии уравнрний в
ttсtлпых дифференциоrах не обязатсльно использовать
поJlученItую формулу, Решение может получиться более
l{l)мlIактным, если просто сJlедовать методу, которым
rllормула была получена.

i : ]],-. ,1. РепI ить ypaBHeI tие

(] r: +]OIj],).ll+(5.Yr ])d_l,=0

Проверим ус;rовие тотальности:
аМ(д _l) a(] x] + l0,Y]) 

](){,) ,)
аN(д]) a(5.r: ]) l0,Для нахождения Jr

49
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Условйе,гота]lьности выlIолняется, с,/Iедователыlо,

исходное дифференциальное уравнение является

уравненйем в поJlных лифференциалах,
Определим функцию tl,

ч = ! м( х. у\ dх+ С| у) =I(]; + 10rl)dx+'1r) -,l r 5l J,+'1/)l

1-5r +'1_rj= N(х_y)-5i l;
(jу

.:(r)--r] с(r= j( \,1у= yl С1

И,гого, u= j +5,iy _ч+ С,.
интсграл исходttого

исключив из этой системы параметр р, получим

обций интеграл и не в параметрической форме,

,Щля дифференциаЛыlого уравнениЯ ВИЛа х=fO'J

с помоUlью той же самой подстаIIовки и аtIалогичных

рассрклений получасм результатi
, l ,,t', г,Jг l

] J,
].,= ,lnl

Интегр рующий множитель
. Функция М (,т,у)+ 0, после

чмllоления на Ko1орчю, чр,rвнение виJJ l(',1 l llр"вIrаца,,гся

,, yp,,",,""n" ts по,lны\ лиф,t"рсIlljиа,tа\, на,lыв,1,1сq

,,,,l."aрrруоц"I'l 
"rожиT,елем 

для э,гого уравIIения,
Ес,llи функциИ Mý.r) " Ný.1,) Непрерывtrы._и

имеют непрерывные чаiтrrыс лроизводпыс, отJlичные

u,, ,,уr" пдпо"р"*"нно, то интегрируrошlий множите;tь

су,цествует, Олнако нет общего мстола лля его нахождения,

Приведем одиIr из них,
Всли известно, что 7l = л(аl). глс р = 

",1,, 
_},) -известпая

дифференцйруемая функция, то иttтегрируtощии

,ro*'ri"ro ll удовлетворяет дифференциальному
vl),lвнению 

d, , , tl il/\_ м_1_ . 1_,J,, r1,)

l ,, :t ),la
. . Реtfiить ураввеIIие

('_1'' зr').л+(l-зir")Ф=0.
Поло)ким

M(x,r) = r]' N(.rf,),)=l_з.9"_

\" !+*-,

Находим общий
лифференциалыtого уравнеItия:

и=.t' t 5_r'y ]+q='_-:l
\ l<\J l I

решение ура8нений, не содержащйх в одпом случае

аргументах,а влругом фуIlкIlийу,ищемL]параметрическои
формс, !Iринимая за параме'l.р производttуIо нсизвесl,нои

функции,
f-p-

/(ля ураLrнения первого типа tlолучаем:

,l /i /ll: ,, ,,,"'!,

Делая замену, получасм:
,h)

г= r'( р\-|
В результате этих преобразований имеем

дифференtlиа.ltьное уравнение с разлеляющимися
переменIlыми,

6-!!!ц, ,=|!!)dp 1с
|1 'р

Общий
представляется

интеграл в параметрической
системой уравнений:

Тогда д^,| r]N'! 2rr 9l: ] _ -l]
цdI

5l
50
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llодставим полученные выражения в [6,З), получим

1tt з,, t"l.t,, t1 |-2J!/' {2,1 L,, lir (2)
l ',', ' Jl ),l,"

Прuдпоrоп,"*, что rr=-T, тогда [2.) преобразуется в

выражении вида

-, ,,1tt(ll i,l )l .{,l l, 1g)lЛ 1:" ,,,,)i,,

Ja 2v(, ]tJ,
7-\'

р 1 Зху-

Замечаем, что функция а] нс моя(ет зависеть
To'lbhU о'г Y, по.ьоlьку в по.']едне\4 выра/}'снии в лраВой
части функция, зависящая от ]r и }, Испы1,аем теперь
множи,гель .1, = ,}.

Подс'lавим в [2), получим

, ,, ,,, l/f {r\, ol ).,,' 'Jr
d11 2у(t-]у) ,
L=_ау,

д ,'(jr-], )

Тогда

! зrr+оlr ).
)

(*-r,",t,l),=c,

-Зх+ ср'(|) = \ Зх,

,,,'(,) | "1,1 [J'. 
_1 ,

, ,J 
J

Полс,l,ав]lяя значенис qr(1,)B /;'(r,_r), полу.Iаем общее

решение йсхолного уравнеlIия

1 (]..у) = j л:.ft = J(r ],r),/rr =

Поскольку

то получаем

2у =с.

rlu 1L= -Lly,lly
ln7l= 2ln y,

ll-f
- иятегрирующий множитель,
Домножаем исхолное уравнение

уравнение в полных дифференциа;tах

t,. зу}а+[1-з,]ау= о.
\у, )

. l d,1/ ,]л,
Д(т,l)=- JY -э,л = _ч-4

З:iже.ritt!ие. Если выражение *+ зависит
от переменной х, то интегрирующий мно.китель
вычислить следующим образом

r '' ";,
|!= (:е) ""

a'/ 1-1n

а'
Если выражеllие 1' ' зависит только от переменной

у, то интегрирующий множитель можIIо L]ычисJiить
сrtсдующим образом

i]] .l,

I'еометрическая интерпретация
лифф€ренциалыtых уравнений первого поря4ка.

1gа --т э

у
получаем

только
можно

М (х,у): х-Зу,

Пусть
дJ =+-з"

у{(т,у)=х Зу,

решен и й

-|



у которых направление касателыIых в l{аждои To,ike
совпадает с полем напраsJIений-

.. ,/lинии равного наклона в поле
Ilаправлений называю,l,ся изоклиIlами,

Как 1ске говорилось выше, линия S. которм
задается функцией, являющейся каким-лйбо решением
дифференциа л ьного 1равн ения, называется и нтеграл ьной
кривоЙ уравнения ! = f(ц у).

Производная J' является угловым коэффициентом
касательной к интегральной кривой.

В любой точке A(>qy] интегральЕой кривой этот

угловой коэффициент касательноЙ может быть наЙден

еще до решеrrия дифференциального уравнения.
т.к. касател ьная указы ваетна п ра влен ие интегра льной

кривой еще до ее непосредственЕого построения, то при

условии fiепрерывности функции f[x, у) и непрерывного
перемещения точки А можно наглядно изобразить поле
направлений кривы& которые пол)даются в результате
интегрирования дифференциального уравнения, т.е.

представляют собой его общее решевие.
!] пl]сд!*1е!!!, М н ожество ка сател ьн ы х в какдо й точ ке

рассматриваемой области называется полем направлений.
сучетом сказанrtого выше можно привести следующее

геометрическое истолкование дифференциального
уравнения:

1) Задать диффереЕциальное уравнение первого
порядка - это значит задать поле направлений.

2) Решить или проинтегрировать дифференциальЕое
уравнение - это звачит найти всевозможяые кривые,

ý 7. Уравнения, неразрешенные относительно
производной

ПЛАн:
iНерешснные уравнения первого поря/lка о,гно-

сительно производной
, Неполllые уравнения

,] Лифференциальное уравнеIIие 1-го
llогядhп, рJJрешеннпс огlIL,си,l,е,Iьно п|lпиJводllой, -

уравненис, которое можно записать в l]иде

_},'= ,/(].,J).
В общем случае дифференциальное ураL]нение l]-го

Ilорядка имеет вид:
Г(1,1,1') - 6,

Вс,/Iи из уравltеllия Д(,т,1,.-r,-') = 0
llе./lьзя выразить у', то уравIlение называ

ЮТ НС Ра]РеШеННЫМ ОТlIО''ИТеJlЬНО llРОИ lВПДНОЙ,

Рассмотрим некоторые час,l,нь'е случаи таких

уравнсний.
Уравнения,

IlсодIIозначно
Пус,гь

F(x,r.r') = 0.
Tal(oвa, что его можно разрешить относительно I'

llсолllозначною
Тогда уравнение F'(r,,y,_t,') = 0. эквивалентно к

l}.lJ]lичIIым уравнениям

разрешаемые относительно у'

у' = J',Q,у), у':.f,(x,у), r'=.4(.,.,ll..., у'=1,о,у) (1]

ll

-|



Предположим, что для каждого из уравнепий [1)
rrайден общий интеграл:

Ф,(х,у,С) = 0, Фr(Jr,у,с) - 0, ... , Фо(х,У,С) = 0, 
Q)

Совокупность общихинтегралов (2] называетсяобщим
,nru"p"rro, уравненияб разрешаемого относительно ll
Ееоднозначно.

замечанrля,
1)Совокупность (2J можно запйсать в виде

Ф,(х, у,С),Ф,(х,у, С), ... ,Фо(;r,у,С) = 0,

2)Если уравнение F(r,y,y') = а разрешаеться
относитель!lо J'' неоднозrrачно, то через каждую точку
Мп{хо.д) области, в которой рассматривается уравнение,
будет проходить в общем слгlае ^ интегральных кривых,

Однако условие единственности для этой точки будет

считаться нарушенным только в том сллае, когда хотя бы

две кривые в точке Мо
Буд}т иметь общую касательную.
1-1_1].ij_l4 E-?1 Найти общий интеграл уравнения

(у)'-4х'-0,
Найти решевие, удовлетворяющее условию

a)y(l) = 1, б) ,},(0) = ()

Неполные JФавнепия
l )Уравнения, содержащее только производную
Пусть 5равнение имеет вид F(у'), 0.
корни этого уравнения не зависят от 

'и у, то есть

у' является константой.
Пусть _|, L

удовлетворяет уравнению Л(2') = 0.
Тогда" у'-4х!(,

]) общий интеграл уравнения будеть имсть вид

/. t]]l|, ,0,
\{,/

2)Уравнения, не содержащие искомой функции

Пусть уравнсние имеет вид
Л(.т.у') = 0, tЗJ

Возможны 2 случая:
а) [З) разрешимо относительно l' Ilео,,lнозначIlо см,

lIyHKT 1;

Ь) [З) нерlзрешимо относитеJlьно l', tto допускает
l]араметрическос прелставле,lие, 1,о есть может быть
:laMelleнo /lвумя ура!]нениями виllа х=Q(Г), yl=y/(.t),

Тогла решсния уравнспия [З) могут бьггь найдеllы Lr

Ilараметрическом виле,
имсемi

,]tl" :' >,/r r'Jr.
,,/r

х = qo(t) :> dx=cp'.dt-

.э ф =|/(.l\ а' .dt.

г
> "r '|r,rl1 

,l,'(t\dt ,с

Замечапия.
1)ОбIций ин,Iеграл уравнсвия (З] получается

ll(,клк)чением параметра l из системы [4J [ссли э,l,о

rrrl:tMoжHo).
2)Если уравнение [З) можно разрешить о]'носите/Iьно

ti,,t,tt ссl,ь:Jаписать в виле _т = a/r( у'),то в качестве парамеT,рil

5,1

Таким образом, интегральные кривые уравнения [З)
имеют параметрические уравнения:

Ix=.p\l),

|l - !v" l,,l',,,la,-c, 
(4]

vC
х
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удобно брать l = _у',
Тогда

х = Ф(у) = aQ). у'= t -y/(l),
Подставляя в [4J, получаем:

[у: p1l1,
]

l u [r ,r'rlrй , с.lJ
З)УравIlсIlия,неспдпр)+\ащие llеJJвисимоЙ пере,,арнноЙ
IlycTb уравнение имеет вил

Л(у._l,) = 0 (5]
I]озможIIы 2 случая:
с) [5J разреши м о относительяо _!' неоднозначно - см.

пункт 1;

d]
допускает параметрическое представление, то есть может
быть заменено двумя уравнениями вида

y:E(t), у'=ц/(t).
Тогда решения уравнения (5) могут быть найдены в

параметрическом виде.
Имеем:

" 
= ['Р'('\ ,1, t t,,

' ,1,(.t)

у - (p(t).

замечания.
1)Общий интеграл уравнения (5) полr{ается

исключением параметра l из системы (6] (если это
возможно).

2)Если уравrrеЕие (5J можно разрешить отЕосительно
/, то есть записать в виде у=Е(у), то в качестве
параметра удобно брать l = l'.

Тогда" х=Q|у'| tp(t\- y'=t -y(t).
Подставляя в (20), получаем:

(6.]

[5) IIеразреIIIимо относительно ';L,', но

у =.P(.t) -, dу = q'- dt,

d),=f.аr,I
> ..э ах =

ч' : цJlll l у'

,P'(t\

y/(l)

,., 1. 1 Найти рсшеtlие дифференциаJlьного
yl' lllнения l ! с HJ'la lbH|,|M yl лоВием y[l] р,

-ll]
Это уравнениЬ 

'может быть привелено к виl(у

уl)itвнения с разлеляюIцимися переменными с Ilомоlllью
:lilмены переменных.

обозначим:

,"[;)= 
"

у= хе'; | = xu е' + е":

Уравнение принимает вид:
жt'е"+еu=е'ц хtl+l=ц xi=

ПолJлIили }?авнение с разделяющимися

l г,l,'lt'l -,
]T=| 

] : d/+(.

1, = n,,,

.dч dуv'== => aL:t=L' dT т'

dy у _ _,,

г,о'(l \
|" :J t-
'q,(r)

Таким образом, интегральltые кривые уравнения [5)
имеют параметрические уравнения:

dx

llсl)сменнымй



l С( х|+ хс(х) = с(х)х 1оц

л lл,rr( (хr_ lпд { (х]- - , ;rl ,t, 1

.lnr IU-lпл d.-7il г ln, . drl lпJ l-J l о' 1, а" l i -L-;-] ;]-т' , ''ldr= i l=- il -t \ xJ

у= ec(xJx = y'nx+l+cx = хес"*|;

llL l!, lп|r1-1=rrr]!+iпr;

Сделасм обратную заменуl

сл= t,,1l1-1, l,Il'J= ()+l;t\' r'
Общее решение: r= .rc'a ;

ч-l = Сц

1a(ln 1) 1.iл_l l,, ] ];'

!ч
е'=ц -=Iпц ! =|nu+4;

.1, =у_

С учетом начального условия у(1] = е:

е= е"',, С=0;
Частное решение: Jи= ед
Rторой способ решения.

xr - уh!;
-\,I/ = _f]п r _r]л ,t

lyt''lrr , 'lt,t

Получи,ltилинейtlоенеоднородноедифференциаJrьное
уравнение, Соответствующее олноролное:

f -!1n у= о:

dy dx
у =-lnу .-=-;х уlпу л

In|lnr=h|,1+ln4 lпу=

Получаем общее решение: ], ,те'-' l

i.] ]. ,. ]. Решить дифференциальное уравнение
, с IlачальI|ым условием у[1)=0.

,l*", I=6

В этом уравнснии также удобtIо примеIIить замену
11еременных.

у= хlп t,

l.=ll
l] г! lпt] - lll.'r

l(елаем обратную подстановку:

hсд
J

Решение исходного уравнения ищем в виде:

J,= с''')';
Тогда

_l = c' 
l']'(r:(r,)r r a(.9).

подставим llолучеtlные резуJIьтаты в исходltое

уравнение:

хе.(!,(с(х)х+.(;r)) = 
"no" 

ln ";

60

Общее решеrrие:

С учетом начального условия у[1] =

0 - lп(lп al; С= е

6]
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Частное решепие: у = -;rln(lne,);
Второй способ решения,

y'+e'_1=U

Замена перемеввой:

u=!; у=цц |=u'х+цх
u'x+a+e' u=0

ix+ е' =0
du

dx
dx

-е'dч=-х
ldx

- le"ou= l-|
,'=1n1-{+Inc я" = tn|c,,|;

-/,= lп(hlс-{); l' = -ln(hlc,{);

Общее решение: / = -.{In(ln c]t);

ý 8. Общпй метод Dведепи,l парамецrа, уравнеция
лаграцжа и Клеро. метод введения парамецв,

п.лАц:
> Общий метод введения параметра,
> Уравнения Лагранжа и Клеро,
> Метод введевия параметра,

Общий метOд ввеления параметра
Пусть }тавнение F(х.ч,у')_0можяо разрешить

относительно у, т.е. залисать в виде

(1)

(2l
Взяв полныйдиффереriциаJl о,г обеих частей равенства

(2) и заменив rf на prlr [из (1]], получим уравнение
Itида

,t/ (r.2)r/T l N(x,2)dp = ау.
Er ли р"шенис )того чгавнрllия нJйлено в виде

t-z2(2), то восIlоJlьзовавшись равеIIством [2l, получим

lt1,1llнllин и( Iолнtlго vравнрния в параме,l рической lJпи,'и:

l , =,D( "\
] u i (л{ l,). r).

Уравнение вида :r - l (".r') реuIаются тем
х{с метолом,

| , ] . РешIить уравнение ]] I]]' + Jr': = 0_

Ланное уравIIепие разрепIимо относитеJlьно _l. :

y:j.I'-},'. (З)

Полагая _l'= lr. выражеIIие [З] перепишется в виl(е

у= хр- р'. (4]

l |родифференцируем обе части равсIIства (4l, приняв
ll{) Ilнимание, что

dy = pdr.
Ilолучим

,h ?|Lt + r.lP 2Pd?.> p.rx = р.t\+х.01,2гф.)(х 2P]..l1=\l.

t= l (х,у').
IJведя параметр

получим
u: /(r.2).
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Последпее уравнение дает решения
х=2р ч р =С,

Подставляя полученЕые решеЕия в (4) полгlаем

решения исходного уравнения:

6) р =С => у =Сх_С',

r ",),общре решение lу-+ l(, (r -(' ) ,0,

\ +,/

ПDri,l0р 2. Решить уравнение у' х + у'З = 0,

Данное уравнение разрешимо относительно х:

Полагая

Уравнения Лаграня{а и Клеро
()пI)сlелеl1ие. Уравнением Лагранжа называется

дифференциальное уравнение, линеЙное относительно х

и у, коэФфициеrrты которого являются функциями оту'.
ЦЛх+ q|)y+ RЛ=0

Для нахоя(дения общего решение применяется
подстановка р =у'.

р(|)
q-4'

!ифференцируя это уравнение,с
l/l,= рdх,11ОЛУЧаеМ:

plx || pJ\ l xf(p)dp+.|'(p)dp
Если репIение этого [линейного относительно х]

ура8нения есть r= /'(р,() то общее решеfiие уравнения
JIill,paHжa может быть записано в видеi

I 
х = l.'| 11, С')

lr=,4р), Q(р) - /'(р. О l(/,) +9(p)

Уравненисм KJiepo называется
уравнсние первой степени [r,.e. линейное] относите/Iьно
(l)ункции и аргумента вила:

у= у + а(,/)
Вообще говоря, уравненис I{леро явJ]яе,гся частным

с]lучаем уравнения Лагрilнжа,
С учетом замеllы f = р, ура внение приIIи мает в ил:

у= xfl.D+9(,P), f(p) =

у= )р+ q(p).

,lo do
р= р+ r1+Ф (л.) ;

l1x ll\

ПролифференципоLjJв обе ,tа(,ти пог,lрдltрго

выра,iения и зампIlяя 11' на ,А 
_ 

полу,tllом

р

,t\ ,ll ]) , ll l > Jr ,//, _\], Jl, ,'|| Jp , t1"l1, ,
l,

,,',-'г',,
l, (r 'г\lр,у', 1

'l'аким образом, имеем о6 (ее реulеIlие в

ларамстрической форме

. *lr'*C.
4

64

. Rl /)9(р) а;
учетом того, что

получаем

1

у= 2р

:J1,o уравнение имест два
dp = \) или

[} пер8ом сJlучае:

[х+9'{ рl]Фо = о,,

65

возможных решения:
х+а'(р) = 0.
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/= сх+q(с)
Видно, что общий ивтеграл уравнения Клеро

представляет собоЙ семеЙство прямых линиЙ,

Во втором случае решевие в параметрической форме
выражается системой уравнений:

( у= xp+qlpl
{

Ix+q'rp) = 0

исключая параметр р, получаем второе решение F(х,

у) - 0. Это решение не содержит произвольной постоянной

и не получено из общего решения, следовательно, не

является частным решением.
Это решение будет являться особым интеграJlом,

далее рассмотрим примеры решеЕия различных
типов дифференцимьяьж уравнений первого порядка,

пример З, Решитьуравнениесзаданными начальными

условиями.

a(l){+ (--(х) a(х) = х+ l

х','( r) , ,r + l

l ' 
']ол, ,,.-1 \] \: .? \) J[ \l

C(,v) = ,1,11n,* 6,,

Итого, обIцее репIение:
I= (r+ lnx+ О,

С учетом начального условия _(l) = () опредсляем
rlrrстоявный коэффициент С,

0-I+lпI+a; ('= l.
0кончательно получаем:

-1 r'rtl, r l,

Лlя проверки подстJвиl\4 по,lу,lанный р.'rу,lLтат в
исхолнос дифференциальное уравнснис:

Zr+ lп.y+ x ] l .y |пх+]=х+];
Всрно.
lIиже пок,l laH грJфик интегра,ll,нпй ьривой

уравlIеIIия,

, , Найти общий иIlтеграл уравнения
( t' l)dr+ J(f l)dJ.=().

:]то уравнение с разлеляюltiимися переменными,

у I=x+l; n])=0.

это лиrrейное неоднородное дифференциальное

уравнение первого порядка.
решим соответствующееему однородное уравнение,

lп/= lnx+ln С

у= сБ

для неоднородного уравнения общее решение имеет

вид:
у= С(х)ц

Дифференцируя, flолгrаем: У = c(x)xt c(-r)

Для нахо)кдения функции С[х) подставляем

пол}пенное значение в исходное дифференциальное

!Фавнение:

vtdlyфdx
J ' -,о| У ,'-| -' 

--; j 
-:d\\,)Y

l
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] ; -l
г ld)l-,.." J -|

усJlоllиям.
/cosx= (I+ l)sin { _l(0)=0.

Э,го уравнение с раздсляющимися переменными.

r./ sin х dч' 4 t,/r
)+] (t,\ \ _)]]

ГL [а,-',, 11] l ll1.o.,{ ll)(]J r+] J --rnla+rlcos.! 
= rn С (/+l)cosr=.-;

Общсс решение имеет вил:

у-С t,

L_

Общйй интеграл имеет вид:

G -\u} -,I\ = с,
построим интегрмьные кривые дифференциального

уравнения при различных зЕачениях С,

/// \:
/:/Z 1, -'---

/,N
/--;

)

)
__-,/

ý\ri
a,,

0,5 С=2

\\

,'" \

С = 0,02

ь|; r|+ и|l -l]= ь с

Найдем частпое решение
условии у[0) = 0. л()= -l:

]

0конча,геrlьно получасм:

при заданном начальвом

a,= l,
l

I

cos х
-, l..]. Решиl,ь прелыдущий пример другим

(]llособом.

Дейст8ите,льно, уравнсние ,r/cos х= (J/+ l)sin,{
\4Uлст быть ра(смогрено каь lинейноё lleUлHopollHoe
/(ифферснциальное уравнение,

y'cos r ,rcin х= sin r
Р{,шим соответстsук,шее емчлинсйное одltорLlJное

чравнпние, 
,ll

t'.ns \ ,]\in \ П: l .u, \ .',;l' \' ' /l \/L

l'1' ll.rd,r lra lrr J lnc.,.r] ,llrl; ].о.\.]
(-

у=
cos -Y

Решепие неолноролного уравнеrrия буле]' иметь вид:
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Тогда

Подставляя в исходное уравне!rие, полJгIаем:

[d(.T)cos x+ a](iSnl х] соSх_gr.,ц

.'( \)c'"'=sin.rco\ ! 
'(!= 

..' 'Jп r$I

l =, Jt ="",n l

=."'Jлl,"'''

и,lюго
.\,) с l. ,lnY е

]=ýlп\-l+(с i

llровррим пUлчченнос общеп решпI!ир лолстановкой

rrr ходное лиФферсrrциальное уравнение,
,,, \,aJ l \." \,ii, ""\ ,i \,,\

Найдем частlrое решение при у[0) = 0,

0 = sin0 ] r Се'; 
'-'=1,

_r/ 
_ ('(x)c('s ]j q('siп.r

cos'х
(!9!9Ц 

= .;,, ,. .э = sin д С(х) = ISi]l -Y./x= cos х+ (-:

y=-L-l;

условия у[()] = 0 получаем

итого - cos r+ a]
у= 

-:

cos х
С уче'гом начального

l
l:

как видно результаты, l]олученные при решении

данного дифференllиаJIьного уравнения раз/lичIIыми
.лU( обами..овll lлаlо'г,

при ре!пеItия диффсренциальных уравIlений Ьываеr,

возможно выбирать метод реIUсltия, исхоля из слоI(ности

l,репбра,пвJний, I

Рaшить уравнени(' .I ,! гп( \ 
) 
\lll , \ ,

нJч,lлLllым условием vl0) ,0.

Это,линейное неодноролнос Уравltение, l]сшиI,j

соответстLrующее ему однородIlое уравнение,
dI

r', rсо,r 0. "' .о ,,-t. l,J ,ill,\ {:

/= J", . e']; }-aъ'"';
Для Jlинсйяого неоднородt]ого уравпения общее

рсшение булет иметь вид;

у_ ((r]е'"';
Для оlIредеJlения функции С[х] найлем Ilроизt]одную

функции у и подставим ес в исходное дифференциальное

Оковча'гельно I-sinx+e ''' 1,

Ilайти решение лифференциалыlого
уl)а8llсIlия

2()х{]х Зldу=Зit]lly 5i d\
( llaltaJlb[lыM ус,/]овием у(1] = 1,

:J,Io уравнеllие может быть преобразовано

и lIрслс,гавJlено как уравttение с разлеленными
IIеременпыми,

20х зr| =з},| 5iI r_r/(l+l)=5-(l+a);

./ ].у 5\ lla,= llz,,
'lla ?+I' )}lа' t+l

Ij\o,=tji'
2bcl *о=lц_? *rl*bq

[верно]

уравfiение.

(r] +а), = с,(.; +D. | +а= с

l=qlll)]-ai

]=!.] ? l l)'-a,
С учетом начальtlого условия:_/ - a](,I). '"' r--(,!)e '"" oos .t

a(,r)c '"'cosx+ a(x)e "'cosr=sitr tcosx czi +=./с"б 4. l=2.V4 4

,lo
,71

5 = 2СGi 125 = 8i,4] С



nou}re+_g. Решить диффере н циа л ьное уравнение
d + у= х+1, с начальным условием у(1] = 0.

Это линейное неоднородное5равнение.
Решим соответствующее емуоднородноеуравнение.

окончательно у=

"!+у=0;

Решение неоднородного уравнения булет иметь вид:

a'( \)
l

t
lIодставим в исхолное уравIiение:

с(х),Y a{х) a'(х)х,+ С(х)х
= .r+1; a-(.т) = х+ l;

(I Y)= + Y+a:
)

Обцее решеrrие будет иметь вид:

Yaч: +l+ ;,2
С учетом начального условия у[1] = 0:

l ]IABA 2. диФФврЕнциАльныЕ урАвнЕния высших
порядков

ý 9. ДифФерецциальные уравпения высших порядков

пЛАн:

' /lифференциалы{ые уравнения высших порялков,
; Уравнения, допускаюU{ие понижение порядка,
i УРавIIеIJия вида yl"l = f[x],

ДиФФеренциальные уравнения высших порядков
ЛиФфереIlциаJIьным уравIlеI{ием

порялка п называется уравЕеяие вилili
F(х. у,,l,.,.. |" ) = l.)

В некоторых с]lучаях это уравItение можllо разрешить
относитеJIыIоуi']|

,l.,,,,= (д,l,,.l./.,.,. _l. '),
так же как и уравнен ие первого порядка, уравIlсния

высших порялков имеют бесконечное количество
решсний.

. РеIllеIIие ]r= Q(.r) удо влетворя е1.
Illllа,lьIlым чс1овия м , есJlи

\ J,,.li,,,J' '

tplr;) l,. a'(.r,) _/,. ,,,, 9""1{,) _,l" '',
. Нахождсние решения уравtlения

л( .ч .t i _l',. ,., ,"') ) = 0,
удовлетворяюлlего начальным условиям

\._l1,._(,,,,._4" ], наЗЫВается репJеfiиеМзадачи Коши,

, ['I'eopeмa о необходимых и llостаточ ных
ус/Iовияхсуществования решения задачи Коши).

I]слифуliкция[л 7) й nepe\eHllblx Buaa l\\.ч.f ....))" 1)

tl ttекоторой облас],и D {п-1) -церно2о 11роспlранс]пва
llCl)PepblBпa u uM ееп1 НеПРеР1,1ВН bLe ЧаСПtньlе проuзвоОньlе 11o

l, _v' .-.., t}" 11 

, mо каково бьl не бьLла mочка (,ч,, и. _u],..... _rl'' ''

7]

5' 2rт'

,[+),

]+t+c
2

Частное решение: _Y ]r=__-+l,- 2 2х
,72
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l в Jmой обласпu, сущесmвуеm еdчнсmвенное реlденuе
', ]-,r 

", 
uo"u""n"" i"'- п*у.!"",|*'\|,опреOеленноzо

Ь 
""no,nopo, 

uнmервале, соdеркаlцел !o"ny,._r,ro
уdовлеmворяюlцее ночQльньU| условuял \, уа, Уо"", У"- 

Ли66еDенциальные уравнения высших порядков,

р"*"""" 
' 
*Ьrоро,* может быть найдено аналитически,

"o*no 
рu"д"rrrrо *,а несколько основных типов,

рассмотрим подробяее методы нахождения решеяии

этих)ryавЁепий.

Уравпения, доIryскающие понижение порядка

Ъоr"*"п"" порядка дифФеренциального

урr"*r*"" ] оarочrой меiод решения уравнений высших
'nbl"o*or. Этот метод дает возможпость сравнительяо

п""*о'rrч*одrrо р"IlIение, однако, он приме}tим далеко не

*о 
"a"" 

ypaurr"n""M. Рассмотрим слJлаи, когда возможно

понижение порядка,

,= 1(};,- c"-..J= Lё, +Lс,} + с,х+ с.;

1it

l

L_

Уравнеlrия вида у(") = f(x)

Ec/lrl f(x) - функция Еепрерывная

промея(утке а < х < Ь, то решение может

последовательttым интегрированием,

Ilримеl]'
условиями

, iал[а\-, I lt r;r/r , -: ,- с . - (
' J-'J-- J tл l,: l/, ])'

Подставим tlачальные условия:

Получаем частное решение [решение задачи Коши):

l ,. | , 5 7v--е''--х:- )|l-8448
Ниже показана интегральная кривalя данного

дифференциального JФавнения.

Уравнения, не содержащие явно искомой функции и
ее пройзволных до порядка k - l вкltк]rIитсльно

Это уравнения вида:
Л(х, y'{]./l,Lr._ 

. _},r,|) = 0.
I] уравнеItиях такоfо типа возможIlо IIонйжение

Il()рядка на /< едипиц, Лля этого производят замену
Ilсременной:

|" . |uu =.1: .. |А = 2*л
'l'огла получаем:

г(х. Z 2,...,l" |)) 
= ().

'lЪперьдопустим,чтоlrолученноедиффереttциальное

ч|,,lIl||рнир пппи нтсгрированt, и соIJокчп нпстL рго решёнии

ll]l= +c'.. l= +a 0= +a]l842
l5,7f]= a.=_ rl=-:)18

на некотором
быть вайдево

|*О =I flx)dx+C,|

Y*"l = !\! <xlax+ С,\ах+ с, = l ах[ rtiа,+ С,х+ С,;

l=!(\e"-c,)ar=
,74

Решить уравнение J/-e'! с начальвыми

х0= 0; уо= 1;

!" = -\i =0,

, ] ._ -./=.Je''dT+q = е''+с:

Lё' + с,"+ с,;
4 ,75



выDажается соотношением:
z_ ч(/( С. С""" 

', 
l )

Делая обратную подстановку, имеем:

|^' - \у(х Cl.a__..,. C"l)
Интегрируi полrlенЕое соотношение

пп.rеловаiельно k раз, по,цлаем окончательный ответ:
" 

у= ,р( х С.С. ..С") _ /
ПпиllеL). Найти общее решение уравнения у,;

Применяем подстановку

u,-d! ,J! dy

+, Ч', ;r-l.i) и т,д.
исходное

- .]|, .j

?dzzdz
хllхлz

lп,,] 'nrl t,, r

ПJrои:]веля обр]тнчю laMeнy, пол\ чаl,м:

t" . \, l ,| 
, ,r.tr , 

t r'

+ Сrх+ Cзi

Общее решение исходного дифференциальвого

уравнения:
у- Cl r Czx, С,l

отметrм, что это соотношение является решеfiием

дrr' ua"* 
"rn"r"n"x 

переменной х кроме зпаченйя х =0,

Уравнения, не солержащllе яЕно пезаЕиспмой
перемеЕнои

Это )Фавнения вида
F\y, у "". |" | --0,

Порядок таких ]Фавнений может быть понижея Еа

"дr"rцу. 
rrо"ощо. iiмены переменвых f = р,

.{;
dx гdz cdx
;, l 

"=!;,

/ =.q,

tr ,Ч-, ,, =",t,4 )

,=!(|l -,,)*=9,1

Подставляя эти значения в

дифференциальное уравнение, полJдаем:

-( dг d р'\Г1;.r.: .,,' 0

Если это iu"""",,n" 
' 

njou*r".ououu"ro, n

,ДJ д{ ,/ .,,.{ J i)- совOкvпность.гореUlений,тод,lя

рсшеI{ия ланного дифференциалыlого ураанения остается

реши,гь уравнеIIие перl]ого порядкаi
4\ у, )|, (:,, С,.-, (.-,, \ - 0.

Найl и общее реrпенис уравнения
yf ( l/)' 4yl1 0-

Замена псременItой:

р= !|

lэ *Ч t,' - l.rl = О:

"Ф , ly= О;

11 ,|у

Для решения пол}ленного дифференциального
уравнения произведем замену переменной:

р

у

dy'

!*,=^l!, л=аIп|r+аtnq; л=4l"|qr;

р= 4 yln|C|||

,7,7

Ф = а1!.dyy

au = ц!;
у

,=чл-li !=!,"
,76
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С учетом того, что

получаем:

!_ o,tnlc. -! , ta*
J а уlл|с,1! J

,' 14ДЦ'-1.1п|Iп|сr| с:aJ lл]q'
Общий ивтеграл имеет вид:

ь |п |q;||= +,.+ с
2) р=0; | =0; у= С

Таким образом, полJлили два общих решеция.

ý 1О. Липейные диФферепциальные уравнения
высшцх порядков

ПЛАН:
> ОпределеЕие.
>Линейные однородньiе дифференциальные

уравнения с произволь-ными коэффициентами.
}Общее решение линейного однородного

дифФеренциальногоуравнеЕия второго порядка.
>ЛиЕейные однородные дифференциальные

уравнения с лостоянными коэффициентами.

Определение
..]']',,'' JIинейныМ дифференциа,ltьным

уравнением п-го порядка называется л!обое уравненис
первой степеIlи относите,/Iьно функции у и ее производных

!, !,___, |") вида:

pa)l") + р|)1" 
1' + h}/''' + -.-+ р. ,! + р,,1, l\,il.

глер/р],,,,,р,,,фуIIкцииотхилиllостояItныевеличины,

причем pr l0.
Левую часть этого уравнения обозначим l(yJ.

ро|"' * p,.l' ') * p..l'z) +..,+ р*,1/ + р"у= l\y1;
0гl}еле/lенr:е. Если f(x) = 0, то wавнение L(y) = 0

называется линейным однородным уравнением] если
f(x) l 0, то )Фавнение L0 = r@ называется линейным
пеоднородным уравнением, если все коэффициецты pd
Pl Pz -.Pn - постоянные числа, то уравнение L(y) = f(x)
называется линейIlым дифференциальным уравIlением
высшего порядка с постоянными коэФфициентами.

Отметим одио Bil]KHoe свойство линейных
уравнений высrцих порядков, которое отличает их от
нелинейньш. Для нелинейньц 54lавнеяий частный
интеграл наlходится из общего, адля линейных - наоборот,
обций иптеграл составляется из частньш. ЛинейrIые
уравнения представляют собой наиболее изr{еяный
класс дифференциальн ы х )равнений высшиr порядков.
Это объясняется сравнительной простотой нахождения
решения. Если при решении каких - либо практических
задач требуется решить нелицейное дифферевциальное
уравнение, то часто примеяяются приближенные методы,
позволяющие заменить такоеуравнение "6лизким'' к нему
линейным,

Рассмотрим способы интегрирования некоторых
типов линейных дифференциальных уравнений высших
порядков.

Линейпые одцородпые дцфФерецциальные
JФавнеция с произвольпыми коэффициентами
Рассмотрим уравIlение вида

и|') + р,|'-') + р,|"-') +...+ р*,| + p,y=g
0l]!€де.,]еfl ие. Выражение

ро|") + л|*'\ + p,.l*') +.,.+ р*,! + р,у= I\1)
называется линейным дифференциальным

олератором.

78 79

(



линейный дифференциальный оператор обладает

следующими свойствами:
1) ЦСуl - (Ц у\|

z) Цх + ь) = цл\ + Цу,)
Решения ливейного одЕородного уравнения

обладают следующими своЙствами:
1) Если функцйя у, является решеяием ),?авнения, то

функция Су?, где С - постоянное чйсло, также является его

решением.
2) Если фуrrкции у1 и у2 являются решениями

уравне}rия, то уl +у2 также является его решением,
CTpyKTyDa общего решения.
Бir,,""in,,r". ФундаментальноЙ системоЙ решенйЙ

линейвого однородного дифференциального уравЕения п

-го порядка на интервале [а, bJ называется всякаJl система

n линейво независимых на этом иптервале решеяии
уравнения.

[' ll)с lс,Iсllие- Если из функций у, составить

была фундаментальной необходимо и достаточно, чтобы
составленный для пих определитель Вропского был не

равен нулю.
?еогемr. Если у,уr--у. - фундаментальная система

решений на интервале {а, Ь), mо общее реuенuе лuнейно?о
оанороdно?о dчфференцuально2о уравненuя являепсr1
лuнеЙно коJцбuнаццеi эmuх решенu .

у= qx+ С2у, +,..+ С"у",
где С - постоянные коэффициенты.

Применение приведенных выше свойств и

теорем рассмотрим на примере линейных одвородньIx
дифФеренцимьных }?авЕений второго порядка.

Общее решение линейного одпородЕого
диФференцимьпого уравненпя второго порядка

Из вышеизложеяного видно, что отыскание общего

решения линейного однородного дифФеренциальflого
уравнения сводится к нахождению его фундаментальной
системы решений.

Однако, даже для уравнения второго порядка, если
коэффициенты р зависят от х, эта зада.lа пе может быть
решеrrа в общем виде.

Тем не менее, если известно одно ненулевое частное
решение, то задача может быть решена.

TeolleMa, Если задано )ФавнеЕие вида
/+ р|(.х)! + pzB)y=0 и известно одно ненулевое
решение у = у], mо о бIцее реценuе можеп быmь HatdeHo по

.l lдli&ч C,1,1 ,eJ' dxlcJl, ",, п
Таким образом, для полJления общего решения

Еадо подобрать какое - либо частное решение
дифФеренциальцого уравнения, хотя это бывает часто
довольно сложно.

определитель п - го порядка

| .,, J, ,, у,
1l |, ... !"и l- .

l.t, |-," ", у"',
то этот определитель называется оlrределитеJlем

Вронсt{ого.
,., .Вслифункции |i. lz. , !,,,/Iинейно зависимы,

то составленный лля них определитель Вронского paBeIt

ЕулIо.
l]]!]цrс_цi Если функции л,л,...,ллинейно

яезависимы, то составленный для них определитель

вроrtскогонеравен нулюни воднойточкерассматриваемого
интервала.

iЪqr*"aц Дr",о"о, "тобы 
система решеяий линейЕого

одЕородного дифференциального JФавнения !,, yz,"" !,
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Лпяейные однородные дпфферецциальпые
уравнения с постояпными

коэфФициеятами
Решениедифференциального уравнения вида

}') +а,!^)+",+а,у=0

или, короче, Ду) = 0 будем искать в виде /= eF, где k

Т.к, y=kek; !=}?ё: _.. lld =Pek,,lo

цё*) = еь(р + a,k" +...+ а"').

При этом многочлеfi
F(k)-{+at-'+",+a,

называется характеристическим многочлеýом

дифферевциального уравневия,- ' ' 
Дп",о,о, ",обы 

функция у= е* являлась решением
исходного дифференциального уравяения, веобходимо и

достаточно, чтобы
Леr ) - 0: т.е. е^ t(*) = 0,

'Г.к, еЬ l 0, то Л(t) = 0 - это уравнение называется

характеристическйм уравнением,
как и любое алгебраическое уравнение степени п,

характеристическое уравЕение К + ark|| +",+а,=0
иЙеет п корней. КФIq4ому корню характеристического

уравнения k, соответствует решение дифференциального

]Фавнения.
взависимостиоткоэффициентовkхарактеристическое

)Фавнение может иметьлибо n различЕыхдеЙствительЕых
'"Ьрп"И, n"bo среди действительных корней моryт быть

npirnor" *opnr, моryт быть комплексно - сопряженвые

корни, как различные, так и кратl{ые,
' Не будем подробно рассматривать каждый сл],чай,

а сформулируем общее правило нахождения решения
пп"Ьйrо"о одпородного дифференциального уравнения с

постояняыми коэффицие}lтами,

l) Составляем характеристическое ураI]нение и
l1.1х()/lим его корни,

2) llахолим частные решения лифференциальяого
уl):lIlllсlIия, причем:

it) каr{дому действительному корню соответствуе1
1lсttlсttие er";

6) каждому действительному корню кратности ,n
1,1,.lllи,гся в соответствиеm решений:

L!l ка*,дпй пJре KoMllJleKl,Ho - .uпрялрннLlх корнги
ll l 4] характсристического уравнение ставится в
(I)о,I,1tе,Iствие два решения:

с"'cosP,x и e"sin Рх,
г) каждой паре m - кратных комплексно сопряженIIых

к()]rIIеЙ сiФ характсристического уравнения ставится в
сrхl,гветствис 2m реrtlений:

. (о\|(\, \(, co.Il ,,, r ''. _,[r
е'' siл В): x.r"SilrР{ ,,,r'-c"siпpx

З) Составляем,лиtrейtlуtо комбинацию найденных
;lrlrrrений,

Эта линейная комбинация и будет являться
1,6lIlим рпIuпнием исхоJноl,о лиttейttого lJдlIородllого
лиффсренIlиальноl,о уравIlеllия с постоянными
l()э{l)фиI(иен'lами.

]] ,]: ],. Реши,Iь уравнение _/" I= 0,
Составим характеристическое уравнениеi

Ir t=O:

(t l)(,t'+,{r]) 0] & =]; *r+.t+l=0;

л l 1 ]j t | 
' 
j,: 

t | 
") 2 : l''

Общее решение имест вил:

l (:е,, е l._... ",, "..i"д,,)2
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la, Реlllить уравtrение (] l)y''-2xJl+2J,=0,
Это линейное однородное дифференциалькос

чDJвllенир ( переменными ьо,ффиuиентами втс,рпгtt
'пЬрод*a, Дrо нэrrrждения общего решеllия необходимlt

отыскать какое - либо частное решение,
Таким частным решением будет являться фуккция

f |,. )| Л| U-2A-]\ 0:

исходное лифференциальное уравнение I{ожно

ttрсобразовать:

," ''',,J ll,
' l-r l y

06шрр решениё имсет вид: .t i ,,J^ .j а, с .

, , ,] ' , Jt r \

,\Ll \l \ :,,\, '/l ,\l

|,l,,l,'"'J,,,,
окоIiчательно:

lll
1 ,.,t,,h"'l ',,' ,l- r

.,: ,, РеIпить уравнение _},'-I=0,
Составим х,rраьтсри, гич егк ое vрdвнениеi

,(' l=u,
(k] ll *] +l.}=0; 4=1: r, =-l; k.=i; Ц= j

,l l,.' {,,",r c,,-,r,l",inr
l )6llIne пешение: -

РеlIIиrьчрJввение r" 4r' 4r О,

Характеристическое уравнение:
l' -4* +4 = 0; k1 = ц:2,

84

Общее рсUrение: _} - a]е]' + a_-..Ye".

, Решить уравнение ! +2J/ +5у=0,
Х,rI,.,ьтериt,t,ичс,,ьtlр урJвнение:

r(]+2t+5=0; D= 16; k,= 1+2i
kl= -l -2i.

Общее реLuение:
I= с '(q cos2-1+ a; sin 2,х)

Характеристическое уравrIение:г -7l'+ 6k= 0; k(k) -'/k+6\:o:

t, =0; &=l; ,(.=6:
Общее решение:

1= Cl + (i.е'+ C,cr"l

"' " РеIц ить ypa8llel lие _/ _l./ 2_1,=0
Харirктеристическос уравнение:

k' k 2 = (): k, =,1: k, :2;
Обцее рсшение:

l t., .Гс',

,., ],, Решить уравнсние IL -9_/-0.
Характсрисl,ическое уравнение:(' !)*' = 0; ki(l' 9) = 0;

*:l,=i,=0; &=]; ,(.: З;

0бщее решение:
_у= (_-, + a_l,!+ (_',l + a'.е]'+ (-.lj r':

. PcIII ить ypaвllel ме )f' |'=о.
:)'l'lr } рJвнение нс являет(,я 4инсйным, следuLlJ] e/lbHlJ,

rrlltttrелснный выше метод рсшения к нему неIlримеrIим.
l]онизим порядок уравнения с помощью
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ПОЛСТаНОВКИ J,/ = д
Тогда

ý 11. ЛицеЙпые неодяородцые диФфереяциальЕые
ураDпенпя с произвольнымll коэффцциептами

ПЛАН:
>Линейные неоднородцые дифференциальные

уравнения с произвольными коэффициентами.
}Линейные lrеоднородные дифференциальные

уравнения с постоянными коэффициецтами.

Липейные пеоднородные диФфереццпirльпые
уравпения с проrцlвольными коэфФпt{иептами
Рассмотримуравнение вида

|') + р,(х)!*'' +...+ р"(х)у= f(x)
С Jлетом обозначепия

)l,) + л(i)}*1) +...+ р"(х)у= цr)
можно записать:

цi= f@
При этом будем полагать, что коэффициенты и

правая часть этого уравнения непрерыввы на Еекотором
интервале ( конечном или бесконечномJ.

-,. Обпlее решенис
I lсо/lнородного дифференциального
,rr"r +plr'1.1,t'-tn * р"(х)у: l\.\)B
(,6JIас,l,и ссть сумма llюбого его решения и общего
l'1.IIlсния соотtlст(,твчк,IllегО 4инейного однOродного
лиффереIlциального уравнеIIия.

,]lqIa:]a'l'c]!!!rl!1]. Пусть Y fiекоторое решсние
ll(,i)/lнородного уравнения.

'I'огда при подстановке этого решения в исхолное
у|)ilвIlение получаем тождество:

Ц\ = t\ х)
llyc'l'b J,],,},r...._ _r; - фундамеllтальная систсма решеIiий

lrttttсйного однородного урав!Iсния ./]}) :0.'tоlда общее
l,{.lIlсlIие олнородного уравIIения можI]о записать в виле:

r'
dp

' dy'
ydp dp dy_

-=офру

Jp ., dr, 
,,

,ll dl'

=0; А=0; ]i

е=!+,
д { i: ), l _,.. nJ ./,, J:l, J*,

.,#,= о n;=-+, i!;=

i =9: |=с,у):
у

= С,;

'r3* r' =0; д=0; л=

tn|| = lп|./ +tn с

С;

1гdl.-]Jr,

линейного
уравнения
иекоторой

у1 dy = с,dц

h|,4 = -1b].i * r,,, с

!iar=c,!b }i =с,**с,,

:
у= (Сзх+ Са)а
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у1 = С,r+ Со;

Общее решение:

8,7

F_
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у= Cly+ Czy1+",+ С,у",, С,= сопst,

Далее покажем, что сумма
Y+ Сlу + Сlу2 + ",+ С,у,

является общим решением ЕеоднородногоуравнеЕия,

цY} qу|+ Clyz+...+ С,у,') = ЦИ+ ЦСlr)+ ЦС,D+ ",+ ЦС,!,)= Ц\= Л^1

Вообще говоря, решепие Y может быть полJлIеяо из

общего решения, т.к. является частным решением,
Таким образом, в соответствии с доказаннои

теоремой, для решения линейЕого неодяородного

дrф"р"*цrurопо"о уравнеяия flеобходимо rrайти общее

р"rБпйu aооaч"raтвующего однородяого уравнения
, к"*rr- "о 

образом отыскать одно частяое решение
неоднородного уравЕения. обычно оно flаходится

подбором.
На практике удобно применять метод вариации

произвольных постояяных.
Для этого сначала яаходят общее решеЕие

соответствующего однородногоуравЕенйя в виде:

у= Сl у, + Сlу! + ",+ с,у" =tc,y,,

затем, полагаЯ коэффициентЫ С, ФуВкциями от х,

ищется решение неодяородного )Фавнения:

Можно доказать, что для нахOждения функций C,(xJ

надо решить систему ураввений:

Iq(x)l*') = {")
l. /!I

При },reD. Решить уравнеriие j/ + Jи= х- sin 2х

I q(*),r = о

Lc,(n!,=0

Решаем линейное одпородноеуравнение
!+у=()_

г+l=0; i =i k,= i-

_t,: c"'(.4cospx+ Bsin[j)) с(.:0: p=l:

_l - ,4cos х+ 
'sin,!рсшрние неuднородногu vравнени,r будпт иvеть вилi

Jl'= 4x)cos I ] ,1x)Sinx
Составляем систему уравнений:

[. L( icosr+ r( 1)ý,Il r = 0

| ,,t1,1.1s;n ,.+ Яl9соs{= х sin2x
['ешим эту систему:

l ,,, ,, .4, ,; '"' ' ,4r rrl .lll Y i \ slll2Y

,l,r,,r,,з,r"''" r ''r л,,\, со,{\.lll,,\,

ИJ соотноlUения 'l'(лl ,2.iп \l1,, \ ,\SiIl r найлеv
(l)уIlкцикJ А[х).

r,l jQ..'_*, .....,)а l.|,.',.,,,,/, I !sn,.,l, ?,.', J,,l"."l,

, =I a(rl ll;

i
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Теперь находим В (х),

Y dl,cc,dtl _Elnr_[,|, \d\, 
?,ь 

\s,, i,-,,/" 'i"" ,.,. й, la, dд , "п. 
,-""" J, - r

].* ,- "", -,, с
з

Подставляем полуrенные 3начеrtия в формулу общего

решения неоднородного }фавЕения:

,.i*,*,,,"- ",,"**"1-""iлпlсо" 
r-srгlr,qпlсо, r,с"iпr,

=?.. **;.и',**"'а* хsiп1,+Ф: 
'+ '] 

фsх+ 
', 

sin х
з

окончательный ответ:

у= lsin2x+ х+ 4 cos х+ с, sin д,з

Таким образом, удалось избежать нахоя(деяия

tlu"rnoao p"ru"n"" цеодяородяого уравнения методом

подбора.- 
Вьобще говоря, метод вариации произвольных

noaror*noo при"од"п дл" Еахоп{дения решениЙ любого

;;;;;;""" 
""одпород,о,о 

ур"внения, Но т,к, нахо)i(деЕие

i,rп"rоrr"лоной системы решений соответствующего

Ji"Б'оод"о.о уравнения может быть достаточно

ai"*'""* *д""ait, этот метод в ос*tовяом примеЕяется

iп"---п"одпородп"'" уравЕений с постоявttыми

коэФфициентами.

Лцпейпые пеоднородпые диФферепциадьные
уравпепIlя с постояцяымп коэФфициептами

Уравпения с правой частью специальпого впда
'ПЪ"дa""uп""aa" возможным представить вид

частнJго решевия в зависимости от вида правой части

неодяородного уравЕеЕия,
Различают следующие случай:

l. Правая часть линейного

дифф"ррнциirл ьного vравнрния имест вил:

/( r) = r( Y)c

г,це 1'(' = 4],/" + ,1,1'-' + ",r 4, - многочлеII

Тогда чJ,тIlпе решсние ищеl ся в видпi

r=r'е''Цt)
е степени, что и PrxJ,

э"л-. i)/Yl - мllоl,очлеtl тои ж

,,. .'i",,,,,]"r,,,r,"""ыми коlффиципllтаМи, J l Чи'lО,

li; ,., ,, ,;, ,,;:, ,; , ,l,олLьо раз чис,lо о явIlяст,я кпрнtsМ

"';];,, 
,;,:;;; " ;,,.*., о up,o","u" л,tя соотнгтгтвуюlIlего

li],,,:;,]":;,.;;;,r"пrrого аиффср"н,циалъноl о vравнеНИЯ,

Рl.LUить чрJвIlрllие J -,]]

l'",uи* aооr"е'сi*ующее однородное уравнение:

,! - 4,! -0,

i'-4,(=(); K/i'-,l)=0; (-0: (-2; (= 2;

_!,,= ri + a-л.:'+ r--,c']';

Теперь яайдем частI{ое решение исходного

ll1,1l/lIlороднL,го \ раtlнеliия,"'"";];;;}"""; ',,равую часть уравнения с Lrилом правои

,lэLти, рэссмо,l ренным вы ше,
Prg * * О

Частнос реtt]ение и lем в виде:
"'' 

l--,,i'1.1xi, гле r-]l u=0; q0- A{r,S

т.е. _i, , дt' + /}

TeItepb определим неизвес,гrrые коэффициенты А и В,

Пп I.таtlим ,Iac,],Iloe рпIUснио в t'6щсм видс в

,,,."по"'о"llоо*uрооfi ое диффсрснц а,lt,Hoe ypaBtlpllие,

\/ -1ьа в. ,! =2, А { =0.

0 8дL-4д- л 8А= l: "r= |; 
В= tl;

И,гого, частtIое решеIlие:
f

-8
9l

неодr.tородного



Тогда общее решение линейного неоднородного

дифФеренциального ]Фавнения:

у _\.С -Се'' tCe''."8
Правая часть линейного пеоднородного

диФфереЕциального )Фавнения имеет вид:

(х) = 
""" 

[4 (х) 
"os 

рr+ Р, (х) sin рх]

3десь Pr[xJ и P2rxJ - многочлены степени m1 и и2
соответственно.

Тогда частное решение неоднородного уравнения
будет иметь вид:

_у= )ae"-[q(' cospx+ Q(x)sinpx]
где число r показывает сколько раз число (x+Ф

является корнем характеристического J,?авнения дrIlя

соответствующего однородного уравнения, а Qrft) ll Qrft)
- мtlогочлены степени не выше m, где m Определе}rие -
большая из степеней m, и mr,

заметим, что если правая часть ]roавнения является
комбинацией выражевий рассмотренного выше вида,
то решение находится как комбиЕация решеяий
вспомогательных уравнений, каr{дое из которых имеет
правую часть, соответствующую выражеяию, входящему в

комбинацию.
Те. если уравнение имеет вид:

Цл= 4в)+ f,@,
то частное решение этого уравнения будет

У= l+ Уэ,
где yr и У2 - частные решения вспомогательных

уравнений
цл= 4G) и цу)= Б@

Для иллюстрации решим рассмотренный выше
пример другим способом.

l]}i]ýэд Решить уравнение / + у = х- sio2x
92

ПравуIо часть дифференrlиальноrо уравllения
прсдставим в виде суммы двух функций f,(x) + f,(x) = х +

I sinxl,
Составим и решим характсристическое уравнеIlие:

,d+1-0; k|l=Li.,
1.Для функции/,[х] решение иlIlем в виде

1, = .1с-'({х) .

Получаем:
o=0, /=0,qх)=Ах,1 ц'|'.е, у1= Ах+ ц

!y:J +Jr = stn2х+л

9,]

.Ч =0;
А= 1: В=0|

Итого: 1; =.ц
2.Для функцииr[х] решение ицем s виде:

_I,, = х' е'"((r| (,r) cos p,l + Q, (x)sin []х).

А,lJ,]и lирчя функI(ию rrYl, поlччаем:

l](r)_0; /'.(r): l: tr=0; []=2; /,=0,
Таким образом,

д = Ccos 2х+ Dsirr2x

J,, = 2a'sin 2х+ 2 rcos 2.!

_уl = 4()cos.T 4.1]siп 2,1

Zl('cos2x,lrsin 2х+ (]cos2-r+ rbin 2-{= -Siл 2д

la.'coý2x зrsiп 2.Y= -ýiп 2l
IА=0: tJ= ,-з

I

И,r,rr rt: t_ = чiп 1т-' ]
'lе, искомое частное рсшенис имеет видi

ItШ

(
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Общее решение неоднородного дифференциального
ypaBHell ия i

.l 
l\ln){l т-{ со\,\].'\iп,\:

Рассмотрим примеры применения описанных
методов.

.;]:iI j.r - Решить уравненис _/ - 2/ + l: зе'.
составим характеристическое уравнение

для соответствуrощего линейного однородного
диффереяциального JФавцения:

Р _2k+| _0: k| - k, - l|

]. ., Решитьуравнение _L'__r/=,r' l
Характеристическое уравнение:
ir k=0; k(k]-l):0; & =0; k :l: k =-l.

0бщее рсшение однородlIого уравнения:
J/= q + a'.е'+ С]е ..

Частное решение неоднородIIого уравнения:
_,,-x,e.,q1).

(t - 0j 7-= l] (](,Y) = Д\' + /lr l a]

y=Ax'+I].t+Cx
Находим производные и подст:llJJlясм их в исходllое

lIеодноро/lное уравнеIIис:

!=ЗАi+2I]хl.С; ! = бАх+2Ц )r=6Д
бА зАi -2вх с:=; 1|

:],,1= 1; 2в=0., бд с= l.,

l1Il():г

Получаем общее реu]еIlис
лифференциального уравнения:

'I'еfiерь найлем частное решение неоднородяого
уравнения в виле:

, = .l с9'(1х)

с=]; /-=2i aJ)=.:
у = 

''-t' 
с' ,

Воспользусмся методом неопределенных
коэффициентов,

_r/ = 2Ctc' t C]l'c'l )| -2Се'+2,с-\е'+2(1е'+Сх'е',
Полставляя в исходIlое уравнеIJие, получаем:

2Се'+4&е' +(t'e',1Cxc' 2Сх]е' + Cle' =.]с'.

2.= з; ,,=:.

Частное решеIlие имеет вид:

],
,)

Обulее решение линейного неодноролного уравнеяия:

Общее решrение олноролного
r=ce'+alý',

уравнения:

неоднородного
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ý 12. Нормальные системы обыкЕовенньD(
диФферевцимьных уравнениЙ

ПЛАн:
} Нормальные системы обыкновенпых дифферен-

циальных 5равнений.
>Теорема Коши.
> Нормальные системы линейных однородных

дифференциальньц уравнений с постоянными
коэффициентами.

Нормальпые системы обыкповенпых диффереп-
циальных уравяений

0Щýдеlеlш€. Совокуп ность соотношений вида:

I 
F|l L у. } ,.,,.. ),. !1. У,..... |"l - 0

I l,\\ ),.у ..... у". y,.!,.,,,.!,l 0

1
I

IF"t х 1,. у -...- у.- !. |,..,.. |.t , О

где х - независимая переменная, yr, уz...,ул - искомые
функции, называется системой дифференциальных
уравнений первого порядка.

{i!rсдеlц!l!с. система дифФеренциальных
уравнений первого порядка, разрешенных относительно
производных от неизвестных функций называется
нормальной системой дифференциальных уравнений.

Такая система имеет вид;

Для примера можно сказать| что график решения
системы двр дифферен цимьн ых уравнени й предста вляет
собой интегральную кривую в трехмерном прострацстве.

ТOоремп. (Теорема Коши). Если в некоторой области
(п-1) -мерноzо просmрансmва функцuч \(ц ц, уr,..., у,)
4G уr, уr,..., у.) - 1Gу,уr,,.., у,) непрерывны и имеют

непрерывЕые частЕые производЕые по y,yz,..,,y,, оlо dля
любой mочкч (ц.уп , у" ,..., у,) этой области существует
единственЕое решение

л = alb) у, =а,(х) ... у,=р"(х)
системы дифференциальцых уравцений вида (1),

определенцое в некоторой окрестности точки х, и
удовлетворяющее начмьным условиям \.л , уа ..- у"о.

опрол!iпение. Обцим решением системы
дифференциальныхуравненийвида [1) будет совокупность
функций п = р,В q, С,-,.,С"), у! =.pzBC|,Cz,...,C,), ..,

у, = а "(цС|,С1,...,С.), 
которые при подстановке в систему

(1) обращают ее в тощдество.

НормальЕые системь! линейIlых однородных
дифференциальных уравкений с постоянными

коэффициецтами
При рассмотрении систем дифференциальных

J@авнений ограничимся слJлаем системы трех ]ryавнений(n = З). Все нижесказанное справедливо для систем
произвольного порядка.

Otр_сi:tзrецае- Нормальнаяd\

;= \l)"),).,...,),,)

dч-

-= 
1,1x ) ,),,",,y.l

дифференциальных уравнений с
коэффициентами называется линейной
ее можно записать в виде:

система
постоянными

одпородной, если
(1)

9,7

llI

l
t

-= 
t,,l х rl. !>- ,)"l
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свойствами:
7) Если у, z, u - реШения cиcTeMbl, то Су, Cz, Cu, где С =

солsi - тоже являются решениями этой системы,
2)Еслtl у1, z1, \иу2 zz и2 - решения системь|,то у1+ у2

z1+ zz u1+ ч2,,гоже являютсrI решеяиями системы,
РешеЕия системы ищутся в виде:

у=qеk 2=РеЬ; u =^уеЬ, а,Р,у, k = coлst

Подставляя эти зЕачения в систему [2] и перенеся все

члены в одну сторону и сократив на d*, получаем:

для того, чтобы пол]ленная система имела ненулевое

решение необходимо и достаточно, чтобы определитель

системы был равен нулю, т.е.:

в результате вычислеяия определителя полJлtаем

уравнение третьей степени относительно k ЭтоуравнеЕие
называется характеристическим уравнением и имеет три

корня k,. k2 k" Каlr<дому из этих корней соответствует
ненулевЬе решение системы (2):

[ля k,:

ПоJIагая
llолучаемi pr =

По,/lагая
rrrrlrучаем: !.

(5 - rX2 k) 4=0; 10-5r-2,t+k' 4=0;

= а!У+ allz+ аllu

= az,y+ arz+ а2зu

= азlу+ 3|z+ азlч

системы [2J обладают следующими

_tj -а,с''^. а =0."'. u -у,с"".

_ri =,[,ei', z. = 1З,"*". а, = y,ei''.
JlинейнJя комбинация,'l'ихреIIlенийспроиJвlJльными

коэффицйентами будет решением системы [2]:

_L= {](r е' ' + a.'. cr, е'' ' + a], t1. с''';

z= .]р еа'+ .^p_el,' l ajprct';

u.. a]./].J'+ a.',7]е|'+ С,ylе1".
Наити общсс реIllрниr, системы ур rвнсний:

Il = 5 х+2у

]/ - 2r+ 2_v

СостаLrйм характеристическое уравнение:

(2)

Реш

5I ]
=02 r-4

решим систеl{.?, - I tcx +,r.Г,+ J]r у = t)

,l.,,+|Jr llp+J.l=0

|а,,с+ а,,Р+(а.,,.r)y = О

7r+6=0i i=l] l-6;
му уравнеrrий:

lt .r l }.t +.r, fi-0
|а.,с +(.r-. .t)P = 0

.](5 l)(I,+2IJ, =0

[2(1 +(2 l)lJl =0
о! = l [приItимаеl,ся

_2-

,1(5 6)(r, + 2Р. =0

L2o, +(2 6)D. = 0

С{2 :2 [принимается

J4(r| 
+2[}] =0

|2cr, +Р, =0
любое зttачеtrие),

J Iс1, +2Р, =0

12(1] - 4t]] ={]

любое зltачение),

a] с' + 2 a-'. .,u'

2С|с' + (.-)е"'

l,-
системы: J"
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Общее решение
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этот прймер может быть решен другим способом:

Продrr,РберЪнцrру"м первое уравнеIIие: ! - 5r +2f;

lIЬдставим в это выражение производную у'=2х + 2у

из второго уравнения,
./,,5! ,4 х- 4у

Подставим сюда у, выраженЕое из первого уравнения:
/'= 5.1+ 4х+ 2,/ l0x

,/ 7-1 l бх= 0

l =6: &:=l

х= А! + Ве6'; .(=,4e'r бДс"';

2у- f ,5\= дсl +6вёб1 5 ле 5t]e'':

,= :де'rlzЁ':

I

обо1ll.r,lив |, | ,, ' lr , (' , полvч,]рм РпШСI|ИС-,)
системы:

l r t'c' 2r ,е'
)

Ir= -2']с'+ C,J"

lIайти р,шрllир ( и,тс\4ы чр,rвllении

[\':\+Zl,
|) .t,,z t

3,га сигт.мJ лифферпнItиальных уравнрний не

относится к рассмотренному L]ыше типу, T,l{, Ile является

пдппродuо,rlо урr"нение входит fi езависимая перемеl]ная

хl,
Для рршения продифференчирче\4 l!cpljo, чравнение

по х, Полчч,lем:' 
| = :'* /-

3аменяя зltачение z'из второго уравнения получаем:

f=!+y+z+x.
С чче гом первоl,п уравнпIlия, по лч,lаем,

|' -',f, х

решаем полученное лифференциальнос уравнеItйе
вторL,го порядка,

l' .'/.t / 't' 0; i 2i 0: ,( -|l: l ),- 
Oburee р"r.пие пд,,орол"о,о ylr,,*""nn",

]=',+(',',
теперь находим частное реIlIение неодI{ородного

дифференциального уравнения по формуле

у=,/J'"(;); (r 0; 7-=l: Q!=A,+lq
у=Аi+Вц f=lAx1 Е !-2А

|-l
2,4 J 4\-)в \, 1 .,l- В '1

Обцее реrпение нсодяородI{ого уравнения:

-11_I"(.' \I\ll)
4

полставиLr полученное значение t] первое уравttение
сисl,е[lы, l]олучаем:

z= С, + Cj^ +L(l , х-1)

IциlLднайти реШiУУ,:Т

)-z =.r* *
|,,,=зу*.

ll
,] Ь

6=0i 4 = l; k2= 2, ц=з:

{1=0; р: -у;

мы уравнеяии:

,Г*
l

Составим характер
t L ll, -* , l=o,l, , ,]

-кР 1) +Зk+З+] +]tr=0]

|d 
+ tt+ }: ll

]1,1lP+y=tl:
L]O+p+}=0

истическое уравнеЕие:

!E,l ,

l00

7\k= -1.

l01
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2)k, = 2, |2а+Р+Y:t)
,]]o+2tj+}=U;

[]cr+[}+2T:U

Г_]о+[t+}=0l)

iru ]Ё+у=0; ц=:у; |l=1l
[З(1 +F ]т=0

Если принятьy= 1,то решения в этом слгtае полJrчаем:
л=0; 1= _dx: ц=е х:

ý 1З. Граничнце задачи дифферепцпальпого
}?авпенпя. ЭлецеЕты теории усгойчивостп.

Уравпепия в частных производных

плАн:
> Граничные задачи дифференциального уравнения.
> Jлементы теории устойчивости.
}Уравнения в частных производных.

граrrцчпые задачп диФферепцпальцого уравцепиrl
Метод конечных разностей, t Jlи метод сеток
Рассмотрим линейЕую краевую задачу

у'+ р(х). у'+ q(x).y = f (.х)

а<х<ь, t1]

а|,,у(Ф +al

/]" у(.h) + Р, ,

с.=-1; р=Y;

Если принять y = 1, то пол}лаем:

уr:-е'";1=е": ц = е1';

З)kJ - з,

Если принять у = З, то получаем:

tде p(xJ, q[x) , и,{xJ неtrрерывllы на [о;Ь],
I'a tобьсм or pnJob |о,Ь| на л равных ,lаr,тсй ллины, и lи

hl
h =-.

'|'очl(и разбиения

j., = jfo + r, r_ l:0,I.-..,п, x|J=a,x|l-b
Ilазываются узламч, а их совокупность - сеmкоi на

lrгIrсзке [ar, Ь]. ЗlIачения в узлах искомой функtlии у[х] иее

1'. r'rxr. r" 1.tr1
()6означим соответствеfl но через

J, . },(х,), .у; = }'(х,), "yl = .у"(х,),
llBe/(eM обозначеI{ия

р,=рQ), et=QQ), I=fQ).
i0]

(2)
, у'(а) = А.)

у,(ь) - B,l
(|а.| r |а,| + о. |l],|,|D,|" 0.

уr:2е"; 1= Зеr'; rч =3er-;
Общее решение имеет вид:

Г у= -с"с'" + ZC.""

Iz -С,{' Се " l JCe'
I

|.и = С|е '+ C,e " +]ale'' 1,1ilга

a_
l02
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3аменим производные так называемыми
оdносmороннuм конечно-разносmньплu оmношенuямч"

ч:вь_д, l,, h l
J,-, -L, Jbr-& l

":. 
Я,-l 

= 

---r---fi 
= 

J,., -?,IдLlД 
|л_7- - t п' .) 

tз)
Формулы (З] приближенно выражают значения

производньц во внутренвих точках интервала [а,Ь].
Для граничных точек положим

!"=',;'u, rl,=&fД. 
1+1

Используя формулы (З], дифференциальное
).равнеяие [1) при J=n, $=7, 2,,.,, п-|) приближенно
можно замеrtить линейной системой уравнеllий

уь1 -2,I,.l * Д + pl. h,l : У _ q,. yt - л,
h,п

i=1,1,-.., п-2. (5]

Кроме того, в силу формул (4] краевые условия [2)

дополнительно дают еще два ураввёния:

u,й+q Л# 
= А, Fоу"+ P,lj'-' = В, *)

Таким образом, получена линейная система
п+1 JФавнений с п+1 неизвестЕыми У0,*,...&,
представляющими собой звачения искомой фуI'кции у(х'
в узлах сетки. Система уравнений (5), (6), заменяюцая
приближеЕно дифференциальную краевую задачу (1),

(2J обычно tlазывается разносtпно схемой. Решить эту
сйстему можно каким-либо общим численным методом.

Одвако схема (5), (6] имеет специфический вид и ее можно
эффективно рецить специальным методом, называемым
методом прогонки. специфичность системы заключается в

том, что )Фавнения ее содержат три соседних неизвестных

rr пl;r,r,;lиrllt з,t,ой системы является трехлиагональной.
I lрсобразусм уравнения [5J:

у,,, + ( 2+ h,p,)y,., + fl -П.4 + Il'4)1,, = f,.h',(7)
l]llсля обозначения

2+h,р,=п1,

|- h,p,,t k' ,q, - ц,
Ilолучим

lt : , п,, l,,, . п,, у, r,,h'
, (i=0, 1,,,,, л-2). [В)

I{раевые условия по-прежнему зilпишем в виде

@.у,а.У:--У, ,1, р..у.- р r, *r,- u,,o,
Метод прогонки состоит в сле/цующем.
llазреIIим уравнение [8J оr,носи,гельно у,r:

у,,,-Lп цу,',r,._..л.
,ц п\ ,ni llul

lIрелпо]lожим, что с помощью полной системы [В) из
уl)авнсния исключен член, солержац{ийу' Тоtца уравяение
( l()l може,г быть заIlисано в виде

Jl., - cl ,(4-у;-,), [1ц
l'ле с. и d лолжны быть определеIIы. Найдем формулы

71rrя этих коэффициентов, При i=0 из формулы [10] и
кllаевых условий (9] слелует, что

h'ltl
J,, ,J, ',J у,lrr" ,r. й,

qy, л,h
Yt= a| al,h

Ись,lIочая иJJти\ двух чравнсний /n найлем

,, = to .1z _ По .а,' ?, A:h_ 1 .,
пlп п\, а, -&.а пrа

l]ыразим теперь отсюдауr:
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,

]'l'' n, ц.,,,' l
l

d ,. f,h' - п,с,,d,,,|
i -1, 2,..., n-Z l

I
J [ !ь]

'I':tK как с, и do ужс опрсделены по формулам (14J,
1(), используя формулы [16), можно последоватсльно
{}ll рслелить коэфФициенты с и diдо с,, ? и d 2вклIочительно,
;}l,и вычислеllия пазываIотся прялыJ,l хоdом метода
Ill]огонки.

Изформулы [10) приi=п-2 и второго краевого условия
(l))получаем

д

по._А.h _r!а,.l l.y
ц з_5:!_"\-_ Ё-

пл aI

,п, а| - an,h

Ly "l,а, _а,, L.y,,
l\ ^ц _!ц

1- 1,с
|ц ' , |,1ли

( ##*л,r'-r,).t,rl
t11),

- п,сч,dч, n-').,r'

коэффициентов ci и drрекуррентные формулы:

,-r =." 1(4 , - /,),

ду"t в,!"}:= в
Разрешая эту систему относительноу , будем иметь

(17)
Теперь, используя [11J и первое краевое условие

(9), мы можем последовательно найтй yn 1, yo/...Jo, Это -
обраmный хоd метода прогонки,

Итак, пол)даем следующую цепочку:

(1в]

Для простейших краевых условий у(а)=А,
y(D)=B формулы для со, dd уо и у.упрощаются, Полагая в
этом случае ао = l, q = 0, Ро = |, д = 0, из формул (14), [17J,

в,-a".h

yr = сs(4 .у]).tlз]
Сра8нивJя 1,рперь ( t2) и { l Зl, найдtм,,l го

а- в h _l" i 1оТц i,r." ;.L
п ,a,h , l

do u оп f h 
J,,o'

Пусть теперь i >0, то есть i=1, 2,..., п-2. tsыра}каяу llo

форму/Iе [11), llолучим:

!, = Cu, di_, - Сr_, _Plt,
Подставляя э,го в формулу [10J,6удем иметь

u,. f'b "',.r, а, q,L.) lr,__
m, п\

Разрешая полученное уравнение относительно y,,r,

flаходим

пt.С@,-ёý.h)+ц,ц
Но, согласно формуле

_. Д c"z d-z+В.h
r" - 

,ц1 *"*,р д л

_/,.,

r1,1,= 
1, (f ,h't\ * alci_l

},,, =.,-,(4,, ,.),
у":=с"lv"| у.l),

J, -."(4 ,,),

Отсюда, сравнивая формулы (11) и [15), получаем для
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(18) будем иметь
1

"._-], 4 _-rlaA+ Лhz,-Jц

у,=В, h=А,
Рассмотренный нами подход сводит линеиную

краевую задачу к системе линейвых алгебраических

уравrrений. При этом возникает три вопроса,

1] Существует ли решение алгебраической системы
типа (8)?

2J Как фактически tiаходить это решение?
з] Сходится ли разностное решеяие I( точt{ому при

стремлении шага сетки к 0?
можяо доказать, что если краевая задача имеет вид

У+р{х)у=/(л}
у(ц)= а, уФ)= р,

причемр(хJ>0, то решение системы [В), [9J существует
и единствеt{но. Фактическое отыскание решеция можно

провести, например, методом прогонки. На третйй вопрос

дает ответ следующая
Теорема. Еслч р(х) u f(X) aqaжObl

непрерывно duфференцuруемьl, m_о рqзноспное решенuq
сооmвеmспвуюu.lее схеме с заменоu

у:вЛл-}r,,, h
yi" \ ,-2"У,,,+У,

,,Ф) = f; 
. у- (Ё}, *, < f < Х,*,,

Более точную разностную схему можно получить,
если при переходе от линейной краевой задачи к конечно-

разностным Jфавнениям воспользоваться цептральЕыми
формулами д-rrя производных:

",. л.,-r",
2h (19)

Я*
у,-, - 2!, + !i-:_

hz [20]
i=1, z,..., п,

Погрешrrость формулы (19J выражается так:

h2

'i(rr) 
= l'(f}, x,,.E<x,*u

то есть формула [19) имеет второй порядок точности
относительно шага сетки 

'l. 
Подставляя выражения (19],

(20) взадачу(1], [2) ивыполняя некоторыеfl реобразования,
получим следующую систему:

i =1,2,,, ,п.

h'
po"nor"pno uiБu.crl к mочному с по2решносmью Оа)

пDu h+o
Таким образом, схема (5), [6) дает приближенное

решение краевой задачи, но точность ее весьма мала, Это

связано с тем, что аппроксимация производной

,r.gJr*r-Ji
имеет низкий порядок точности - погрешность этои

аппроксимации

(21)
где 2 h,Pl

2+h-h.
Система (21] снова трехдrагональнм и ее решение

также можно пол)лить методом прогонки, Его алгоритм
здесь будет выглядеть так, Сначала находят коэФфициенты

2.q h'-4
z+h.h' ,
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с|-d,,h l' ft\ (а а,.h)-п.а')

а 2rh .о дh 
t2lph а,а,h )р.2)

Затем определяют коэффициенты с, d по слелующим
рекуррентным формулам:

1

о, ![.h +.,, d,

t=2,з,,п.

t23]
Обратный ход начинается с нахоя{денияу :

2.В,h ||.(d" с^,| d"_1)
l2.й h+ f- (с" , _:)
"" {zq)

После этого находим !r-.,ylo по формулам:

у,= с, (d,-!y), i - п-I, п-Х,,'.,l, Q5)

А,h q у,

вьlполняюmся услов я

"*оlл(") 
1,1, 

",,2,,о,
%е, <0, йД>0,

, по 
_схема 

(21) буdеm равномерно схоаuлпься к речrcнuю
заdачч {l), (2) с по2реIаносmью o{hr).

заметим, что условияl приводимые в теоремах,

являются достаточными, а отнюдь не необходимыми.
Поэтому в практике численньш расчетов Еарушение
этих условий обычrlо не вызывает заметного у)iудшения
расчетных схем.

Элементы теории устойчивости.
Теория устойчивости рецений диффереЕциальных

уравнений является одним из разделов качествецной
теориидифференциа льных уравнений, которая посвящена
не нахождеЕию какого - либо решения Jфавнения, а
изJлецию характера поведения этого решения лри
изменеяии начальных условий или аргумеЕта.

этот метод особецно важен, r,,I{. позволяет делатьвывод о характере решения без непосредственного
нахождения этого решения. Те. даже в тех случаях, когда
решение дифференциального уравнения вообще не может
быть найдено аналитически.

Пусть имеется некоторое явление, описанное
системой дифференциальных 5ryавнени й:

t(t, у, у....,, у"): (i = 1,2.,,.,/,), [1)

и начальные условия:
t"|,t") - у,",

!ля конкретного явJ]ения начальные условия()lIределяк)тся опытным путем и гlоэтому Ilсточпы,
(о непрерьLвноi завчсLtJlосlпLt реtuенL!я оп

t t tt,toLt ь tt btx условu i )

аа h-а\ (26)
Относительно схемы [21] можно таюке доказать что

она имеет единственное рецение при

*olr(*)l.i,.:':],=o,
и это решение может быть найдеЕо описанным

методом прогонки. Кроме того, для схемы (21] имеет место
|eogellзz. Пусmь решенuе zранччной заdачu {1), (2)

еduнсmвенно u непрерывно dчфференцuруемо нq fa, b!
dо чепверmо?о поряdка mочносtпч включumельно. Еслu

] l0

dy, 
=

llI



Если праt,ая часть лифференциальвого

\павIlрllия " Лl. \l llеllрерывна и llo перемсlIlIои
lJl

у имеет ограниченIIую частную производгlуlо

(] /'| \ l на об4асти прямочгольникJ, ограничрнногп

О = \t" а < t <. t,, з а, уо r)'= у< r" + Ь\, по реlllенuе

,(.t)=}\t,ln,),|j), удоLrJlетворяющее началыtым

УСЛОВИЯМ _(/L))-_t], НеПРеРЬlВНО ЗаВl]Гum Оm НаЧаЛЬ]lЬlХ

daH1blx, п-е- аля л]обоzо VE > 0 ]^ > 0, прu копором еслч

lr, -,;].о. то .r1l, {,,й) - _(1, (];1,0)l,:. ПРИУсловии,что

\, 11, Т; Т,,'ц,,гдс

lr/'l,l r,rrrr :. l. и гa,llrr. r l]," l V и]
ЭTа теорсма справеллива как для одIIого

дифференциального ураsнения, так и лля системы
уравнсний,

Если q(1) - 19 (.),ipr(r),..-,а,(1)]

решение l.и(.темы дифференчи:rrьных \р,lвнений, то JгU
решение называстся устойчивым по ЛяlIунову, если для
любого €>0 ]^>0, такое, что дJIя ]lюбого решения
_(I)= |_ri(l) _у,(0,.,,._r;(0} той же сис,гемы, начальные

условия которого уловлетворяют неравенствам

,l l/ ) Ф,i/ ), Д ' 
,1,;u

справедлиаы неравенства

|I(l) 9,(l) <Е vrc [а,,-)
Те. мо)кно сказать, что решенис ф(t) устойчиво по

,/lяпунову, если близкис к Iteмy по начальным усJIовиям

решения остаются близкими и при r> t0.

Нсrи linrl} (/) ,tl (// 0. / (I.rr, то рсшеrrие ф{tJ

называется асимптотически устойчиLrым.
Исследование на устойчивость по ЛяпуIlову

llроизвольного решеяия е(l) = {,p,(r) а. (l).,,,.a,,(l) l

,ll,,lрмы -, /,(L 1 .) . .| ): (/ ],2,,,,,л] МОЖНО СUе(lИ

к исследованию IIа устойчивость равrIого нулю решения
rr,,l.tlтuрой другой сисl,емы, когорая получена из дJllllой
замсной неизвестных функций;

{ (1) = J,,(l) - (р,(1) i=l....,tl.
'IЬгда:

lL -l\,, !!,dl l11 dl
,/r .
;) ,|,' ",' , ',,', '|,,",,',,,,,,'I ' l -'l [2)

Система [2) имеет тривиальное (paBtloe Itулю]
решение i,(0 :0,

. Решеltие а(.)= 1р,(1) Q,(l),,..,(p,,(l)} системы
It) устойчиво по Ляпунову тоl'ла и только тогла, когда
устойчиво по Ляпунову тривиальнос реIпение системы [2).

Зто тривиаJIьное решенис называе,гся IIоложеllием
р;lвно8есия иJIи точкой покоя,

Точка покоя .Y,(l) = 0 системы [2)
устойчиtsа llo ЛяпуItову, если лля любого Vс > 0 ЗА(t) > 0
'I,aKoe, ч],о из llepaBeHcTBa

|{(1,)|< ^(s) 
(/ l,,,,,,)

следует

|.r(r)|< е (i - ],-,,.л1 vr> r..

['1Ъорема ЛяпуIIова). Пусть залана система

;= 
'(t, 

у, , !.,.... у,,);

имеющая тривиальное решение ,(l) = 0.
Пусmь сущеспвуеm duфференцuруемая

d у,..., у") , уdовлеmворяющая условuя-\1:
1) dп,..., у,)>0 u v - 0 только при у, =у, = ...

m,е. функцuя v имеет мияимум в начале координат.

функцuя

2) Полная проuзвоdная функцчч ч вдоль фазовой

]Iз||2



a

траектории [т.с. влоль решеIiия ),,arJ счсmельl (1))

уа овлеmво ряе п условч ю :

'] 
' 

a' '] r ]' ,'.,,,,.,,,,l l 0 llри / /,

J ,Li| al 'iФ,
'[огда точка покоя _r, =0. /=l.,,,,, устойчива по

Ляпунову,
Еслu ввесmu dополнumельное пребованuе, чmобы

вне сколь у?оdно лало окресmносmч ночма коорdчноп

Q , |, > Д) выполнялосьусловие

"i. -Р.0. Q>rо'ar

где Р - постоянная величина, то точка покоя

1, =0. i ,l-----п асимптотически устойчива.
Функция у называется функцией Ляпунова.
Классификапия .гo.reK покоя.
Рассмотрим систему дв}.х линейных

дифференциальных уравнений с постоянными
коэФфициентами

этои системы имеет

действительны и
)", = 0, },, < 0 или i.l = ),, < 0.

В этом слJ.чае точка покоя также будет устойчива.
З) Хотя бы одиц из корней 

',l,},2 
положителен.

В этом слJrчае точка покоя х= у=Oнеустойчива, и
такую точку называют неустойчивым седлом.

4) Оба корня характеристического уравнения
положительны i,l >0, ]-, >0.

В этом случае точка покоя х= /=0неустойчива и
такую точку называют н€устойчивым узлом.

Если пол]ленного решения

|х= Qcr,e\' + qР,еЪ'
t
|у (a,J + Г,Р,е .'

системы исключить параметр f, то полrIеяная
функция у= tp(r) дает траекторию лвижения в системе
координат xoY.

Возможны следующие слJлаи:

ldx
-=J 

Y+ i/ ]
) ,1t

] ,t"
L]=.] \+J.. /l,h

Характеристическое уравнение
вид: |"'-,.'l=n

а., а,, I|

Рассмотрим следующйе возможные сл]лаи:
1) Корни характеристического }фавцения

действительЕые,отрицательные и различные.

',t 
<0, )", <0, },I *lr.

Точка покоя х= /= 0 будет устойчива. Такая точка
покоя называется устойчивым узлом.

2) Корни характеристического уравнения
ll4

Устойчивый узел. Неустойчивый узел. Седло.
5) Корни характеристического уравнения

комплексные \= р+ jq, Х1= р- jq.
Если р = 6,19. цarr, чисто мнимые, то точка покоя (0,

0] устойчива по Ляпунову.
Такая точка покоя называется центром.
Если р< 0, то точка покоя устойчива и называется

устойчивым Фокусом.
Если р > 0, то точка локоя неустойчива и называется

неустойчивым фок]rсом.
Уравнения в частных произволных.

l l5
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ОI!ре]rепепЁе.,(ифференциальвым уравЁением
в частных производных называется уравнение
относитель!tо неизвестной функции Еескольких

переменцых, ее аргументов и ее частных производлlых

различных поРядков.

tdDёчёча'u)л
Л д.д.,,,, х",-]",i..- л ---- |-U'l"'""" '''-а* аъ ёх, а{.,а4- l

Порядком дифференциального уравЕения в частвых

производцых называется порядок старшей производной,

"ходящей 
в это уравнеЕие. Решением уравнения будет

некоторая фуякция а = a(,xi, 4,...,х"), которая обращает

уравнение в тождество.

Лппейнь!е одпородные дифференциаJrьные
уравнения в частных производпых первого порядка

дифференциальноеуравнеЕие вчастныхпроизводных
первого порядка от функции л=rr(-ri,4,",,х,) можно в

общем виде записать как

,!. . _ dи dz ..du1_o1,1 {, ъ,...,х",-.7-.
\ 
''' ' " ari а*, ах" )

линейное уравнение в част!tыя производных имеет

вид:
)(," ", -.,;,t t," ,_ '",ji-_,&,,, ,.., ,",j;-o, 

tl]
где xi - Heкoтopbie заданные функции,
очевидно, что одним из решений такого уравпения

будет функция U-С
Рассмотрим систему уравнении:

d\ _ dx, 
= ..,= Ь| Q)х, х, х,,

,J,, Х, _ d,; Х. . db Х,,,

Ц Х,' а,,, Х,' - dx" Х,

- такая система называется нормальной.
06щсе решение эl,ой системы имее,г вид:

]r l'r r r,(,,,,.,l
\ /'l\ a,( ,, ( )

l-,,,.,,,,,,,,-,,,,,,|"\, / 1\ ('.(' ..с,\
Если разрепIить эти уравнения относительllо

постоянных С, получимi

I,,,,,
]Фl\,\, \] (-

l,,,,,,,,,,,,,,,,,,
I

|(i (\,\,,]) t

I{ажлая из функций ф яв,ltяется интегралом системы
l2),

, Если (l(.!.x,.,,,,,y,,) интеграл системы [2],
'r,o фуrrкция r_Q(r,.,Y,_,,,.х,) - решеIlисураllнеIIия [1],

ý 14. РелIение обыкновенных диФФереЕциальвых
уравнений в системе MAlrLE

ПЛАН:
> Команла dsolve.
iЗадание лифференциального ураtsнсния n систеNlс

MAPLE.

Решение обыкfi овецных лиФферепциалъtlых
уравцений

С IIомощью команлы dsolve можно по,IIучить
ilIIали,t,ичсское решение дифферснI(иалыIого ураI]непия, а
Mort<Ho и сформировать lIроцедуру постросния численного
роlllения залачи Коши, есJlи систсма Maple не сltожет ltайти
rrбrцее релlение в аналитическом виде. Ilаиболее общий
( иII,1,аксиС i!ызова командЫ рсшения дифференциального

йли

l lб 1|7
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JФавнения следующий:
dsolve (уравнения, неизвестЕые, [опции]);

Параметром )Фавневиrl задается одно дифферен-
циальное уравнение или система дифференциальных

уравнений. В,последнем слгlае все уравнения системы

дЬлжны боrть представлены в виде множества (их список
через запятую следует заключить в фигурные скобки),

Параметр неизвестные определяет нейзвестную фуякцию
дrф6"р*ц"-опо"о JФавнения или яеизвестные функции
системы диффереяциальных ураввений, которые, как и
самй уравнения системы, должны быть представлены

в виде множества. необязательЕый параметр опции,

определяемый в виде ключевое-зяаченйе = эначение,

позволяетзадать методы и формупредставления решения,
Чтобы задать производную искомой Функции в

диффереяциальном уравЕении используют команду diff
( J или оператор D, причем саму веизвестЕую функцию
следует определять с явным указанием независимои

переменпой, например y[xJ. Оператор D определяет

операцию дифферевцирования и имеет след1,Iощии

синтаксис:
(D@@nJ (функцияJ (переменная);

В этой записи п представляет целое число,

определяющее порядок производЕой, параметр Фувкция
- используемый идентификатор функции, а параметр

переменн;ul - независимую переменную функции,
Например, производttая второго порядка функции f (х) с

использованием этого оператора задается так:

Ф@@ Z] (0 (х);

Ниже представлены несколько примеров
задания дифференцй;Lпьных уравнений и систем

лиффереrrциальных уравнений:
сх 1 :=difТlу[хJ,х$З ] +k^ 2"у[х]=6;

i, 1

,,l: { \,,J IL,,]
ех2:=0хФ;з] iy]tx;I<^ 2ху[хJ =cos Ik t 

*xJ,

..J : 11_1"')(l.)i_rl , t]r{.T)-c,ls(tl.r)
sys 1 :=] D[у1][х)=а[1,1]+уl [х)+а[1,2]*у2[х),

D[y2l [x)=al2, l l*y1 [х]+а[2,2]+у2 [х]};

n,l: I)(L/l1r]-l }]lI) . _l21r).T)(,])1,) lI_ r]ii] l.i..\]l|)|

:]аметим, что в приведенных примерах и уравнения?
и система уравнений сохраняю,гся в перемеIIных Maple,
КJk отчечалосЬ pJllPc, JTo достJтUчlIо распl]оl,лрdнпнный
припм, по lво,lяlоций игпользuвать в дJльнойlllем
заланные уравIlения простой ссылкой tta обычнуtо
переменнук),

ГсIIIим одно иJ изврстных урJвнеllии:
ехЗ l=diff[y[x],x$2] +k^ 2 *у[х) 

=0;

-il] \, /l 1]a\] n
|,', ]

dsolv.lcxЗ,y[xJ ];

у(r)- ('/ sin(&\,). ( jcos(i.\)
]lайдено общее решение диффереIlциального

уравнения, в котором переменные с1 и с2 - это
сгенерированные Мар]е специальные IIеремснные,
представляющие произвольные констан,гы общего
решсния дифференциального уравнеIIия второго порядка.
Этот примсР 11оказывает, что IIри r)1.суl.ствии каких-
либо опций система Maple пытается найти точное обцее
рсtllение В яаноNI виле, Если в явllом виле решсния не
l'vIIlP('TBynT, ,1,o си.темJ полы,lаётся нJйl,и его в неяtrном

118 1l9
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виде, как видно йз следующего примера:
ex4:=diff [у(х),х)=-sqrt[х^2-у(х))+2*х;

,..l,=9ur,l= + 2,т

форме ряда Тейлора. Для этого н}9кво задать опцию
qтe=series в команде dsolve ( ] (по умолчанию

используется type-exact], а также установкой значения
системной переменной oldeт определить, до какого
порядка малости относительно независимой переменЕой
функции ищется разложение рецения в ряд Тейлора в
окрестности нулевой точки:

оrdеr:=4;
(1у{]) - ] ]])(2

dsolve(ex4,y(x]);

isolate(o/o,y(xJ];

я,)= i Cl
команда isolate ( ) в этом примере вырФкает заданное

вторым параметром выражение (y[x)J из 1равнеяия,
определяемого первым параметром [в нашем слгlае из

неявного вида общего решения дифференциального

уравнения).
По умолчанию комаttда dsolve I J сначала пытается

яайти общее решение в явt{ом виде, и если таковое Ее

удается найти, то рецение выдается в неявном виде

1no"""no, при условии его существования), Мо)hно
(озадачить> Maple поиском общего решения в явном

виде, используя опцию explicit = tгuе (по умолчанию
используется explicit = false):

y(J) = Rфю(?rL--z +., s l:]Z л!r"r. +r c]Z \+6llf Г---т 
\ |,!i)

dsolve[ex4,y[x),explicit=true);
как видим, в этом слу{ае мыдействительно получили

сразуже решение в явном виде, но оно представлено через

фупкцию Rootof ( ), так что наш первоначальЕыи подход к

решевию дифберенциального уравнения оказался более

продуктив[Iым.
Не для любого дифференциального уравпения

удается найти общее решение в явном йли неявном виде,

в этом слr{ае можно построить приближенное решение в

eqq:= [D@@ 2 ) (у) [х]+ [а-х" 2J*D[y] [х]+у[х] =0;

dsolve[eqq,y{x),type=seгies) j

Заметим, что в рсшения дифферснциального
ураrrltеllия Rторого порялка, представленном рялом
'I'ейлора, в качестве постоянных используются значения
искомой функции и ее llервой лроизволной в точке х=0:
yt0], D[y)[0).

Д lя реl,tрния ]iдJ,lи КоllIи и lи крlевой :]J.(Jчи
необходимо залать первый параметр команлы dsoiveI
) в видс множества, элементами которого явJIяю,l.ся
само уравнение и все начальные или краевые ус]lо8ия.
Реluим задачу Коши и краевую задачу для следу}ощег{:)
дифФереIIциального уравRения второго порядка:

eqn 1|=diff[y[x),x$2) +k^ 2*у[хJ =0;

l,]
,,/,,/, -.\(ll ]i \(t)=(l

lar )

Задача Ко ш и для этого диффсренциа,lrьного ypaBI Iel lия
BтnpolU поряльJ ,|р,6ует lJлJния в llуlовой тп,lкп
,,нJчения llри lBec] нои фуllьции и ее llерsои производнои.

х'- у(-т)

l20 l2l
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Ее решение представлено ниже:
dsolve[{eqnlJ(0)=0,Dб/] (0)=1}r[х);

. sin( l х)
у( т)= 

*

Краевм задача для этого дифференциального
Jравнеция второго лорядка требует задания в двухточках,
например, х : 0 и х = 1 значения неизвестной функции. Ее

решение Tatoke полJrчево с помоцьtо команды dsolve(]
dsolve({eqnl,y(0)=0,y(1)=1}y(x));

, sil(i т)
y(Jr)=' sin(k)

Начальные или краевые условия задаются в виде

уравнений, в левой части которых определен задаваемый
параметр (значение неизвестной функции или ее

производЕоЙ необходимого порядка) в соответствующеЙ
точке, а в правой частй значение этого параметра. При
задаЕии производных в начальltых или краевьц условиях
следует использовать оператор D - комаЕда diff [ ) здесь
не употребляется.

Если точное решение задаqи Коши или краевой задачи
системой Maple не цайдено, а rtриближеrrное рецение в

виде ряда Тейлора нас не устраивает, то можно построить
численЕое решение, опять-таки с использованием все
той же команды dsoive ( ). Для этого задают опцию type =

пumеriс, а с помощью опции method = метод определяют
используемый для построеяия численного решения
метод. Параметр метод лринимает одно из значений.
представлевных в табл. 1.

ТаблиIв 1. Значения опции method лрu ччсленноJ|l

r

применяетсЯ метод Рувге-Кутта-Фальберга порядка 4-5.
При использовании числеЕного рецения следует пом-
нить, что все параметры дифференциальпого )фавнеция
(символьные копставты) должны быть определены, На-
пример, для задачи Коши уравнения eqn1 предыдуцего
примера следует задать числецное значеЕие для параме-
тра k,

числецное решение строится в форме цроцед5ры
Maple, поэтому следует !rекоторой переменной присвJить
результат построения командой dsotve ( J численного
решения в вцде процедуры. В дальЕейшем имя этой
переменной можно использовать как имя процедуры для
вычисления значения решения задачи Коши в некоторой
точке, соответствующей значению независимой
перемеяной функции решепия. это значеяие передается
в процедуру как ее параметр - после имени процедуры
в круглых скобках. Следующий пример демонстрирует
построение численного решения задачи коши и его
использовацие.

eqn1:=diff (y(x),x$2]+k^2*y(x)=0;
переменной F присваиваем результат численного

решения задачи Коши для дифференциального )Фавнения
второго порядка (в нулевой точке задается значение
неизвестной функции и ее первой производной):

F:=dsolve({eqnl,y[0)=0,D6a (0) =1},y(x],tJTe=numeric);

р е ule нuu d uф ф е р е н цu ал ь н ы х у р а вн енuа.

Значение описание
Rkf45 Метод Рунге-КJ,тта-Фальберга порядка

4-5

end proc
Еслинеприсвоитьпараметруkконкретногочислового

значения, то попытка пол)лить значение решеяия в точке,
например х = 1, приведет к ошибке:

F[1];
Еrгос [in dsolve/numeгic/rkf4s] саппоt evaluate

рrш (rt!j r)

booIean: 2.+abs(,25 1 18864З3 е-7 -,20167 997 бОе- 5*k^2-
.:l:]177126В7 е 4*k^ 2 *(.2 З 1В 6644 0 Ое-\-.'.З7 ОО7 2g2lBe-

I2з122
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5*k"2J+.6з0957З44Be-5*k"2*[,2511ВВ64ЗЗс-1 
-

.660З721651е-5*k"2)] <= 0,

следует обязательно опрелелить все символьпые

,,up"*""pi, дифференциального уравнения числовыми

,nrr""r"*n п"р"д 
"спользованием 

чис,/Iенного реU!енияi

> !'(0 ];F(1];F[2];

\ ()_\(tl i), ](i) |

l

8|,, ,,L,/,18jrl l1,, , , " 
,гlО, г"l|х"

,г,,.-"-"(,' |-,,L ,."l 
j ,l |',x"'l'd"'' \

обратйте внимание, а каком виле пос,гроенltая

поохед;Dа чис.lснного реUI,,ния выдае,г ре ly,lьTJTLI - в

;;;;':;;;-.,,,",,.пu* r*.r*"."мой перпменной,,ампй

фуrlк'Lии и ес прои ,рUДн Ых {ло лоря4кd нJ едини цу мсньше

порялка самого уравнеяия),
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