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KIRISH

Mgl qo'llanmn «Matematik analiz (Calculs)» fani bo'yicha o'quv-
Welihiyaagmianing tarkibly qgismlaridan biri bo'lib, unda matematik
ity aviel glsmi bo'lgan sonlar ketma-ketligi, ketma-ketlik limiti,
ity timhanchalavining kiritilishi, funksiya limiti tushunchasi, funksiya
ORiast v wndngg tadbiglari, boshlang'ich funksiya va anigmas integrallar,
1k itepeallar v ularning tadbiglari Keltirilgan. 0'quv qo‘llanma besh
Bistinbian thavat, Meinehi bobda sonlar ketma-ketliklari va funksiyaning limiti
ittt ochib berilgan. Qo‘llanmaning ikkinchi bobi funksiya hosilasini
sl v larning tadbiglari mavzularini o'z ichiga olgan. Uchinchi bobda
Bomhlang'teh funleslya va anigmas integrallar va ularni hisoblash usullari
VRl o'rgantlgan, To'rtinchi bobda esa aniq integrallar, ularni hisoblash
it Nyiiton<Leybnits formulasi, integralni hisoblash usullari va ularning
ailitglant talabalar uchun to'liq o‘rganilgan. Oxirgi, beshinchi bobda barcha
Bablarda o'vganilgan mavzularni to'liq takrorlash uchun misol va masalalar
ot w'tilgan, 0z navbatida, har bir bob tegishli paragraflarga bo'lingan
Bl har bir paragral mavzuga ta’allugli asosiy ta'riflar, tasdiglar,
tonremalarnt 0% ichiga oladi, shuningdek, ularning har biri an'anaviy
filatlarnd batatsil tahlil yordamida yechish orgali namoyish qilingan,
Latliaiiniada jami 94 ta misol va masalalar yechilgan, 976 ta mustaqil yechish
fehun misol vie masalalar tavsiya gilingan hamda ularning javoblari berilgan.
HOwlpl vagtda amaliyotda bir necha yaxshi rivojlangan matematik dasturlar
(Mathead, Maple, Mathematica, Mathlab va hk.) matematik masalalarni
Wampyater  dmloniyatlaridan  foydalanib  yechishda samarali natijalar
Bermogida, Shu o an’anadan chetda qolmaslik uchun, go‘llanmada ba'zi
birlimlar bo'yicha misol va masalalar yechishda «Maple» tizimining
(qultanilishi v uning qulayliklari namoyish etilgan. Ushbu go'llanmani
varishga muallifni undagan narsa, uning hozirgi kundagi oliy ta'lim
fiiasalarining axborot xavfsizligi, kompyuter injineringi va multimediya
yo'nilishlart uchun matematik analiz fani uchun mo'ljallangan darslikdagi
el bie misollarning murakkablik darajasi yuqori va o‘zlashtirish bir muncha
anon . bo'lgan misollarning  kiritilmaganligi. O‘ylaymizki, qollanma o'z
apvehilaring topadi va boshqa mavjud o‘quv adabiyotlari qatorida oliy ta’lim
minnasalarining axborot xavfsizligi, kompyuter injineringi va multimediya

virnatinh talabalari uchun  ularga bilimlarini oshirishga ko‘mak beradi.
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Bundan tashgari oliy ta'lim muassasalarining ba'zi yo‘nalish talabalariga ham LHONTO'PLAMLAR VA KETMA-KETLIKLAR NAZARIYASI
yaxshi ko'makchi boladi deb o'ylaymiz. 0‘quv qollanma hagqidagi fikr i

mulohazalar, undagi mavjud kamchiliklar bo'yicha takliflarni muallif
mamnuniyat bilan gabul giladi. MivieuMatematik analiz fanining predmeti. To'plamlar va

akslantirishlar
Reja:

L To'plam tushunchasi. To‘plamning elementi.

To'plamlar ustida amallar.
I To'plamlarning Dekart ko'paytmalari tushunchalari.

4. To'plamlar ustida amallarning xossalari.

To'plam tushunchasi.

fplam matematikaning  boshlang‘ich,  ayni paytda muhim
tshunchalaridan biri bo'lib, to'plam ta’'riflanmaydigan tushunchalardan
hivkdie: Uni ixtiyoriy tabiatli narsalarning (predmetlarning) ma’lum belgilar
ho'yichi birlashmasi (majmuasi) sifatida tushuniladi. Masalan, javondagi
litoblar to'plami,  bir nugtadan  o'tuvchi to‘'g'ri  chiziglar to‘plami,

V' Bxd 6=0 tenglamaning ildizlari to‘plami deyilishi mumkin.
To'plamni tashkil etgan narsalar uning elementiari deyiladi.
Matematikada to‘plamlar lotin alifbosining bosh xarflari bilan, ularning
slementlari esa kichik xarflar bilan belgilanadi. Masalan, 4.8.¢C -to'plamlar,

i b to'plamning elementlari.
It'zan to‘plamlar ularning elementlarini ko‘rsatish bilan yoziladi:
Masalan:
A={2,4,6,8,10,12},

N={1,2,3,..,n,..}
Zu{.,-2,-1,0,1,2, ...

Apar a biror 4 to'plamning elementi bolsa, ac 4 kabi yoziladi va
“aclement 4 to‘plamga tegishli” deb o'giladi. Agar a shu to'plamga tegishli
ho'lmasa, uni a¢ 4 kabi yoziladi va « « element 4 to‘plamga tegishli emas »
doh o'giladi. Masalan, yuqoridagi 4 to‘plamda 10 4, 15¢ 4.
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Agar A chekli sondagi elementlardan tashkil topgan bo‘lsa, u chekli
to'plam, aks holda cheksiz to‘plam deyiladi. Masalan, 4 = {2,4,6,8,10,12}
chekli to'plam, bir nuqtadan o‘tuvchi barcha to‘g'ri chiziglar to'plami esa
cheksiz to'plam bo'ladi.

Agar A to'plam elementlari orasida £ xususiyatli elementlar bo'Imasa, u
holda

{x eA| P}
bitta ham elementga ega bo'lmagan to‘plam bo‘lib, uni bo'sh to‘plam
deyiladi. Bo'sh to'plam & kabi belgilanadi.
Masalan, x*+x+1=0 tenglamaning haqigiy ildizlaridan iborat 4 bo'sh
to'plam bo‘ladi:
@z{xezﬂxz +x+]:0}.
0=x<7 tengsizlikni ganoatlantiruvchi butun sonlar to‘plamini bevosita
elementlarini ko'rsatish va xarakteristik xossa orgali yozing.
Yechish:
a) A={0,1,2,3,4,5,6,}
bjJA={x [ x eZ, 0=x<7}

N-natural sonlar, Z butun sonlar, R ratsional,

To'plamlar ustida amallar va ularning xossalari,
Tarif. A4 va B to'plamlar berilgan bo‘lib, 4 to'plamning barcha
elementlari B to'plamga tegishli bo'lsa, 4 to'plam B ning qismi (qismiy
to‘plam) deyiladi va 4 c B (yoki B> 4) kabi yoziladi.

Ta'rif. 4 va B to‘plamlari berilgan bo‘lib, 4 va B to‘plamlarning barcha
elementlaridan tashkil topgan C to‘plamga 4 va B to‘plamlarning yig'indisi
yoki birlashmasi deyiladiva C=A B kabi yoziladi.

Ta'rif. A va B to‘plamlari berilgan bo'lib, 4 va B to‘plamlarning barcha
umumiy elementlaridan tashkil topgan C to'plamga 4 va B to'‘plamlarning
kesishmasi deyiladi va A n B=C kabi yoziladi
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Masalan: A={x xeR 2<x<5), B={x, xeR 3<x+3<T to‘plamlar berilgan

Bir'luin, wholda ushbu to‘plamlarning birlashmasi va kesishmasini toping.

Yechish: berilgan to‘plamlarning to‘la sonli oraliglarini topamiz va
Vioridagi ta'riflardan to’plamlarning birlashmasi va kesishmasini topamiz.

A --={.r,xc.‘t‘,2<x<5},B={x,xER,3£x+34?}:>
»A={x, xeR 2<x<5}, B={x. xe R 0<x<d}=
= A B={x,xeR 0sx<5}va AdB={x, xR, 2<x<4

To'plamiarning kesishmasining xossalari
1", Be Abo'lsa, AnB=B
A A O B= BN A (kommutativlik xossa).

AN C) =(AnB)n C=AnBn C (assotsiativlik xossa).

AN =&

BUANA=A,

A (BnC)=(A B)n(A C)
"AN (B C)=(AnB) (ANC)

To'plamlarning birlashmasining xossalari
1" Be A=A B=A.
A B=B A
3 A (B C)=(A B) C=A B C
1N D =A.
9% A A=A,

Ta'rif: A to'plamning B to'plamga tegishli bo'lmagan elementlaridan
tashidl topgan to'plam, A va B to‘plamlar ayirmasi (yoki B to‘plamning A
to'plampacha) bo'lgan to'ldiruvchisi deyilib, A \ Bshaklda ifoda etiladi.

Ta'rif: A to'plamning B ga kirmagan va B to'plamning A ga kirmagan
¢lementlaridan tashkil topgan to’plam A va B to‘plamlarning simmetrik
aylrmasi deyilib, A A B shaklda belgilanadi, ya'ni 4A8 = (4\B)_{(B\A)
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etaylik.

Ikki to'plamning ayirmasi xossalari
1°. ANB =@ = A\B=A.

2°. Bc A= A\B=B'»

3°. A=B=A\B=J

4% A\(B C)=(A\B)n (A\C) =A\B\C.
5% A\ (Bn C) =(A\B) (A\C).

6% (ANB)'=A" B

7°.(A B)'=(A'nB).

To’plamlarning dekart (to‘g'ri) ko‘paytmasi.

Ta'rif. A va B to'plamlarning dekart ko‘paytmasi deb, 1-elementi 4
to’plamdan, 2-elementi B to'plamdan olingan (a; b) ko'rinishdagi barcha
tartiblangan juftliklar to‘plamiga aytiladi. Dekart ko'paytma A xB
ko‘rinishda belgilanadi: AxB={[{a; b) fa A vah £B}

Masalan:

1) A ={2;3;4;5}, B = {a; b; c} bo'lsa, A x B = {(2; a), (2; b),(2;
<).(3; a),(3; b),(3; ).(4 a),(4 b).(4; c),(5; a), (5 b).(5; <)}
bo‘ladi.

2) A={457 va B= 1—1,2,3.4} to‘plamlar berilgan bo'lsin. U holda A va
B to‘plamlarning to‘g'ri ko‘paytmasi quyidagicha bo‘ladi;

A*B = {(4-1),(42),(4:3), (4:4),(5:-1),(5:2),(5:3), (5:4), (7;~1), (71:2),(7:3),(7:9)}

A hig to'g'ri ko'paytma elementi (x,y) dagi x ni biror nuqtani
alisdnnand, v ol esn ordinatasi desak, u holda bu to‘g'ri ko'paytma tekislikdagi
WLt plamini ifodalaydi.

Hinliggacha aytpanda haqigiy sonlar to'plami R ni R ga to'g'ri
Wiy tinasl Kx R ni tasvirlaydi,

sl to'plamlar  dekart ko’paytmasini koordinata tekisligida
fanvictunh qulay. Masalan, 4 = {2; 3; 4}, B = {4; 5} bolsin, u holda A4 x
d = ((44),(25),(3; 9, 3; 5); (4; 4), (4; 5)} bo‘ladi.

Koardinata  tekisligida shunday  koordinatali nugtalarni

tanvirluymizki, bunda 4 to’plam Ox o‘gida va B to'plam Oy o'qida
i

A=(2;3); B=R A=[-2;4]; B=R

Dekart ko'paytmaning xossalari:

1. AxB#BxA.
2. A x(BUC) = (AxB) U(AxC).
3. AX(BNC) = (AxB)N(AxC).
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1.23
[ —r

123

' =10x"+9=0
x'=5x'+4=0
x' =107 +25=0
xt=6x"+5=0
x'=50x" +49=0
4x"=37x7+9=0
dx* —17x* +4=0

x+1 i I-x
x—2 x+3

0

1 2,
— =3
x-2 x-1

x+1 x-2
s =1
x—2 x+l1

Vx+d+fx-4=2Jx
V3x+T=Jx+1=2
VI0—x® +4x* +3=5

V2x+5+5x+6 =125+ 25

X 432-2Yx* +32=3

Mustaqil yechish uchun misollar.
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1.8
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116
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1.28

1-misol: Quyida beligan tenglamalarning yechimlar to‘plamini toping va
bu giymatlarni to‘plam shaklida yozing.

x' =137 +36=0

o -2xt+1=0

' —5x'+6=0

x' 370 +36=0

' -10x" +21=0

S5x'—16x"+3=0

Fih P45
5-x43-x=6
xt1-V9—x=2x-12
Vel Jax+13=Bx+12
x3~4x—6=\/’m

x+dxi+20=22

iisol Quyidagi tengsizliklar yechimlari to‘plamini toping va ularni

Pl ko'vinighida yozing.

A4

ol D =2y >0

Ol | R

v o0k 25

]

(v )y ').)l'.\'—3)‘|

(v e 2)x+3)
[} L]
k=y .,
v RIS}
I\ 'i.\'| [
| £
— <1
j=x 2+x

log, (x+27)~log, (16—2x) <log,_x

log [log, (3" -9} <1

0,5 <0,25°

log, x+log zx+log, x<6
3

2.2

2.4

2.6

2.8

2.10

242

214

2.16

2.18

2.20

2.22

2.24

2.26

2.28

V3x—x* <d-x

1 3
<

x+2 x-3

|:zx2 ~Ox 4 151> 20

e -x-12<x

2x+2 _ 2x+1 _2:-r4 = 5% 4 SxL!

a1
_,7(‘0
x—4x-5

1 |
A —
3"+5 31

1 3

- —

x+2 x-3

Sx—20<x* <8x

log, log, log; x>0

3
3\."; " 3Ji7-| _3\!}—1 <11
log); x+log,; x=2<0

Tlog3 log . log . x* >0



2.29 0,52"’; +2>3-0,5‘E

230V +3x+d4 53

3-misol: Quyidagi trigonometrik tenglamalar yechimlarini toping va ikki
to’plam shaklida yozib ushbu to’plarning yigindidisi, ayirmasi va kesishmasi
toping.

T+4sinxcosx+1,5(tgx + ctgx) = 0 Sin? 25 - 48t i
dctgx in2a dsin? 4+|=2!g‘x
——ci,—+sin221+1=0 S_ln 2x+4sin® x—
+opg'x $inx-5in(60° ~ x)5in(60° + x)+1=0
&1 3.2

tg3x—tgx—4sinx=0 G

sin 2x = cos’ £—sin —
; 4 X 2 2

clgx—sinx=2sin’ = : g
3.3 2 3.4 (1+cosdx)sin2x = cos? 2

- ] - 3 . . " 5
g2xc0s3x +5in3x++/2 sin5x = 0 cos%cos —5{—5111 xsin3x—sin2xsin3x-

78 2 (cos2x-1)
35 c‘!g(E'+ xX)~ig'x= _____cosz » 36 A
sin(15" +x)+sin(45" —x)=1 Sin xsin 3x +sin dxsin8x = 0
3 2 g
L +ctg3,\'_—,c;g§£ 3.8 2ug°x-2tg x+3gx-3=0
3.7 S x 2

sin3xcos3x=sin2x

24 igreig =+ ot g2 =0
+forcte > ol
& g2 gxgz 3.10 cos2x~Ssinx—-3=0

3.9 sin2x+sin8x =2 cos3x

Quyidagi trigonometric tengsizliklar yechimlarini toping va ikki to’plam
shaklida yozib ushbu to‘plarning yigindidisi, ayirmasi va kesishmasi toping.

sinx >0 sinx <
3.11 cosx>0 3.12 cosx<0

sinx > (} sinx < (
3.13 cosx<0 3.14 cosx>0

fgx >0 tgx <0

3.15 cigx>0 3.1 clgx<0

fy = - fgx <

(17 vt 3,18 clex>0

iy =0 sinx <0

V() 3.20 i&x>0

| 10 i

A-misol: X universal to'plamning ixtiyoriy A, B va C gism to‘plamlari

tehun quyidagi munosabatlarni isbotlang:
1,1 A\(BUC)=(A\B)N(A\C);
1.2 (AUB)\(AnB)=(A\B) U (B\A);
1.4 A\(BNC)=(A\B) U (A\C);
I.4 A\(A\})=ANB;
1.5 A\B=A\(APB);
1,6 Ary (B\C)=(ANB)/C;
1.7 Ay (B\C)=(AnB)\(ANC);
4, AU (B\A)=AUB;
1.9 A\B=(AUB\B;;
1.10 (A\B)\C=A\(BUC);
1,11 A\(B\C)=(A\B) U (ANC);
(A\B) NC=(AnC)\(BNC).
413 N  natural sonlar to'plami va Z butun sonlar to‘plami
hirlashmasini toping.
(i ratsional sonlar to'plami, R haqiqiy sonlar to‘plami bo'lsa G n R ni
toping,
Ratsional va irratsional sonlar to’plami birlashmasini toping,
A 10'g'ri to‘rtburchaklar to‘plami, 8 romblar to‘plami bo‘lsa, 4 B ni

toping.




A4 juft sonlar to'plami Z butun sonlar to‘plami bo‘lsa, ularning fovilat —4<x+l<6
kesishmasini toping, Hig ¥ (9180 520 x'-9x+18<0

[ A juft sonlar to‘plami B toq sonlar to'plami bo'lsa, 4 va 5 larning

kesishmasini toping.
fmisol: Quyidagi berilgan tenglamalarning barcha hagiqiy yechimlarini

0, 12 ! i £ $ ini i y o " : . :
|| {0: 1.2} bo'lsa hamma qism to plamlar to‘plamini toping. tupig vakoordinatalar sisitemasida Dekart ko'paytmasini tasvirlang,
4 juft sonlar to'plami, 5 to sonlar to* i : i
! | ‘ p ‘q plami, C' tub sonlar to'plami 00 08 59w 62 x—1321+36=0
- bollsa, 4UB, ANRB, AnC toping. o o
| . ._Il'lh N J_\' q = 2\4'{; I5—-x++/3-x=6
5-misol: Quyidagi berilgan tengsizliklar yechimlar oraliglarini toping va
(|| koordinatalar sisitemasida Dekart ko'paytmasini tasvirlang, Ol ¥ =S d=0 6.4 x'-2x+1=0
l 0<3x+1<l16 0<2x+1<15 Jivi 7 xr1=2 Vx+l=Jo—x=y2x_12
i Bl FEnNE0 52 *-3x+2<0 G X 10y 125=0 6.6 x'—5x+6=0
| —2<5x-1<16 Bexslel Jio- ' J‘ £3=5 Vel +fax+13 =85 +12
| || 53 x*+5x+6<0 54  x'—Sx+6<0
Il f7 Weox'e5=0 6.8 x'-37x'+36=0
- 3<2r+1 - . e 3
[ 3<2x+1<1 5<2x+l<5 V201545546 = 12x+25 X —dx—6=y2x —8x+12
| 55 x'—5x-6<0 56 x'=5x+d<0Q
FS0x 4 49=0 ' —10x* +21=0
! “5<3x+7<5 —13<5x+2<17 LR 610
‘I 5.7 x+5x+4<o 58 x-Tx+6<0 Vil +32-24x* 132 =3 X —4x-6=v2x' —8x+12
|| ~3<5x42<7 -13<10x+2<17 il W' =370 49=0 6.12 5x*—16x"+3=0
‘ 59 x*+7x+6<0 5.10 x*+7x+12<0 o —dx—3=0 X —4x+3=0
‘ “23<10x+2<27 —4<2x42<0 G A =17x +4=0 x +x—2:0
511 ¥ -7x+12<0 512 ' —=7x+6<0 O 6.14 x-5 x-6
| xF+4x+3=0
|| ~4<x+2<0 —4<3x+2<0
l 5.13 X —8x+7<0 514 x*+8x+7<0 x '.i_..|.|_"_—u x2+1+x3—l__0
‘“I 6,15 x-2 x+3 616 x—4 x+3
| -4<4x+2<6 - - :
| . IR ~4<3x+2<6 X =14x-40=0 x—14x+40=0
‘ 515 x —9x+8<( 516 X +9x+8<0
| |3 ol x
- _ —_—t =2 ——+‘1—=2,3
| “14‘~X+Iz<6 ~“4<x+l<6 6,17 x-2 x-1 618 = x4l
517 x —9%x+20<0 2 2
518 x'+9x+20<0 ¥ 1 14x-40=0 ¥ +14x +40=0




x+1 x-2
+ ]

6.19 x-2 =x+1
X =14x-24=0

0

1.1) {-3.-1,1,3},

1.2) {-3,-2,2,3},

1.3) (-2.-11,2},

1.4) (-L13,

1.5) (—/5.4/5},

1.6) (—3,—V2.42,43},
1.7) (—f5.-1,145),
1.8) {-6,-1.1,6},

1.9) (-7,-1.17

1.10) (~V7.-3,453.47),

1.11) (-3--,-.3},

x
2

b |

142) {efF - ncl Ry

5
-

1

1.13) {-2,-
B) 62—

1
1_-2 7
5:2

1.14) {13—4@}32@}'

1.15) {—%},

e e S R

i i 4 ”” I“_"']; 2-17} (—L2]U(3,6Jp
i e -
6.20 x +4 x'+45 L) R, 218] (0.8),
X =14x+24=0
312) (-1,9), 2.19) (—0,-2)u(2,®),
Javoblar: fik4) (=0,=3)L(=2,-1), 2.20) (—w,—ZJu(gsm).
3 L) LD,
: =3,
117) &3 2.21) {3%},
|
1.20) (03, R
2.22) (0,35)
1.21) {4 6) 'f, 2)(3,0),
1.22) -1,

1.23) (1.3},
1.24) (7.8},

1.25) (~V6.-1,1.46}
2.1) (-1,2)0(2.3),

2.2} [0.3],
4
2'3] (532};
9
2.4) (—5,2)u(3,00_),
2.5) (~w0,1)wu(9,0),

2.6) (m,—%)U(S,«J).

2.7) {1,2,3.4,5,6,7},
2‘8] [4\!1‘3),
2.9) (_m,—_s_—_zﬁ)u(—s?/i],w),
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Mavzu: Yaginlashuvchi ketma-ketliklar ularning xossalari.

Reja
1. Sonli ketma-ketlik hagida tushuncha. Ketma-ketlikning berilish
usullari.
2. Chegaralangan ketma-ketliklar, monoton ketma-ketliklar,

3. Ketma-ketlik limitining ta'rifi. Yaqinlashuvchi ketma-ketiildarning
xossalari.

Sonlar ketma-ketligi haqgida tushuncha.

Ketma-ketlik, bu har bir natural songa biror haqigiy sonni mos qo‘yuvchi
moslikka sonlar ketma-ketligi deyiladi hamda {a,}.{6,}....{x,}  kabi

belgilanadi. Odatda ko'p hollarda ketma-ketlikni {x,} kabi belgilashdan ko'p

. I .
foydalaniladi. Masalan x, =—, x =n, x, =(n+1)"..
H

Chegaralangan ketma-ketliklar. Monoton ketma-ketliklar.

Endi quyida ketma-ketliklarning chegaralangan va
chegaralanmaganliklari bilan tanishib o‘tamiz,

Biror {x,} ketma-ketlik berilgan bo'sin.

Ta'rif: Agar shunday o'zgarmas M soni mavjud bo‘lsaki, {xn} ketma-
ketlikning ixtiyoriy hadi uchun X, =M tengsizlik bajarilsa, {xn} ketma-ketlik
yugoridan chegaralangan deyilidi.

Ushbu ta'rifni matematik tilda quyidagicha yozishimiz mumkin,
IM,VneN:x <M tensizlik bajarilsa berilgan ketma-ketlik yuqoridan M
soni bilan chegaralangan deyiladi va M soniga ketma-ketlikning yugqori
chegarasi deyiladi.

Ta'rif: Agar shunday o‘zgarmas m soni mavjud bo‘lsaki, {xﬂ} ketma-

ketlikning ixtiyoriy hadi uchun x, 2m tengsizlik bajarilsa, {x,} ketma-ketlik

quyidan chegaralangan deyilidi.

Ll et matematik  tilda  quyidagicha yozishimiz mumkin,
I, Vi Goome tenslzlik bajarilsa berilgan ketma-ketlik quyiidan m soni

i chegaiatangan deyiladi va m soniga ketma-ketlikning quyi chegarasi
eyt

bwwip A {y, ] ketma-ketlikning ham yugoridan ham quyidan
CHEgAE b Ba'tea o holda ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.

Haliie il matematik  tilda quyidagicha yozishimiz mumkin,
Wb Ve Nimsx, <M qo'shtensizlik bajarilsa berilgan ketma-ketlik
chspidigan deyiladi,

vhiuridan, quyidan chegaralangan va chegaralangan ketma-ketliklarga
i it indgallar ko'rib chigamiz,

Fiiviali v = 2n+1  ketma-ketlik yuqoridan chegaralanganmi yoki
I R

Yeeldshy ushbu ketma-ketlik quyidan chegaralangan bo‘lib yuqorida
W 0ganimiz arifmetik progressiya bo'lib, # ning birga teng qiymatida
Botmadiotlile o'zining 3 ga teng bo'lgan giymatini gabul giladi va quyi

Shsarant b pa teng bo'ladi.

Lyl & "h”';: ketma-ketlik yuqoridan chegaralanganmi yoki
"+
il

Yoeliishy Ushbu ketma-ketlikni chegaralanganlikka tekshirish uchun

dn+3 4n+2+1 1 PR
‘ami. = = =2+ kabi ikki

siiliidushiivish - bajaramiz, x, — Bl o
HI afratiimlz va yigindining ikkinchi gismi musbat bo'lib, ketma-ketlik
Sl gat'ly  katta va l gi tengsizlik ham o'rinli bo'lib,

2n+l 3
K wd ! -.,‘.I qo'shtengsizlik o‘rinli va bu esa ketma-ketlikni ham
il }

VU b quyidan chegaralanganligini bildiradi va yuqoridagi ta'rifdan

Batiic ot cheparalangandir.,

{8, ) Kotma-ketlik berilgan bo‘lsin. Agar {x“} ketma-ketlik uchun




Ta'rif: {x"} ketma-ketlik uchun, ixtiyoriy » natural sonlar uchun

X, <X (X4 X, )- tengsizlik bajarilsa ketma-ketlik o'suvchi (gat'iy o'suvchi)
deyiladi.
Ushbu ta’rifni matematik ko‘rinishda quyidagicha ifodalash mumkin.
VneN ma x <X, Gyuca, {xn} - o'suvchi
¥neN ga x, <X, oynca, {x,} - qat'iy o'suvchi
Ta'rif: {X“} ketma-ketlik uchun, ixtiyoriy » natural sonlar uchun

X, 2%, [ X2%pa ) tengsizlik bajarilsa ketma-ketlik kamayuvchi (gat'iy

kamayuvchi) deyiladi.
Ushbu ta’rifni ham gisqachi quyidagicha ifodalash mumkin.
YneN ga X 2X,, 6ynca, {xn} - kamayuvchi
¥YneN ma X, >X,, G¥yuca, {x“} - gat'iy kamayuvchi
ketma-ketlik deyiladi.

O'suvchi hamda kamayuvchi ketma-ketliklar umumiy nom bilan

monoton ketma-ketliklar deyiladi.

1
Masalan: X, = BT’ ketma-ketlikni monotonlikka tekshiring.

Yechish: Yugoridagi tariflardan kelib chigib, ketma-ketlik uchun

VneN ma X, <X,.» X,>X,. ikkita tengsizlikdan birortasining bajarilish

yoki bajarilmasligini tekshiramiz. Buning uchun X,=X,, ayirmani ko'rib
chigamiz, agar ayirma musbat bo‘lsa ketma-ketlik kamayuvchi, agar ayirma
manfiy bo‘lsa ketma-ketlik o'suvchi bo‘ladi.

n+1__n+2_n2+2n+i—n2—2n_ 1

X, Xom T bo'lib ayirmaning

n n+l n(n+1) Fn(n+1)

giymati musbat va bundan ko'rinadiki berilgan ketma-ketlik kamayuvchi.

Kotma-ketlikning limiti ta'rifi. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning

‘ xossalari.
iz qilaylik {x,} ketma-ketlik va a € R soni berilgan bo'lsin.
1i'vif: \htiyoriy € >0 son uchun shunday », nomer topilib ¢ ga bog'lig

bl o > n, larda |x, -a|<£ tengsizlik bajarilsa, u holda a4 soniga ketma-

letlikining limiti deyiladi va limx, =a kabi belgilanadi.

-

{Ishbu ta’rifning ham matematik yozuvdagi shaklini quyidagicha yozamiz.
Vi w0, An (), n>ny:|x, —a <& tengsizlik bajarilsa @ soniga {x,} ketma-

letlilening limiti deyiladi.

KKetma-ketlik limiti bu ketma-ketlik hadlari soni cheksizlikka intilganda,
lietma-ketlikning o'zi ganday songa intiladi? savoliga javob beradi. Ketma-
leetlilening barcha hadlari yig'indisini topish bu murakkab masala hisoblanadi.
Uhiningdek ketma-ketlikning cheksiz ko‘p hadlari qaysi oraligda, yoki qaysi
s atrofida o'zgarishini topish mumkin. Agar ketma-ketlikning cheksiz ko'p
hadlard biror anig sonning atrofida o‘zgarsa, u holda bu ketma-ketlik
yajinlashuvehi ketma- ketlik deyiladi. Hamma joyda limiti mavjud va chekli
by lgan ketma- ketlik yaginlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.

1
Masalan: x, o oddiy ketma-ketliklardan biri bo‘lgan ushbu ketma-

Jetlilning limiti nolga teng ekanligini ta'rif yordamida isbotlab ko'rsatib
Wininle, Ketma-ketlik n cheksizlikka intilgan sari ketma-ketlikning hadlari
fiiilit lichiklashib boradi va nolga intiladi, ammo nolga teng bo’la olmaydi.
Haeliitda nolga intilishini isbotlaymiz, buning uchun yuqorida aytilganidek
bt foydalanamiz. Ye>0 son uchun shunday n, nomer topilib n > a,

|
il “-a tengsizlik bajarilishini ko‘rsatishimiz lozim. Tengsizlikni

' l 1 :
(ehilyitijgan bo'lsalk :<rr, n>— tengsizlik kelib chigadi. Bu tengsizlikda & ni
2 € £

silitida gabul gilsak, u holda haqigatda ketma-ketlik limiti nolga intilishini

widiflntitimiz mumkin, Endi ketma- ketlikning hadlarini ko'rib chigamiz,

. 11 1
fotie lotliloning hadlari 1, =, =, =, — .. lardan i ‘rini ibdiki
i1 hac SE 3V s lardan iborat. Ko'rinib turibdiki
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ketma ketlik birinchi hadi 1 ga teng, lekin limiti nolga teng. Tabiiy savol Fertiishl Hahibne Hinitnd hisoblash uchun kasrning sur'at va maxrajidan
tug'iladi. Ketma-ketlikning bitta hadi 1 ga teng lekin limiti nolga teng nima SOl eng katta darajasini gavsdan  tashqariga chi]a ib
sababdan? Yugorida ta'kidlaganimizdek ketma-ketlik limiti bu ketma- bl ity ’ fael
| ketlikning cheksiz ko'p hadlari qaysi sonning atrofida joylashgan bo‘ladi?
Savoliga javob beradi. Demak, yuqoridagi ketma-ketlik cheksiz ko‘p hadlari T — H{(3—-—+ % T ]_+ i
| | nol sonining atrofida joylashgan bo‘ladi. i a2 lim : h ‘” =lim n 2’?" 3
Shuningdek, cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya uchun cheksiz n(5+ nz} 5+ .- 3

| ‘ kamayuvchi geometrik progressiyaning barcha hadlari yigindisi formulasi (14 1) (4 2)!
- 4L):

ganday kelib chigganligi ketma-ketlik limitiga bogliq ekanligini ixnl, lim — " limitni hisoblang. (bu yerda n!=1-2-3-....n

(-3
| ‘ ko‘rsatishimiz ham mumkin. i g !
I | Aytaylik b,,b,...b, - cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya berilgan R
(- 3 i Vi iishi Uslibu limitni hisoblash uchun oldin kasrni seddalashtiramiz.
| i I S oo m ; G :
| bo'lsin, bu progressiyaning hadlari yig indisini topamiz. S, _—__q—l bu (4 (4 2)! _ 1:2-3 0 (4 1) 4123 - (n +T)(n+2)
| TR Bl = B
i yerda §, -progressiyaning yig'indisi, 4, - progressiyaning birinchi hadi, q - ko) 5 1-2-3-..-(n+D)(n+2)(n+3)
Il 1:2:3-.-(n+D)(1+n+2)  n+3

| progressiyaning m.ahrfl}i. Pru.gre‘ssiya ch.eksiz kaméyuv.chi bo‘lgan huld;f |'-’-'l‘-...-(:n+!}(n+2)(n+3)_n2+5n+6
progressiya mahraji birdan kichik bo'ladi. Progressiyaning barcha hadlari

yig'indisini topish uchun yig'indi formulasini hadlar sonini cheksizlikka 1 | L 3
l intiltirib limitga o‘tamiz. Bundan esa domal fim " (,H+ P tim— %3 i A_-¢
e (131 nox pt L Sp4 6w
I YO D Sk
e g-1  q-1 1-g

o nisol, .I,".I.’.{ JH - vn—1) limitni hisoblang,
‘ ekanligi kelib chiqadi. / /
Veohishi ushbu limitda lim(~r+1 —+r—-1)=0w—w ko'rinishga kelib

| -5 Pares
3-misol. lim 2 =2 tenglik to‘g'ri ekanligini ta'rif yordamida isbotlang. il 1 ) )
I = Hubiidis 1 anlgmaslikka tengdir. Bu anigmaslikni ochish uchun limit ostidagi
| | il iy sl ‘ 5 4 " . . . .
|' Yechish: Ixtiyoriy £ >0 soni uchun shunday musbat ( soniga bogliq it forshmasiga ko‘paytirib bo‘lamiz. U holda quyidagi ifoda kelib chigadi:

bo‘lgan) mavjud bo‘lib, barcha » > n, lar uchun lim n+l—-n+1

; 2
=lim =0
:r->rt-\/n_|_]+ ,Jn_l n—)x.\/n+]+\/n_]

I b~z an-5_|_|pn-s=2n| -5 5 . ,.5
- e | =8 | DA (£ Bt sl leelib chigadi.
5 . 2n— . .34 3n n .
| ekanligidan », nomer sifatida — ni oladigan bo’lsa, u holda lim =2 ivol. 1"",'_('? = ) limitni hisoblang.
‘ £ s n AR 4 2?? —‘3
tenglik to'g'ri ekanligi kelib chigadi. n
i glik to'g nligi kelib chiq Voohish; lim( ;“ t3n 1y iy S+3nX2n=-3)-n(2n+4)
e won In4+4 2p=3  wow (2r+4)2n-3)

; 2
4-misol. lim n2 limitni hisoblang.
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B e e e e e

6t +n—15-2n*—4n . 4n’ =3n-15 4n* —3n—15
lim =lim =lim—; £
o= (2n+4)(2n-3) non (2n+ 4)(2n—3) n=dn’ +2n—12
3 15
e R
g 1T
4+———
Iz n

2.6"-8
8-misol. lim—f—— limitni hisoblang.
nra Q7 43

Yechish: Ushbu misolda kasr = ko'rinishiga keladi, bu esa anigmaslik
[+ 5]

ekanligi ma'lum va bu anigmaslikdan qutilish uchun kasr surat va
maxrajlardan bir hil ko‘paytuvchilarni ya'ni cheksizlikka intiluvchi hadni

8

&g . FO-=

kavsdan tashqariga chigaramiz. lim =lim ———— endi kasrni
A G 4+ 3 nove

6"(1+=)

6
. I .8 - .3 i
gisqartiramiz va llmE =0 ekanligidan va IJ_|1n6—ﬂ =0 tengligidan
6"{2 - %} 2
iim——-B— === 2 hosil gilamiz.

6” l+_
( 6:1 )

ant] n

9-misol. lim———— limitni hisoblang.
v 34 4

Yechish: Ushbu limitni hisoblash uchun, yuqoridagi kabi natijasi birdan
kichik bo‘ladigan qilib, kasr surat va maxrajidan bir hil sonlarni chigaramiz.

3|u+|
33—1 [ SAAC +1 3
lim RS lim ;n =1 ga teng bo'ladi, F ifoda birdan kichik va nolga
) —+1
4?

intilishini inobatga olib, hagigatda limitning giymati birga teng ekanligi kelib
chigadi.

. 243+ F
10- misol. llm(li—+3———n
nom 2n+ 1

—~§)linﬂtnifﬁsohlang.

Pesdiishy skl Hmitni hisoblash uchun ifodani soddalashtiramiz

2 E A

f
Y hu Hodani soddalashtirishda arifmetik progressiyaning

Chg sl il asddan toydalanamiz.

I n
T “H
bkwkn n 2 _n_nn+l) n 2n(n+1)—Q2n+Dn
Wt 4 24l 4 20n+l) 4 A2n+D)
M 2n=26"—n n ;%
aznel) i ekanligidan
14243 +..+n
Illnll_l{ o —E):lim8 £ =!im—]—4=-l—.
n+d o 478

Vivpinlashuvchi ketma-ketliklar va ularning xossalari.

Fowveman {x, | ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda bu ketma-

Bt chogaralangan bo'ladi,

Fomvemar Agar {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi va limx, =4 bo'lib,

{2 rid =) tengsizlik bajarilsa, u holda shunday n, e N topiladiki, Vn>n,
bbb &, = p (v, <qg) bo'ladi.
Finvema: Agar {x } va {y, } ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo'lib,

1) limx, =4, limy, =8

=

Ve N uchun x, <y, (x,2y,),bo'lsauholda 4< B (4> B) bo'ladi.

tourema (Ikki mirshab teoremasi): Agar {x,} va {z,} ketma-ketliklar

G indpsliavehl bo'lib,

2) limx, = A, limz, = 4
0w M= "
) Vrne N uchun x, <y <z ,bo'lsa

i haldi {y,} ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi va limy, = 4 bo‘ladi.

L]

Viiaridagl  bir nechta teoremalarni isbotsiz keltirib o‘tdik, bu
iraialaening isbotlarini talabalarga mustaqil vazifa sifatida qoldiramiz
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1-misol: quyidagi ketma-ketliklarni chegaralanganligini ko'rsating.

+1
1.1 x, = f
n+2n
12 =5
nw4n
8 i T
n +2n
3
o e
n +5n
1.5. x, =n+1
7

2-misol: Quyidagi ketma-ketliklarni monotonlikka tekshiring.

21 x,=n"+1

2:2.%.= L

n+l
23 x,= l—
3?(

24 x, = [2]
3

2.5 xﬂ = 22.’:+1

3-misol: @ soni quyidagi ketma-ketliklarning limiti ekanligini isbotlang.

Mustaqil yechish uchun misollar

2"
1.6 x”-32"
1.7 x" ESIT
1.8 x, =
1.9 xn_2n+3
3n—-1
110 x _n3+2n‘+n
B AR R |

n

26 x,=

3n+1
g i

3_?:’

2
R s
29 x,=¢€"
210 x, = —

7T

SR AL
Sn -1

Bkl ne+3

:————,a
" TR 4201

i

i

‘ [

IR
415
3H
39x,==—,a=0
#l 22n £

il Heeilgan limitlarni hisoblang,

IR

RN L

i) hin

i |
[

B |
it 1 4

Oy

' —n-2

Ho=2n+
i) i % :
W2k 2n
(4 1)?
u) i )_;
NR n" <=n
&4 = n
i) Him =}
ot = g
014
i) him- 4 :
Ll On

b) lim 2D
w1

!

b} lim
nx 21 +Tn—8

2 3
b) lim 2t ntan
s | —p4 26

4 2
b)lim— 27 =1
n 10p" —3n+2

2
b) lim— 7 1
Heym G +42_2n+1’

il

b} lim

Ry 2?’14

miggdn2+n—q§k

B} it 4~




4.9

4.10

411

4.12

4,13

4,14

4.15

4,16

4.17

4.18

4.19

4.20

R e ey

(n+DH+(n+2)!
=y (n+3)0

i Sn+D)!
A s =D

(2n+3)n!
m—;
n2 (p+ 2) 4 (n+1)!

a) lim ———n!———;
n== (g — )= (n +1)!

(7n+1)n!
R0+ )+ Tn!

1+2+3+... 48,

) 4n* +1

nl—(n +2)!

im———;
ns= (4 3 (n+1)!

lim a(n=3)+(n-2)!
]n-w (n—D'—(n-2)! '

(n—-143n!

L e vy T

2An+D-(n+2)
A (n+3)=(n+Nt’

4] i 7(n+1)4 4n!

(=D (n—3)!

Gn+D(n—-D'=3(n+ D!

a) lim

A 2 4 D= (-2

h) lim(vw +n —nt=n ;

o

; n
b) lim

n—w.:\/;; +1,
. NR+3n
b} lim————;

e p+l

Zn+1

b) lim——;
)”“‘*\f‘ nn+d

(n+l) —(n- 1)

nt+1

b) lim

2

I ;
b}"n:l(n 12 2n+l

2n—1

b) hm(—l—+i+ -+ = Y;

H— n

b | ]m(5+3n "

nsa dp+4 2n— )

20 +5 m 44
n+l '2n+3’

b) llm(

1 2

H
1 :
o) ~5’1(zn 21 2n+l

¥l -1

b) llm(

ey +2 A+3

| Lo b 3 n
R ' l, i I”) b}]mS ~1L
notl nom gt 4 17
I T4 M+
1) N ,(” )b “'-—-H = b) iim——_2 L +3™ .
(D D= (m+2) e L U
1 il
A} lim a0 (4 l)_.': b) lim(1+2+3+ +n_£)
' {l” | [)Hf ¥z n+2 2 4
Javoblar:
L) i, 6)1, 4.8) a) 2 6) o 4.17)a) 3,6) 1,
3! ’
RS 418)2) 0,6) =,
| 21 49)a)o0,6) 1,
3 1
419 -=,0) -,
W e 2, 410)a) «, 6) », 13-l

|
LA ) -, 6) o,
1

A5) ) l' :0) 0,

Lh)u) 1, 6)0,

), 6),

e, 120)a) ,6) 1,

4.12) a) 0, 6) «,

1
421)a) L, 6) 1,
4.13) a) %,6] 1, 2’9

1
422)a) L6
4.14) a) %,6] 6, Yays.93

1 1
4.15) a) «, 6) 0, 4.23) a) 5,5} i

4.16)a) 0,6) 1,




[ Mavzu:Yaginlashish prinsipi.

‘ Reja
[l
‘ | | 1. Monoton ketma-ketlikning limiti, e soni.

| 1. Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi. Qismiy ketma ketlik.
- “ Bolsano-Veyyershtrass tearemasi.
‘ 3. Ketma-ketlik yaginlashishining Koshi kriteriyasi.

Monoton ketma-ketliklarning limiti

Teorema: Agar {x,} ketma-ketlik o‘suvchi va yuqoridan chegaralangan

| bo‘lsa, u holda {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi va limitga ega bo‘ladi.

|I | Teorema: Agar {x,} ketma-ketlik kamayuvchi va quyidan chegaralangan
‘ bo‘lsa, u holda {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi va limitga ega bo'ladi.
‘ | Keyingi teoremaning isbotini ko'rib chigamiz.
‘ Isbot: Aytaylik {x,} ketma-ketlik teoremaning ikkala shartini bajarsin.
Bu ketma-ketlikning barcha hadlaridan iborat to‘plamni £ bilan belgilaymiz.
| | E={x,%,X50 00X 50ee b
‘ I‘ Ravshanki £ quyidan chegaralangan bolib, £#@ . Unda to‘plamning

| aniq quyi chegarasi mavjudligi hagidagi teoremaga muvofiqg, inf E mavjud
‘ | bo‘ladi. Uni a bilan belgilaylik. Ya'ni inf E=a.

| I
| | To'plamning aniq quyi chegarasi ta'rifiga ko'ra, Ve >0 sonni olaylik.

| 1) YneN uchun x, Za

i 2)  3x, €E,x, <a+e boladi

| | Berilgan ketma-ketlikning kamayuvchiligidan, », dan katta ixtiyoriy

- ‘ Vn>n, lar uchun x, <x, tengsizlik bajarilib, x, <a+¢ bo‘ladi. Bundan kelib
chigadiki, ¥n>n, lar uchun a—&<x, <a+e qo'sh tengsizlik bajariladi va

ketma-ketlik limiti mavjud va limx, =a=inf £ ekanligi kelib chigadi.

A—pon
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. l l n
Masalan: Ushbu Xﬂz[l‘f';] ketma-ketlik limiti mavjud ekanligini

lit'rsating.

Yechish: avvalambor ketma-ketlikni monotonlikka tekshiramiz, Buning

X :
tihun —;“l nisbatni garaymiz.

X,

n

| nil

{I | J

nil) @)™ e 2 ey wraom Y ne
(n |] (n+1)7" ((n+12""n |\ W+onel)

H

a+l
| i+
[ e I}.JJ " tenglikning ohirgi ifodasiga Bernulli tengsizligini go'llab,

ijiyldagiga ega bo'lamiz.

I " n+l1 1
| 5 —=|1- ; n+l_ n n+l "
| '”'”’J n ( (1) “’””J F ol o Do Sl

lcanligi kelib chigadi va bu esa ketma-ketlikning o‘suvchi ekanligini bildiradi.

n

Keyingi bosgich ketma-ketlikning chegaralanganligini ko‘rsatishdan
: : 1.,
iborat. Buning uchun {1+;) ko‘phadnig darajasini Nyuton binomidan

fiydalanib ochib chigamiz.

I 1
“ g " :]n -1 8- e =2 .12 I TH—. -3 ! " n ]
”) +C +CT T+ O O
1 n n n A
{.u 4 A =5 o —e)1=0} i n—t l =" = ] r— " 11— 4
| ”5+Ln 1 -;ﬁc" 7.1 7-;?—4-(?" "-1*‘c,,°-1"'}‘lu+..‘
! -Ilv%+—l—=1+ n! ‘l+ n! I_+ m! 1
7 n (1) n (n—2)!-2! n (ﬂ—3)1-3! fz_3+
! 1 n! 1 n! 1 !
(n-a)-4l n*  (n=s)st T o
L4l ot (n=5)k5t A (n-6)L6! n* (n=7)LT0 W
n! 1 n! 1 n! 1 1
: RPN PO | SN, o) TR e : :
(n=8):8 w (n=9)tol T G Y




n[ﬂ—l]_ n(n-l)(n 2) n(n-l)(n—2)[n—3) 1.

2 A 24 n
a(n-1)(n-2)( n-3)(n—4) n(n 1)(n-2)(n- 3)(:1-4](:? 5)
120 " 720
r.-'(n—l)(n 2)(n '5)(.*1 4)(n 5)(?3 6)
5040
n(n—1)(n—2)(n- 3)(n—4)(n— 5)(n— 6)(n— 7)
40320
(n=1)(n=2)(n=3)(n—4)(n=5)(n=6)(n=7)(rn-9) 1 s
362880 n M

ushbu ifodaning ikkinchi hadidan boshlab barcha hadlarini taggoslab
baholasak u holda, ifodaning ikkinchi hadidan keyingi barcha hadlari mos

rawishtal l —I— —]— L ] 1 L lardan Kichik ekanligi

2’6 24" 120" 720 5040 40320 362880

kelib chigadi va umumiy yig‘indini topib

1+1+l+l+i+—l-+-1—+ ; + 1 + l__
2 6 24 120 720 5040 40320 362880

181440 + 60480 +15120 +3024 + 504+ 72+ 9 +1 +260650
362880 362880

2+

210,7182815=2,7182815 bo'lib, ketma ketlik chegaralanganligini ko'rishimiz
mumkin va 0<x, <3 deb olib, o'suvchi va yuqoridan chegaralangan ketma-
ketlikning limiti mavjud bo‘lishi hagidagi teoremadan berilgan ketma-

ketlikning limiti mavjudligini kerishimiz mumkin.

Ta'rif: X,,I[“'lJ ketma-ketlikning limiti ¢ soni deyiladi. YA'ni
"

; : 1y
llmx"=|lm[l+-—) =e.
N—pary =y n

llima-ich joylashgan segmentlar prinsipi. Qismiy ketma-ketlik.

Bolsano-Veyyershirass teoremasi

Avtiaylik {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin, ushbu ketma-ketlikning biror
4 ldint tanlab, x, bilan, » dan katta #, hadini tanlab x, bilan va hokazo
it whivinday  belgilashlarni amalga oshirib, X5 Xy s Xy senis X, 4o KELMA-
Bethiliinl hosil gilamiz. Hoesil gilingan ketma-ketlikka {x,} ketma—ketlikning
slsinty kotma-ketligi deyiladi.

Qisinly ketma-ketliklarning limitlari ketma-ketlikning gismiy limitlari
YT

tuoreni: Agar {x,} ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, uning har gqanday
sty koetimasketligi ham shu limitga ega bo‘ladi.

sl Teorema shartiga ko‘ra {x,} ketma-ketlik limitga ega bo'lsin, ya'ni
Hiih bo'lsin. Ketma-ketlik limiti ta'rifiga ko‘ra

U, dn (), n>n,|x,—~d<e tengsizlik bajariladi. Bu esa {x,} ketma-
Betlilsing  m,  nomerdan keyingi barcha hadlari (@—s,a+) oraligda
[y llilnhind bildivadi. Bundan esa {x,} ketma-ketlikning hadlaridan tuzilgan
abilny v, ! qismiy ketma-ketlik uchun shunday », >#n, shartni
sttt tivuyehi hadlari topiladiki va bu hadlarning barchasi (a—,a+¢)

st toplshli bo'ladi. YA'ni Ve >0, 3n,(e), n, >n, |x,

aiq, tengsizlik
Faafan b Teorema isbot bo‘ldi.

Bkt Ketma-ketlikning qismiy ketma-ketliklarining limitlari mavjud
bty har doim ham berilgan ketma-ketlikning limiti mavjudligi kelib
Chbav eyl

Banalang x, = (=1)" ketma-ketlikning limiti mavjud emas. Ammo bu
ot ottikining qismiy limitlari mavjud bo‘ladi. Ya'ni ketma-ketlikning
AEalial fig vi jult sonlardan iborat bo‘lgan ikkita ketma-ketlikka ajratsak, u
Bl &+ 1 v xy,, =1 bo'lgan ikkita qismiy ketma-ketliklar hosil bo'ladi va

i i el lietmasketlikning limiti mos ravishta -1 va 1 ga tengdir.

di 'iinda tabily savol tugiladi. Qachon gismiy ketma-ketliklarning
Hitthant nivjud ho'ladi? Ushbu savolga quyidagi teorema javob beradi.
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Teorema  (Balsano-Veyrshtrass teoremasi): Har  ganday
chegaralangan ketma-ketlikdan chekli songa intiluvchi gismiy ketma-ketlik
ajratish mumkKin.

Ushbu teoremaning isbotini talabaning o'ziga mustaqil ishi sifatida

goldiramiz.

Ketma-ketlik yaginlashishining Koshi kriteriyasi.
{x,} ketma-ketlik berilgan bolsin.
Ta’rif: agar ixtiyoriy V& >0 musbat son olinganida ham shunday natural
n,(¢) nomer topilsaki, istalgan n>nm, va m>n, lar uchun |xn —xm] <
tengsizlik bajarilsa, {x,} ketma-ketlik fundamental ketma-ketlik deyiladi.

Ushbu ta'rifni gisqacha matematik tilda quyidagicha yozamiz.

Ve >0,3n,(g), V> ny, Vm>m, l)-‘” —xml <.

Masalan: x":% ketma-ketlikni fundamental ketma-ketlik ekanligini

isbotlang.
Yechish: berilgan ketma-ketlik uchun
Ve >0,3n,(g), V> ny, Ym>ny, |, —x,| <& shartning bajarilishini tekshiramiz.

2’.‘?-“ l
< —=—
2.’" 2}1

2]’.‘?—\’9 sy ]
2"

1 1

7 2

m va n larning ixtiyoriyligidan m>n deb olib,

bo'lib, Ve>0 ga ko'ra n,=log, £ deyilsa, u holda Vn>n, Vm>n, bo‘lganda
)

logy &
|x"—xm|4(%j * —¢ bo'ladi.

Teorema (Koshi teoremasi): Ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'lishi
uchun uning fundamental bo‘lishi zarur va yetarli.

Ta'rif: {x,} ketma-ketlikning qismiy limitlarining eng kattasi berilgan
ketma-ketlikning yuqori limiti deyiladi va Erﬁx" kabi belgilanadi. {x,} ketma-
ketlikning gismiy limitlarining eng kichigi esa berilgan ketma-ketlikning quyi

limiti deyiladi va |jmx, kabi belgilanadi.

M
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Mustaqil yechish uchun misollar

fmivol: Monoton  ketma-ketlik  limitining mavjudligi  hagidagi
Lisilliglindan va Koshi teoremasidan foydalanib, quyidagi {x“} ketma-ketlik
Ui iling vaginlashuvchiligi isbotlansin.

singe sin 2o sinna
.}‘ — + +

Lhi N, = i
2 2 2"

[t-m I| ) [t'os 2_|+ +[cos l‘l|

| 3’ B L

n—1
1,04 N, | " ! .+___+¢
1«2 2.3 n(n+1)

n—1
bl 5, - - -+...+7("1)
Iy 2.4 n(n+2)

| 1

Ry &Lk =+ —
Al n!

sin2 i
[ T . -+ o

L0 s, s g t..+a,q”,

bdi v -iul|ll1.| «M (]‘= 031321"') B |q| <l1.

uml!'ms’.’.!_'_ i cosn!
12 23 7 n-(n+1)

(-2 -)




1.11. x_ = 0,3R/6 p
n Ta h il iy ™ l"‘I"'(_]) ] 29. x"=(]+l) (—[)“‘*‘-Sini{‘E
n 4
1.12. x, =0,FFd0
T AN (/l p 24 2.10. x, =cos”2—’;r-
l n
113. x, = (1 +—]
n
1.14. x, = 8}
n!
1.15. x“=l2+%+...+ n 3
2° 3 (n+l)
1
1.16. x_ = l~|*1 l-!-l e | 14—
2 4 2

117.x, = \/2_, X, = V2442, X, =é§i—iﬂg-.>#«é,...

n Ta RAOR3

2-misol: Quyidagi ketma-ketliklarning yuqeri va quyi limitlari topilsin

H—pa)

[Eiﬂx" = %limx, - ?J

st =GO -
" 2
) 1+ M nm
QiR 27. %, =14 ——-cos’ =~
23, % =142+ (=1 +3 .(_1)”(';") 28.x, = :: i 2“7‘-"




II BOB FUNKSIYA VA UNING LIMITI

Mavzu: Bir o‘zgaruvchili funksiya va uning xossalari

Reja:

1. Funksiyaning ta'rifi va berilish usullari.
2. Funksiyaning grafigi.

Funksiya va uning berilish usullari

Tabiatda ikki xil miqgdorlar uchraydi, o‘zgaruvchi va o‘zgarmas
miqdorlar. Bizga bir nechta to‘rtburchak berilgan bo'lsin. Ularda quyidagi
migdorlar gatnashadi. Tomonlarning uzunliklari, burchaklarning kattaliklari,
yuzalari va perimetrlari. Bu miqdorlardan ba'zilari o'zgarmaydi, ba'zilari
o'zgarib turadi. Masalan, qaralayotgan hamma to‘rthurchaklarda
burchaklarining to‘g'riligi, ularning soni to‘rtta bo‘lishligi va yig'indisi 360" ga
tengligi o‘zgarmaydi. Tomonlarining uzunliklari, perimetrlari, yuzlari esa
o‘zgarib turadi. Xuddi shuningdek, bir nechta doira chizsak, ularda aylana
uzunliklarining o'z diametrlariga nisbati hammasida bir xil bo'lib, 7 ga teng,
lekin ularning radiuslari, aylana uzunliklari, doira yuzlari o‘zgarib turadi.

Ma’lum sharoitda faqat bir xil son giymatlariga ega bo‘lgan miqdorlar
o‘zgarmas migdorlar deyiladi. Ma'lum sharoitda har xil son giymatlariga ega
bo‘lgan miqdorlar o'zgaruvchi miqdorlar deyiladi. Odatda o‘zgarmas
miqdorlarni a.,b,c.d,... o‘zgaruvchi migdorlarni x,y,z,u,v,... harflari bilan

belgilanadi.

Matematikada ko‘pincha o‘zaro bir-biriga bog'liq ravishda o‘zgaradigan
migdorlar bilan ish ko‘riladi. Yuqoridagi misollarimizda doiraning yuzi uning
radiusining o‘zgarishiga qarab o‘zgaradi, ya'ni doiraning radiusi ortsa, yuzi
ham ortadi, va aksincha. Xuddi shuningdek, kvadratning tomoni bilan yuzi
orasida ham shunday bog‘lanish mavjud. Kvadratning yuzi uning tomoniga
bog'liq ravishda ozgaradi.

bl A x miqdorning X sohadagi har bir giymatiga biror
Yt gh ko'ra y migdorning Y -sohadan aniq bir giymati mos keltirilsa,

Lo v mdgdorning X -sohadagi funksiyasi deyiladi va y= f(x) kabi
bl

Wi Bilidla v« argument yoki erkli o‘zgaruvchi, y - esa funksiya yoki
S s ivenl deyiladi. Agar y, x ning funksiyasi bo'lsa, u holda x va y lar
st bog'landsh funksiyali bog'lanish deyiladi va quyidagicha yoziladi:
L Hil Ve y), y = e(x),... . Agar yuqoridagi misollarga e'tibor garatsak,
Beantig vuel radiusning funksiyasi, kvadratning yuzi tomonining funksiyasi
St i e bo'ladi,

Avpiinent  gabul  gilishi mumkin  bolgan giymatlari to‘plami
Sl el andglanish seohasi, funksiyaning o‘zi gabul gilishi mumkin
Sl yivniatlart to'plami funksiyaning o‘zgarish sohasi yoki giymatlari
Eop b el

Fislisivaning berilish usullari. Funksiya sharoitiga garab jadval,
S v gatile usullar bilan berilishi mumkin.

Fusilinlya jndval uvsulida berilganda, argumentning ma'lum tartibdagi

4o y (iymatlari va funksiyaning ularga mos keluvchi

i i ijlymatlari jadval holida beriladi:

»
Xlx |x|x]. |=x

Vi ||y |»

Fisthstylarning jadval usulida berilishiga misol gilib kvadratlar, kublar,
Eobil dlliglar  fadvallarni ko'rsatish mumkin. Bu usuldan ko'pincha
W s anlda Eajribalar o'tkazishda foydalaniladi.

Fitilislyiunlng grafik usulda berilishi. y = f(x) funksiyaning grafigi deb
ottt b f(x) ni to'g'ri tenglikka aylantiruvchi tekislikdagi barcha
sl b i aytiladi.

Al Banbdyaning praligi tasvirlangan bo'lsa, funksiya grafik usulda
et oy
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Funksiyaning analitik usulda berilishi.

Formula yordamida berilgan funksiyalarga analitik usulda berilgan
deyiladi. Masalan, y= X!, y=kx+b, y=a', y=lgx, y= sinx, y=cosx ,.
funksiyalar analitik usulda berilgan. Agar analitik usulda berilgan
funksiyaning aniglanish sohasi to‘grisida alohida shart go’yilmagan bo'lsa, u
holda y= f(x) da o'ng tomonda turuvchi ifoda ma'noga ega bo'ladigan ning

giymatlari olinadi. Masalan, agar y=x" ni kvadratning tomoni bilan yuzi
ifodalovchi bog'lanish sifatida olsak, u holda aniglanish sohasi barcha musbal
sonlardan iborat bo'ladi.

Funksiyaning aniglanish sohasini topishga doir misollar keltiramiz.
Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohasini toping:

1-misol. y o funksiyaning aniqlanish sohasini toping.
X

Yechish: Ma'lumki, kasr ma'noga ega bo'lishi uchun uning maxraji
noldan fargli bo'lishi kerak. Demak, x =0 ki x € (—o0;0) W (0;+00).

2-misol. y= %(x -1)"" funksiyaning aniqlanish sohasini toping.
Yechish: Xuddi yugoridagidek muhokama yuritsak, 2x—1#0 yoki 2x# 1.

Demak, aniglanish schasi {—30;15] v {-;—;+co) dan iborat.

3-misol. y=+/3x+ 2 funksiyaning aniqlanish schasini toping.
Yechish: Kvadrat ildiz ma'noga ega bo‘lishi uchun ildiz ostidagi ifoda

manfiy bo'lmasligi kerak, ya'ni 3x+220 bunda x2~§ . Demak, aniglanish

sohasi [——%—,+no) dan iborat.
|

funksiyaning aniglanish sohasini toping.

1
4-misol. y =
Aax -5

Yechish: Agar yuqoridagilarni hisobga olinsa, u holda 4x—-5>0 bo'ladi

Bundan x>%. Demak, aniglanish sohasi (i—,+oo) dan iborat.
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fmisol. y =Ig(2x —1) funksiyaning aniglanish sohasini toping.
Yechish: Logarifmik funksiya fagat musbat sonlar uchun aniglangan,

emik, 2x—1>0 bo'lishi k - i i
i kerak. Bundan, x )5. Demalk, aniglanish sohasi

|
[ 1) dan iborat.

' 1
Wtcol - 1 w2 : 5
vemisol. 3 T2@x—1) funksiyaning aniglanish sohasini toping.

Yechish: Agar yuqoridagilarni inobatga olsak, 2x —1> 0, 2x —1# 1bo‘ladi

b | —

Hitnidan x>—, x#1 kelib chigadi. Demak, aniglanish sohasi (l;+1)u(]- + o0)
it |horat, ’

A) .|:|;|Iil:ik usul funksiyaning o'rganish jarayonida juda ko'p uchraydigan
titililiy, Iekin ba'zi xollarda funksiyaning giymatini topish murakkab

lisihliaghlarga olib keladi,

li) v= f(x) yozuv hali funksiyaning analitik usulda berilishi bo‘lmasligi
ilidkin, Masalan, ushbu Dirixle funksiyasini olaylik,

l, acap  x — payuonan con 6ynca

0, eeap  x—uppayuonwan con 6jnca.

ik y= f(x) funksiya berilgan, uning aniglanish sohasi barcha

:th.l\r sonlar to‘plamidan iborat, ammo funksiyaning analitik ifodasi
s eimas,

) finksiyaning jadval usulida berilishi qulaydir, chunki bir necha
Wi minllae topilgan bo‘ladi, lekin funksiyaning schasi cheksiz to‘plam
W lanil, uning barcha giymatlarini ko‘rsatib bo‘lmaydi

W) tunksiyaning  grafik usulda  berilishi uning o‘zgartirishlarini
sl gqilish imkonini beradi.

Fiinladyaning prafigi - egri chiziq (hususiy holda to‘g'ri chizig), ba'zi
SOl ior nugtalar to'plami bo'ladi.
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N ——— -

Funksiya grafigl.
y = f(x) funksiyaning grafigini hosil qilish uchun M(x, f(x)) nugtalarni

hosil gilib, ular bir-biriga juda yaqin bo‘lganda, silliq chiziq bilan tutashtiriladi.

funksiyaning grafigi ~chizilsin. Bu funksiyaning

Masalan. 1) y=l
X

aniglanish schasi x#0 hagiqiy sonlar to‘plami, ya'ni (—o0;0) W (0;+00) dan

iborat.
Endi, aniglanish sohasidan x ning bir necha giymatlar

ularga mos keladigan giymatlarini topamiz.

ini olib, uning

[
|
L

1
Koordinata tekisligida M (1.1}, Mz(’l;-]z—), M,(3i=) e nugtalarni hosil
o |

chiziq yordamida

gilamiz. Bir biriga yaqin turga nuqtalarni  uzluksiz
perbola hosil

tutashtirsak, funksiyaning grafigini ifoda giladigan egri chiziq gi
bo‘ladi. (2-chizma)

¥,
F 3 Mg
My
2 1l 0 1 2 43
1
2
2-yu3ma

2) y=x" ning grafigi chizilsin.
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i I ) 3 -1 -2 3
. il I | 9 1 4 9
SO M) M (2 4) nugtalarni hosil gilamiz. Ularni silliq chizig
SHE Bl il parabola egri yaizig'i hosil bo'ladi. (3-chizma)
Vi
ME
2 F) ¢ i 2 .r;
3-qama.
o hieimdi
I, aeap x>0 6yinca,

y=40, aeap x=0 6ynca,

-1, azap x<0 6&imca.

B g ol leo'rsatilgan. (4-chizma)
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Aksincha, agar tekislikda biror egri chiziq berilgan bo'lib, abssissalai
o‘giga tik ba‘lgan har qanday to'g'ri chizig, bu egri chiziq bilan bittadan ko'p
bo‘lmagan nuqtada kesishsa, u holda bu egri chiziq funksiyani ifodalaydi.

Juft va toq funksiyalar. y = f(x) funksiyaning aniglanish sohasiga tegishli
x o‘zgaruvchining har bir qiymati bilan —x giymat ham shu funksiyaning
aniglanish sohasiga tegishli bo‘lsa va bunda f(=x)=f(x) tenglik bajarilsa,
y=f(x) funksiya juft funksiya .deyiladi. Masalan, y=x> funksiya juft

funksiyadir. Haqigatdan, bu funksiya R to'plamda aniglangan va aniglanish

sohasi har ganday x bilan —x ni o'z ichiga oladi. Bundan tashqgari,

f(=x)=(=x)*=x"=f(x) tenglik bajariladi. Juft funksiya grafigi ordinata

o'qiga nisbatan simmetrik bo‘ladi (5-chizma).

S-yuzmMa

y=cosx juft funksiyadir. Hagiqatdan ham, har ganday x va —x uchun
p, va P nuqtalar absissalar o‘gqiga nisbatan simmetrik joylashgan (9-
chizma). Bundan shu nugtalarning absissalari bir xil, ordinatalari esa garama-
garshi ekani kelib chigadi. Bu kosinus ta'rifiga ko'ra, har ganday « da
quyidagi tenglik to‘g'ri ekanini bildiradi: cosa =cos(—¢) . Umuman, har
ganday juft funksiyaning grafigi ordinata o‘giga nisbatan simmetrikdir.
y= f(x) funksiyaning aniglanish sohasiga tegishli x ning har bir giymali
bilan —x giymat ham shu funksiyaning aniglanish sohasiga tegishli bo‘lsa va
bunda f(-x)=-f(x) tenglik bajarilsa, y=f(x) funksiya toq funksiya
deyiladi. Toq funksiyaning grafigi koordinata boshiga nisbatan simmetrik
joylashadi. Masalan, f(x)=x" funksiya toq funksiyadir. Hagiqatdan ham,

f(=x)=(=x) ==X =—f(x) , yani f(=x)=-f(x) tenglik bajariladi. Bu
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S Bl oordinata: boshiga nisbatan simmetrik bo’lib, kubik
S0 i i A . I i ‘
: S e (9 chizma). y =sinx toq funksiyadir. Hagigatdan ham

Highady Vi Frng org I’l]dta]a]l]]l] Xll ]ekl]] ISilll] ala!]qa] ama-
i\ ! fl!llll.ll.l i ” I c i bi i " in i i
14 e A i fHl e = h() ]adl ”u]l{ia h i e
[ il V. NH ) - ,‘J.x . n esa “f‘ﬂ( {1) S ex

ERR Ry Bndeslya ham juft yoki toq bo'lishi shart emas

iy 14 | 5 ] . A 1
1T VA, VXt 5y, y=sinx+cosx juft ham, toq ham emas

S sl e dodm juft yoki tog bo‘lishi shart emas ekan

a2y =3)

TTY Y Sat S i - T
¥ = 6x 18 funksiyaning juft yoki toq ekanligini

b

beihisle yugoridapi ta'rifga ko'ra argument o‘rniga garama- hi
SRR et (jo’yib soddalashtirilganda, funksiyaning (ﬂ,"ziqirgl"hI
SRR ks Jult bo'ladi. Agar soddalashtirilgach funksya ham te ;‘]‘
SR B cldgan, funksiya tok funksiya bo'ladi, Shuni~1:ek5hir.au*nizS "

)" 4 2x=3) _ x(x’ +1)}2x+3)
ow' )y 6x+8 Ix* +6x+8

oAl

# y(x) #—y(x)

BB s vinadild bu funksiya juft ham emas toq ham emas

FEdt finddyaning juft yoki tog ekanligini tekshirishning yana bi
SO R Ehdgamiz, Sababi har doim ham maktab o'quv;hilari fuynk i ”_‘
R W sjisruvehidan to'la foydalana olishmaydi. Shunin h n ba
B b b har xil ishorali absolyut giymati o'.zara teng u‘c l'ml "
SRRl felshiramiz. Agar xar hil ishorali sonlarni qo‘ygani':‘ Zjdr:las
SRR B W il funksiya juft funksiya bo‘ladi. Agar har hillz'?) arlr"
SR lviablagl teng sonlar kelib chigsa, u holda funksiya to ﬁlls [::al
:l SRR At (k) L glymat kelib chigsa, u holda funksiya juft hamqemZS tlc{:
SO s bl e tekshirist idagi mi

v 1 uchun yuqoridagi misoldan foydalanamiz.

) . | L o
T i funksiyaning o‘rniga 1 va -1 ni qo'yib tekshiramiz.

e i ¢ ‘ iz i tr I I
‘ ' i | v I l|<|“ Iil_y(l-]]ill]aml fay lekln ]gonamet ik yoki loga lfmlk
LR L 1l lllhl.lf‘.llHTl lli"lll)]'l§l] c i q
I h dA5NEZa va SUddalaShtﬂ'iShgﬂ aQsonr ‘ g
d Vv 0 b{J Iﬂd an
'li S IIH.'I|-I|.III|'-|'I IIlIIIIIl(iI]_ ]




3-6+8 5

i }1 =
3x —6x+8 J()

E e
}’(—l)zwzi bu yerda y(1)#y(~1) bundan esa bu funksiy:
3+6+8 17

toq ham emas juft ham degan hulosaga kelamiz.

Davriy funksiyalar

Ta'rif. Agar f(x) funksiya uchun shunday 7>0 son mavjud v
funksiyaning aniglanish sohasidan olingan har bir x uchun x+¢ va x—1 lan
aniglanish sohasiga joylashgan bo'lib, f(x+t)=s(x) tenglik o'rinli bo'lsa, u
holda f(x) davriy funksiya deb ataladi. sonlarni eng kichigi funksiyaning,
davri deyiladi.

1-misol. y=sinx, y=cosx, y =1g¥X, y = x —[x] davriy funksiyalardir.

Davriy funksiyaning grafigini hosil gilish uchun uning bir davr ichidagi
grafigini chizib, so‘ngra uni chapga va o‘ngga cheksiz ko'p marta ko'chirish
kerak.

2-misol. f(x)=x-[x]=x—E(x) funksiya berilgan. Bunda E(x)=|x]
ifoda x ning butun gismini bildiradi. ( £ - fransuzcha Entier -ante-butun

so‘zining birinchi harfi). Masalan, [x]=m (m<x<m+1) m-butun son.

f(x)=x—E(x)={x} bu funksiya x ning kasr gismini bildiradi, ya'ni

£(1)=0; £(1,05)=0,05;... f(x) funksiya davriydir va uning davri t=1 dir.

Haqgiqgatdan,
Flx+1)=x+1 —E(x+])=x+l—E(x)-l:x—E(x)zf(x).
Demak, har ganday butun son ham davr bo'ladi. Funksiyaning grafig

8-chizmada ko‘rsatilgan.

ny

4

8-chizma
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1 dithaad Wi N g
SRS eos g3y funksiyaning eng kichik davrini toping.

Basde VEhilin funlstyaning eng kichik davrini topish uchun berilgan

Bty bag *hir fi i
SO Gl gan har bir funksiyaning eng kichik davrlarini topamiz
i\ Hutls 1
P o engg kichik umumiy karralisini topamiz

Hi 2y, A M X =T, ye=C l ] i
\ Ly u)s?x,ix—Z:*r,x=4?r

va

IIRTTE ho'lib, 7, 47, Z larning eng kichi i i
| '3 g eng kichik umumiy karralilarini

Bty ' i o
T {4 g teng ekanligini koramiz. Demak ushbu berilgan

SRS v Kichile davri 4 ga teng ekanligi kelib chigadi

Monoton va teskari funksiyalar
i e f(y) funksiyaning X sohadagi ihtiyoriy ikkita

L it uchun x, < x, bo‘lganda, f(x,)-cf(xz) tengsizlik orinli

B0 il v/ (x) tunksiyasi X sohada o‘suvchi funksiya deyiladi

PV it nuqtai nazardan quyidagicha ko‘rsatishimiz mumkin

SHREEE L ridan ko'rinadiki, funksiya biror oraligda o‘suvchi bo'lishi
Sl Sl snillgdagl argumentning kichik qiymatiga funksiyaning kichik
AR e g katta giymatiga funksiyaning katta giymati mos keladi

, :
5 linlksiyasi butun sonlar o'qida o‘suvchi
I Vo gy Tunlkesiya ham o'suvchi funksiyadir
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Tarif. y=f(x) funksiyaning X sohadagi ixtiyoriy ikkita
(x,%,) qiymatlari uchun x, <x, bolganda f(x)<f(x,) tengsizlik orinli

bo'lsa, u holda y = f(x) funksiya (x,,x,) oraligda kamaymaydigan funksiya

! y=fix)
2} .
] fied ) /.

fxy) fixd)

i x 2 3 e

deyiladi.

.
b
X

Ta'rif. y = f(x) ning argumenti x ni V(x,,) uchun x <x,, bolganda
f(x)>f(x,) tengsizlik o'rinli bolsa, y=f(x) ni (x.x,) oraligida
kamayuvchi funksiya deyiladi.

{-misol. y=x" funksiyaning olsak, bu funksiya (-e0,0) oraligiida

kamayuvchi, (0,%0) oralig'ida o'suvchi funksiyadir.
2-misol. y=sinx funksiya (0,%) oraligda monaoton o‘suvchi bo'lib,

ik 2{) oraligda monoton kamayuvchidir.
2" 2

¥

s y=iix)

Jixa)

ER 4

ol x; +4

Ta'rif. y = f(x) ning argumentining ixtiyoriy (x,,x,) qiymatlari uchun
x, <x, bolganda f(x)>f(x,) bo'lsa, u holda y=f(x) funksiyasi (x,x,)
oralig'ida o‘smaydigan funksiya deyiladi.

Agar berilgan oraligda argumentning katta giymatiga funksiyaning katta
giymati mos kelsa, ya'ni shu oraligdagi ixtiyorly x ~va x, uchun

48

SR (8 ) 2 /(%) kelib chigsa, y = f(x) funksiya shu oraliqda
HEEg A

S0 Wl (v, v, ) oraliglida o'suvchi va kamayuvchi funksiyalar

R T T [ TR A

Teskari funksiya tushunchasi.

POt fignometrik funksiyalarga o‘tishdan avval umuman teskari
b g ol by o'tamiz.

Fras sjilaylil, v e /(x) funksiya biror X sohada berilgan bo'lsin va x
SR b salidi o'ggarganda, bu funksiya qabul gilgan barcha qiymatlar
Sopi b Bl dtadatansin, Odatda, X va ¥ lar oraliglardan iborat bo‘ladi.

B 1 suliaitan bivor p = y, qiymatni tanlaylik; bu vagtda X sohadan
BRI kst ainie xuddi shu y, ga teng bo‘ladigan x=x, qiymat, albatta,
S il fix )y, bo'ladi.,

#Hg iy giymatlari bir gancha bo‘lishi ham mumkin. Shunday

P Sl v ning har bir giymatiga xning bitta yoki bir gancha giymati
S Bl sl bilan ) sobada bir qiymatli yoki ko‘p giymatli x=g(y)
BB andilanih, biind v = /'(x) funksiyaning teskari funksiyasi deyiladi.

b vaiiyimiz;

& Wi l)  funksiyani qaraylik, bu vyerda x argument
L Cobuialigdie o'zgaradi. Funksiya y  ning giymatlari ¥ =(0; +@)
SURIIE BB qiladi, shu bilan birga, bu oraliqdagi har bir y ga X dan
B 0 0 glyimat mos keladi. Bu holda teskari funksiya bir qiymatli
b

LAk, e v funksiya uchun x argument X =(—o0;40) oraligda

SR b Taidedya (ki giymatli bo‘ladi, chunki Y =[0; +)oraliqdagi
C s b b gyt uchun X da ikkita I=i\/; qiyvmat mos keladi. Odatda,

S0t fidordya o'rniga .\'=\/; va x:—\/; funksiya (ikki giymatli
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funksiyaning “shoxchalari”) tekshiriladi. Bularning har birini alohida y=x"
teskari funksiya deb qarash ham mumkin, fagat bu vagtda x ning o'zgarish
sohasi [0; +) yoki (—o0; 0] oraliq bilan chegaralangan, deb faraz qilish
kerak.

Berilgan y= f(x) funksiyaning grafigiga qarab, bunga teskari x=g()
funksiyaning bir qiymatli bo‘lish yoki bo'lmasligini sezish oson. Agar x 0'qua
parallel bo‘lgan har bir to'g'ri chiziq bu grafikni fagat bitta nuqtada kessa, u
holda teskari funksiya bir gqiymatli bo'ladi. Aksincha, bunday to'g'ri
chiziglardan ba'zilari grafikni bir nechta nuqtada kesib o'tsa, teskari funksiy:
ko'p qiymatli deyiladi. Bu holda grafikka garab, har bir bo’lakka bu
funksiyaning bir giymatli “shoxchasi” mos keladigan qilib, x ning o‘zgarish
oraligini bolaklarga bo‘lish mumkin. Masalan, 1-chizmadagi F=5
funksiyaning grafigi bo‘lgan parabolaga birinchi qarashimizdayoq, uniny
teskari funksiyasi ikki giymatli ekanini aniq ko‘ramiz va teskari funksiyaniny,
bir giymatli “shoxchalarini” olish uchun parabolaning o'ng va chap
bo‘laklarini, ya’ni x ning musbat va manfiy giymatlarini alohida qarash
yetarli.

Agar x=g(y) funksiyasi y:f(x) funksiyaga teskari bo'lsa, u vaqtda
bu ikki funksiyaning grafigi bir xil bo'lishi ravshan. Teskari funksiyaniny,
argumentini ham x bilan belgilashni, ya'ni x= g(») funksiya o‘rniga y = g(x)

deb yozishni talab etish mumkin. U vaqtda gorizontal o'qni y o'q deb va

vertikal o'qni esa x o'q (yangi) gorizontal, y o'q (yangi) vertikal bo‘lsin desal,

u vagtda bu o'glarning o‘rinlarini almashtirib, birining o‘rniga ikkinchisini
qo‘yish kerak, bu esa grafikni ham o‘zgartiradi. Buni amalga oshirish uchun
xOy chizma tekisligini birinchi koordinata burchak bissektritsasi atrofida

180" ga aylantirish magsadga muvofig.

i

1-sm3Ma. 2-yu3ma.

ity ilib, v =g(x) ning grafigi y=f(x) ning grafigini shu

S0 bR B nlebatan ko'zgudagi aksi deb olish mumkin.

Funksiyaning superpozitsiyasi.

Fiibslyalurning  superpozitsiyasi  (yoki o‘rniga qo'yish) tushunchasini
Bl ehilgainly, Bu tushuncha berilgan funksiyaning argumenti o‘rniga
S adpiinentga bog'liq bo‘lgan funksiyani qo'yishdan iborat. Masalan,
P b /iy funksiyalarning superpozitsiyasi z = Igsinx funksiyani

' s 1 .
Bl shisingin o'xshash V1 - x° ,» arcig— va hokazo funksiyalar ham hosil
x

tobuh
Wi, - v o f(x)  funksiya x ning barcha giymatlari uchun

£ L sl aniglangan va shu bilan birga bu funksiyaning hamma
(Bl e Yo {p} sohaga kirgan deb faraz gilamiz. Endi z=¢(y)
S s b= (v} sohada aniglangan bo‘lsin. U vagtda z o‘zgaruvchining
Sl wing funksiyasi bo'ladi, ya'ni: z = @(f(x)). x ning X sohadagi
B flvaat bo'yicha avval yning ¥ dagi unga mos qiymatini (/ belgi
Bl Balitorlangan qonun bo'yicha) topamiz, so'ngra yning bu giymatiga
WA il qlymatini (@ belgi bilan harakterlangan qonun ba‘yicha)
Auibie # oning bu giymatini x  ning tanlangan giymatiga mos deb
Bttt Hugll qilingan funksiyaning funksiyasi yoki murakkab funksiya
SEE R ) lankstyalarning superpozitsiyasi natijasida vujudga keldi.

Wil /(x) funksiyaning qiymatlari, ¢(y) ni aniqlovchi ¥ sohadan
S iyt degan farazimiz g'oyat muhimdir; agar bu farazni tushirib
WS i noslzlik yuz berishi mumkin, Masalan, z =lgy, y=sinx deb olib,
§ Bl « ning wiex >0 ni ganoatlantiruvchi qiymatlarinigina olamiz,
B iy dfoda ma'noga ega bo'lmay qoladi.

Bl ililinli - funksiyaning  harakteristikasi xvazorasidagi funksional

S habntigs tabiatt bilan emas, balki bu munosabatning berilish usuli
B Do langanligini ta'kidlab o'tish foydali deb hisoblaymiz. Masalan,




[-L1] dagi y uchun z=1-y’ funksiya va [—%;%] dagi x uchun y=sim
funksiya berilgan bo‘lsin.

U vagtda: = =+/1—sin’ x =cosx.

Bu yerda cosx funksiyasi murakkab ko'rinishida berilgan bo‘lib qoldi
Endi, funksiyalarning superpozitsiyasi tushunchasi tola anglashilgandan
keyin, analizda tekshiriladigan eng oddiy funksiyalar sinflarini

harakterlashimiz mumkin: bular, yuqorida ko'rsatilgan elementar funksiyalar,

so‘ngra bulardan to‘rtta arifmetik amalni ishlatish va superpozitsiyalashni
chekli son marta ketma-ket qo‘llash natijasida kelib chiggan funksiyalardii
Bu funksiyalarni elementar funksiyalar orgali chekli ko'rinishda
ifodalanuvchi funksiyalar deb, ba'zan esa fagat elementar funksiyalar dch
ham ataladi.

Elementar funksiyalar

Bu yerda elementar funksiyalar deb atalgan funksiyalarning ba'zi bii
sinflarini ko‘rsatib o'tamiz.

Butun va kasr ratsional funksiyalar.

X ga nisbatan butun y=a,x" +ax"" +..+a, x +a, ko'phad (bu yerda
a,.a,.a,.... 0'zgarmas) bilan tasvirlanuvchi funksiya butun ratsional funksiya
deyiladi.

Bunday ikki ko‘phadning

o n—| "
X tax +..ta xta,

bx" +bx"" +..+b, x+b

"

nisbati Kasr ratsional funksiya deyiladi. Bu funksiya X ning maxrajini
nolga aylantiruvchi gqiymatlaridan boshga barcha qiymatlari uchun

aniglangan bo‘ladi.

2

Pl tanliganida 1-chizmada y=ax" funksiya (parabola) ning a

S et e ki glymatlar gabul gilgandagi grafiklari berilgan.

x
1-yu3zma
bkl osn o funksiya (teng yonli giperbola) ning a har xil
X
gt il bl gilgandagi grafiklari berilgan.
J“

2-chizma

Harajall linlisiya, Quyidagi y=x" ko'rinishdagi funksiyani darajali

POk deyiladi, bu yerda g ixtiyoriy o‘zgarmas haqiqiy son. Agar u kasr
]

£ 00 B il pjgs bo'lamiz. Masalan, # natural son bo'lsin va: y = x» = #lx.

Hi By #1 tog) bo‘lganda, X ning barcha giymatlari uchun va # juft
o lbs & iy Ligat musbat giymatlari uchun aniglanadi. Bu holda biz
SERC g B i ihmetile gilymatini hisobga olamiz. Nihoyat, u irratsional son
b el e etanmiz (v =0 giymat g = 0 bo'lgandagina olinadi).
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Quyida 3 va 4 - chizmalarda g ning har xil giymatlari uchun darajali

funksiyaning grafiklari berilgan.

y=x" m<{

g&k

v

3-yu3ama. 4-qu3ama.

Ko'rsatkichli funksiya, ya'ni y=¢" ko'rinishdagi funksiyadir, bu yerda
1 dan fargli musbat son; x istalgan haqigiy giymat gabul gila oladi. ©
Chizmada a ning har xil qiymatlari uchun ko‘rsatkichli funksiyaning grafiklari

berilgan.

Logarifmik funksiya, ya'ni , - 1oy, + ko'rinishdagi funksiya, bu yerda «
soni 1 dan fargli musbat sondir; xfagat musbat qiymatlar gabul giladi.

6-Chizmada bu funksiyaning a ning turli giymatlaridagi grafiklari
berilgan.

Trigonometrik funksiyalar:
PEORNY, v=cosx, y=tgx, y=cigx, y=secx, ) =cosecx

At trigonometrik funksiyalarning argumentlari  burchaklarning
SRRt garalsa, ular bu burchaklarni har vaqt radianlarda ifodalaydi
Lt il nytilmapgan bo'lsa). Buni har vaqgt esda tutish kerak. Bunda

T
o i e neey lar uchun (24 +1)-E ko'rinishdagi giymatlar, y = crgx va

. e dae wchun k7 (bu yerda k-butun son) ko'rinishdagi giymatlar
R
\odmtoasy)  va y=Igdcigr)  funksiyalarning grafiklari 7-8
feiilanita ligrilgan, Sinusning grafigi, odatda, sinusoida deyiladi.
Y oA

=i

N

rr“”\"-
1AM — g = .
}fl F;:crg_

-
-

T

8-chizma

Heendai funkstyalar va uning xossalariga oid misollar yechish.



1-misol. y =M funksiyaning aniqlanish sohasini toping.
SMXx—Cosx
Yechish: ushbu misolni yechish uchun, kasr funksiya bo‘lganligi sababli
bu funksiyaning maxraji noldan fargli bo'lishi lozim. Shuning uchun

sinx # cosx bo'lishi lozim. Ya'ni ikki funksiya gaysi burchaklarda teng bo‘ladi
2-misol. y =log, (x* + 4x + 5) funksiyaning aniqlanish schasini toping.

Yechish: funksiyaning aniglanish sohasini topish uchun, logarifm
Xossasini esga oladigan bo‘lsak, logorifm ostidagi ifoda noldan katta bo‘lishi

kerak. Shuning uchun x* +4x+5>0 . Bu tengsizlikni yechish uchun ikki
usuldan foydalanish mumkin. YA'ni bu kavadrat uchhadni kavs kvadratga
keltirib va oraliglar usulida yechish.

1) #+4x+5=(x+2)"+1 ifodani kavs kvadratga keltirdik. Bundan
ko‘rinadiki ikki musbat giymatlari yig'indisi yana musbat bo‘ladi. Shuning
uchun funksiyaning aniglanish sohasi barcha haqigiy sonlar to‘plamidan
iborat,

2} Oraliglar usulida ishlaydigan bo‘lsak, kvadrat uchhadning
diskriminantini hisoblaymiz.

o +4x+520, D=16-20=-4<0 diskriminant manfiy va kvadrat had
oldidagi koiffitsiyent musbat shu sababdan kvadrat uchhadning grafigi
obsissa o'gidan yuqorida yotadi. YA’'ni funksiya argumentning barcha
qiymatlarida musbat bo'ladi. Demak aniglanish schasi barcha hagqiqiy sonlar
to'plami.

1
3-misol. y=lg(x’ +3x+2)+ funksiyaning aniqglanish
V6 +35x —x*

sohasining toping.

Yechish: ushbu funksiya uchta logorifmik, irrotsional va ratsional

funksiyalardan tashkil topgan. Bu funksiyaning aniglanish sohasini topadigan
bo'lsak.

silinh l‘

: 1 :
V(X 435+ 2) + ————— tengsizlikda nolga teng gismi yo'qgligiga
V6+5x —x*

raEkeR logorifm ostadagi ifoda noldan fargli bo'lishi shart va

[h 5y —x*>0
Ifrateional ifodakasr maxrajida bo‘lganligi uchun ham noldan fargli bo'lishi
Ll

=3+1

NN T = TP

-1l x=-2
[6+5x-x>0 2

—5+7

D=25+24=49, x, = =1, x, - ¢ har ikkala kvadrat uchhadning

nillari topildi. Endi ushbu nollarni son o‘giga joylab oraliglarda ifodalaymiz.

Endi har ikkala tengsizlikni yechimlar to'plamini  yozamiz,
(2N I(=L+0) , bu oraliq sistemadagi birinchi tengsizlikning yechimlar
(0'plami. (6) bu sistemadagi ikkinchi tengsizlikning yechimlar to‘plami.
shitemining umumiy yechimlari to‘plamini topish uchun bu ikkita oraliglarni

lonishtivish lozim va (1;6) oraliq sistemaning umumiy yechimi bo‘ladi.

4-misol. y=v9—-3vx* —16 funksiyaning aniklanish sohasini toping.
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Yechish: Bu misolda berilgan funksiya murakkab va irratsional funksiy:
bo'lib, bu funksiyaning aniklanish sohasi ildiz ostidagi ifoda noldan katta yoki
teng bo'lishi kerak. Bundan tashqari ildiz ostida yana bir ildiz joylashgani
uchun, bu ifoda ham noldan katta yoki teng bo'lishi zarur. Shularni inobatga
olib quyidagi tengsizlikni tuzamiz.

{9—3\/};2—1620 ]f3 ¥ -16<9 {x2—16£9

¥ —1620 (-4 x+H20" |[x-Hx+420

(x=5)(x+5)=<0
(x—Hx+4H=0

endi oxirgi natijani oraliglarda ifodalaydigan bo'lsak u holda,

Yugoridagilardan funksiyaning aniglanish sohasi [-5:-4]1u [4:5] ekanligi kelib
chigadi. Endi murakkab funksiya tuzish masalasi bilan shug‘ullanamiz.

S-misol. f(x)=x"+1, g(x)=x"+2 funksiyalar berilgan bo‘lsa, u holda

J(g(x)) va g(f(x)) murakkab funksiyalarni tuzing.

Yechish: f(g(x)) ni topish uchun birinchi funksiyaning o‘zgaruvchilari
o‘rniga ikkinchi funksiyani olib borib go‘yamiz.

SO =(x +2) +1=x°+6x* +12x* +8 +1=1° + 63 +125° +9

BUGN=(x"+1F +2=x"+2x° 414+ 2=x° +2¢° +3
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Mycrakui equin y9yH MACO/LIap,

trmixol: Quyida berilgan funksiyalarni juft yoki toglikka ikki hil usulda

telhiving,

Ox

i LIl y=ix' —2x+2+Vx* + 25+ 2
(x+3)°

1.12. y=log, 4x" +x*
vix = 2)x+2)

vk 4x -8 1.13. y=x+4log, 3"
bx? 1.14. y=arccosx
L. ) I L..:M
Voo Ay Ao o
. YA y=2 0
IR T R R +2|x[+7 4
- ‘.' 2X+5I
LH v ! )_\_ 1.16. y= K2
v 2° =5
' (v ~8) +5 1.17. y=x* +cosx
LT | —
dx

1.18. y=x* +cosx

Wyl + 13+ 2 1.19. y =sin2x + tgdx
bl 3 i, .\‘_-ﬁ_-s'll'l.r 1.20, y={/(l—x}2 +§/{l+_>c)3
X
] l—x
(R | fx —4dx 1.21. y=In
1 \|\' X y l+x
X 3
A LU " 1.22. y=In(x+ 1+ x*)
123. y=2" 42"

Aiinoli Berilgan funksiyalarning eng kichik davrini toping.
Y ®in D) 2.4, _v:rgx+35in§—3cos§
] ||| QoM 2 \ )

2.5. y=5x" +2sinx — Tcoskx, keZ

Loy e by o cosdx
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2.13. L0, a) y=x*+x—-1 funksiyaning kamayish oraliglarini toping

26. y= f—lcfgi + 3Ig£
) 3

| | y:(2+5in£)»(]+cos£)-tg(§—7} 6) ¥=3-4"% +1 funksiyaga teskari funksiyani topin
' 2.7. y=cos(8x—7), y=sin(4x +13) 2 6 2 T ‘ ¥ HiEEy
28. y=ctg(8x+7), y=1g(dx~7) 2.14. y=x%sin3x funksiyaning LI a) y=x*+3 funksiyaning grafigi yordamida o'sish oraliglarini toping
i . 5 davriyligini aniglang. 6) ¥=4-8"7 +11 funksiyaga teskari funksiyani toping,
2.9. y:rg?x, .lf’:ang 2.15. y=x"-x"+x funksiyaning , ; o i _ ‘ -
| : o 14 a) y=-2x"+3 funksiyaning grafigi yordamida kamayish oraliglarini
2.10. y=1g3x, y=sin(6x +5) davriyligini aniglang. toping
2.16. y=lgcosx funksiyaning _
‘ 2.11. clgbx, y=cos(3x—1) L 6) =23 —25 funksiyaga teskari funksiyani toping.
davriyligini aniglang,
| 2.12. ‘p:25i;1?+3c05?+fg52£ |13, 8) v =4x" +3 funksiyaning grafigi yordamida o'sish oraliglarini toping
\ | 3-misol: Quyidagi 3.1-3.7 misollarda a) berilgan funksiyani berilgan 0) y = log, x + 4 funksiyaga teskari funksiyani toping.

- ; . . — : f ivap:
oraliglarda osuvchi yoki kamayuvchiligini aniglang, b) berilgan funksiyapa 14, 0) p=clgr+3 funksiyaning grafigi yordamida o'sish oraliglarini toping

teskari funksiyani toping.

; 0) v = log,(2x + 3) - ¢ funksiyaga teskari funksiyani toping,
3.1.a) y=x"+x [1,2] 6) y= +1, .
x=-2 {15 4) y=x"~1 funksiyaning grafigi yordamida o'sish oraliglarini toping
3.2.a) y=x° [0,2] 6) y=x'+4x-7. 0) y = log,(6x +12) - 15 funksiyaga teskari funksiyani toping.
33.a) y=—x’ [,2] 6) y= 2x -1 . I16,4) v =x"+3 funksiyaning grafigi yordamida o'sish oraliglarini toping
4—-3x
| i 0) y - log, 7x funksiyaga teskari funksiyani toping.
3.4.2) y=—0o [0,2] 6) y=3x" +4, , .
x+1 L1/ n) p=x"+3x-7 funksiyaning grafigi yordamida o'sish oraliglarini
loping
| 3.5.a) y:—l- [1,2] 6) y=3x" -9, ge
' X 6) y=Igl0x+2 funksiyaga teskari funksiyani toping.
3.6. ) =8in2> 0,1 6) y=x"—4x+1. _
a) y=sin2x [0.1] he=x * L) ve=x®+3 funksiyaning grafigi yordamida o‘sish oraliglarini toping
3.7.a) y=sin 0,1 6) y=2%
4] y=sinx [0.1] )y ) y=1gloox* —4 funksiyaga teskari funksiyani toping.

8. - 2 —I . . £ . i P . :
3.8. a) y=x"+x~1 funksiyaning o'sish oraliglarini toping 40, 4) y=x+3 funksiyaning grafigi yordamida o‘sish oraliglarini toping

6) y=3"+7 funksiyaga teskari funksiyani toping, 6) y=Inx* +4 funksiyaga teskari funksiyani toping

3.9. a) y=x"+2x-4 funksiyaning kamayuvchi oraliglarini toping. L) Ve==x+5 funksiyaning grafigi yordamida a'sish oraliglarini toping

6) y=15-5"7 ~13 funksiyaga teskari funksiyani toping.

0) v=In10x* +11 funksiyaga teskari funksiyani toping.
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4-misol: Quyida berilgan 4.1-4.19 misollarda berilgan funksiyaninyg,

aniglanish sohasini toping.

45 y:-Tl—— 410, y=~8-2vx* +15
Vx =3x+2
Nx =2 —+/x+1

. 411. y=—F/—F7—
4.2.y=arcsmY2 Y Jx—3=x+5

3 1 412 y_\('x+3—v"1x+2
’ "v_lg{tl—xz) o Jx—-1-33-x

4.4, y=+/25-x" +lgsinx
45, y=416-x°

4.6. y=3cosc—1

4.13. y=Inlgx
414, y=Igin(3x-7)

4.15. y=log, log, log, (x* —2x—3)

4.7. y=3"

48. y= _ xx+l)
(x—D(x-4)
lg(x* +4x-5)
[or —x- a1y p=B T
49. y= 2x——x3—6 Jx+3
x="

log . (x+3)

Jx2—3x+2

4.16. y=log,,.,(x* —4)

4.17. y=log (4x+3)

4.19. y=

4.20. f(x)= X “,L : : g{x}:i2 berilgan bolsa u holda f(g(x)), g(f(x)) va
X X

f(e(1), g(f(2)) larni toping.

(sz_ 2) = x” — x — 1 ekanligi ma'lum bo‘lsa, f(x) va f(2) ni toping.

422, f(x+1)=3-2x va f(g(x))=6x—3 bo'lsa g(*) ni va g(5) ni toping.

4.21. f

423. f(x+2)=x"+6x* +12x+3 ekanligi ma'lum bo'lsa f(x) funksiyani va

J(5) larni hisoblang.

LA () e =247 41 bo'lsa fla+1)— f(1-a) nimaga teng?

T 3
Ll f(v) [,t.ufm;—n bo‘lsa f(x—1) nitoping.
_ W2,
IR : )=x"—x—1 ekanligi ma'lum bo'lsa f(3x—4) niva f(4) larni

hisoblang.

oy ekanligi ma'lum bo'lsa f(f(-3)) ni toping.

|2x -1, x>
‘ | G s
L fiy) il funksiya berilgan bo‘lsa f(i}+f(--l)+a2 ni hisoblang.
a a
L [(x)=2x* =3x+7 funksiya berilgan bolsa u holda

)= fla=1)+ fa+1) ni hisoblang,
A0, /(x4 1) =" =2x -3 bo'lsa f(x—1) ni toping.

[ e +1], x>-2

11
A3 - 4l <2

funksiya berilgan bo‘lsa f(5)+f(—§) ni
Hioblang,

L J) ey =5, g(x)=10-2x, g(x)=3x+4 funksiyalar berilgan bo'lsa,
FLEX))) ni toping.

bl /1) 51 funksiya berilgan bo‘lsa, f(%— a)-f(lJra) +12 ni
3

X+ =
9

w3 | -

Tsab g,

Javoblar:

L4 Jult i eas toq ham emas; 1.3 juft;
{4 il hinm ¢mas toq ham emas; 1.4 juft;
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1.5 tog;

1.6 juft ham emas toq ham emas;
1.7 juft ham emas toq ham emas;
1.8 juft;

1.9 tog;

1.10 toq;

1.11 juft;

1.12 juft;

1.13toqg;

1.14 juft ham emas toq ham emas;

2172,
5

2.27;
2.3x;
2.412r;
2.527;

2.60r;

2.7%,
2

2.8%;
4

3.1a) o‘suvchi, 6) - 'l_f +2;
X—

3.2a) o'suvchi, 6) y=tvx+11-2;

dx+1
3x+2°

3.3 a) kamayuvchi, 6} y=

1.15 tog;
1.16 tog;
1.17 juft;
1.18 toq;
1.19 togq;
1.20 juft;
1.21toqg;
1.22 toq;
1.23 juft:

2.96.
5
2.10%;
3

2012

Fl

212 24;
2.13127;
2.14 davriy emas;
2,15 davriy emas;

2.16 davriy.

[x—4
3.4 a) kamayuvchi, 6) y==% [——;
2

3.5 a) kamayuvchi, 6) y==

A N
L) '“'; | oraligda o‘suvchi,
¥

| I sraliqda kamayuvchi,

") 'JHHE;

L1 i) w'suvehi, 6) v =

log, x—5
4

|
Liha) | ,1@) oraligda o'suvchi, 6)

| T a {1

W9 W) (op-1)

'

| x+13
") iy, — .
“t Ofg T +7);

LA ) (o _i|,

X1
0) v log, ——=2;
3

(NN} ‘lil "","'l'),

x=11

. |
)y i(lc:p_gx +5);

i [n I,

W L3 (—VBE) (VB2
‘.J huw) (0,m))
LT

LU S ¥

3.12 a) (—oo;0),

x+25

6) y=log, +12;

3.13. a) (—o0;0) 6) y=2"*

3.14a) @ 6) y= %(3“4 -3);
3.15a) [0;0) 6) y :%(3“'5 -12);

3.16a) [0;0) 6) y =—-5;

d

2
3 2

3.17 a) [——2-;00) 6) y=10"7;

x+1

3.18a) (—oo;0) 6) y =102 ;

3.193) (<c;0)6) y=¢ 7 ;

e.r—]]
3.20a) @ 6) y=.—,
) D 6) y i

4.7 (~oq00);

48(-w;-1] [0:1) (4;00) 5
49 [-1,5:2] (3.20);
4.10 [-1;1];

4.11 [3;00);

412112y (25373



4,13 (Loo);

8
4.14 (—;) ;
(3 )

b Y 24342

4,15 {
4.16 (2.);
417 (0;1) (L;o);
4.18 (1;0);

4.19
35 (/52) (2V5)
(5;%0);

7

4.20 flg(x)=1+2x"
g(f(X))=ﬁ;+4, fg)=3,
2Q)=5 5

4.21 f(.r):i)fiz—x:ﬂ, F@=1;

9

422 g(x)=4-3x, g(5)=-11;
4.23 f(x)=x'-5, f(5)=120;
424 f(a+1) - f(1-a)=8a";

4.25 f(x — [) = W;

x—1
426 f(3x-4)=

f@=1
427 f(f(-3)=1T;

9

2

a_1_ .2
4.28 f-(l)+_;-(_l)+g =S
a a a

4.29

fl@y— fla-D+ fla+)=2a" —a+ 21

430 f(x-D)=x"—6x+5;
4.31 —9;
4.32 f(g(g(x)))=7-36x.

36x* —138x +121

Mavzu:Funksiya limiti

Reja:

I} Funksiyaning nuqtadagi limitining Geyne va Koshi ta'riflari.

) Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning sodda xossalari.

f) Bir tomonli limitlar. Bir tomonli limitlar asosida funksiyaning
cholill limitga ega bo‘lish sharti.

To'plamning limit nuqtasi.
Higga biror X < R to'plam va x, € R nugta berilgan bolsin.

Li'rih Apar x, € R nuqtaning ixtiyoriy U (x))=(x,—&g,x, +£), (Ve >0)
il X to'plamning x, nugtadan farqli kamida bitta nuqtasi, ya'ni
(e X, x# x,: [x—x,|<& tengsizlik bajarilsa x, nugta X to‘plamning

W didgtas deyiladi,

Pi'vit Agar x, €R nuqtaning ixtiyoriy

R ) ™ (0%, + &) (U (x,) = (x, —&x,)),(Ve>0) o'ng atrofida (chap atrofida)
V' huplaniing x, nuqtadan fargli kamida bitta nugtasi bo'lsa x, nugta X
LEplsing o'ng (chap) limit nuqtasi deyiladi.

PWHil Apar ixtiyorly ce R uchun U, (+0)={xeR|x>¢} to'plamda X

L psiing kamida bitta nugtasi bolsa, "+o0" X to’plamning limit nuqtasi
eyl

Ajr Ixtiyoriy ce R uchun U (-w)={xe R|x <c} to'plamda X

Heptiining kamida bitta nugtasi bo‘lsa, "—wo" X to‘plamning limit nuqtasi
ey i

Misollar:
1A = [0,1] to'plamning har bir nuqtasi to‘plamning limit nugqtasi bo'ladi.

1A 2 (0.0) to'plamning ham har bir nugtasi limit nugtasi bo‘ladi. Hatto

f 1 lim to'plam uchun limit nugta bo‘ladi. Sababi 0 va 1 ning ixtiyoriy
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atrofini olsak ham, ushbu atrofda 0 va 1 dan farqli kamida bitta to’plampa
tegishli nuqta topiladi.
IN={,23,.....m..}

natural sonlar to‘plami limit nuqgtaga ega emas.
Sababi to‘plamning har bir nuqtasi yakkalangan nugta bo'lib, bu nugtalarning
ixtiyoriy atrofi mavjud emas.

Teorema: agar x, ¢ R nuqta X c R to'plamning limit nugtasi bo'lsa, u
holda x, nugtaning har qanday U, (x,)=(x,—&,x,+¢),(Ve>0) atrofida X
to’plamning cheksiz ko'p nugtalari bo'ladi.

Teorema: Agar x, € R nugta X c R to'plamning limit nugtasi bo'lsa, u

holda shunday sonlar ketma-ketligi topiladiki {x, },

1) VeeN,x eX,x, #x,

2) limx, =x, bo'ladi.

fr=an

Funksiya limid ta'riflari
Faraz gilaylik f(x) funksiya X c R to'plamda berilgan bo'lib, ae /
nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo'lsin. @ nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy
£} X, %0, X5 X,y (X, € X, %, #a)  ketma-ketlikni  olib, ushbu ketma-
ketlikning har bir hadiga mos keluvchi funksiyaning giymatlaridan iborat

Sx )L f(x), fF{x)-, f(x,),..., ketma-ketlikni hosil gilamiz.

Ta'rif (Geyne ta'rifi): Agar » >0 da x, - a (x, € X,x, #a) boladigan
axtiyoriy {x,} ketma-ketlik uchun n—o da f(x,)—> 4 bolsa, 4 ga f(x)
da f(x)—>4 yoki

funksiyaning @ nugtadagi limiti deyiladi va x —a

lxml f{x)=A kabi belgilanadi.

Ushbu ta'rifning ma’nosi shundaki & nuqtaga intiluvchi har kanday
sonlar ketma-ketligini olganimizda ham, ushbu sonlar ketma-ketligining har
bir giymatiga mos keluvchi funksiyaning qiymatlaridan tashkil topgan f(x,)
sonlar ketma-ketligi yagona A4 soniga intilsa, u holda A4 ga f(x) funksiyaning
a nuqtadagi limiti deyiladi.

Eslatma: Agar bir hil songa intiluvchi bir nechta ketma-ketlik
olganimizda ham ketma-ketliklarga mos bo‘lgan funksiyaning giymatlaridan
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Falileal

topgan - ketma-ketliklar turli songa intilsa u holda berilgan
Hiikslyaning berilgan nugtadagi limit mavjud emas deyiladi. Ya'ni n— 0 da
Loy X #a) Ba Y, —a(y,eX,y,#a,) ketma-ketliklar uchun,
ol fx) > 4, f(p,) > 4, bo'lib 4, # 4, bo'lsa, f(x) funksiya x, — x,
e ega emas deyiladi.

Loxx—
Minnl; l'"".' : ,x—49 limitni hisoblang.

X" -

Yoehish: eng avvalo berilgan limit ostidagi ifodani soddalashtiramiz.

P hy=6 (x—=2}x+3) .. x+3
1y L lim =1 ‘li = ‘lganligi uc
T s o = 2)(x +2) .\'—>2]x+2 bo'lib, a=2 bo'lganligi uchun
¢! ketmacketlikni qaraymiz va limx+3zlim 7 ekanligi kelib
Ly 42 mowyx +2 4

gt

tinit (Koshi ta’rifi). Ihtiyoriy Ve >0 son uchun shunday &(g) son
gl wrgiment x ning ]x—a|<(5(s) tengsizlikni qanoatlantiruvchi « dan
funksiya |f(x)—A|<£
Alintliatiesn, u holda x argument a ga intilganda f(x) funksiva 4 ga teng

Bl haecha giymatlarida  f(x) tengsizlikni

Wittt v devitladi,

sl vin Geyini ta'riflarining ma’nosi bir hil bo'lib, ya'ni ushbu ikkita
S e ekvivalent ta'riflar hisoblanadi va bu ikki ta'rifning ekvivalent
FEHIAE ihanlipining isbotini talabalarga mustaqil ish sifatida qoldiramiz.

Misallar
I l.IIIIIIl '+ x-5)=25 ekanligini limit ta’rifi yordamida isbotlang.
¢ kon uchun 146(g) son topilib, |x - 3] <& tengsizlik bajarilganda,
[V 1u| # tengsizlik bajarilishi kerak.
[ 270l e =3) (4 3x 4 9) (= )| -3y +3x+10)
I 6x 1919w 1) = '(x =3)((x=3) +9(x—3) + 28)‘ <|6® +95° +285| <
0" 1067 4275 + 27]:[(5+3)3’=g:>5+3=%/2:>§=i[£—3

A i tengglile to'g'ri ekanligini isbotlaydi. Chunki funksiya limiti ta'rifida
(I Wunichun 35(<) topilib ya'ni 8 son & soniga bog'liq bo'lishi lozim.
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Ushbu misolda ham § son ¢ songa bog'liq ravishta kelib chigadi. Demalk,
hagigatda ham yuqoridagi limit o’rinli.

Quyida yana ikkita ta’rifni ko‘rib chigamiz, ya'ni x —»o0 dagi limit va
x —» a dagi f(x)— o intiluvchi limitlarning ta'riflarini keltiramiz.

Ta'rif: Agar ihtiyoriy ¥&>0 son uchun shunday J&(¢) son topilib,
argument x ning |x—a[{§(£‘) tengsizlikni ganoatlantiruvchi a dan farqgli
barcha qiymatlarida f(x) funksiya f(x)>¢ tengsizlikni qanoatlantirsa, u
holda x argument ¢ ga intilganda f(x) funksiya o ga teng limitga ega
deyiladi.

Ta'rif: Agar ihtiyoriy Y&>0 son uchun shunday J(g) son topilib,
argument YxeX ning x>0  tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
giymatlarida f(x) funksiya |_f(x)-—A‘ <& tengsizlikni ganoatlantirsa, u holda
x argument oo ga intilganda f(x) funksiya A ga teng limitga ega deyiladi vi
Iti_mf(x) = A kabi belgilanadi.

Limitga ega bo'lgan funksiyalarning sedda xossalari.

Faraz qilaylik f(x) funksiya X c R to'plamda berilgan bo'lib, ae i
nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

1-xossa: Agar x >a da f(x) funksiya limitga ega bo'lsa, u yagona
bo'ladi.

2-xossa: Agar lim f(x)=A ( A-chekli son) bo'lsa, u holda & nugtaning
shunday U,(a) atrofi topiladiki, bu atrofda f(x) funksiya chegaralangan
bo‘ladi.

3-xossa: Agar lim f(x)=4 bo'llib, A<p bo'lsa, u holda 4 nugtaning
shunday U,(a) atrofi topiladiki, bu atrofda f(x) < p bo'ladi.

4-xossa: Agar lim f(x)=4,limg(x)=B bo'lib, VxeX da Ffx)< g(x)
tengsizlik bajarilsa, u holda 4 < B ya'ni lim f(x) <lim g(x) boladi.

5-xossa: Faraz gilaylik lim f(x) = 4, lim g(x) = B limitlar mavjud bo'lsin.

U holda

T T . I ——

i Vee R pa !_i_l}n(c-‘f'{x))=c-]im_f'{x)

X=bit

] l,".‘,f{-’r['r} +g(x)=lim f(x) +lim g(x)
1) (/%) g(x)) =lim /() -lim g(x)
f{X] _ [1mf[1)

vlavap B# 0 6ynca, lim 24 G{nanau.
= g(x)  limg(x)

Xossalardan kelib chigadigan natijalar:

I, 0'zgarmas ko‘paytuvchini limit belgisi oldiga chigarish mumkin.
lti_rgk f(x)=k- lim f(x)
4. Apar n natural son bo'lsa, u holda

limx" =a", lim{/; =4a
I—a

Xk

b Ll

(, Ll !’(.r) =ax"+ax" +ax"t ..+ a, ko‘phadning x > a dagi

Wi B ko'phadning x = a dagi giymatiga teng, ya'ni lim P(x)= P(a) gateng.

(. Ushibu R(x)= "_D(X} . a,x“:’ el

O(x) bx" +bx"" +...b,

¢+ 4 dagi limitiagar a bu funksiyaning aniglanish sohasiga tegishli bo‘lsa,
bt tiislyaning x = a dagi qiymatiga teng, ya'ni ll_lB R(x}z R{a) gateng.

kasr ratsional funksiyaning

Hir tomonli limitlar. Bir tomonli limitlar asosida funksiyaning chekli

limitga ega bo'lish sharti

FWeil Apar Ve >0,358(¢), Vxe(a—36,a):|f(x)—bl<e bolsa, b son
f14) hinksiyaning @ nuqtadagi chap limiti deyiladi va limuf(x]:b kabi
Ll b, -

Pl Apar Ve >0,35(¢), Vxe(a,a+8):|f(x)—b|<e bo'lsa, b son
Hvl Runksiyaning @ nuqtadagi o'ng limiti deyiladi va xl_iﬂnf(x):b kabi

Ceh il |
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Quyida bir qater funksiyaning limitlarini hisoblashga oid misol v.i
masalalarni tahlilini ko‘rib chigamiz.

Misol: lim limitni hisoblang.

x—=6
6x+3-3
Yuqoridagi misolda funksiya mahrajini irratsionallikdan qutgaramiz.

lim—-X=8 — lim —FZO(x+3+3) mF=OWx+3+3)

i Jx+3-3 b (Jxrd- 3)(\fx+3+3}_“’f x+3-9

(= 8)wx 3 3 £3) "x;" +3) :Iin;(ﬁﬂ} =6
x.... Xl

lim

X

ekanligi kelib chigadi.
0
Keyingi misollarda esa F = , @w—w , w+e koinishidapi
oo
anigmasliklarni ko'rib chigamiz.
Misol. limx(v/4x> —1 - 2x) limitni hisoblang.

Yechish: ushbu misol ham © - ko‘rinishidagi anigmaslik hosil bo'ladi.
Bu anigmaslikni yechish uchun ham irratsionallikdan qutqarish ishini qilimiz,
ya'ni ifodani qo‘shmasiga ko‘paytirib bo‘lamiz.

]Imx{\/zlr—__zx)_] mx(\//-lx‘— 2*)(@4—235)

5 (J4x -1 +2x)

lim x(4x* —1-4\?)

2 (=14 2x)

lm——

= (NAxT =14 2x)

bundan ohirgi tenglikdan argumentni cheksizlikka intiltirib, limil
hisoblanganda — ko‘rinishidagi anigmaslik hosil bo‘ladi. Bu anigmaslikdan
o0

qutilish uchun quyidagicha amal bajariladi:

1 1
lim—————=—|im i —lim =—
] - T—yan X 4

wczx 1+21) (\/ _+2J \/4__1“+2

X

Misol. lim(+/x* - 4 — x) limitni hisoblang.

Yechish: ushbu limitni hisoblaganda ham o - ko'rinishidagi
anigmaslik hosil bo‘ladi. Bu anigmaslikni ochish uchun ham yuqoridagi kabi
irratsionallikdan qutqarish ishini bajaramiz.
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4 (\.u'\ —4+x} X' —4-x —4

=lim =lim ohirgi
(x' =4 +x) o —4+x) = (x —a4ix

tenjlildan kasr maxrajiga cheksizlikni qo'yib hisoblanganda bo'ladi va limit
il tenp bo'lar ekan.
oL
Ml esa = ko'rinishidagi anigmasliklarni ochishga to‘htalamiz.
oo
o ?IZ

oo KT =D .
Misol. lim ————— limitni hisoblang.
e il o R e

Fechish: ushbu misolda hagiqatdan ham ks ko'rinishdagi aniqmaslik
s8]

il bo'ladi. Bunday misollarni ishlashda quyidagicha yo'l tutiladi, ya'ni
liening surat va maxrajidan argumentning eng katta darajasini chigaramiz.

5 2 2
Jy' — 242 x(3-=) 3-—=)
L ‘_I“'j—lim——ﬁ——]im——%—q—=_=—-3
ioRalie IR X (- l+—+—} ' (—l+—2+..JT} -1
X Lk
W e ha'ladi,
, N2x+9— 7 -
fondsol, lim --u—-——-x: Vx+7 limitni hisoblang.
2 x 1 2x+6

Vechish: ushbu limitni hisoblash uchun argument intilayotgan sonni

Hinbslyn n'rniga qo'yib tekshiramiz.
) ]
lin (2549 = Jx 47 \/_( ~2)+9 V- 2+7— V5 - \/‘—{—)——0 ekanligi
O or2x+ 6 (=2 +2:(=2)+6 6

SRR i adll va limit nolga teng ekanligi kelib chigadi.

Lomitxol, lim ﬂ—-—

o Jx =2 -1

limitni hisoblang.

Veihivh: Ushbu misolni ishlashda ham huddi yugoridagi kabi argument

By sonni funksiya o‘rniga qo'yib tekshiramiz.
/1 | | 6 3 . . .
- j b33 —9 ekanligi kelib chigadi va bu esa anigmaslikka
¥ Bl - '7—|
Eetill Yugorida anigmasliklarni ochishning ber nechtasini ko'rib chiggan
slil Bl bu anigmaslikni ochish uchun kasr surati va maxrajlarini

i shininigi ko'paytirib bo'lamiz, ya'ni
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w"2x+ -3 (\/"u+3 AN2x+3+3)(Vx— 2+1)
i Jx=2-1 g (Nx =2 =1)(Jx =2+ 1)(\2x +3 +3)

(2r+3 ONx-2+1) =1 (2x—-6)(vx—-2+1) —lim Ax—3)(x—2+1)

H’(x 2-1)(V2x+3+3) "3(x NV2x+3+3) 3 (x=3)2x+3+3)

limw ko‘rinishga keladi. Endi argumentning intilayotgan nuqtasini

2x+3+
; : 0 . 2Nx—=2+41) 2.2 2

funksiya o‘rniga qo'yib hisoblansa, lim————=——+=—""—"=— ga teng bo'lad.i.
Y ga4 =3 J2x 4343 6 3 g

Demak limit % gateng.

. || 2
3-misol. Iimw
= 0p iRt =1
Yechish: Ushbu limitni hisoblash uchun limit ostidagi funksiyaning sural

va maxrajidan argumentni gavsdan tashqariga chigaramiz. Sababi bu

limitni hiscblang.

funksiya = anigmaslikka teng bo'lganligi uchun.
+0]
VOx* +1 9x? +I 1

N e RE (ST T o P 1 9+—2
lim J =lim N : =lim =lim
X 2 T L ] . rm 1

2x+4/x" 1 o x l) 2+\/x 1 24 1= =

x ¥
]2+?;=i Bundan limitning qiymati g— ga teng bo'ladi.
-+

Mustagqil yechish uchun misollar:

1-misol: a soni berilgan f(x) funksiyaning limiti ekanligini Koshi
hamda Geyne ta'riflari yordamida isbotlang.

x—3 3 . X 1
1.1 lim =— 1.2 1 g
woxv2 08 k43

]

']

1.5. lim a=-2
=1 x 41
2
1.6 hm 4

2yt 1 Sx 46

4smisol: Quyidagi limitlarni hisoblang.

‘

i) I||||1‘ — %)

i) ||'||!

u) lim

i) him -:‘_
v f5—x -2

-
i) lim
ol ]

") .II'“..

i) i
ioell

\—1

x4l =x—1

X —5x+6

(\f,r?'_;z—x};

J2-x-1

A
+
-

ery
2+-§‘/J_r ’
Yx+1-1
‘{|+f)'
{/HEH
2+x+x
Ux -
W yfx —1

b) lim

l+x~ :Jc2

T oom 2% 4 3x

b) lim

-—x+3

o x —8x+5"

x4+ 5x2—x1

b) lim

o2y —xt 4 7x]

2

(x + I] 3- 4x)

b) lim

Kb

b) lim
7 ’”2x-|

10+ xy/x
2 ’
X

1+10x

Sl

i



I (]
i 2.10 fB=x-2 b) i 20 =324 _ 3.7. f(x)— ” a=-1

a) lim——* "=, : e
xs0 x = Vx4 H{v)= M":\'a acap x>0 Opuca,
X 2
cosx, azap x<0 oyuca. 3.8. f(x)= x+lx21, a=10
! il a) lim———— x 16 b) lim 10+x\ﬁ.
x4 3 s X 2 ! i
435 x —Yx-3 X 3.9. f(x)zm, a=0
(] f(.\‘):sgnx, a=0 ]x|
2.12 1 12 1+10x
| a) lim( - }; b) lim———;
H =2x+2 x +8 2 2x + 3Yx? Wi f(x)=sgn(cos x), a=% 3.10. f(x)=—_.,l—m52x’ a=0
Hilf x
' 2.13 1 14 2x* —3x -4 1
1 + ; im————; Y=
|; }fﬂ(.wl—? % —49}’ 5) ET:‘ favg L f‘(")—' 1 a=3
| X+ 33
|
| 2.14 1 2 z
a) lim(—— +——); b) lim(—— — ——);
=yl xt -1 v £1 Bl HKasobnap:
1
) _3 AL )0 b) —=; 2.10 —b2
. 215 5 fime L 327 ); bY Tin ] )0 b) - a) )
‘ =3 x—-3 x =27 x- Pcr2+|*{|
2.16 x+49x* +1 b) i
a) lim=———~—; 212a]—— b) 5;
0 0x + %~ 1 liln(\fx2+2x+2—\/x2—2x—3); L1 w)0 b) —L;
Xy 2
‘ ) 2‘13"]“111 b) 2;
- 44 4)2 b)-3;
2.17 a) hm 2x 3 b lim S ']9x2+ ;
BEE AR L L) - b)o; 2.142) —5 ]1§;
218 v i 2 o : {2 . ’
2 Gl BL R 160) -2 b) oo; 215 ) ; b) 2
‘ | 4
. SAUERDRE 2.16a) = b) Z;
3-misol: Quyidagi funksiyalarning ko'rsatilgan nuqgtadagi o‘ng va chap
limitlari topilsin. i) ; b) 0; 217a)2 b) i;
o

. f(x)=x2;lx[' &=0 32. f(x)=2%, a=7 40 ) : b) 5; 2.18a) % b) 0




3.1) lim f(x)=-+e0, lim f(x)=1,

3.2) lim f(x)=0, lim f(x)=,

xep =l K—pe—=ll
2z F-

3'3) l—ixglu fia=l ;I-i..mnf(x) =k

3.4) lim f(x)=1, lim f(x)=-1,

e R S .

3.5) lim f(x)=-~1 lim f(x)=1,

T——+0 e
z

2
3.6) Iirﬂnu‘f{x):%, _!_irﬂuf(x)=(];

37] Ii!‘?of(x) = _‘ljﬁl-nf(x) =1,

3.8) lim f(x) =111, lim f(x)=109

Mavzu: Ajoyib limitlar haqida qisgacha tushunchalar.

0 ; : " ;
Mgl gadar % E, «w—oo ko'rinishidagi anigmasliklarni ko‘rib, ularni
[s.a}

0
dehinhi o'rganildi. Endilikda esa a anigmaslikni va shu bilan birga 17

bucchiiehidagi anigmasliklarni ham bartaraf gilishni o'rganamiz.

Hivinchi ajoyib limit im22% = ushbu tenglikni isbotlaymiz. Buning

¥evo oy

b koordinatalar sistemasida markazi 0 nuqtada bo‘lgan va radiusi birga

bt hi'lgan birlik aylana chizamiz va markaziy burchagi x ga teng bo'lgan

UV Ly miz.,

Wildidan quyidagilarga ega bolamiz. S, =AMOA4 , S, =MOA4 sektor,

+ Al uchburchak va sektorlarning yuzalari bo'lsa, u holda quyidagi

teiystatiilar hosil bo'ladi. §, < S, < S, endi yuzalarni hisoblaymiz §; = %OA :
. 1

S2=l-(),4-1'v{A£—-\£vl‘x=—x ;
2 2 2

{ . £ .
RS g giny = 7 sinx ,

. l i hA : l-tgx = ;—fgx , é—simc<%<%tgx ekanligi kelib chiqadi.

!

i G x
Podpuleliinl sinx>0  ga bo'lamiz. Bundan esa 1<——<
sinx  cosx

yoki
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sin{—x) _ sinx

sinx : :
cosx <——<1 . Endi x<0 bo'lsin.
X -x X

A sinx S
coscos(-—x)=cosx ekanligidan x <0 da ham cosx <——<1 tengsizlik o'vinli
X

bo‘ladi va tengsizlikning ikki chetki hadlari 1 ga intilganligi uchun o'rtaday

had ham 1 ga intiladi. Bundan esa lim2Z =1 ekanligi kelib chiqadi

xRy

Isbotlangan ikkita ajoyib limitlarga oid misollarni ko'rib chigamiz.
1
Ikkinchi ajoyib limit bu li_mn(l+x);=e yoki 11_12(1+I;)‘:e limitlar bo'lih,

ushbu ajoyib limitning ketma-ketliklardagi talginini yuqorida isbhot gilyin
edik, bu ajoyib limitning funksiyalardagi talginini talabalarga mustaqil vazifi
sifatida qoldirib o‘tamiz.

X — sinx

I-misol. lim funksiya limitini hisoblang.

=0 x + sinx
Yechish: funksiyaning birinchi ajoyib limiti lim——=1 ko'rinishda
Xebm oy
bo‘lganligi uchun, yugoridagi misolni ham shu ko‘rinishga keltiramiz. Ya'ni
kasrning surat va maxrajini x argumentga bo‘lamiz va:

1 sinx
lim = —" — Jim X bu tenglikdan esa limit hisoblansa quyiday
=0y 4 ginx a0 SIHRX
I+—
X
Sipx
. . . X—Sinx . e ¥ -1 0
ko‘rinishga keladi: lim =lim 2= ——=—=0,
=0y gipy 0 SImx 14+1 2
1+ —
x

sin3x

2-misol. lim— funksiya limitini hisoblang.

=1 5in2x
Yechish: Bu funksiyaning limitini topish uchun argumentni noly
intiltirib ajoyib limitga keltirib hisoblaymiz. Buning uchun x -z = belgiliash
kiritamiz, Bunda x —» 7, t —» 0 bo’ladi va argument x=¢+ 7 endi topilgan

ifodalarni yuqoridagi tenglikka olib borib qo‘yib quyidagiga ega bo'lamis

windx . sin(3x +3¢
Hin “I__ : ?lemm bu tenglikda keltirish formulasi yordamida
S22y 0 sin(2r + 2¢)

iuyldagi tenglikka kelamiz.

sin3f
. —_—3
. =sin3t ; 37 3
lim — =—lim — TR
ialhog ~0 §in2
sin2¢ Y 2
21

d-misol. lim{cos 2Jr)l""i"ijt funksiya limitini hisoblang.

r—l}

Yechish: funksiya limitini hisoblashdan oldin trigonometrik
funlsiyalarning ba'zi xossalaridan foydalanib soddalashtiramiz. U holda ifoda
(uyldapi ko'rinishga keladi.

d-misol, ]iH{}{COSZI}l+Ct92x limitni ajoyib limitlar formulasidan

xX=
liyilislanib yeching.

Yechish:

] 1
nng:-w..'.r)""‘“"‘=|in[}(1—2sinzx)sin”r:l_ir{}(1+(—zsin1x))-lsifr =e?.

Kemisol. lim(1 +-"-‘;)", k € R limitni hisoblang.
X=yon 5 Iy

Vechish: ushbu limitni hisoblash uchun ikkinchi ajoyib limit
I imilasidan foydalanamiz, ya'ni qavs ichidagi ifodaning o‘zgaruvchisi bilan
b vuntkichdagi o‘zgaruvchining birhil lekin teskari bo‘lishini ta'minlaymiz.
I X
T ‘l‘ « lim(1 +£}*’ :]im{(¥+£}*‘]" =d.
\ Kb X Kb x

2
fomnisol, Iinﬂl(l —3x)" limitni hisoblang.

Visihish: Bunday limitni hisoblash uchun kavs ichidagi ifodani yig'indi
I iduhipn keltirish va yugoridagi misol kabi ko'rsatkichini mutanosib qgilish

2 Ly .1
Bepali, Hindl ~3x)* :Iirrrlr(l+{—3x)) T =eT =
Wl s e

. =X
Cmisol, Iun(F—J Y*** limitni hisoblang.
T
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Yechish: bu limitni hisoblashda ham ajoyib limitdan foydalanamiz.

x‘ﬁgl)m = lim(1 +

).<+2 i

X —

-x = .
Iim(5 —’»).m = Iim()' ) =lim(
¥ §—Xx = oy — xvm X —

l

1 1 1
lm( +——)""* —=Tlim{l+——)" - (1 + = lim(l+—)" -
im( o) Lo L 2 5 hen(l£ -3

X 'r_ x—
lim(1 + Y =e-l=e.
I x.— '}

Mustagqil yechish uchun misollar:

1-misol: Ajoyib limitlarning birinchi formulasidan foydalanib hisoblang

1.1 ! 1.9 -x+6

= : l- Fx=1
Llir'}(l—i-kx) ,keR. xl-{E(—x+4}

1.2 [lim2 1.10 10 4.
lim Y1+ 5x lim(4x4 )2

e 4x 45

L3 1im%¥1+3 1.11 - 3

fon 1o+ 3x limECX Sy
= 5y —2

14 X . ‘ _
Tt x ) 1.12 I|m(4x 2)3_r_,
x4 2 e 4y =3

1.5 . x+5..., 1:1:3 L
lim(—) lim(1 —sinx)™
P e W | X}

16 . 3x+2.,.0 114 o
L lim(cos 2x)*"*

1.7 .. 2 ) . s cigr
i 2 L LISt + 190"
] 21- i 2

1.8 .. x+2.. 1.16 sl
Lim( > lim(1 + sin 2x)">*

Ll 7 o 3 x—lb

1) e,

' f} l'.l‘

' 'Ir'l.

1)

15 o,

L) o,

lavoblar;

9

1.7) 2,
18) 1,
e
1.9) ¢*,
1.10) ¢,

1.11) ¢,

i

1.12) e,

113) 1,
€

1.14) L,
=
1.15) e,

2
1.16) ¢°



111 BOB. FUNKSIYA HOSILASI VA UNING TADBIQLARI.
Mavzu: Bir o'zgaruvchili funksiyaning hosilasi
Reja

Hosila tushunchasiga olib keladigan masalalar.
Hosilaning ta'rifi, uning geometrik va mexanik ma'nolari.

ol Al

Egri chiziq urinmasi va normalining tenglamalari.
4. Hosila tushunchasiga olib keladigan masalalar bilan tanishib

chigamiz.

Bunday masalalarga moddiy nugtaning bosib o‘tgan yo'lining vaqlp.
bog'ligligini ifodalovchi funksiya ma'lum bo'lsa, u holda, ushbu moddiy
nugtaning ma'lum vagtdagi oniy tezligini topish yoki biror funksiyaniny
grafigi egri chizigdan iborat bo'lib, shu egri chizigqa argumentning biro
giymatida o‘tkazilgan urinmasining burchak koeffitsiyentini topishlarni
keltirish mumkin.

Masalan, metro stansiyasida tormoz belgisidan birinchi vagonniny
to'xtashigacha bo‘lgan masofa 80m ga teng. Agar metro poyezdi to'htash

belgisidan keyin 1.6 —1:- tekis sekinlanuvchan tezlanish bilan harakat qilsa, u
C
holda metro poyezdi bu belgiga ganday tezlik bilan kelishi kerak?
Masalani yechish uchun poyezdning to‘htash belgisidan o'tish
momentidagi tezligini, ya'ni shu vagt momentidagi oniy tezligini topish keral

2
Tormoz yo'li S:% formula bilan hisoblanadi, bunda a -tezlanish, ¢

tormozlanish vaqti. Mazkur holda s=80m , a=1.6 i: shuning uchun
¢

80=0,8> , bundan f=10c . v=at formuladan oniy tezlikni topamis

y=1,6-10=16 ya'ni v=16 —.
C

Hui to'p'ri chiziq bo'ylab harakat gilayotgan va harakat boshlangandan

FRil atganda s(r) yo'Ini bosib o'tgan bo'lsin, ya'ni s(¢) funksiya berilgan
(LR BT

ar ¢ momentini tayinlaymiz va ¢+ dan 7+# gacha vaqt oralig'ini
Asiavinle bunda h - ixtiyoriy kichik son. Nugta ¢ dan 7+ 4 gacha vaqt
Sl S(r+ h)— S(6) masofa o'tadi.

Mt xarakatining shu va ig'idagi o
qt oralig'idagi o‘rtach igi idagi
R gidagl ortacha tezligi quyidagi

_s(t+h)—s(0)

B .

h
Pl kursidan ma'lumki, 4 kamayishi bilan bu nisbat ¢ vaqt
Hhwntidagl oniy tezlik deb ataluvchi va v(f) kabi belgilanuvchi biror
W yaginlashadi. w(#) migdori bu nisbhatning 4 nolga intilgandagi limiti

AEl bl v quyidagicha yoziladi:

i ]ims(r +h)—s(f)
h

]

A
P vif, Apinr Av — 0 da i nishatning limiti

lim —AX— = lim _______f(x“ i m) ALY
Ar—) Ay Ax—d) Ax

v fil vin chekli bolsa, bu limit /(x) funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi
WL /(1) funksiyaning x, nuqgtadagi hosilasi f(x,) yoki y__ Kabi
bttt h

Ftasaliiy, birinchi elementar funksiyalardan biri bu y=c, ¢ =const ya'ni

BB 1 ggarmas migdor bo‘lgan xolda funksiyaning hosilasi nimaga teng?

f(x+Ax)—f(x):ﬂ

Avitaall nisbatni tuzib olamiz =
Ax Ax

M 114 hog'lig bo'lmaganligi uchun funksiya o'zgarmas son bo'lganda
Bt ljia teng bo‘lishini ko'rish glyin emas

=0 bu ayirmali

SRR




Asosiy elementar  funksiyalardan  bittasi,  bu chizigli

funksiya f'(x):kx+b . Shu funksiyaning hosilasini topamiz. Buning uchun
ayirmali nisbat tuzamiz
Flx+ax)-f(x) k(x4-Ax)+b*icc—b _ ke +kAx+b—hx—b kAx _ i
Ax - Ax Ax Ax
Bundan ko'rinadiki, f'(x)=k tenglik o'rinli.

Keyingi asosiy elementar funksiyalardan biri f(x)=x" ko'rinishidapi
funksiyadir bu funksiyaning hosilasini topamiz.

Flred)=f)_(ray =x"
= . )
Ax f’_\x

ayirmali nisbatning suratidagi darajali qavsni Nyuton binom formulasidin

Avval ayirmali nisbat tuzamiz,

ochib chigamiz

n n=l H(H—ﬁ n—l g 2 " ]
(x+Ax)" — x" X"+ nx Ax+—2 XA A X

Ax Ax

" Ax + @z_ix“"'.&x2 .+ AX

Ax
va bu ifodaning suratidan Ax ni gavsdan tashgariga chiqaril

soddalashtirgach, quyidagiga kelamiz.

" ] ]
nx"" Ax -hﬂ.—-(ﬂ2 1)—x”"'Ax' b A Ax(x™ +__n(n2 )x"'l.ﬁxnk. AT

Ax Ax

nxn-l+""(”‘2—])xn—im+_“+éxn—|

Yugqoridagi ifedada Ax— 0 ifodaning giymati quyidagiga teng bo'ladi,
bundan ko'rinadiki f"(x)=nx"" ekanligi

_]) n-1 A-iy _ -1
A+ AT ) =hx

lim (mx"" + z
Ax—ll
kelib chiqadi. Shu bilan birga f(x)=(x+a)" va F(x)=(ax+ by

ko'rinishdagi funksiya xosilalarini ko'rib chigamiz va albatta ayirmali nisbal

tuzamiz.

86

U

VEAY) = f(¥) _ (x+Ax+a)" —(x+a) (r+a pA)"—(x+a)”

Ay Ax Ax
(0 )" b n(x+ @) Ax+ @{x +a)" A+ A —(x+ a)"
| Ax B
iyt a) Ax + -”“’2—_’}(.»( +a)"T A L+ A
= 2 n=1
= =n(x+a)” +
nin-1)

(x+a)yAx 4.+ A,

Wi tfodadan Ax — 0 da quyidagi tenglikka kelamiz f(x) = n(x + a)"™.

Fiillislynning darajasi natural son emas balki hagiqiy son bo‘lgan holda
bain yigoridagi formula o'rinli ekanligini ko'rib chiqamiz. Buning uchun
eyl Hmitdan foydalanamiz,

Vil birinchi - ajoyib limitdan kelib chigadigan quyidagi natijadan

bz, im ( u

L . =a formuladan quyidagini keltirib chiqaramiz.

Ax
X((l+—) -1
] Ay = = lim X g
PN Ar—l) Ax Ar—sl) Ax

1+ Xy 1y

X lim———% 1 a-l
Ax X L\a‘Ax—an

Axv—wll
—Ax
X

Wil vun yugoridagi formula darajali funksiyaning darajasi ixtiyoriy son
B s laililia ivm o’rinli ekanligi kelib chigadi.

SNl Hinlisiya hosilasini boshgacha usul bilan ham hisoblash mumkin.

- Ax. . Ay
L Ax)" - x® (1 +—)*-1) ((1+—)y>* =1
iy = lim X = lim X -
' -\\ A —el] AX Ax—) Ax -
i alr
Ve v =1 . x"(e* —
l."" = lim { l):ax =ax
Ll /\,\‘ Ar—l) a&x X x

X «@

o
a=l

87



Ajoyib limitlardan funksiya y=x" bo‘lgan holda, funksiyaning hosilau
v =ax™" gateng bo'ladi.

Endi f(x)=(ax+5)" ko'rinishdagi funksiya xosilasini ko‘rib chikami
Buning uchun yana

f(x + QJ)—_,’{I) (a{x+ Ax)+ by" —{ax +b)" ={ (ax + alx }f-b] - (ax +b) ”_
Ax N Ax Ax
{((ax + b))+ aAx)" - (ax +b)" _
Ax

_I n—1 ] n L n
[ax+b]“+n(ax+b}"_!an+”(nT)(mr+b) PAY 4+ A = (ax + b) _

Ax
i -1 e n
n(ax o b) 1{an}+ %(ax +b) E(aA)2 +...+ (ahx) e b)"']u :
= A
D) (x4 by aAr .+ (ahx).
2

Bu ifodada Ax — 0 da f (x)=na(ax+b)"" ekanligini ko‘ramiz

Funksiya ko'rsatkichli funksiya bo‘lgan holda funksiya hosilasini topamiz

¥

}}:a "
Bu funksiyaning hosilasini topishda ham hosila ta'rifidan funksiya
x+Ar X
% —d _
orttirmasini argument orttirmasiga nisbatini garaymiz. hm’T =

x A = ]
lim ale —D_ a’ Ine ekanligini topamiz.
Ar—l)
Keyingi funksiyalardan biri bu logarifmik funksiya bo‘lib, logarifmil
funksiyaning hosilasini topish uchun ham ayirmali nisbat garaymiz va hu

nisbatning limitini topish uchun yana ajoyib limitlar va ajoyib limitlardan

kelib chigadigan natijalardan foydalanamiz. lim y=log,x bu funksiyaniny

Ax—al)
ayirmali nisbati quyidagicha bo'ladi.

log, (1+ Qf—)
b

Sflx+ax)-f(x) =lim log, (x+ Ax)-log, x =lim

lim

Ayl Ax Ax—sl} Ax Al Ax

v Ax .1 Axar | |
Hin log, [ 1+ —|=lim—-log | 1+=2 =—-log, x=
Wil Ay X ) a0y x x xlna
G . . . 1
Wilanshian loparifmik funksiyaning hosilasi y’ = y ekanligi kelib chiqadi.
xina

Finll  trigonametrik funksiyalarning  hosilasini topish  bilan
gcullnnnmiz, Masalan y=sinx bu funksiyaning hosilasini topish uchun
sin(x + Ax) —sinx

L nlislya orttirmasini tekshiramiz. lim
Ar—si}

bundan limitda

Bl wiatlpa trigonometriyaning yana bir hossasini qo'llab ya'ni ayirmani
B avtitiaga aylantirish formulasidan quyidagiga ega bo‘lamiz:

aoe X Ax . Ax Ax
2sin——-cos(x + —) SN —-cos(x+ —)
lim =lim—2 2" _
Av-h) Ax Av—si) Ax
2
sin Ay
= lim 2 -cos(x+ £}=cosx‘
Ar— 2

L Mindan esa y =cosx ekanligi kelib chigadi. Huddi shu kabi

I iy funksiyaning hosilasi y = —sinx ekanligini ham huddi shu kabi

B eitinhimiz mumkin,

IHigonometrik funksiyalardan yana biri ya'ni y=rgx ning hosilasini
S 1 (unksiyaning hosilasini topishda ikki usuldan foydalanishimiz
SEI Mirinehi usul bu albatta o'zimiz biladigan funksiya hosilasi ta'rifidan

il hisoblash. Ikkinchi usulidan foydalanish uchun hosila olish
Ak bilish kerak.

Funksiya hosilasini hisoblash qoidalari.

ALK funksiyaning algebraik yig'indisining hosilasi, shu funksiyalar
Hstbli g alpebraik yig'indilariga teng. YA'ni y:f(x]ig(x}
BT kil funksiya berilgan bo'lsa, u holda funksiya hosilasi quyidagicha
L, e (v}t g'x) ga teng bo'ladi. Buni isbotlash uchun ham hosila

e tayidslanamiz,

89
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i (_)"(x +Ax)tg(x+ Ax)) —(fx) L g(x))

Ar-sl] Ax
- (f (x+Ax) - f() £ (g(x+Ax) - g(x) __ e (f(r+Ax)-f(x)
A} Ax Ax—l) ﬂx
tim 0 A:x) D _ rrg ).

b} Ikki funksiyaning ko'paytmasining hosilasini topamiz. YA'ni funlsiy.
y=f(x)-g(x) ko'rinishda berilgan bo‘lsa, bu funksiyaning hosilasini
topamiz. y = f (x)-g(x)+ f(x)-g'(x) bu formula ikki funksiya
ko‘paytmasining hosilasini beradi. Shuni isbotlaymiz. Bu formulani isbotlah

uchun ham funksiya orttirmasini argument orttirmasiga nisbatini qaraymix

fim f(x+Ax)g(x+Ax)—f(x}g(x) _

Ar—l Ax
- j'(x+Ax)g(x+Ax)—f(x+ﬁx)g(x)+f(x+Ax)g(x)—f{x}g(.\')
A Ax

i f(x+&x)(g(x +A) =g (x )+ g f (x+Ax )= f(x)
x—slb A)C

i S G AN +AY) ~g(x) L oGNS (x+A)~f(x])
Ar—) Ax frages Ax

f(x)-g(x)+ f(0)-g'x)
¢) ekanligi kelib chigadi.
d) Endi ikki funksiya bo‘linmasining hosilasini  qaraylil,
rz{f(x)]zf'(x)-g(X)—f(x)-g' (x)
2(x) g (x)

bilan topiladi. Bu formulaning isboti ham juda oddiy va maktab o'quvchilarip

bo‘linmaning hosilasi ushbu formuli

tushuntirishda o‘qituvchilar giyinchilikka uchramaydi. Bu formulani
isbotlashda ham hosila ta'rifidan foydalanamiz. Buning uchun ayirmali

nisbatni ko‘rib chigamiz.

Sy fx)
fx+ax)— f(x) _lim glx+4Ax) g(x) _

#)  lim
av—s0 Ax av-rd Ax
i S+ A0 (x) - g+ A0 /()
ax— Ax-g(x+ Ax)- g(x)
lim f(t * Ax)g(x] = f(X)g(x) * f(X)g{x] —glx+ Ax) f(x) =
£ Ax- g(x + Ax) - g(x)
i SN G+ 8%) — /() = F () g+ Ax) — =) _
s Ax - g(x+ Ax)- g(x)
lim 1 () (x+ ax) - f(x)) - FO)e(x+ax) - g(x)) _
M0 g(x + Ax) - g(x) Ax
lim ! () (f(x+ax)-7(x)) () elx+an)-g(x)]|_
Mot g(x + Ax) - g(x) Ax Ax

[ {x) g(x)- ()& (x)
g"(x)
lindi yuqoridagi trigonometrik funksiyani hosilasini hisoblaymiz.
Vijorida ta'kidlab o'tganimizdek y=1gx funksiyaning hosilasini ikki hil
il topishimiz mumkin.

I'unksiya orttirmasini argument orttirmasiga nisbatini qaraylik.

f(x+Ax)—tgx sin Ax . sinAx 1
Hin - — = lim = lim =
Al Ax a0 Ax - cos(x + Ax)cosx -0 Ax  cos (¥ + Ax Jeosx

|
(cosx)’

sl kelib chigadi.
findi yuqoridagi formula bo‘yicha bo‘linmaning hosilasi formulasidan

iy ilalianih,

. ! . ‘' « 2
. sin x-cosx—sinxcos x _cos’x+sin’x 1

Y 2 = )
cos’ x cos” x cos” x



ekanligini keltirib chiqaramiz. Bundan ko‘rinadiki har ikki usulda h.in
natija bir hil bo‘ladi.

Elementar funksiyalarning hosilasi jadvali
1) y=c,e=const y'=0
2) f(x)=ke+b y'=k
3) flx)=x* y'=ax"
4) y'=a" y'=ag'lna
5) y=e€ y'=e
1

xlng

6) y=log,x y'=

1
7y y=hx y'=—

x
8) y=sinx y'=cosx

9) y=cosx y'=-sinx

1

10) y=igx y'=—7
COs X

|

1) y=ctgx y'=———
sin"x

4
1-misol. y= % —5vx+ iz _ funksiyaning hosilasini toping.

% 3{/;

Yechish: ushbu funksiyaning hosilasini topish uchun oldin funksiyaning

har  bir  yig'indisini  argumentni  darajasi  shaklida yozamiy,
%! 8 1 1 7 1 -
== _5Jx+ —— =—x'~5x2 +8x? ——x 7 ko'rinishga keltiriloandan
¥ 4 x 3y 4 3 5 G

keyin darajaning hosilasi formulasi va bir nechta funksiya yig'indisidan
olingan hosila xossasidan foydalanib, ushbu funksiya hesilasini topamiz,

1

I !
y':(zx4 —5x? +8x"—;—x -‘)’=(;—x4}‘— (5x3)'+(81'2}'~(§~x =

92

! 4
21 1 A
1<fl,r"—5-ix3—8-2x_3+—-lx3=x3—- . —I—?-+L.
1 2 33 29x X iyt

#misol. y =sinx-¢" funksiya hosilasini hisoblang.

Yeuhish: ushbu funksiya hosilasini hisoblashda ko‘paytmaning hosilasi
itmilasidan p'=(sinx-¢")'=sin'x-e" +sinx-(e")'=e"(cosx +sinx) ekanligi

belth ehigadi,

Murakkab funksiyaning hosilalari
Teorema. u = @(x) funksiya x = x, nuqgtada hosilaga ega bo‘lsa, y = f(u)
Hinlnlyasi (x = x, nuqtaga mos keluvchi) z = z, nuqtada hossilaga ega bo'lsa,
i huliln bulardan tuzilgan y= f(@(x)) murakkab funksiyaning x=x
gt hosilasi p'=(f(@(x))'= £ (@(x)) - '(x) ga teng bo‘ladi.

o

Iii teoremaning isbotini talabalarga mustaqil ishi sifatida keltirib o‘tamiz.
L misol. y = cos(x® + 5x — 7) ushbu funksiyaning hosilasini hisoblang.

Vethish: bu misolda ko'rinib turibdiki funksiya murakkab funksiya, ya'ni

btiaiametrik funksiyaning ichida kvadrat funksiya. Bu funksiyadan hosila
alishi ihun trigonometrik funksiyaning o‘zidan hosila olinadi va ichidan
Bstb olinadi,

V' =(cos(x® +5x = 7)) =cos'(x* +5x = 7)- (x> +5x = T)'=
~sin(x” +5x —7) - (2x +5) = —(2x + 5)sin(x> + 5x — 7)

4 wiisol, y =sin® x funksiyaning hosilasini toping,

Vuchish: bunday olib qaraganda bu funksiya ham murakkab funksiya

Sl Chunki kvadrat funksiyaning ichiga trigonometrik funksiya go'yib
lestl jilingan, Lekin bu misolni ikki hil usulda yechish mumkin. YA'ni
Wil murakkab funksiyadan olingan hosila bo‘yicha va trigonometrik
Wity aning xossalarini go‘llash bo‘yicha.
Al 1 (min® x)' = 2sinx - (sinx)' = 2sinxcos x = sin 2x
93
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B) funksiyaning

darajasini

y=sin’x pasaytirani

l-cos2x

y=sin*x= endi bu funksiyadan hosila olamiz. Unitmaslik kerakl

bu funksiyaning hosilasi ham murakkab funksiyaning hosilasidan lclil)
chigadi. Chunki trigonometrik funksiyaning ichida birinchi darajali chiziql

funksiya turibdi. y'= (= %%¥y,

: = :%(sian-Z)sinzx bu yerda ishlash usulij

bog'liq bo'lmagan holda natija bir hil chigadi.

Mustaqil yechish uchun misollar:

1-misel:

1.1. y=x’ +3x" — 4 funksiyani hosila ta'rifi yordamida hosilasini hisoblany

2.
1.2. y=2x' —Exj —4x+5 GyHKUMAHM Xocuna TabpudM  Epaamiyi

XOCHNACHMHH XUCOOIAaHT.

1.3. y=3x° —3{/;——1-:+ 0 funksiya hosilasini hosila olish qoidalari va
y 3 ‘d;“

X

xossalaridan foydalanib hisoblang.

14. y=sinx-e" funksiya hosilasini ko‘paytmaning hosilasi formulasidan

foydalanib hisoblang.
15. y=xarctgx  funksiya hosilasini ko‘paytmaning hosilasi formulasidiu

foydalanib hisoblang.

1.6. y='\‘/:r_lnx funksiya hosilasini ko'paytmaning hosilasi formulasidin

foydalanib hisoblang.

1.7. y=xtgx funksiya hosilasini ko‘paytmaning hosilasi formulasid.

foydalanib hisoblang.

W

B .

OB Y

Ll funksiya hosilasini bo'linmaning hosilasi

lit

fpililaiih yoching.

N, funksiya hosilasini bo‘linmaning hosilasi

'\

Bvilalanih yeching.

[T funksiya hosilasini bo'linmaning hosilasi

A

Biyilalanih yoching,

I e

1 funksiya hosilasini

tiilinih yeching.

Iny

his ) yctgx  funksiyani yig'indi, ko‘paytma va

sy

fititirt formulalaridan foydalanib yeching.

4 minol: Quyidagi funksiyalarning hosilalarini toping.

S ) Y eain2y b) y=arcsinx’
S0 0) e nresindx b) y:ﬁ
Al log,(2x - 5) b) y=+1+5cosx
S ) vt (Ax R

b) y= %e’((sin x+cosx)

(Iy -8y b) y=Inlnx

I/ 3 b) y=aresinyx

formulasidan

formulasidan

formulasidan

bo'linmaning hosilasi formulasidan

bo'linmaning




2.7 a) y=sin®x

28  a) y=cos’x

1.1 y'=3x* +6x;
1.2 y'=8x" —2x* —4;

1 3 8
+

1.3 y'=15x" -

1.4 y'=e*(cosx +sinx);

1.5 y'=arctgx+ : X

'
16 y'= Inx+4
44 x'i
1.7 y'= xsm2,\2‘+x‘ .
cos” x
1.8 y'= xsmx‘]nzx—cosx;
xln” x
1.9 y'= 3 (2xIn3+ 11:3—2) :
(2x+1)
1.10 y‘:—_:l{_e;
(x" -1y
Tl g 22
(e* =1)?

Lo S
Yy 2%t s 7

b) y= arcsin%

b) y=In3x

Javoblar:

3x’

S :

2.1a) y'=2cos2x b} y'=

2.2 a) y-:_l_ilb__z
v1— X
v X
b) y'= -
23a) y'=e—2
' (2x—5)In3
Ssinx
b) y'=-—F———;
1+ 5cosx
5
24 a) y'=————
)y cos*(5x +1)

b) v'=¢"cosx;

2.5a) y'=21(3x—8)’
1

b) y'=——;
xInx

1

1
Z'Ga}y':_i_ b] y':
X 2x—x

1

2.7 a) y'=sin2x b) y'=

2.8 a} y'=—3sinxcos’ x b) y':.l

X

N25—x° ;

L e e N S S i

Mavzu: Funksiya hosilasi. Hosila olish qoidalari va murakkab
funksiyalarning hosilalariga oid misollar yechish.

f«misol.y = x" +5x° —7x" + 8x —15 funksiyaning hosilasini toping.

Yechish: bu funksiyaning hosilasini topish uchun hosila topish
guldalaridan funksiyalarning yig'indisining hosilasi funksiyalar hosilalari
ylji'Indisiga tengdir. Shundan foydalanamiz.

Ve (x4 5x0 =78 +8x —15) = (x" Y+ (5x7)— (7x7)'+ (8x) - 15'=
4x* +15x° —14x+8
Z-misol, y =cosx-Inx funksiyaning hosilasini toping.
Vechish: Bu funksiya ikki funksiyaning ko‘paytmasidan tashkil topgan.
Uhiindng uchun  ikki  funksiya ko‘paytmasi hosilasidan formulasidan
tuydlanamiz,

i : ; " . ) cosx
p' = (cosx-Inx)' =cos'x - Inx + cosx-In'x =—sinx - Inx + =
x

cosx—xsinx-Inx
x

luntsol. y =S—mx—)c funksiyaning hosilasini toping.
€

Vachish: Funksiya ikki funksiyaning nisbatidan iborat. Shuning uchun
li fuildyaning hosilasini topishda bo‘linmaning hosilasi formulasidan

P bz,

pinx,, sin'x-e" —sinx-(e") _(cosx— sinx)e” (cosx —sinx)

2x X

¢ (e") e e
{-misol. y=(3x+2)" funksiyaning hosilasini toping.

Yechish: bu funksiyaning hosilasini topishda ikki hil usuldan foydalanish
il Bicinchi usul hosila olishning oddiy qoidalaridan foydalanish
iigaadicta Nyuton binomidan yoki Paskal uchburchagidan foydalanib kavsni
ui it ehlggish. Hozir shu usuldan foydalanib funksiya hosilasini hisoblaymiz.
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y=0x+2)'=81x"+4-2-27x* +6-9x* -4+ 4.3x-8 +16 =
=81x" +216x" +216x* +96x +16

funksiya 4 -darajali funksiya, ko'‘phad ko'rinishiga keldi. Endilikda hu
funksiyaning hosilasini hisoblaymiz.

Y'=(81x" +216x" +216x +96x +16)" = (81x*)+ (216x°)'+ (216x%)'+(96x)"1
(16)'==324x" + 648x" + 432x +96.

Yuqoridagi funksiya hosilasini topishning ikkinchi usuli bu murakkah
funksiya hosilasidan foydalanish demakdir.

Y'=((3x+2)")'=403x +2)’ - Gx +2)'=12(3x +2)’.
Yugqoridagi natijani soddalashtirsak ushbu javob bilan bir hil boladi.

5-misol. y =3

funksiyani hosilasini toping.
Yechish: ko'rinib turibdiki bu funksiya murakkab funksiyadir,
yu £ ) (3411—51‘-” )r ” 341‘1—5x+1 (4):2 - Sx + []u In 3 = (8.‘{ = 5)34xl—5r+] : IIl 3 .

F_2x 41
6-misol. y:mx__r_ funksiyaning hosilasini toping.
2x+4

Yechish: )"=(|11x. sy, . > —2x+l}1= ‘2x+4 .
21-‘1‘4 x-’__2x+l 2x+4 xn_lei_l
2x+4

(2" —20)(2x+4)-2(x* =2x+1) _ 2x+4

(2x + 4)° £ —2x+1
6x° +12x" —4x—8-2x"+4x—2  4x’ 112x*—10 2 +12x7 =10
, (2x + 4)? 2Ax+2)(x —2x+1) (x+2)(x° =2x+1)

7-misol. y=cos(2‘3) funksiyaning hosilasini toping.

Yechish: bu funksiyaning hosilasini olish uchin ham murakkab funksiy
hosilasidan foydalaniladi. Lekin bu funksiyada ikkita funksiya emas balki
uchta funksiya ichma- ich joylashgan. Bunday holatda ham hosila muraklah

fnlistyaniki kabi bajariladi. YA'ni y = f(g(¢(x))) bo‘lgan holatda ham hosila

hividill shunday amalga oshiriladi.
V= (glp()' = [ (g(p(x))) - g'(¢(x)) - 9'(x) formula orqali.

[RIRTTLE
V= (cos(2")) =sin(2)- (27 ) (¢*)'=2"" - In2-sin(2")- 3x% =

3In2-x*-2" -sin(2%).
Mustaqil yechish uchun misollar:

I-imisol: Berilgan misollarda a) funksiyani berilgan nuqtadagi hosilasini
Liping, ) berilgan murakkab funksiya hosilasini hisoblang.

. T 1
hi n) v \,/I .h—"+4"ﬁ GOYHKIHAHK b]yziarcrg%

R HYKT3JIard  XO0CH/IAaCcHHH
rofr,
I | 2 - JI
v Infsin5x) w4i+£, b} y=arcige
T 5
")
y(x,)="2 x, =Z
1 {] 10
L g Y ]Il\/(..\"-4)3+{x—4}3, b) y:ih]x—:
\ | 2
1"(‘[I)‘A.H:S - x+
W )y w e (4x-5), y(x,), x=In2 b]y:ln(x+\/;z_:-_l)

ER W) v e (x4 Daretge™ Y{x,),x=0 b) y=In{x+ x> +1)



1.6 2+1gx

b) y=Insinx
a) y=In
2 —tgx

’ yl (xu)e Xp =§_

1.7 b) y=Incosx

. x~1
a) y=arcsm-x—, y'(x), x=5
X

18 a) y=(4x" =3x+1), (x5 =0  b) y=ii-2

L9 a) y=sin(7x’ +x), y(x,), x,=0 b) y=+1+5cosx

. 1.10 a) y=e4.€_sr,y'(xu),x0:0 b) y=%ex(sinx+cosx)
' 1.1 . E b) y=Inlnx
! a) y=arcsin—, y(x,),x=2 )
X

| Javoblar:

1.1a) 5 b)y' l 163}l6b]y' clgx

3 a y :—_T: . -_’1 it et ;
N4+ x” 13
x ] ;
1.2a) 0.8 b) y':ﬁe—?; 17 a) 7= b) y'=—sgx;
S 1.82a)-9b) y'=——>
1.3a) 45 b]y—xz_l, —
i 1 5sinx

1.4 a) 2{'41n:z~1); b) y'=———; 19a)lb)y=-
=4

/2 +1 2J1+5cosx

1 1.10 a) -5 b) y'=e*cosx;
1.53]%—1 b) y'=—ux; ]

x° +1

1 1
1.11a) v

23 xInx

Mavzu: Funksiya differensiali

Reja

1) Differensiallanuvchanlik va hosilaning orasidagi bog'lanish.
2} Funksiya differensialining geometrik va fizik ma’nolari.
3) Differensialning taqribiy hisoblashlarga tatbiglari.

Differensiallanuvchanlik va hosilaning orasidagi bog‘lanish

Faraz qilaylik  f(x) funksiya (a,b) oraligda berilgan boib,

e (ab),x, +Ax e(a,b) bo’lsin.  Yuqorida  aytib o‘tganimizdek
M) = f(x+Mx)-f(x,) ayirma  f(x) funksiyaning x, nugqtadagi
arttirmasi deyiladi.

Ta'rif: Agar Af(x,) ni ushbu Af(xy) = A-Ax+ahx ko'rinishida ifodalash
uikin bo'lsa, f(x) funksiya x, nuqtada differensiallanuvchi deyiladi,

iniln A = const, Ax 5> 0= a —0.

Teorema: f(x) funksiya x€(a.b) nuqtada differensiallanuvchi bo'lishi
ehiun uning shu nuqtada chekli f '(x) hosilaga ega bo'lishi zarur va yetarli.

Ta'rif: Funksiya orttirmasidagi f'(x,)-Ax ifoda f(x) funksiyaning x,
Wiitadagi  differensiali deyiladi va df(x,) kabi belgilanadi. Funksiya
illivenstali df (x,) = f(x,)- Ax kabi yoziladi.

Imdi /(x)=x funksiya deb faraz gilaylik va bu funksiyaning
diftorensialini topamiz. df(x)=(x)"Ax=Ax bolib, dx=Ax ekanligi kelib
thlgadl v funksiyaning differensiali  sifatida df(x)=f(x,)-dx  kabi
svintahda ifodalashimiz mumkin.

Flementar funksiyalarning differensiallari.

1) d(x*)=ax*" - dx, (x> 0)

2) dia y=a" Ina-dx, (a>0,a#)



e === — e TR R A . — = = =3 =

3) d(log x)= : -dx, (x>0a>0,a=1)
# xlna

4) d(sinx) = cosx - dx,

5) d(cosx) = —sinx - dx,

d(1ge) ==
6) (1gx) = cos®x’

dx
7) d{ctgx) =——

sin®x’
.o dx T
8) a’{arcsuu}—ﬁ,( 1£x 1)
=— 4 (—-1<x=1)
9) d{arccos x) \/]———xz i
dx
10)  d{arctgx)= Tl

dx
11)  d(arccigx)=- gl

12)  d(shx) = chxdx,
13)  d(chx) = shdkx,

dx
14) d(thx) =

5
chx

ey
15)  d{cthx)= g

Funksiyalarni differennsiallashdagi bir nechta sodda qoidalar.

f(x) va g(x) funksiyalar (a,b) oraligda berilgan va x&(a,b) nuqtad

differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda x € (a,/) nuqtada

1) dc- f(x))=c-d(f(x)), c =const
2)  d(f)+gx)=d(f(x)+d(g(x))
3)  d(f(x)g(x)=g)d(f(x)+ f(x)d(g(x))

af 7)) - gL C) = f X)) () 40
g(x) &)

4)

102

Differensialning taqribiy hisoblashlarga tatbiglari

vz gilaylik f(x) funksiya (a,b) oraliqda berilgan bo'lib, x, €(a,b)
SR hosilaga ega bo'lsin. U holda Faragz qilaylik f(x) funksiya (a,b)
Srtliigea berilgan bo'lib, Ax—0 da Faraz qilaylik f(x) funksiya (a,b)
Eilligia berilgan bo'lib, Af(x,) = [ '(x,)- Ax + o(Ax) bo'ladi.

Yugorida ko'rib o‘tganimizdek berilgan funksiya x,e(a,b) nugtada
Hillvrsngiallanuvehi bo'lib, df (%)= f(x,)-Ax ga teng bo'ladi. Bundan esa
VOG- df (%) =o(AX)  bo'lib, Ax—0 da Af(x,)—df (x,) =0 , bo'lib
VI ) wdf(x,) ga teng bo'lgan taqgribiy formulaga kelamiz. Bundan esa
N P AX) = [ () = df (%) = f(x, + Ax) = f(x)+ f(x,)-Ax ko'rinishidagi
Fasiiinly formulaga kelamiz.

Minali 4in 29" ni tagribiy qiymatini hisoblang,

Yeehish: ushbu trigonometrik funksiyaning taqribiy qiymatini hisoblash
Wik, v, = 30", Ax=—1° deb olamiz va yuqorida keltirib chigargan tagribiy
Ll g qo‘yib, quyidagiga ega bo‘lamiz.

S a0 30 4 5im(30%) - (<17 = L V3 T __0,4848 .
2 2 360

Wi o'rinda  yuqoridagi misolning  yechimida irrotsional ifoda
ptalianligl uchun, irrotsional ifodaning ham taqribiy qiymatini topish
Ul b taqribiy qiymat uchun keltrib chiargan formulamizni qo‘llashimiz

il Ya'nl j'(x):x/;,xu=4,Ax:—] deb olib, yuqoridagi formulaga

1 1 ..
MOV vin 3 g . —1)=2-—=1,75 bolib, 1,75 ning kvadratini
| PN ( 4 g

Wil 1,0625 pa teng bo‘ladi va taqribiy formula sonning o‘ndan birlar
S lcha to'g'ri hisoblashini ko'rishimiz mumkin,

Bl quyida biz x,=0 deb olib, S(Ax) = £(0)+ £(0)- Ax formulaga
EEliie va bir nechta ifodalarni *, =0 nuqtadagi tahminiy formulalarini
BRIt eldeguramiz,
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Masalan, f(x)=(1+x)*, ushbu ifodaga yuqoridagi formulani go‘llasals,
(+Ax)* =1°+a-1""-Ax=1+a-Ax bo'lib, bundan esa x,= 0 nugtaning
atrofida (1+ x)® =1+ ax tahminiy formula kelib chigadi.

Bundan tashgari huddi shu kabi x, =0 nugtaning atrofida quyidagi bit

qator formulalarni keltirib chigarishimiz mumkin.
1
Vi+x=1+ —z-x

e =l+x
In(l+x)=x
sinx=x

fgx=x

Mustagqil yechish uchun misollar

1-misol: quyida berilgan migdorlarning taqribiy giymatini hisoblang.
sin31°, cos29°,1g59" crgad®, L1, 1,01, V15, /26, 8,139,

22 404 g0l
:3 !5

In3,8,In5,In10, lg5,1g7, 1g12, 2
2-misol: «, v funksiyalar differensiallanuvchi va ularning differensiallari

du, dv ga teng deb faraz gilaylik. Quyidagi funksiyalarning differensiallarini

toping.

1)  y=sin{e"™)

2) y=tg’ +uv+v’)

sinu+cosy

3) y=e
4) y=@+v)’
5) y:u1 + 3+t
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Mavzu: Funksiya hosilasi va uning tadbiglari

Reja
I} Funksiyaning monotonligi. Funksiyaning ekstremumlari.

#) Birinchi tartibli hosila yordamida funksiyani ekstremumga
tilihirish,

') Funkiyaning eng katta va eng kichik qiymatlari.

feorema. f(x) funksiya [a,b] intervalda chekli S(x) xosilaga ega
Iiilstn, 1 funksiya shu intervalda o'suvchi (kamayuvchi) bulishi uchun
LB wvepnanga £1(x) >0 (f'(x) <0) tengsizlik o'rinli bolishi zarur va

Vit

ti'vif Agar x, € (a,b) nuktaning shunday atrofi
P v ey~ 8 <x<x, + ;8 >0)  (a:h) mavjud bo‘lsaki,
el vuchun f(x) < fixy) (fx)z f(x,)) tengsizlik o'rinli bulsa, u holda
FUOl Binlsdya x, nugtada maksimumga {minimumga) ega deyiladj, f(x,)

St 7(x) funksiyaning U, (x,) dagi maksimumi (minimumi) deyiladi.

Fistremumning  zaruriy sharti.  f(x) funksiva (a,b) intervalda
llaigan ho'lib, x, e (a,4) nuktada maksimum (minimum) ga erishsin.
BRIl ko'ra x, nuqtaning shunday U, (x,) < (a.b) atrofi topiladiki,

o da /(02 £ix) (fo< S (x,)] tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Piuteimn, Agar f(x) funksiya X, € (a.b) nuktada chekli f'(x,) hosilaga
S i bu nuqtada f(x)  funksiya ekstremumga erishsa , u holda
1 b lady,

Flstiomumning yetarli shartlari. Endi funksiyaning ekstremumga ega
Bistidtng yetarli shartlarini qaraymiz, ya'ni f(x,) xosila x, nuktadan
sl ' tshorasini « + » dan - ga o'zgartirsa, u holda f(x) funksiya

B maksimumga ega bo‘ladi.
Viiridiagl ta'vif va teoremalardan ko'rinadiki funksiya hosilasining

BV bl tutgan yana bir o'rni mavjud bolib bu funksiyaning o‘suvchi
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yoki kamayuvchiligini, oraligda yoki nuqtada eng katta va eng kichik
giymatlarini aniglashdan iborat. Bu esa funksiya grafigini chizishda qays
oraliglarda o‘suvchi va qaysi oraliglarda kamayuchi, oraliglarning gaysi
nuqtalarida eng katta va eng kichik giymatlarni gabul gilishi mumkin
ekanligini bilishda qo'l keladi. Buni misollar yordamida ko'rib chigamiz.

Misol. y=x" +2x* +x—7 funksiyaning o'sish kamayish oraliglari va
ekstremum nugqtalarini toping.

Yechish: yuqoridagi ta’rif va teoremalarga asosan funksiyadan hosila
olamiz va y'=(x’ +2x° +x—7)'=3x" +4x+1 ekanligi kelib chigadi. Keyin
: : o 442 -~
chiggan javobni nolga tenglashtiramiz. D=16-12=4, X, = ; =g

) :

x, =—1 tenglamaning javobini oraliglar usulidan, sonli oraliglarga

joylashtiramiz. Keyin funksiyaning ham o'sish kamayish oraliglarini,
minimum va maksimum nuqtalarini aniglaymiz ya'ni,

-1 -1/3

1 1
Bulardan funksiya (—oo;—1) (—5;00) oraligda o‘suvchi va (—1;—5) gachi
oraligda esa kamayuvchi bo'lib hisoblanadi. —1 nugta maksimum nuqtasi va

1 - -
—— nugta esa minimum nuqtasidir.

Funksiya hosilasining yana ko‘plab tadbiglari mavjud bo'lib shulardan
yana bittasi bu biror funksiya grafigiga qandaydir nuqtada o‘tkazilgan urinm
tenglamasini tuzish masalasidir. Bu masalaning yechimi quyidagi formulad:
berilgan.Biror funksiya grafigiga nuqtada o‘tkazilgan urinma tenglamasi
y=f(x) funksiya berilgan bo'lsa u holda, y, = 7F(x,)+ f'(x,)x— )

tenglama orqali topiladi.

e &

=
=

I po= ; siyag:
hiiyol,  y=x funksiyaga x=1 nuqtada o‘tkazilgan urinma

beilinianini tuzing,

Yochishe v =1

beiwinasddan
"

I3 - 2_n Loy
y(1)=3x"=3 ekanligini topdik. Endi urinma

[+3(x-1)=1+3x-3=3x-2, ya'ni V.. =3x-2 ekanligi
el elibgadi. Buni funksiya grafigida tasavvur qiladigan bo'lsak, quyidagiga

(R

Y

A

Cliteimadagi funksiya grafigiga o'tkazilgan urinma tenglamasi yugoridagi
i ila kabi bo'lar ekan.

Fuitkiulya hosilasi mavzusining yana bir tadbiglaridan biri bu funksiyani

WSl iy, ya'ni funksiya grafigini chizishni hosila yordamida tekshirib
R

Fitilintyalarni  tekshirish va ularning grafiklarini yasashni kuyidagi
S lyicha olib borish magsadga muvofiqdir;

I Finlislyaning aniglanish soxasini topish;

- Fiblesiyani uzluksizlikka tekshirish va uzilish nugqtalarini topish;

b Piinlslyaning juft, tog hamda davriyligini aniglash;

I Fiilislyani monotonlikka tekshirish;

o+ Fiiilyant ekstremumga tekshirish;




6 Funksiya grafigining gavariq xamda botigligini aniglash, egilish
nuktalarini topish;

7 Funksiya grafigining asimptotalarini topish;

8 Funksiyaning haqiqiy ildizlarini (agar ular mavjud bo‘lsa), shuningdelk
argument xning bir nechta xaryakterli giymatlarida funksiyaningkiymatlarini
yasash

Ya'ni xar qanday grafigini chizish mumkin bolgan murakkah
funksiyaning grafigini yasash bosgichlari shu tartibda olib boriladi.

3

5 2
2-misol. y:%———xz-—+6x—? funksiyaning ekstremum nugtalarini

toping.
Yechish: Funksiyaning ekstremum nugqtalarini topish uchun yuqorida
ta’kidlaganimizdek, funksiyaning hosilasini topib uni nolga tenglashtirami.

3 2
y’:(-J;——i;—+6x—7}':xz-—Sx+6 hosilani hisobladik, endi nolga

tenglashtirib tenglama ishlaymiz va oraliglar usuliga qo'yib x=2 maksimum
nuqta va x =3 minimum nuqta ekanligiga guvoh bo‘lamiz.

Mustagil yechish uchun misollar:

1-misol: Quyida berilgan funksiyalarning ekstremum nugqtalarini toping,

Ko2x
LLy=e~ 1.7. y=————
T x"—6x-16

1.2. y=In(3x* +2x +1) .
1.8. y=x =3x" —9x+7

13. y=x¢c "
1.9. y=3J(x* —6x +5)*

1.4. y=+12x—3x"
1.10. y=x—In(1+x)

1.5. v = x + arctgx
1.11. y=xIn’x

1.12. y=Y(x* -1)°
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1.6, y=x' =2x" +5

LAY pex! pdy' =2x+5
LA, gt
LAl yex' —x
b ey —ox +12x
LA ve i -7
11 (]
bt A | I;

|
il &y, Oy % ‘2—

Ine

1
. o, X, :—2:_-;

V3 NE
L0 shstisimumega ega emas.
{F dhtiomumga ega emas.
(BT . -1;
i L/ 1)

118. y=2x" —6x" —18x+7

1.19, y:iﬂ_
45" +x+8

T G
10x? +x +2x

121, y= 3 T ar 163

Javoblar:

110 Xoin = 0;

111, =0,x_ =
82

112 X = (];

1.14 X = -3 3

1.15 Finax :_8';
27

1.16 ekstremum nugtaga ega emas.
1.17 ekstremum nuqtaga ega emas,

{1 [ P e——

max
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Mavzu: Funksiya hesilasining tadbiqlariga oid misollar yechish

1 x5 o
1-misol. y= 3 +6x—7 funksiyaning ekstemumlarini va o'sish,
kamayish oraliglarini aniglang,

Yechish: funksiyaning ekstremumlari va o'sish, kamayish oraliglarini

topish uchun, avvalambor funksiyadan hosila olamiz va nollarini topamiz.
. X 5x7 g 2
¥y ——-{?—T+6x—7) =x =5x+6=0 kvadrat tenglamani ishlaymiz

i . - 5+1 ;
x*—5x+6=0, D=25-24=1, x =—-2 =3, x, =2 oraliglar usuliga qo'yamiz

va

o
L2

Bundan ko'rinadiki (—:2) (3;0) oraliqgda funksiya o'suvchi, (2;3) oraliqdi
esa funksiya kamayuvchi. x, =2 nuqta maksimum nuqta, x, =3 minimumnm
nukta.

Z-H’IESOL )}:82.\"—4.\‘»?

funksiyaning ekstremum nuqtalari va o'sish
kamayish oraliglarini toping.

Yechish: bu misolni yechish uchun ham albatta hosila olamiz
b 2(62":'“4”?)' A (2" —4x+7) =(dx —4) - > T = tenglamanl
ishlaymiz va argumentning qaysi giymatlarida hosila musbat va qaysl
qiymatlarida manfiy ekanligini aniglaymiz, (4x—4)-¢™ "7 =0, x=1 . Il
ganday musbat sonning ixtiyoriy darajasi musbat son bo‘ladi. Shuning uchun
tenglamani 1 pgau farqli boshga yechimlari mavjud emas. Shu bilan birp.
funksiya (—oc;1) oraliqda kamayuvchi, (1:=) oraliqda esa o‘suvchi bo'll|

Shuningdek x =1 nugta funksiyaning minimum nuqtasi hisoblanadi.
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3-misol. y=In(2x* +2x+1) funksiyaning ekstremumlarini, o'sish va

kamayish oraliglarini aniglang.

Yechish:
' 3 1 2(2x+1)
"=(In2x" +2x+1))'=—— - @x+2)=—" L =
¥z e 0] 25 +2x +1 Grva) 2x% +2x+1

tenglamani ishlaydigan bo‘lsak, .x-_——:]; ekanligini topamiz. Ifodaning

maxraji diskriminanti manfiy bo‘lganligi uchun va kvadrat hadning
loeffitsiyenti musbat bo‘lganligi uchun ifodaning maxraji o‘zgaruvchining

harcha giymatlarida musbat bo‘ladi. Bundan esa (—co;—%] oraliqda funksiya
ltumayuvchi va (—%;oo} oraliqda esa o'suvchi, —% minimum nugtasi bo'ladi.

4-misol. y=x+ arctgx funksivaning ekstremumlarini, o'sish va

ltnmayish oraliglarini toping.

1
Yechish: y':(x+arc:fgx)'=]+¥+ = hosilani nolga tenglashtiramiz.
x

| |
\ | | fZO, 5
1+x

i'#guruvchining barcha giymatlarida hosila musbat bo‘ladi. Bu esa funksiya

=-1 bu tenglamani yechimi mavjud emas. Sababi

Arpumentning barcha giymatlarida o'suvchi.

f-misol. y=x'—3x funksiyaning [0,2] oraliqdagi eng katta va eng
lifohik giymatlarini toping,

Yechish: ushbu misolni yechish uchun funksiyadan hosila olamiz va
iinllarini topamiz. Keyin sonli oraligga qo'yib minimum va maksimum
fiitialarini topamiz. Agar minimum yoki maksimum nuqtalar oraligga
fujglshli bo'lsa u holda ekstremum nuqtalardagi qiymatlari hisoblanadi va
aiiligning  chetki nuqtalaridagi giymatlari ham hisoblanadi va qaysi
fiiptadagi giymati katta bo'lsa shu giymat oraliqdagi eng katta qiymat
lisahlanadi. Qaysi nugtadagi giymat eng kichik bo'lsa u holda bu giymat eng
Iitehiile qlymat hisoblanadi. y'=(x’ —3x)'=3x* =3=0 x =1, x, =-1 tenglama

fillaring son o'qiga joylab quyidagini topamiz.
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%, ==1 nuqta funksiyaning maksimum niqtasi va x =1 nugta csi
funksiyaning minimum nugtasidir. Endi shu va oraligning chetki nuqgtalarid.
funksiyani tekshiramiz. y(0)=x’-3x=0, yl)=x'-3x=1"=3=—2 ..
¥2)=x'~3x=2"~3.2=2 bulardan ko'rinadiki, funksiyaning oraliqdagi ¢ny:
katta giymat 2 va eng kichik qiymati -2 ga teng.

3 x
542
6-misol. y=%——%+7x+4 funksiya abchissalar o'qining qaysi

nuqtasida o'tkazilgan urinmasi absissalar 0'qi bilan tashkil gilgan burchagi :

ga teng bo‘ladi?

Yechish: ma'lumki funksiyaning grafigiga biror nuqtada o‘tkazilgan
urinma absissalar o‘qi bilan tashkil qilgan burchagining tangensi funksiyaning:
shu nuqtadagi hosilasining qiymatiga teng. Shuni inobatga olib funksiyadan
hosila olamiz va burchak tangensiga tenglashtiramiz.

3 2

y'=(?—T+7x+4)'=x2—5x+7, zg%:—=x2—5x+7 , X =5x+7=1,

X -5x+6=0 tenglamani yechamiz. D=25-24=] x,=i;—l-=2, xy=3

Bundan ko'rinadiki funksiya grafigiga x =2, x, =3 nugqtalarda o'tkazilgan
urinmalarning absissalar o’qi bilan tashkil gilgan burchagi % ga teng bo'ladi.

7-misol. y=3x"-4x+6 egri chiziqqa gaysi nugtada o'tkazilgan urinm:

va 8x—y—5=0 to'g’ri chiziglar o'zaro parallel bo‘ladi?

Yechish: funksiya grafigiga nuqtada o‘tkazilgan urinmaning burchak

Ielitslenti bilan to'g'ri chigning burchak koefitsiyentlari o'zaro teng bo‘lsa u
filila bu urinma va to‘g'ri chiziglar o'zaro parallel deyiladi. Shuning uchun
Fiit chiziq tenglamasidan hosila olamiz va to'g'ri chizigning burchak
lalitslyenti bilan tengglashtirib tenglama ishlaymiz va urinma o‘tkazilgan

wingla kelib chigadi. y'=(3x* ~4x+6)'=6x—4, 6x—4=8 , 6x=12 s X=2
finidan ko'rinadiki x =2 nuqtada funksiya grafigiga o‘tkazilgan urinma va
e 590 to'g'ri chiziglar o'zaro parallel bo‘ladi.

Wmisol. y=Inx funksiya grafigiga x, =1 nuqtada o‘tkazilgan urinma
Wiplamasgind tuzing,

Yechish: funksiya grafigiga o'tkazilgan urinma tenglamasi formulasini
eyl f() = f(x)+ f'(x,(x—x,) . Bundan ko'rinadiki urinma
; 1 1 Lo
Wiliimasini tuzish uchun f(x,)=In1=0 va f'(x(,):—zT:I endi urinma
X

iglimasing tuzamiz, f(x)=0+1{(x-D)=x~1

Mustaqil yechish uchun misollar:

1 2

(T 'I‘---S—;—-r 6x—7 funksiyaning ekstremum nugtalari va o'sish,
By inh orliglarini toping,

3

I 4 yee'™  funksiyaning ekstremum nugtalari va o'sish, kamayish
sl ind toping.

|t poIn(3x* +2x+1) funksiyaning ekstremum nuqtalari va o‘sish,
Byl orliglarini toping.

i, y=x'c funksiyaning ekstremum nugqtalari va o'sish, kamayish

sl toping,

L ) JI.-’..\---RxS funksiyaning ekstremum nugqtalari va o'sish,

Baitiay il orliglarini toping.



L.6. y = x + arctgx funksiyaning ekstremum nugqtalari va o'sish, kamayi-li

orliglarini toping.

1.7, y=x'=2%"+5 funksiyaning ekstremum nuqtalari va o'sish,
kamayish orliglarini toping.

1.8. y=x'-3x*-9x+7 funksiyaning ekstremum nugtalari va o'sish,
kamayish orliglarini toping.

19. y=x-In(l+x) funksiyaning ekstremum nuqtalari va o'sish,
kamayish orliglarini toping.

1.10. y=xIn’x funksiyaning ekstremum nugtalari va o‘sish, kamayisl
orliglarini toping.

111 y=x"+4x"-2x+5 funksiyaning ekstremum nugqtalari va o'sish,

kamayish orliglarini toping.

gt . . . 3
1.12. y=&"™*" funksiyaning ekstremum nugtalari va o'sish, kamayish
orliglarini toping.

2

1.13. y=x*-x funksiyaning ekstremum nugqtalari va o'sish, kamayish
orliglarini toping.

1.14. y=x"—6x"+12x funksiyaning ekstremum nuqtalari va o'sish,
kamayish orliglarini toping,

1.15. y=+3x—7 funksiyaning ekstremum nugqtalari va o'sish, kamayish
orliglarini toping.

1.16. y=2x"—6x"~18x+7 funksiyaning ekstremum nugtalari va o'sisl,
kamayish orliglarini toping.

117. y=x"-4x’+x~1 funksiyaga x=1 nuqtada o‘tkazilgan urinn
tenglamasini tuzing,

L18. y=2x’+Inx funksiyaga x=1 nuqtada o‘tkazilgan urinm.

tenglamasini tuzing.
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(19, y=¢" funksiyaga x =2 nuqtada o‘tkazilgan urinma tenglamasini
(STRIIT
1,20, y=In(l+x*) funksiyaga x=0 nuqtada o‘tkazilgan urinma

tengtlinmasini tuzing,

[ Y funksiyaga x=1 nugtada o‘tkazilgan urinma

'

4-x
tilinmaging tuzing,
2x

142, y T funksiyaga x=0 nuqgtada o‘tkazilgan urinma
b X

fentnmagind tuzing.

L48, v=xarcigy  funksiyaga x=1 nuqtada o'tkazilgan urinma
teigilaimagind tuzing,

[ 24, y=arctgx—x funksiyaga x=0 nuqtada o'tkazilgan urinma
tnjliamasing tuzing.

[+ x? . e i
146, » Tog funksiyaga x=2  nuqtada o‘tkazilgan urinma
— x_

Fshimagini tuzing.
|46, v=(3x+6)e™ funksiyaga x=3 nuqtada o‘tkazilgan urinma

Henglainasini tuzing.

2
X

17, v

funksiyaga x=3 nugtada o'tkazilgan urinma
X—

feihnasint tuzing.
I 41, v~ xe' funksiyaga x=1 nuqtada o‘tkazilgan urinma tenglamasini
TR

189 v L—E funksivaga x=0 nugqtada o‘tkazilgan urinma

X+
b liainanind tuzing,

(0, e funksiyaga x=1 nuqtada o‘tkazilgan urinma tenglamasini
X

Faielig
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131 y=x’-10x"+7x funksiyaga x=1 nuqtada o‘tkazilgan urinm.i
tenglamasini tuzing,

L32. y=x'-3x funksiyaning [0,2] oraliqdagi eng katta va eng kichil
qiymatini toping.

1.33..y=x"—8x" funksiyaning [1,3] oraliqdagi eng katta va eng kichil
qiymatini toping.
1.34. y=x"—x" - 2x+1 funksiyaning [-2, 0] oraligdagi eng katta va cny
kichik giymatini toping.
1.35. y=x—+/x funksiyaning [0,1] oraliqdagi eng katta va eng kichil
qiymatini toping.
1.36. y=x—Inx funksiyaning [1/e,e] oraliqdagi eng katta va eng kichil
qiymatini toping,
1.37. y=(x* +3x+3)e™* funksiyaning [4,0] oraliqdagi eng katta va cnp
kichik giymatini toping.
1.38. y=2x"+3x*~12x+1 funksiyaning [-1,5] oraligdagi eng katta vi
eng kichik qiymatini toping.

1.39. y=x+x funksiyaning [-1,1] oraliqdagi eng katta va eng kichil
qiymatini toping.

1.40. y=2x—/x funksiyaning [0,4] oraliqdagi eng Katta va eng kichil
giymatini toping.

141, y=x'—4x+1 funksiyaning [-3,3] oraliqdagi eng katta va eny,
kichik qiymatini toping.

142, y=1gx—x funksiyaning [-z/4,7/4] oraligdagi eng katta va eny
kichik giymatini toping.

143. y=x'-8x"+3 funksiyaning [-2,2] oraliqdagi eng katta va eny
kichik giymatini toping.

144, y=x"—3x funksiyaning [0,2] oraliqdagi eng katta va eng kichil
giymatini toping.

Javoblar:

L1 (-0,2] [3;%) oraligda

w'suvehi, [2,3] kamayuvchi.
L4 (-] kamayuvchi, [1,00)
t'suvehi.
2 . 1
1§ (~o0,~—] kamayuvchi, [-—,00)
6 3

i'sivehi.

1 (=005~

2. 2
5 F

. i 52 :
lnimayuvehi, l_ﬁ;f] o'suvchi.

Lt (0;0) o'suvchi.
17 (~o~1] [0,1] kamayuvchi,
| Ll [Leo) o'suvchi.

L (w=1] [3500) o‘suvchi,

| 4] knmayuvchi.

L0 wel) [0;00) o'suvchi,
i LO] limayuvcehi.,
| . .
LI (=] [1o0) o‘suvchi,
g
| :
| 1] kamayuvcehi,
L (=00, =3] o'suvchi,
| L lsimnyuavehi.

1.13 (—c:0) (2—87;90) kamayuvchi,
8. ., .

(0;—) o'suvchi.
27

1.14 (—e;®) o'suvchi.

1.15 (-0;) o'suvchi.

1.16 (—o=;—1] |[3;) o'suvchi,
[-1;3] kamayuvchi.

117 y=—Tx+4.

1.18 y=7x-5.

3
1.19 y:—%x+ -

e €

1.20 y=0.

2 1
1.21 y=—x+—.
Y=g

1.22 y=0.
T+2 1
1.23 y= x 3
1.24 y=0.
3 23
1.25 y=—x-—-—,
Y9

1.26 y=8ex—9e.
1.27 y=18-3x.

1.28 y=2ex—e.
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1.29 y=0, 1.36 Y,y () =1, Y () =e - 1.

1.30 y=e. 1.37 y,, (-D=e, y_ (-4 =7c".

< max

1.31 y=—8x+6. 1.38 y,..()=-6, y,..(5) =266,

1'32 ynn'u {]) = _23 ym:w (2) =2 2 ] 1.39 ym,-n (‘-1] == —2, ym“ ( |) = .

133 y,,(2)=-16,y,.(3)=9. 1.40

1.34 Yanin (_2} = _19’ Yinax {_ ]) =3. Yriin (0} = Vrin (:Il__} - 0’ Yoo (4) =0,

1.35

1 1
in\ )T 0 = " l ZO.
ymm(4) 4 ymm&( ) ym:u.(}

141, 3,,,(2) =3, y, (-3)=22.

Funksiya hosilasining fizika, mexanika va iqtisodiy masalalardagi

tadbiglari.

Funksiya hosilasining fizika fanida tutgan o‘rnini ta’kidlash magsadida
ba'zi bir tadbiglarini keltirib o‘tamiz,

1. Agar O=0Q(r) o'tkazgichning ko‘ndalang Kesimi orqali vaqgtning (
onida o’tuvchi elektr toki bo'lsa, u holda elektr tokining tondagi momenti

](r)=gﬂ%=2ﬂ&/§_}:@
2. Agar m=m(x) bir jinsli bo'lmagan sterjenning 0(0,0) va M(x,0)
nuqtalar orasidagi massasi bo'lsa, u holda sterjenning x nuqtadagi zichligi
o m(t +&!)—m(r).
Af =) AI
3. Induktiv g'altakda hosil boluvchi o'z induksiya elektr yurituvchi
kuchi galtakdan o‘tuvchi tok kuchining tezlanishi ya'ni tok kuchidan vaq!
bo‘yicha birinchi tartibli hosilasiga to‘g'ri proporsionaldir.

£=—L-£
dt

I, Magnit maydonidan ayriluvchi simli ramkada hosil bo‘luvchi elektr

Vil kuach,

&«

e=—-N b
dr

Magnit ramkasi kesib o'tuvchi magnit oqimining o‘zgarish tezligiga

s tonaldir,

&= BScoscos(wt + ¢,)

id ' 5
Yarni - fi :(Bb'coscos(mf + gou)) =—BSasinsin(aof + ¢,) .
ol

Hiilisrdian tashqari funksiya hosilasining nafaqat fizikaning yuqoridagi
balit misollarida balki hayotiy misollarini yechishda ham o‘rni bor, ya'ni
lilly nugtaning harakat troyektoriyasi (bosib o‘tgan yo'li) biror formula
Hilin horilgan bo'lsa u holda hammamizga ma’'lumki yo‘ldan olingan hosila
siililly nugqtaning momentdagi tezligiga teng. Tezlik formulasidan olingan

huinili vsi moddiy nuqtaning momentdagi tezlanishiga teng.

I misol. Moddiy nuqta S(t)=Int + %r gonuniyat bo‘yicha to‘g‘ri chizigli
Wabaligtlnnyapti, Harakat boshlangandan keyin gancha vaqt o‘tgach
g tezlip :{-M;’IC ga teng bo'ladi.

Vetrhisht Yuqorida ko'rib chigganlarimizdan ma'lumki moddiy nugtaning
Wbl troyektoriyasi formula bilan berilgan bo'lsa, u holda bu nugtaning

s L vagtdagi tezligini topish uchun yol formulasidan hosila olish kerak.
HEhbig mssalada ham tezlikni topish uchun yo'l formulasidan hosila olamiz.

I 1
o) N Il II{ tezlik formulasini keltirib chiqargach, uni 3 ga
! )
bt amiz, : {I——l = lzl—L s l=L(—H=l6 bundan
i 16 8 t 8 16 t 16

o1
Bl 16 seleund vagt o'tgach moddiy nuqtaning tezligi EM /¢ gateng

b bl




2-misol.  Ikki modniy nugta  S(r)=27 -5 -3¢ vil
S,(1)=2 -3 =11t+7 qonuniyatlar bo'yicha harakatlanyapti. Bu il
nuqtaning tezliklari teng bo‘lgan paytda birinchi nuqtaning tezlanishin
toping.

Yechish: bu masalani yechish uchun har ikki moddiy nugtaning haralc
formulasidan hosila olamiz va tenglashtiramiz. S, =61 =10¢, S, =6 — 61 - | |

I
= 61 =10t =6t —6:—11 ; ushbu tenglamani ishlaymiz. 41=11 = ;

11
vaqt 7R ga teng bo'lgan paytda bu ikkita moddiy nuqtaning tezliklari o'zaro

teng bo'ladi. Yuqoridagi masalada vaqt -]:} ga teng bo'lgan holda birinchi

moddiy nuqtaning tezlanishi so‘ralgan. Buning uchun yana funksiya
hosilasidan foydalanamiz, ya'ni birinchi funksiya hosilasidan kelib chiqqin
funksiyadan yana hosila olamiz. Chunki moddiy nugta harakat troyektoriya:|
formulasidan ikki marta olingan hosila moddiy nuqta tezlanishini beradi

S (r)=12t =108 [Elez-l—l—lt]:m
4 4

3-misol, Moddiy nuqta to'g'ri chiziq bo'ylals
2
S(r)= —]il):‘ + ;r" —~ %{2 gonuniyat bo'yicha harakatlanyapti. Haralai
boshlangandan qancha sekund o‘tgach, uning tezlanishi eng katta bo‘ladi?

Yechish: tabiiyki bu masalani yechish uchun yo'l formulasidan ikki marta

x ; . 1, :
hosila olamiz. § =—§r“ +200-3% ; S'=—"+4-3 tezlanish formulasinl

topgach, buning eng katta giymatini topish uchun yana hosila olish mumkin
yoki kvadrat funksiyaning hossalaridan foydalanishimiz mumkin.
(- +41-3) =0, -2r+4=0 = (=2 demak /=2 bolgand:
moddiy nuqta eng katta tezlanishga ega bo'ladi.
Endi igtisodiy masalalardagi tadbiglarini ko‘rib chigamiz.

4-misol. AQSH dagi qaysidir supermarketning kunlik savdo natijalin
taxminan y =100x"—2700x—700 AKUI dollarini tashkil giladi (bu yerda
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(faruvchi migdor vaqt va u ertalabgi soat 8 dan kechqurungi soat 24 ga

flacar o'zgaradi ya'ni o'zgarish oralig'i [1;16] gacha). Ushbu supermarketda
ltunning qaysi gismida savdo ko‘rsatkichi eng katta bo'ladi va qgaysi gismida
sivdoning o'sish tezligi eng katta bo'ladi?

Yechish: ushbu misolni yechish uchun yuqoridagi funksiyadan hosila
lamiz, p'=(100x" —2700x —700)' = 300x” — 2700 va nolga tenglashtiramiz.
00x" =2700=0 = 300x’=2700 = x*=9 = x,=13 tenglamini

yuchimini sonlar o'giga joylashtirib, oraliglar usulidan foydalanamiz.

_i_ ! - \“\_ +
. o i
‘% s )
“ 3
tipliglardan ko'rinadiki  x=3 MMHHUMYM HyKracu Ba x=-3 nuqta esa

iitlisimum nugta bo'lib, vaqt manfiyda hisoblanmaydi. Shuning uchun
utillgning chekka nuqtalaridagi qiymatiari va minimum nuqtadagi qiymatini
Iuiblal qo'yamiz. Bundan tashqari (3;00) oraliqda funksiya o'suvchi va
shiinlng uchun [1;16]  oraligning yuqori nugqtasida funksiya eng katta
ivitiatgn erishadi va 365700 AKIII dollarini tashkil giladi.
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IV BOB. BOSHLANGICH FUNKSIY, ANIQMAS INTEGRAL VA ANIQ
INTEGRALLAR.

Mavzu: Anigmas integral va uni topishning sodda usullari.

Reja
1. Boshlang'ich funksiya va anigmas integral tushunchalari. Anigmas

integralning xossalari. Anigmas integrallar jadvali.
2. Integrallash usullari: o‘zgaruvchilarni almashtirish va bo‘laklab

integrallash.
3. Ba'zi trigonometrik funksiyalarni integrallash.

Boshlang‘ich funksiya va anigmas integral tushunchalari. Anigmas
integralning xossalari. Anigmas integrailar jadvali

Yugorida harakatning tenglamasi, ya'ni vaqt o‘tishi bilan yo'Ining
o'zgarish gonuni berilgan deb faraz etib, avval tezlikni so‘ngra tezlanishni
topdik. Birog amalda ko‘proq teskari masalani yechishga to'g'ri keladi: ya'ni
/ tezlanish tvagtning funksiyasi a = a(?) sifatida berilgan bo'lib, t vagt o'tilgan
s yo'lni va tezlik v ni topish talab etiladi. Shunday gilib bu yerda hosilasi a(r)
bo'lgan v=v(r) funksiyani a=a(f) funksiyadan topib, so‘ngra hosilasi v
bo‘lgan S =S(¢) funksiyani topish kerak.

Shunga o'hshash, x o‘qning [0,x] to‘g'ri chizigli kesmasi bo’ylab uzliksiz
tagsimlangan m=m(x) q p = p(x) “IM3UKIN" 3UWIMKHA TOMHII MyMKHIL,
Jlexun tabiiy shunday savol tug'iladi; zichlikning berilgan p = p(x) o'zgarish
qonuni bo'yicha taksimlangan massaning migdorini topish, ya'ni berilgan
p(x) funksiya bo‘yicha hosilasi p(x) bo'lgan m=m(x) funksiyani topish
talab etiladi.

Agar berilgan p =X oraligning barcha nuqtalarida f(x) funksiya /()

ning hosilasi, ya'ni F(x)=f(x) bolsa, u holda F(x) funksiya berilpan

sttt f(x) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi yoki anigmas integrali
syl

tearema, Agar biror (chekli yoki cheksiz, ochiq yoki yopiq) X oraliqda
Fix) tunksiya f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo'lsa, u holda
Lol e ham (bu yerda € ihtiyoriy o‘zgarmas son) boshlang'ich funksiya
Bkl Alsincha, X oraligda f(x) ning har hir boshlang‘ich funksiyasini shu
Gecrindahida yozish mumkin.

(ihirty 1(x) funksiya bilan birgalikda 7 (x)+C funksiya ham f(x) ning

Bshiliangg'leh funksiyasi ekanligini ko‘rsatish uchun har ikkala funksiyadan
fieindlin alishning 0'zi yetarli va bulardan ko'rinadiki

([ £(3) 4 ¢') = F(x) = f(x) boladi bu esa teoremani isbotlaydi.
UEhilii teoremadan berilgan  f(x) funksiyaning hamma boshlang'ich
sty aliurin topish uchun fagat bitta boshlang‘ich funksiyani topish yetarli

slanlipl kelib chigadi, chunki ular bir biridan o‘zgarmas qo‘shiluvchigagina
YR RTR AT

itk ko'ra .-‘-‘(x)+C ifoda, bu yerda C ihtiyoriy o‘zgarmas son,
f1a) lanllagn epa bo'lgan funksiyaning umumiy ko‘rinishi bo‘ladi. Bu ifoda
CUEL BN indgmas integrali deyiladi va If{x)dx kabi belgilanadi.

Viipartidagl  ta'rif va  teoremalarni o‘quvchilarga  tushuntirgach
Bhilanicich funksiya yoki anigmas integral hisoblashning ba’zi hossa va

AUl taulintirilishi shart. Buning sababini har bir xossa va qoidalarni
Fishiiiivih herayotganda yoritib o‘tamiz.

\' ]/ (x)dx= f(x)dx yami d va | belgilar birinchisi ikkinchisidan

A vastlgan bo'lsa, o‘zaro gisqaradi. Ya'ni integrallashdan olingan hosila
Shi ftegial belpisi ostidagi funksiyaning o‘ziga teng bo'ladi.

" /{y) Tunksiya F'(x) ning boshlang'ich funksiyasi bo'lgani uchun
[l < 1(v) 1€ pa ega bo‘lamiz, buni J-dF{x) =F(x)+C ko'rinishda

Bt yosdeh mumldn, Bundan  F(x) oldidagi 4 vaj belgilar 4 belgi_[ dan




keyin kelsa ham gisqaradi, fagat bunda F(x) ga ixtiyoriy o'zgarmas son
qo‘shish kerak.

Anigmas integral hisoblashning ba'zi sodda goidalari.

[. Agar a o‘zgarmas son bo'lsabu holda Iaf(x)cir=a_[f(x}dx . Ya'n

o‘zgarmas ko'paytuvchini integral belgisi ostidan chiqarish mumkin.

[L. _f(f(x] + g{x)}dxzjf(x)dx+jg(x)dx arifmetik yig'indining integrali
integrallar arifmetik yig'indisiga teng.

Bu ikkala formula haqida quyidagini aytib o‘taylik. Bularga ikkita har biri
ihtiyoriy o‘zgarmasni o'z ichiga oladigan anigmas integral kiradi. Bu tipdapi
tenglikni o‘ng va chap tomoni orasidagi ayirma o'zgarmasga teng degan
ma'neda tushuniladi. Bu tengliklarni asl ma’'neda tushunish ham mumkin
lekin u vaqtda bunda ishtirok etgan integrallardan bittasi ihtiyoriy
boshlang‘ich funksiyva bo'lmay goladi: tenglikdagi o‘zgarmas son boshqa
integrallardagi o‘zgarmaslarni topilgandan keyin aniglanadi.

M. Arap  [f(1)di=F()+C bolsa, u  holda:

_[_,f'(ax +b)dx = l}?‘(m +5)+C" bo'ladi.
a

Misol. j((m2 —3x+ S)dx aniqmas integralni hisoblang.
Yechish: bu misolni yechish uchun yuqoridagi qoida va xossalardan
foydalanamiz:

feox? —3x +5)dx = [6x"dx —jsxdx+j5dx= 6[ x2dx — 3 xdx + 5[ dx =
2x° _ 2 +5x+C.
2

Quyida biz asosiy elementar fuksiyalarning anigmas integrallarin
hisoblash formulalarining hosila yordamidagi isbotlari tahlilini ko'rih
chigamiz.

Masalan: 1) jdezC bu formulani isbotlash uchun yuqorida

ta’kidlaganimizdek funksiya uchun hosila formulasidan foydalanamiz. YA'ni

o‘zgarmas sonning hosilasi 0 ga teng bo‘ladi.
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4] keyingi elementar funksiyalarimizdan biri bu o‘zgarmas sondir
& ]

ajirmas sonning boshlang'ich funksiyasi Ikdr=kx+€ ga teng bo'ladi.

Al ishotlasak. (kx+C)' = (kx)'+ C'=% demak hagigatdan ham formula
Wb eloan,

I) navbatdagi elementar funksiyalardan biri bu darajali funksiya, ya’'ni
diafast Ixtiyoriy son bo‘lgan elementar funksiyadir. Bu funksiyaning

20|

Bashilng'ich funksiyasi [x“dx = 1 "ni i
iishlnig'ich funksiyasi Ix dy = =i +C ga ya'ni, funksiya darajasiga birni

il shu darajaga bo'linadi. Bu formulaning isboti ham yugqoridagi kabi
lustli alish yordamida amalga oshiraladi.

1) leyingi elementar funksiyalardan yana biri bu darajasi —1 ga teng
1] ir fi l

Bl tunksiyadir ya'ni, I—dx=]nx+C formula o‘rinli. Bu formulaning
X

BHE B yuqoridagi kabi hosila olish orgali isbotlanadi. Yuqoridagi va
HEBH formulalarni talabalariga mustagqil ish sifatida tagdim qilish mumkin.
PRI sl leabi quyidagi

1

\/l_zdx =_|-j_1£x_—2:arcsinx+ C
—-x —x

4| ]».iu Vv = —cosx+C  8) Icosm{x:sinx+C 9) J'C Il dx=tgx +C
05" X

'-l| : ey =arctgx + C 6}[

(A

fHllarnd ham mustaqil ish sifatida talabalarga berib o‘tamiz va quyida bir
Al svialdabroq bo'lgan formulalarga to‘xtalamiz.

T

. a’ '
10} Ja'th«—=—+C bu formulani ishotlashda ~—+C funksiyadan

Ina Ina
Hiis * il 8 ”. - &Y i l # x
el lhm + )" ushbu ifodada v 0’zgarmas son bo‘lganligi uchun,
By 0'egarmas sonni kavsdan tashqariga chigarib hisoblash mumkin
LI iedidadan kavsdan tashqariga chiqarib yuboramiz.

el i
'I...i (e “mtu c)' 6y epaa ¢, =Clna ga teng. Endi yana hosila olish

dollastilan yigindining har  bir  hadidan  hosila  olamiz  va
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L(ar"+cl]'=—1—-a"‘lnar+1—-0=a"' bundan esa formulaning o'rinli

Ina Ina Ina

ekanligi kelib chigadi.
1-misol. I{Bx —5)*dx anigmas integralni hisoblang,

Yechish: Ushbu anigmas integralni hisoblash uchun integral ostidayi
ifodani kavsni ochamiz va soddalashtirib keyin

integrallaymiz. (3x—=5)7=9x>-30x+25 ga teng. Endi bu funksiyaning

boshlang'ich funksiyasini topamiz:

[(3x— 5)? dx = j(9x2 —30x + 25)dx =I9x2dx —j30xdx +

2 ] 2
[25&:9%— 30x” L 25x+C=3x" —152* +25x+C.
Jt x5t 42
2-mMucoan. J--—j—-dx aHUKMAC HHTErpaaHu xHcobaanr.
X

Yechish: ushbu anigmas integralni hisoblash uchun, integral ostidapi

£ 4,1 4 ] 1
: + 23 1 +1 |
ifodani soddalashtiramiz: «x'+x7 +2= ,x f L P ’(x . )._x_._.l‘.
X X X

Soddalashtirgach  integralga qo'yib anigmas integralni  topamiz

N
f@zdﬁj 5 dxzfx;ldﬂj(fﬁ;T)aiwfii_*-"“'kix:

X X

lnx——lT+C.
4x

2
3-misol. I(Sin%-PCOS%) dx anigmas integralni hisoblang,

Yechish: I(sin X cos) de= _{(sin1 X 4+ 2sinEcos> + cos? ~)dx =
2 2 2 2 2 2
f{l+sinx)dx=x—cosx+(?.

4-misol. jcrgzxdx anigmas integralni hisoblang.
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Vitohish:
A L2
Vi — I = ——__d]_bln & y = 1 _
I Al f e —J( —“Ddx=—ctgx-x+C.

sin’x

omisol, j anigmas integralni hiscblang.

1+ cos2x
Vochish:
| il J a’x =j dx _ lf dx l s
Liwndy I rcos’x—sin’x J2cos’x 23 cosix 2 & C:

R 2 X c
fi imixol, f.\.m ZCOS de anigmas integralni hisoblang.

b | 3 a1 X X A AT
Yeihish: !hlll Zuosz de integralni hisoblash uchun trigonametrik

iikstyalurning xossalaridan foydalanamiz. Ya'ni

A T - | . 3
sl eon -~ 4.sin? Zeos? X = l—(25in Zcos )i)z = l—sinz 5. Lobonx
i 4« 4 4 4 4 4 2 8
Sl it jaga ko'ra integralni hisoblaymiz.

. nul..\' o l1—cosx 1 1 :
i | i 4;.&-[ . cix:é-f(l—cosx)dng(x~51nx)+C

Inteitallash usullari: o'zgaruvchilarni almashtirish va bolaklab
integrallash

Wsparuvehilarni almashtirish yo'li bilan integrallash: funksiyalarni
epllashdi kuchli usullardan biri bo‘lgan o‘zgaruvchilarni almashtirish

LUl go'yish usulini byon gilamiz. Buning asosida quyidagi sodda izoh
LR

Al ulhydt =G +C ekani ma'lum bolsa, u holda:

L )i Glan(x)) + C

W ridan- to'g'ri murakkab funksiyani differensiallash usulidan kelib
B LG = G (a(x)) - @'(x) =g{a(x)) - @'(x)
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Buni, dG(1)=g(t)dt munosabat ¢ erkli o‘zgaruvchining w(x) funksiya
bilan almashtirganda ham o‘z kuchini saglaydi deb, yana boshqacha ifodalash
mumkin. If{x)dx integralni hisoblash talab efilsin, deylik. Ko'p hollardi
yangi o'‘zgaruvchi sifatida x ning funksiyasini tanlash mumkin bo'ladi
f=w(x) va bunda integral ostidagi ifoda f(x)dx =g(w(x)) @'(x)dx shaklda
yoziladi, bu yerdagi g(s) funksiyani integrallash f(x) ni integrallashy.
qaraganda qulayroq bo'ladi U vaqtda yuqorida aytilgandcl,
jg{f}dtz(}{r)+(7 integralni topish yetarli, unda 7=ea(x) almashtirishni

bajarib izlangan integral topiladi.

Masalan. Isin3xcusxdx integralni hisoblang.

Ushbu misoclni ikki hil usulda hisoblash mumkin. Bu ikkala usul ham
o‘zgaruvchilarni almashtirish usuliga tayanadi.

1) Birinchi usul shundan iboratki integral belgisi ostidagi ifodaning b
gismini differensiallash belgisi ostiga kiritamiz. J‘sin3 xcosxdx = J.sin" xd(sinx)
bu ifodadan ¢ =sinx belgilash kiritamiz. Bundan integral quyidagi ko‘rinishy
keladi. ISiHSXd(Sil‘Ix)=-[13df bu esa oddiy darajali funksiyaning integrali

sin® x

s, 1 ¢ i
ekanligi korinib turibdi. Demak J-fjff:"=?+ C= +C  ekanligi kelib

chigadi va misol ishlandi.

2) Endi bu misolni ishlashning ikkinchi usuliga to'xtaladigan bo'lsal
ikkinchi usulda xuddi shu gilingan ishlar bajariladi fagat differensiallash
belgisi ostiga kiritilmaydi ya'ni, 7=sinx belgilash kiritiladi v
dt =d(sinx)=cosxdx ekanligida bajargan belgilashlarimizni o‘rniga qo'yih

4 - 4
= 3 f sin x
chigamiz. _[sm3 xcosxdx = Ir' dt = T +C=

+C ekanligi kelib chigadi. Bu

ikki usul bir hil ma'noni anglatadi va farq gilmaydiganday tuyuladi lckin
aslida ba'zida belgilash kiritganda ikkinchi usuli qo‘l keladi. Sababi birinchi
belgilash kiritish usulida integral ostidagi qaysi ifodani differensiallash belpis
ostiga kiritish kerakligini ajratib olish giyin bo‘lib golishi mumkin.

Masalan. _[v'l — x"dx anigmas integralni hisoblang,

Huhb integralni hisoblashda x o'zgaruvchini x=sins kabi belgilash

Bl qulayroq. Chunki irratsional ifodaning ostidan ma'lum bir ifoda
FI e Ya'nd oy = d(sing) = costdt belgilashlarni 0z o‘rniga olib borib qo'yilsa

1 il |\/l ey = J-cosr-cosrdfzjcosltdr ifodaga kelamiz va bu integralni

Htiiimetrik funksiyalar xossalaridan foydalanib ya'ni daraja pasaytirib

_ . 2 1+ cos 2t i
i, _[-.,n.s?fdrzj—T——df bu ifodadan yuqoridagi xossalardan

AN sonni - integral belgisi tashqarisiga chigarish mumkinligidan,
b w4

I Ly A o
= L. '_ju-u cn:ilf,\df:E(r+Esm 2t+¢) ekanligini topamiz. Oxirgi ifodada
Belithanh Kiritlganligi uchun o'zgaruvchilarni o'z o'rniga qo'yishdan oldin
witidalihtivib olamiz, x=sin¢ belgilash kiritilgan edi bundan ¢=arcsinx

chanli kelib chigadi,
i . ] : 1 /
2 )=§£+smfcosf+c =Saresinx + x I-x* +C demak javob

| ; f
| i ; aresinx +xvl—-x* +C ekanligi kelib chiqdi.

sl usulni yana boshqa misollardagi talginlarini ko‘rib o‘rganaylik.

I Mixil, I.:‘r‘,::,wb' anigmas integralni hisoblang.

Yeihivhi ushbu integralni hisoblash uchun quyidagicha belgilash va
o Kiritamiz:
fCOS X J-

[-mnh I ——dy =
! sinx

1 1 |
- COSxdx = inx)= = S=
o xdlx J-;a;d(smx) _[;df =t +C=

Infsinx|+C.
FACCOS XY

Hmidvol, | N —-dx anigmas integralni hisoblang.
X

Feehivhi hunday integrallarni hisoblashda qaysi qismini differensiallash
SRl it kiritish kerakligini bilish lozim.

'-ililll'l \

1 2
i iy j-.'u'cun.w,\‘ . ﬁdr :_[arccosxd(arccosx) =!1dt = f—|— =
=X [—x° 2




arccos” x
2

+C

u"l+]nx !

3-misol. I anigmas integralni hisoblang.

Yechish:

flelnx, Vitinx, v=[VI+inx: —dpjmdunnx) j{dx—j:w—

[\_1|_~J| Pt

2
EJJ;+C=—;—|I1X\J'1HX +C.
3

anigmas integralni toping.

. dx
4-misol. jm

Yechish:
_[ 1 jd{\j;)zzj‘_f‘ff__=2arcrgf +(=
J(x+l}\/_ {x+l \/- Gl
2arcigx + C.

Bo‘laklab integrallash: faraz gilaylik « = f(x) va v=g(x) lar x niny
ikkita funksiyasi va ular u'=f'(x) va v'=g'(x) uzluksiz hosilalarga c¢pa
bo‘lsin. U vagtda ikki funksiya ko'paytmani hosilasini olish qoidasiga ko'
(wv)' =u'v+uv' yoki d(uv)=udv+vdu yoki udv =d(uv)—vdu bo'ladi; d(uv)
ifoda uchun, shubhasiz, #v boshlangiich funksiya bo'ladi: shuning uchun
J-udv =uv - Ivdr: formula o‘rinlidir.

Bu formula bolaklab integrallash goidasini ifodalaydi. Yuqoridap
keltirib chigargan formulamiz bo‘laklab integrallash formulasini be:‘ac_ii v,:l b
formula ikki funksiya ko'paytmasining hosilasidan kelib chiggan. Endi hu
formulani misollarda tushuntirsak.

Masalan: jxcos xdx anigmas integralni hisohlang.

Bu integralni hisoblashda bo‘laklab integrallash f_m'mlfln:-‘h!.m
foydalanamiz. Ya'ni cosx funksiyani differensiallash belgisi ostiga kiritamir
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vt integral quyidagi ko'rinishga keladi. _[xcosxdxz_[xd(sinx) bu ifodada
Wmx kabi belgilaymiz va yugoridagi formuladan foydalanamiz,
_[.t;i(xin X)=xsinx - J-sin xdx = xsinx+cosx+C ekanligi kelib chigadi. Odatda
Integrallash belgisi ostidagi ifodada qaysi birini u funksiya va qaysi birini v
funksichya sifatida qabul qilish mumkin kabi savollar paydo bo‘ladi.
Yuqoridagi  kabi funksiyalarda odatda trigonametrik  funksiyalarni
differensiallash belgisi ostiga kiritib / funksiya sigatida olish mumkin. 0z-
0'%idan ma'lumki darajasi oshib boruvchi funksiyalarni differensiallash
helgisi ostiga kiritmagan ma'qul. Yani nomini o'zgartiruvchi yoki umuman
f'#parmaydigan funksiyalarni differensiallash belgisi ostiga kiritib / funksiya
slfatida olgan ma'qul.

Misollar yordamida ko'rib chigamiz.

1-misol. jln(.r +8)dx anigmas integralning hisoblang,

1
= ] o 8 d =
Yechish: I]n{x + S)Clx = Jh‘ I](I + } 1t =

dv=dx v=x

belgilashlar kiritamiz.

Il bo'laklash formulasidan foydalanadigan bo'lsak, quyidagiga kelamiz.

|l||| VI B)dy =xIn(x +8) —vad(]n{x+8)) =xIn(x +8) —Ix- ——l—dxlen(x+3)-
x+8

I s x;!x:xln(x+8)—j(]~

88)a'x=xln(x+8)+8]n{x+8)—x+C .
vl

2-misol. J-{'Jc2 —3)cosxdx anigmas integralni hisoblang.

Yechish: ushbu misolni yechish uchun trigonometrik funksiyani
ditferensiallash belgisi ostiga kiritib, keyin ikkita funksiyaga keltiriladi.
(y' ‘]f.:n.*:.\‘dx:_l.(xz—3]d{sinx} ko'rinishiga keltirib keyin quyidagicha
Lilpilaghlar kiritiladi.

2 E
2 N = - d =
I{x"—3)d(smx)= RSKT=d 2%
dv=cosxdx v=sinx
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_[{Jc1 -3)d(sinx)=sinx-(x* —3)— IZx -sinxdx  integralimiz ko'rinishini

o'zgartirdi endi integralning ikkinchi gismidagi integralni hisoblash uchun
yana bir marta bo‘laklash amalga oshiramiz. Bu bo‘laklashda ham yuqoridaypi
kabi trigonametrik funksiyani differensiallash belgisi ostiga kiritamiz vi
yuqoridagi kabi belgilashni amalga oshiramiz.

J'Qx - 8in xclx = —jzm’(cos x}y=-2x-cosx+ ZICOS xdx =—2xcosx+ 2sinx
ushbu topilgan oxirgi natija bilan oldingi natijani birlashtirib quyidagini
topamiz:

J-(.vr2 —3)cosxdx =sinx: (x* —3)— (~2xcosx + 2sinx) = (x* — 3)sin x + 2xcos x
2sinx+C.

3-misol. _‘-exsin 2xdx anigmas integralni hisoblang.

Yechish: bu integralni topish uchun gaysi qunksiyani differensial belgisi
ostiga kiritishning ahamiyati yo'q.

w=sin2x du=2cos2x

. . belgilash kiritgach
dv=e'dx v=e¢"

_[e" sin2xdx = J-sin 2xde” = {

bo‘laklab integrallash formulasiga qo‘yamiz:

. . |u=sin2x du=2cos2x . )
Ism 2xde’ = i . =e" -sin2x — 2.[6'" cos 2xdx
dv=e"dx v=e¢

Integral shu ko‘rinishga kelgach integralning ikkinchi gismi uchun yana
bolaklash bajaramiz. Ie*' cos 2xdx = ¢* cos2x + ZZJ‘e" sin2xedx  yuqoridagi vi
keyingi natijalarni birlashtiradigan bo‘lsak, quyidagi natijaga kelamiz

jsin 2xde” =e" -sin2x —2(e" cos2x + 2je" sin2xdx) = e -sin2x — 2e* cos2x —

4Ie*sin2xdx bundan ko‘rinadiki integralishiz takrorlanuvchi yold

gaytariluvchi integrallardan ekan. Bunday integrallarni hisoblashd.
quyidagicha amal bajaramiz. fsin 2xde” =e" -sin2x — 2e" cos2x — 4_[.2*' sin 2 xdy

anigmas integralni biror noma’lum bilan belgilab tenglama ishlaymiz

J‘e’r sin2xdx = y va quyidagiga kelamiz.

y=e" -sin2x—2e" cos2x —4y

Sy=e" -sin2x —2e" cos2x
e” -sin2x—2e” cos2x
5

x - x
e' -sin2x —2e" cos2x .
+C bo'ladi.

Jlismar, jf."' sin2xdx =

X

{misol, [ dx anigmas integralni hisoblang.

sin” x

Vitehish:  ushbu  misolni  yechishda ham bo‘laklab integrallash

tistinilasidan foydalanib ishlaymiz. j a’x:—J‘xa’(crgx) integralni kabi

X
sin’ x
Li'thidshpa keltirib olamiz va quyidagicha belgilashlarini amalga oshiramiz.

u=x,du=dx
| villeigy) 1 belgilashlarni kiritganimizdan so'ng
1 v=cigx, dv=———
sin® x
il qo'yamiz —I.rd(cfgx) =—xclgx + jcrgxdx =—xetgx + In(sinx) + C .

Ba'zi trigonometrik funksiyalarni integrallash

Ha'el trigonometrik funksiyalarni integrallashga oid misollarni ko‘rib

gy ik

¢+ misol, _[sin 2xcos3xdx aniqgmas integralni hisoblang,

Vehish: bu integralni topish uchun trigonometriyaning formulalaridan

bl hin'lgan ko'paytmani yig'indiga almashtirish fermulasidan foydalanamiz,

Yl B con g %(sin(a + B)+sin(a — B)) formuladan foydalanib, integral

Fa

: 1. . ; 5
uetidagl Hodani soddalashtiramiz, 51112xcos3x:E(sm,ﬁx—snw) ekanligi

|n||l“|' il




Isin 2xc083xdx = !%{sin S5x—sinx)dx = :12—(— é—cos Sx+cosx)+C

ekanligini topamiz va misolning javobi chiqdi.
5-misol. [sin4 xcos’ xdx aniqmas integralni hisoblang.

Yechish: Ushbu integralni hisoblash uchun trigonametriyaning asosiy
aynivatlaridan biri bo‘lgan daraja pasaytirish formulasidan foydalanib oldiny
integral ostini soddalashtiramiz.

(1-cos2x)’ +cos2x  (1- cos® 2x)(1 —cos2x)
4 2 8

sin xcos® x =

(1—cos4x)(1-cos2x) 1—cosd4x—cos2x+cosdxcos2x
16 8

1
1—cos2x —cosdx + E(cosz +cos2x)

_2-co82x—2cos4x +cos6x

16 32
—¢ -2
Ekanligidan jsirﬁ xcos® xdx :_[ 000 o DOBR AR, 00563{{& =
32
L(2)( - lsin 2x - 1—sin 4x + lL~;in6x) +C.
32 2 2
; dx ; ; iy
6-misol. _[ anigmas integralni hisoblang.
COS X

Yechish: ushbu misolni yechish uchun integral belgisi ostidapi
funksiyaning surat va maxrajini cosx funksiyaga ko’paytiramiz va anigmas

integralni quyidagicha ko'rinishga keladi. J‘izjﬂfﬁ endi ushbu
COos X CO5™ X

aniqmas integralni hisoblash uchun kasr suratidagi ifodani differensial belpisi

ostiga kiritamiz va quyidagini hosil gilamiz,

Uil ey j_rI[Hill_\'} d{sin x) _I dt __J- dt ——-l-j(L—L)a‘r—
an’ I-sin’x 7 (1—sinx)(1+sinx) * (1=0)(1+0) =11+ 27 t-1 ¢+l
Ih” II{'u—lhlﬂﬂi:l+C
d 1+l 2 |sinx+1

: L odx |
Litindlan ko'rinadiki ushbu integralning javobi I—=—+
COSX

2

sinx—1
In|— +C ra teur
sinx+1

Mustagqil yechish uchun misollar:

{-misol: Quyida berilgan anigmas integrallarni hisoblang,

W) fx+1)dx b) fergxdx
W R dx
— iy b) | ——
2 j X = ) -[1+c052x
I . 2 dx
8) [+t B
llJ(”{/;}” JIImCOSZ.t

. X X
b) jsm Euosidx

I i ‘-.t_w--3\/I+3a‘./dex
¥ b o

I Wt x4 2 in?2cos? 2

i) ' = Iy b) jsm 4005 4dx
I ok —

i) |.-.-||| Iifh' b) J.e 3+ o lx)d\:
|} . X ; 4

" ‘\'n'.' '1-“’_\' b) j4‘ (34—‘3:2)(1)?




1.8 b) I(z.rél _ 5x—l ]dx

. X %
a) I(smg—cos-z—)dx

19 a) b) [(2* +3"dx

o X x X x
——cos—)(sin—+ cos=)dx
J(smz 2)( in 5 0032)

2-misol: Quyida berilgan anigmas integrallarni o'zgaruvchi almashtirish
usulidan foydalanib toping.

21 j- cosSx dx

o (.

Vsin® Sx ]'I.arcsirz‘Jm.u’l—x2

2.2 J-,,‘crgét-.x b) J-Jar‘c(gx ”
1+x°

sin” 4x

2.3 b) [e™* cosxdx

a} j———dx
(1+x* Warctgx

24 ) [ xax b) |4+ sinSxdx

2.5 2x—4 2
a)_[x2+16dx bJIJ;
2.6 3)_[ b) I%}3+Scosxsinxdx
44+9x"
2.7 a) I(2+ 5x)° dx b) ! x’dx
(8x7 +125)%
2.8 xdx
a]jh—l e

iV g jr;:m’_r

JULLY| J-r'f,x:.m’x

‘A - xelx
i) j ‘-_; ﬁ

J‘ Hrecos x

\/|'-Y

xi
b)fmdx

b]jd"

xnx

I+|n1c

b |

b) jcoslg
X x

Ismisol: Kuyida berilgan anigmas integrallarni bo‘laklab integrallash

tatilidan foydalanib toping.

11 i) J'Inl X+ 8)dx

I .|]J{\"'—x+])lnxdx

1 B .[l §x — 2)In® xdx
L4 ) [ (v o+ 8)sin3xax
N W) ||\" - 3)cosxdx
2 | veos(x — 4)dx
W W |n|'\'..‘:i|1.\‘fh'
L i) I-u-'f,l:l yelx

b) [V25 - x*dx
b) [Vx*+7dx
b) [In® xdx

b) J‘{/; In® xdx

b) [—S—dx

x
CoOs X

b) jelx cos xdx

b) [(5x—T)e**dx

b) jxarclgxdx




4-misol: Quyida berilgan ba'zi trigonometrik funksiyalarning anigm..

integralini toping,

4.1 a]J.siancos_’%xdx
4.2 g) jsinz xcos xdx

43 g Isinﬁxsin 2xdx
4.4 a} jcosBxcosélxdx

45 g jcos xc0s3xcos Sxdx

4.6 a) jsin xcos® xdx

47 a) J-Sinzxdx

1.1 a) %xa +2x* +x+C,
xl
1.2 a) T—Inx+C,

2
1.3 a) %+33x2 B

1.4 a) 2x—6vx +4¥x + C,

b) [rg*xdx

b) [sin* 2xdx

s 4
sin- x
b) [———dx
Cos x

b] J'COSSde

sin® x

dx
b) '[ sinx

b) Isinz xcos” xdx

b) [cos? xdx

Javoblar:

b) —ctgx—x+C.
b) ]r x +
2g 2
1
b) —~2—crgx+C.

b) —lcosx +E
2

1
1.5 Inx——4+('_‘, iJr—lsinx+C.
8 8

4x
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| I,
L a) - X ‘.'.'III\'Il"r

| l -
1.7 a) X ':.'III.\'}(.‘,

XoL.x
L a) leos 2sin—+C,
2 2

LY a) winya O,

Ll

A ) | - -+ C
'\J'.'I'IIS.\‘ ’

i =
4,4 ll, y Jl'f}: dx +C,

L) 'J:H‘:'{:;.\‘ +C,

LTy " +C 5
| X
4 4 i) iy |I")]—1:1',?'(;[‘g'z_|_C’ll

| 3
A rl' AN » X4 Cr,

(1]

47 W) _I (2450 +C,

i
| :
o) lhuh n+c,

i) |I||ln‘.\|| G

L a) ||||-qi|| n| O,

|
S W) Iy e,

b)

b) 3¢* +1gx+C.

b) 3—+3¥x+C,

4x
n4
2x+[ Srml
n2 In5

b)

41’ 6.f 9.7: s
+—4+ +C
In4 In6 In9

" L. —

3arcsin® x

2 3 -
b} 5q‘arctg“x +C.

b) e** +C.

cosSx

b) - +C.

5In4

\lr.;c.+|
2
+C.

b In2

b) —%3#{3+5c05x}" +C.
Fosos r e
b) (8x’ +125)* +C.
z

1 x
b) —arctg—+C.
) arete

b} Ininx+C.

b) %J{Hlnxﬁ +C.
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2.12 a) -;I}-arccosz x+C,

3.1

3.2

3.3

34

3.5

3.6

3.7

4.1

4.2

4.4

4.5

4.6

4.7

b) —sin—1—+C.
X

1 o I = N
a) xIn(x+8)—x+8In(x+8)+C, b} E(ZSarcsmg+2xv'2:> *)+C.

2 ¥ -\'n_i C
a) (?-——2-+x}]n.¥~(—9— 4 +x)+C.

3.5
a) ixf_gxmlx_(ix: —4x)Inx+{(>x —4x)+C,
2 2 4

3 953 ;E-‘ "'__(‘
a) -—%{x+8}cos3x+;—sin3x+(f, b) Z%/Fin‘x—gxfx_lnx ; 32\/-‘_ tidis

a) (x* -3)sinx+2xcosx-2sinx+C , b) xgx+Infcosx|+C.

e sinx+2e* cosx

a) xsin{x—4)+cos(x—4)+C, b} :
J1-x* b ; (5 ——1)—-5—e’*+c

a) xarcsinx+v1-x" +C, ) 3¢ 6x 5

1 I = rg3x +C
a) —cosSx+ —cosx+C, b) 3 —tgx+x+C.

10 2

L b) 2x - Lein8x + sin8x+C.

2) e 64

L.
a) lsinf&x*%sin Ix+C, h) rgx—1,5x+151112x+C.
6

1 1 . 4 1 : C
L —sin7x+C b) ——-—sinx+C.
a) 251nx+]4sm7’c ; ) o
1. 1. 1 . l cosx—1 C.
a) i{sinx+§snux+?sm7x+651119x)+c: b) 2]“ S e

| | 5
b) —x——sindx+C.
)Bx 1\2

a) —icos4x+ (i 3

| 1 . =
—x+—sin2x+C
) 2 4

1 1 . 5
—x——sin2x+C,
a) 2x =

140

Mavzu: Aniq integralning ta'rifi. Aniq integralni hisoblash usullari.

1. Aniq integralning ta'rifi. Uzluksiz funksiyalarning

Integrallanuvchanligi. Monoton funksiyalarning integrallanuvchanligi.

2. Nyuton - Leybnits formulasi. Aniq integralda o‘zgaruvchilarni

almashtirish va bo‘laklab integrallash usullari.

Aniq integraining ta’rifi, Uzluksiz funksiyalarning
integrallanuvchanligi. Monoton funksiyalarning integrallanuvchanligi.

Z-rasmda tasvirlangan shakl egri chizigli trapetsiya deyiladi.
i shakl yuqoridan y= f(x) funksiyaning grafigi bilan, quyidan
(inkstyaning  grafigi  bilan, quyidan [a.b] kesma bilan, yon
tomonlardan esa x=a, x=5 to'g'i chiziglaming kesmalari bilan
thegaralangan. [a,b]  kesma egri chizigli trepetsiyaning asosi
iy ilild,

lgirt chizigli trapetsiyaning yuzini qaysi formulaga ko'ra
fitinhlaymiz, degan savol tug'iladi.

i yuzni S deb belgilaylik. S yuzni y=/f(x) funksiyaning
bishlang'ich funksiyasi yordamida hisoblash mumkin ekan. Shunga
alil minlohazalami keltiramiz,

[+] X

Lorasm, F-rasm.
[eox] amoshi epri chizigli trapetsiyaning yuzini asosli egri chizigli
tpetiyining yuzint S(x)  deb belgilaymiz (3-rasm ), bunda x shu [a,b]
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kesmadagi istalgan nuqta: x=a bo'lganda [¢,x] kesma nugtaga aylanadi,
shuning uchun S(a)=0, x=5 da S(b)=S.
S(x) ni f(x) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi bo‘lishini, ya'ni

S'(x)= f(x) ekanini ko'rsatamiz.

0

S(x + h)—S(x) ayirmani ko'raylik, bunda #>0 ( #<0) hol ham xuddi
shunday ko‘riladi. Bu ayirma asosi [x,x+4] bolgan egri chiziqli
trapetsiyaning yuziga teng (4-rasm). Agar / son kichik bo'lsa, u holda bu yuz
taqriban  f(x)-h ga teng, yami S(x+h)—-S(x)=f(x)-A . Demak,
S(x+h)-S(x) _

h
S'(x)= f(x) tenglik hosil bo‘ladi. Demak, S(x) yuz f(x) funksiya uchun

f(x) . Bu taqribiy tenglikning chap qismi A—0 da

boshlang'ich funksiyasi ekan.
Boshlang‘ich funksiva S(x) dan ixtiyoriy boshga boshlang'ich #(x)

funksiya o‘zgarmas songa farq giladi, ya'ni

F(x)=S(x)+C.

Bu tenglikdan x=a da F(a)=S{(a)+C Ba S(a)=0 bo'igani uchun
C=F(g) . U holda (1) tenglikni quyidagicha yozish mumkin
S(x)=F(x)— F(a).Bundan x=54 pga S(b}=F(b)- IF(a) ekanini topamiz.

Demak, egri chizigli trapetsiyaning yuzini (2-rasm) quyidagi formula
yordam ida hisoblash mumkin:

S(H)=F(b)— F(a).

Bunda F(x)- berilgan f(x) funksiyaning istalgan boshlang‘ich funksiyasi
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ahiniiday qilih, epri chiziqli trapetsiyaning yuzini hisoblash Jf{(x) funksiyaning
f0v) boshlang'ich funksiyasini topishga, ya'ni f(x) funksiyani integrallashga
Wl adi,

fh) = F(a) ayirma f(x) funksiyaning [a,b] kesmadagi aniq integrali

b
deyiladi va bunday belgilanadi: _ff(x)cbc.

[ Fxde = Fby - Fa)

Bl Nyuton-Leybnis formulasi deb ataladi.

Faiival, I{(u"‘ —5)x aniq integralni hisebolang,

Feehitsh: bu aniq integralni hisoblash uchun oldin anigmas integral
Tk

2
=2-8-5-2=6

]

_[(t.ﬁx2 — S)ddx :gx3 —5x

2
Hnivol | ,' Iafr aniq integralni hisoblang.

II‘

| 3 1
\ 1
Vil | T i-u’x:_[([-m)dx=x—af‘clgxf:'=I—%:—.
i}

Faisol | g’ xdx anig integralni hisoblang,

Vi hishi
4 .2 i)
sin” x 1-cos?x ’ 1
ti vily —dy= | ———dy = | (——— =tgx—x[ = =
'[l‘.n}i'.\' '[ cos’ x “ '[(COSQX l)dx—tgx xL:_ -
| ( 3 ]
T T
0—(-1+=)=1-—,
¢ 4) 4
[ i
toriiteal aniq integralni hisoblang.

' |4 oy
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Yechish: Ushbu misolni yechish uchun triganometriyaning asosiy
ayniyatlari ya'ni yarim burchak formulalaridan foydalanamiz, ya'ni integral

x : s
ostidagi ifodaning maxrajini soddalashtiramiz. 1+ cosx= 2cos’ 'y ekanligidan

quyidagiga kelamiz.

Aniq integrallarda o‘zgaruvchi almashtirish va bo‘laklash usullari
1

1-misol. _[xe"'dx aniq integralni hisoblang.
1)

Yechish: ushbu aniq integralni hisoblash uchun o‘zgaruvchi almashtirish
metodidan foydalanamiz.

J P 1} 1,0
J-xefdxz—_[ex dix*)= _[e’di=—e’
13 2ﬂ ‘)ﬂ 2

= i

1 1
== — —
2 2

E x
2-misol. jc—,a{x aniq integralni hisoblang.
e
}
Yechish: bu integralni hisoblash uchun ham o‘zgaruvchi almashtirish
metodidan foydalanamiz.
x 2 i

2 2 l l 2 L l
J- . dvzje’ -—dx =Iexd(—} =je’df=e’
!x 1 1

)C2 X

Iﬂ)
o | =

T

1 1

3-misol. _fxz In xdx aniqmas integralni hisoblang.
1

Yechish: bu misolni hisoblash uchun bo'laklab integrallashdan

foydalanamiz.
[ e o 1 ¢ ; . &
_{x?' In xdx =l'|.]nxd(x3}=%x’ Inx—— x -ldxslx’ lnx—lszdxz
; 35 3 3 x 3 34
e . _I )
{l}c3 Inx ——x*) e 8 +l:23“ +.l_.
3 ; 3 9 9 9 9
144

bmixol, | xe “dx aniq integralni hisoblang.

Yochish: integralni bolaklab integrallash usuli bilan hisoblaymiz.
| | 1
I ve oy j.\‘r[c»"” ==x¢" + fe"dx =—xe™ —¢| = 1- l
i [l i ’ €

)

Hembuol, J -,{"—i”“
XX +4

dx aniq integralni hisoblang.

i o
Voohish ( .{'t—-—"”

i +4dx bu integralni hisoblash uchun integral belgisi

sabilil Hodaning surat gismini kavsni ochib chigamiz,

(x11) = [ x2+2x+l 2 x2+3x+4_x_3
Vidvka T X +3x44 I

. 3 i ,
fm = —a’x:x_lj_ 2 L d(x* +3x+4) _
25 25, x +3x+4

: 1t d(x +3x+4)
2 5 3.7 2 X +3x+4 -
M(x+=) +— 32

3 b

2 3
\ areelg x+)—In(x’+3
J7 \E{ 2) nx’+3x+4)

=3/1

3
2—-- -.—.-m'cc!gZﬁ —Inl4 + -3— + Iﬂz.
J7 2 4

Flauligind topamiz va oxirgi tenglikning natijasini soddalashtiramiz.

[ 3
LARRT W7 Intd :) + |n%:3,5—ia.?‘6‘ﬂg2ﬁ—- 11114:Z=
J 2 4

V7
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';
3,5 -—im(,(,ng\/_— |l1l4 ~Tarccfg2\/~ I _:J'.] S 3 o 52 | 5 52
Vi nxde™ == Inx S L g2 P N (- ST
3f po 3 nx 3-!-); dr =

7 7 7 N L -
| | 2

‘ 2
_ (x—1)° 3
—_  y= ——arce 7—In8. .
| bundan esa I dx = ﬁarccng\/_ n 2 ‘{.r'_gl 4 302 : 4\/_[ 5 8\/5 4
S AW

3p X +3x+4 X Inx——x
1 9 9

T
6-misol. jﬁ aniq integralni hisoblang.

@ dx J- :
| Yechish: | ———— bu aniq integralni hisoblash uchun o‘zgaruvchi v 1 +cosx
']'-.h,‘l-:»lnx 8 E " 2c0s? >

.1 C reer .
kiritish usulidan foydalanamiz. Ya'ni integral ostidagi — ifodani differensial
X

belgisi ostiga kiritamiz.
. h Mustagqil yechish uchun misollar

| |
dx= d(1+ Inx)=
'[ \,‘l+lnx Ix \/]+|nx ‘!-\/l+]nx
j.ﬁ :j;r‘”zd.r :2.:”2‘,? —21+1n x)mr =B inisali Quyida berilgan aniq integrallarni hisoblang,
I J’: I I : |
; ) | (64" - $)ds b) (55" - 2y
. dx — — ] 2
7-misol, j % aniq integralni hisoblang. L ’
1 X+
| [}
ll" T
Yechish: ushbu aniq integralni hisoblash uchun integral ostidagi ifodani 1 | , : - b) Ism T
j A =2x.2
ikkita kasr ayirmasi shaklida yozamiz ya'ni, ;
I t t11 : x4 W
' =[(==—dx=(nx—In(x + D) =Ih——| =In" —In— , i ;
| -[x+x '!‘x1+x) -[{x x+1) (Inx = In( DL x+1j 5 nfz | .|.J'J " b) Ifgzxdx
—xi4
4 1 8
[ng:zzln — i ' \ 2
i I il "h b_] I(ﬁxz—ﬁ}dr
2 v )
8-misol. _[\f;ln xdx aniq integralni hisoblang.
| } 11 | \ |
' ' iy

Yechish: Ushbu integralni hisoblash uchun aniq integrallarda bo‘laklash

usulidan foydalanamiz.




Z-misol: Quyidagi integrallarni

integrallash usullari yordamida hisoblang.

2.1 Lo
a) -[xex dx
il
2.2 ¢ s
5 J-sm(lnx_)d_jr
1
23 12 e
Q) [ —
_m(l—x‘] I-x
2.4 2) T cos ydy
1 A+ afsiny
2.5 w2
a) | sin® xdx
1]
2.6 2 ux
a) [
L x
2.7 x
a) jxsinxdx
4]
2.8 0 .
a) [ (x=2)e™"dx
=2
2.9

B3
a) J’siu xcos” xdx
]

belgilash  kiritish

1
arctgx
b) -[ 1+x* %
1

b) le In xdx
1

va

(] aljh,
L i) IF,
|

1) I.' |

W oond,

'

gl a) o,
/4

N
S ou) ! K y
A

20 oa) ',
i

R a) oo,

2t H) i,

20 d) 4o,

?‘i‘ fll 'J

Javoblar:

b) In(e +1).

b) 1,5

b) 4—arcrg2 .

b) arcige - arcrg L.
e

b) 1




Mavzu: Aniq integral va ularning tadbiglari

Endi esa biz aniq integrallarning tadbiglarini ko‘rib o’tamiz.

Birinchi tadbiqlaridan biri bu yoy uzunligini topish, ikkinchi
tadbiglaridan biri bu egri chizigli trapetsiya yuzini topish yoki bir nechta
funksiyalar bilan chegaralangan shaklning yuzini topish, uchinchi
tadbiglaridan biri esa aylanma jismlarning sirti yuzasini topish, to‘rtinchi
tadbiglaridan biri o‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi va yana bir
tadbiqlaridan inersiya momenti bo‘lib biz aniq integrallarning yuza topishga
doir misollarini ko'rib chigamiz.

Misaol. J-‘=\/)_C , ¥=0, x=4 chiziglar bilan chegaralangan figuraning
yuzini toping.

Yechish: ushbu misolni yechish uchun aniq integralning chegaralarini
aniglashtirib olishimiz kerak buning uchun _v:\/; , y=0 funksiyalarni

tenglashtirib  o'zgaruvchining giymatlarini topamiz wva yechim ani

4 3 !
integralning quyi chegarasi bo'ladi. L Nxdx = ?Z-x\/; = % 4.2-0=12
0

y !

1-misol. y=sinx, y=0, x==x chiziqléglr bilan chegaralangan shakl yuzini

hisoblang.

Yechish: sinx=0 tenglamani yechamiz va quyi chegarasi tenglamaniny,

yechimi bo‘ladigan aniq integral tuziladi. _[sin xdx =—cosx|; =—(-1)+0=1.
i
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Mustagqil yechish uchun misollar:

19,1y x’ lunksiya grafigining 0<x<4 oraliq bilan chegaralangan

qismindng yuzinl toping,

j \ I - - n
(9.4, ) o funksiya grafigining 0<x<2 oraliq bilan chegaralangan

g yugind toping.

Rk

' ] [ . .IL & 1 =1 i 1
194, ywmd 5 funksiya grafigining y>0 oraliq bilan chegaralangan

HIIING Yuzini toping.

4 .
19,4, petifia 5 L . iz
) - Vx" funksiya grafigining 0<x<9 oraliq bilan chegaralangan

Hismining yuzini toping,

195, y=Inx  funksiya grafigining 2v2<x<2.6 oraliq bilan

thegaralangan qismining yuzini toping.

19.5.  y=1Incosx funksiya grafigining 0

IA

o

1A
ENE

oraliq bilan
chegaralangan qismining yuzini toping.

19.6. y=e" funksiya grafigining 0<x<In7 oraliq bilan chegaralangan
(jismining yuzini toping.

1T S X i . -

19.7. yﬂ—4-——2— nx  funksiya grafigining 1<x<e oraliq bilan
chegaralangan gismining yuzini toping,

4

4-x*
chegaralangan gismining yuzini toping.

19.8. y=2h funksiya grafigining —1<x<1 oralig bilan

19.9. y=v2x-x*~1 funksiya grafigining —<x<I oralig bilan

2
4
chegaralangan gismining yuzini toping.
X 2 " = B
19.10. y—zxﬂ-—x funksiya grafigining 0<x<] oraliq bilan

chegaralangan gismining yuzini toping.
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19.11. y=2Vx funksiya grafigining 1<x<2 oralig bilan chegaralangan

gismining yuzini toping.

19.12. y=l, x=1, x=4 chiziglar bilan chegaralangan shakl yuzini
X

hisoblang.

19.13. y=+x, x=0, y=1 chiziglar bilan chegaralangan shakl yuzini
hisoblang.

19.14. y* =6x, y=0, x=3 chiziglar bilan chegaralangan shakl yuzini
hisoblang.

19.15. y=x", y=\/; chiziglar bilan chegaralangan shakl yuzini
hisoblang.

19.16. y=3v1-x*, y=1-x* chiziqglar bilan chegaralangan shakl yuzini
hisoblang.

X + -X
19.17. y= £ Ze , ¥y=0, x=-1, x=1 chiziglar bilan chegaralangan
shakl yuzini hisoblang.

19.18. y=+x+1, x+y=1, y=0 chiziglar bilan chegaralangan shakl
yuzini hisoblang.

19.19. y=cosx , y=1-x, y=0 chiziglar bilan chegaralangan shakl
yuzini hisoblang,

19.20. y=4-x*, x=0, y=0 chiziglar bilan chegaralangan shakl yuzini
hisoblang.

Javoblar:

191 &, 19.3 32‘5.

-

ol

19.2 2, 19.4 43,
3 9

(9.6 260246 —1)—242(In2+/2 - 1.

16 6,

!'l 7
19.7 ~—-—.

B2 —4
i

1911

19102 lind,

.i
1,10
j

19.14 6V2.

1
e,

3
19.16 2% -2,

2 3
1917 -1,

el

19.18 L.

6




V BOB FUNKSIYA HOSILASI, ANIQMAS VA ANIQ INTEGRALLAR
MAVZULARINI UMUMIY TAKRORLASH UCHUN MISOLLAR

Mavzu: Umumiy takrorlash uchun misollar

1-misol:
1.1.Funksiyaning hosilasini toping:
a) f(x)=3x+5; i) f(x)=3sinx+2x%;

b) f(x)=10-2x; K) f(x)=4arctgx;

) f(x)=2x"-x; Dfx)=Inx+Yx;

d) f(x)=—x"+5x*%; m) f(x)=arccosx — r;

e) f(x)=vx+x; n) f(x)=1tgx —cosx;

f) f{x)=3sinx —cosx; 0) f(x)=arcsinx —sinx;

g) f(x)=3"-¢; p) f(x)=x" = ¥x;

h) f(x)=log, x - 2%; k) f(x)=Sarcctex +e*;
1) f(x)=tgx +ctgx; r) f(x)=5"+2Inx.

I
1.2. Agar f{x)=%x“‘ —2x* bo‘lsa, £'(1) ni toping.

1.3. x ning qanday giymatlarida quyidagi funksiyalarning hosilasi 0 ga
teng bo‘ladi:

1) f(x)=3x" —4x* —12x%; 2) f(X)=x+2x* = Tx+1.

1.4. Quyidagilardan f'(3) ni toping:

1) £ =7 -x7; 2) f(x}=%—%;

X

3) f(x)=vx + 143,
X
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L.5. x ning ganday giymatlarida f(x) funksiya hosilasi 0 ga teng

hi'lizhini aniglang:

L) /(X)) COSx ; 2} f{x):xg—ﬁx—-glnx; 3]f(x]=0,5x—sinx.

1.6. ¥ ning f(x) funksiya hosilasi musbat bo‘ladigan giymatlarini

Ll

L) sy x~Inx; 2) f(x)=xIn2-2%; 3) f(x)=sinx.
1,7, f(x) funksiya hosilasining x, nuqtadagi qiymatini toping:
L) fi%) = 2e" +2Inx—x, x,=2 ; 2) fix)=log,x-2%, x,=1.

Ll ¥ ning f(x) funksiya hosilasi manfiy bo‘ladigan qiymatlarini toping:

2) f(x)=¢e" —x.

]

L} AU%) = x =3nx;\

L Agar 1) f(x)=0,5x—sinx , 2] f(x)=+3-x—2cosx bo'lsa,

fivle Henplamani yeching.

dimlsol: Quyida berilgan Murakkab funksiyalarning hosilasini toping.

4.1 lunksiyaning hosilasini toping:

5) f(x)=v4+3x;
6) f(x)=+x*-5x+1;

7) F)=3" =";

b i) (dx 1 2)
IR S A - (5x-7);
I N T T

S L I 8) f(x)=(3+5x)6;
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2.2. Funksiyaning hosilasini toping:
1) f()=2-5x) —&™; 5) f(x)=cos’3x;
2) f(x)=log,(3-5x); 6) £(x)=5"" +3;
3) S(x)=tgx" —=5x +1; 7) f(x)=3arcsin2x;

4) f(x)=In(3x" +x); 8) F(x)=Y2-3x f(x)=¥2=3x;

2.3.Funksiyaning hosilasini toping:
4} f(x)=In(tg2x):

5) £(x)=sin(5 - 3x);

1) f(x)=3";

2) f(x)=1g"2x;
3) f(x)=ctg’4x; 6) f(x)=sindx +x;

? —3x* 2

2
2.4. Agar: 1) f(x}:x———x—-, 2) f(X)Z;—;l; , () i

toping.

2.5, f(x) funksiya hosilasi nolga teng bo'ladigan xning giymatlarini

toping:

1) f(x)=3"+37; 3) f(x)=5% —=2xInS5:
8 =N+,

y g:‘_r__
2) f(x)=sin 5

3
2.6. Agar g(x)zm bo'lsa, g'(x) 2 0 ni toping.

2.7. f(x)=cos(cosx) bo'lsa, f’[;] ni toping.
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2.8. Funksiyaning hosilasini toping:

1
(4-3%)7""

f) f(x) =cosdx-32x2 +1;

1) f(x)

3) f(x) :ef?--‘f-l-”.l;
+Invx* -3,

-1
3f 2

90—
X

2.9, f(x)=(x—2)" bo'lsa, /(1) ni toping.

#.10. Funksiyaning hosilasini toping:

1) /(x)=xInx;
) /(%) =x" Inx—e*;
1) 1(%)=(2x=1)*1gx;

|~ cos2x
1} 3 —
| cos2x

B A0%) = (3x+1) cosx;

000 = (1= x)Wxs

2x

7)) y= :
) V3x+1

x -
1+e*’

12xx
.\/; ’

8) y=

9) y=

2% —3x+1
O F@==r5

L1 f(x)=e™(x* -1) funksiya 0 ga teng bo'ladigan nugtalarda uning

lisilunining qiymatlarini toping.

414, /(x) funksiya hosilasining x, nuqtadagi giymatini toping:

JIN=5

R = 2¢™7 +In(x® +x), x,=2;

2) f(X)=log,(2x* +1) , x,=1.

L !tx'}:‘4—x2’ bolsa, f'(7) ni toping.

(1lx +2)*

e

didd,

Iuliln'l_

funksiya hosilasining x, =0 nuqtadagi giymatini
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2.15. y= |Jc2 —3x+ 2‘ bo‘lsa, 3'(~3) ni toping.

2.16. f(x) funksiya hosilasining x, nuqtadagi qiymatini toping:

2

cx,=1; 2) fx)=x+3x+4, x,=0;

X
1) f(x)=
I+x
3) f(¥)=In(x" +1), x, =2; 4) f(x)=(2x" +3x)cos2x, x,=0.
2.17. Funksiyaning hosilasini toping:

2tgx

1) y=sin’(3x* +2x); 2} y=In(cos2x); 3) y=In —tg'x

3-mucom: Quyida berilgan funksiyalarning o'sish va  kamayish
oraliglarini toping.

3.1. Funksiyaning o'sish oralig'ini toping:

O e . 1+x

1) y=2x" —6x+5; 4) y:#—\/; ;

- [ 3 2 ) .

ZJ J,":Ex —-2x +JX+1, 5) y:6x-2x3;
_2x+3 6) f(x)=2x—sin’x.

3y

x-2'
3.2. Funksiyaning kamayish oralig'ini toping:

s 3) y=0,5x —sinx;
1) }’=ix4-lx3—-¥‘: )
4 3

4) y=In(x" —8x).
2) y=(x+2e™;
3.3. &£ ning qanday giymatlarida y=hc—cosx funksiya aniglanish

sohasida kamayadi?

3.4. Quyidagi funksiyalardan gaysi biri monoton o'suvchi ?

1) y=3+5x; 2) f(x)=2x" -3x;

15 5) y=3sinx+1;

6) f(x)=3x" +2x.
I -./\ [ 5
Lh, & ning qanday giymatlarida y=sin2x+kx funksiya aniglanish

suihinsdida o'sadi?
. I s 5, ; . C
&6, f(x) g-x' —4x* funksiyaning kamayish oralig'i uzunligini toping.

1.7, k ning qanday qiymatlarida y=/c’ +3x" —2x+1 funksiya barcha

hiiglily sonlar to‘plamida kamayadi ?
4B, v =2cos4x +4x funksiyaning o'sish oralig'ini toping.
L, Funksiyaning o'sish va kamayish oraliglarini toping.

-2, . 3) y=2 —6x* +10,
x 1+x

110, & ning ganday qiymatlarida y=sinx—#Ax funksiya aniglanish

sitbiiddi lenmayadi?

I.11, k ning qanday qiymatlarida y=x" —2x* + kx+10 funksiya barcha

B ligly sonlar to’plamida o‘sadi 7

Limisol: Quyidagi misollarda berilgan Funksiyalarning ekstremumlarini

b

1 1, inksiyaning statsionar nuqtalarini toping:

. . x 8
FUREN" = [ 5x" + 306x; ) y=—+—; 3) y=x+J3-x.
2 =
14 Fankisiyaning ekstremum nugtalarini va uning shu nugqtalardagi
P toping:
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3) y=(x-1)*.

it
1) y=x—6x* +1; 2) y=e;
4.3. f(x)=(2x" =34x +34)e"™ funksiyaning minimum nugtasini toping,.

4.4. y=11+6x - 2x/x funksiyaning maksimum nugtasini toping.

4.5. y=+/x’ — 4x +13 funksiyaning qiymatlar sohasini toping.

4.6. f(x)=xsinx+cosx— %sinx funksiyaning (U;%J kesmadag;|
minimum nugtasini toping.

4.7. f(x)=3x" +5x" +10 funksiya nechta ekstremum nuqtaga ega?

4.8. Agar 4x + y =10 bo'lsa, x- y ning eng katta giymatini toping.

4.9. f(x)=(21-x)¢"" funksiyaning minimum nuqtasini toping.

2
2 +5
440, 5=F 213

funksiyaning eng katta qiymatini toping.
X +2x+3

4.11. y=x" + px +¢q kvadrat funksiya x =5 da | ga teng minimumga e
bolishi uchun p va g koeffitsiyentlar qanday bo'lishi kerak?

4.12. Funksiyaning maksimumini toping:
1) y=—x’ +3x; 2) y=(x+2)(x+3)".

4.13. Funksiyaning minimumini toping:

1) J;:M; 2) y=x*—4x* +5,
3x+4

4.14. @’ +bx+c ko'phad x=2 da 3 ga teng eng katta giymatgn v

x=5da —6 gatenghbo'lsa a, b, ¢ larni toping.

Javablar:
1.1
A) f(x)=3.
) /(%) K) /()= 42.
; 1+ x
B) /'(x)=-2.
b 1
€) f'(x)=6x* 1. D I@=r o

D) /'(x)==2x+20x". 1

M) f'(-’f)=\/l—2
=&

1
2

E) /(x) =--]—+5x“.

2Jx

N) f'(x)= —sinx,
F) f'(x)=3cosx +sinx. cos’ x
1
. ./ T L 0 ‘}('1 ¥)= _ x.
) /'(x)=3"In3-¢". ) /'(x) — cosx
1) ),r-‘(x)=—[._2xln.) pY Fioy I i
| xind B }j(X)_m_-}s x° !
- 4
1, — 5
II -! {X) Sinz 2x' Q] fl(x):l -
+x

I /'(x)=3cosx +12x°, 5
R) /(x)=5"Tn5+2,
x

e 1 I—
2
7

it 1) x=-1,x,=2 Z)xi=—§,x2=1.

1443 — 93 -6
W 1) /) =22 2) )= 1 3) £3)= .

) 1) =25 ) 10)=" ) 16)=—2,

LA 1)y f!??m, 2) =2 = 3]x=i£+27m.

3

b 1) (o) (Leo), 2] (—oe;0),

b4 T
3)(—+2am;—+27n
) ( 5 5 )




1.7

1.8

1.9

21

2.2

23

1) 1'(2)=2¢",
1) [6;1],

1) x zig +2xn,

1) '(x)=16(2x +1),
2) F(0)=-=2-4"I4+155x-7)
3) () =18x(3x +1)%,

4) F(x)==23-x)-3"In3,

1) f1(x)=-15(2-5x)" —3¢™,

Mg . i
2) )= (3-5x)In7’
3) O e,
cos’x"  33(5x+1)
vy Ox+1
4 =50

1) fi(x)=—15¢"",

4sin2x

2) f'(x)=

’
cos’ 4x

1-2In*2

2) f'()=

In2
2) (—5;0).

2) x=(-1" g +zn.
2

3
WA +3x”

5) fi(x)=

X

6) 1'(x)= ;
S

7) £(x)=2x-3" In3+>,

8) f(x)=30(5x +6)’.

5) f'(x)=-3sin6x,

6) 7'(x)=6x-5"" In5,

) P
1-4x"
i
8) f1(x) =————
J(2-3x)
3) £l =- gsfr‘:sjj
e 4
4 1= sindx’

I IARY)

e 1) /(1)

L 1) x
L (0,5,

i
87 ()=,

L) /(v
) )
PN

L

) /')

LAY

) /)

IR

Hl /i)

AL

__,.L———

feos(5 —3x),

Y, 2) f'M)=0.

0,2) x=mn, 3) x=0, 4)

B 6
(4-3x)""
-"Iuinxr——--—4x—
3Y02x + 1)
Inx -1,

I Inx 4 x% =267,

(2x—1)°

(Ay = 2)lgx -+ s
xIn10

(3¢ 11 (9cos x — (3x +sinx),

(R

l\‘/... !

', 1(~1)==2¢2.
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6) f'(x)=4cosdx +1.

3) f(x)=8(2x +1) -,

2 2x
+
3

1) f'(x)= ‘
e 3 -3

e 2
11 Gx+DV3x+1

x

1+e* —xe

8) f'(x)= ase)

9) f'(x)=%,

4x* +4x—5

10) /') = (2x +1)



2.12 f'(2)=68+-2—, 2) f'(l)zs:ﬁ.

213 f(7)=-14.

2.14 f'(l)=-117,

2.15 y'(5) - y'(=3)=16.

2.16
0 -2, 3 r@-3,
2) rO)=2, IG5

217

1) y'=3(6x +2)sin’(3x” + 2x)cos(3x” + 2x),

2) y'=-2tg2x,

9] y‘_-sililx.
3.1
1) [-10] [2;00), 4) [l;0),
2) (—51]  [3;00), 5) [-L1],
3) (—o0;0), 6) (—o;).
3.2

1) (—0;—1] [0;2], 3) [_g + Z;rn;g +2mn],
2) [1,5;00),
4) (—oo;0]  [4500).
3.3, (—oo;-1).

3.4

1) a'sivehi, 4) o'suvchi,

4) hi doim ham o'suvchi emas, 5) doim ham o'suvchi emas,
1) lknmayuvchi, 6]} o‘suvchi.
L),
b !
|
Vg )
.l
toon
(NN (I - —n)
{i b2

) (o) o'svuvehi
A Cowped] 1) kamayuvchi, [-151] o'suvchi,

1) (- @,0] [4;90) o'suvchi, [0;4]kamayuvchi.

N T )
|
i"l'!II ':l
|
(N
b Xmd, x, =3, 2) x=+44, x=275,
N
Ly v oy (D)=1,

2 1
3 v — i =—=F,;
}Jmm(3) 36




4.3 15.
4.4. 1.
4.5 [3;00).
4.6 0,75.
4.7 0 Ta.

4.8 25.

4.10. 22, Miveu Hosila va uning tadbiglari. Funksiyaning oraliqdagi eng katta va

411, 2 eng kichik giymatlari

4.12 p=-10, g=26.

b
413y =2. b f(x) ey X funksiyaning [1; 2] kesmadagi eng katta qiymatini toping.

414 y,, =0. ', v Zuiny b cos2x va funksiyaning [0;%] kesmadagi eng katta va eng
BRI giymatlarini toping.
Iy ln(x 4+ 8)~9x+12  funksiyaning [-7,5:0] oraliqdagi eng katta
i toping,
I Jlv} o Ofge—~6x+6  funksiyaning {%U] kesmadagi eng katta
AL toping

By =163y funksiyaning y =16 -3x" kesmadagi eng katta va eng

BRI ftyinatlar nyirmasini toping.
i . T :
By f¥) = 232 cosx 4 2.\-—5+5 funksiyaning {(};E} kesmadagi eng katta

R T R ERTRI TR
fly) - 2cosxtsin2x  funksiyaning [0;7] kesmadagi eng kichik
SR Lo g,
0 I = (10— x)x+2 funksiyaning [—l;?] kesmadagi eng katta
SRR g,
4OMEN ) nugtadan y=3x-1  to'g'i chizigqacha bolgan eng gisqa
s taping

B Ay ey =y funksiyaning [0,5 : 4] kesmadagi eng katta va eng

B Gt toping,

(1 /00 3 3sin - sin2x funksiyaning {—%%} kesmadagi eng katta

ST g




2 2
12. y= 2x+7x3+1 funksiyaning eng kichik giymatini toping.
—X+3x

13. a ning qanday giymatida y=ax’+3x-5 funksiya x=—3 nuqtada

eng kichik giymatga ega bo'ladi ?

Urinma tenglamasi va urinmaning burchak koeffisiyenti,

14. f(x)=x"-3x funksiyaga x=2 nuqtada o‘tkazilgan urinma

tenglamasini tuzing.

15. f(x)=¢"" funksiyaga x=1 nuqtada o‘tkazilgan urinma tenglamasini

tuzing,
16. f(x)=+4x+1 funksiya grafigining shunday nugtasini topingki, bu
2
nuqtada shu grafikka o‘tkazilgan urinma y=;x urinma to‘gri chiziqga

parallel bo'lsin.

3
17. y=— funksiyaga M(l; 3) nugtada o‘tkazilgan urinma va koordinata
X
o'qlari bilan chegaralangan uchburchakning yuzini toping.

18. y=x"—x+1 funksiya grafigining Oy o'gi bilan kesishish nuqtasida

unga o'tkazilgan urinmaning burchak koeffitsiyentini toping.

19. y =2 ordinatali nugtada y=3x" -1 funksiyaning grafigiga o'tkazilgan

urinmaning burchak koeffitsiyentini toping.

%
20. y=——funksiya grafigiga abssissasi x, =3 bo‘lgan nuqtasidi
l f gig 0 g

o'tkazilgan urinmaning Ox o'qi bilan tashkil etgan burchagi & bo‘lsa, cig2a
ni toping,.
21* y=a’+bx+! funksiyaning M(-2;2)  nugtasiga o‘tkazilgan

urinmasi y =-1,5x—1 bo'lsa, a + 4 ni toping.

22 y=x"-5x+6 funksiyaning OX o'qi bilan kesishgan nugtalaridn

o‘tuvchi urinmalari orasidagi burchakni toping.

168

a .
AT e 2x 4 = funksiyaga x, =1 nugtada o'tkazilgan urinma y=-4x+5
X

t' i ehizigga parallel bo'lsa, a ni toping.

Vody =1 to'gTi chizig y=x"+¢ funksiyaning urinmasi bo'lsa,
i nugtasi ordinatasini toping,
A {u 2X  funksiyaning grafigiga o‘tkazilgan urinma Ox o'gining

Hithial yo'nalishi bilan 135" burchak tashkil giladi. Urinish nugtasining
Boiinatasind toping.
' Quysi nugtada y, =3x —x% +2x va y, =3x° —4x +1 funksiyalarning
Eratiltarign o'tkazilgan urinmalar o‘zaro parallel bo'ladi.
I~ In2x funksiya grafigining Af nuqtasiga o‘tkazilgan urinma og‘ish

b haptning tanpensi 2 gateng bolsa, M nugqtaning absissasini toping.

Hosilaning mexanik ma’nosi.

A Jism to'gri chiziq bo'ylab  s(f)=5+2¢+3¢% qonun bo'yicha
Hraliatiaiooqda. Jismning harakat boshlanganidan 5 ¢ dan keyingi
Les it tapsing,

1 .
W Tl chizig bo'ylab x(t)=~3-t3—2f‘—5 qonun bo'yicha

atakatlnnayotgan moddiy nugta harakat boshlanganidan necha sekunddan
byt Lo sty ?

- Moddiy nuqta s()=6+4,5° -3 gonuniyat ba‘yicha harakatlaniyapti.
Hulip teelanishi 0 ga teng bo‘lganda tezligi ganchaga teng bo'ladi.

TR _1.-' gonuniyat bo‘yicha harakatlaniyotgan jismning eng

Batia tsliging toping.

1w Lr‘ ‘:_-r"--(w gonuniyat bo'yicha to‘gri chiziq bo‘ylab

fbilatanayotgan nuqta harakat boshlanganidan necha sekunddan keyin

LR I||I|I {

169




33. s(t)=6+4,51* -3¢ qonuniyat bo'yicha harakatlaniyotgan jismning
tezligi harakat boshlaganidan keyin gancha vaqtdan keyin 1 /e ga teng
bo'ladi?

34. 1kkita nuqta s,(1)=8-9+3t" va s,(f)=—5+3t+0,5" qonuniyat
bilan harakatlaniyapti . Vaqtning qaysi paytida ikkinchi nuqtaning tezligi
birinchi nuqtaning tezligidan 3 marta kichik bo'ladi?

35. Jism s(f)=6:°—+ qonuniyat bo‘yicha harakatlaniyotgan jismning

eng katta tezligini toping.

Hosila bo'yicha umumiy takrorlash.
36. f(x)=x*+6[x| bolsa, f(-3) ni toping.

37. y=x" —x+1 funksiya grafigining qaysi nuqtasida o‘tkazilgan urinma
¥=3x—1 to'g'ri chiziqqa parallel bo'ladi ?
I . - ; :
6ynca, f (x)=25 tenglamani yeching.

i
x+7

38. f(x)=

39.. a ning ganday qiymatida y=x"+ax+4 funksiya grafigi Ox o'qqa
urinadi?

40. y=x"+2 funksiya grafigiga o'tkazilgan urinma y=4x-1 to'g'ri
chiziqqa parallel. Urinish nuqtasining ordinatasini toping.

_sinbx
ATV

ostida kesib o‘tadi ?

41 funksiya grafigi Ox o‘qni (0;(}) nugtada qanday burchak

42. Abssissasi ganday nuqtada y,=x'—-3x"+8 wva y,=x"—6lnx

funksiyalarning grafiklariga o‘tkazilgan urinmalar o‘zaro parallel bo‘ladi?

43. y,=x"—6Inx parabolaga x=0 abssissali nugtada o'tkazilgan

urinmaning tenglamasi y =4x—3 bo'lsa, —¢ ni toping.

44. y=cos(cosx) bo'lsa, yr(%) ni toping.

170

15, y=x'-e™ funksiya grafigiga x=2 abssissali nuqtada o‘tkazilgan

Uitima tenglamasini toping.

o W bx e
16, Avap .f{.\'):—.—l—# funksiya grafigi (3;0) nuqtada Ox o'qqa
X

i aftya, \//i i-(; ni toping.

v 3x 2 . 3
it ym— el funksiyaning ekstremum nugqtalarini toping.
VoAl ax+ 2

tl, v = x4~ x funksiyaning (0;4) oraliqdagi eng katta qiymatini toping.

19 v (x—=2)"+3 funksiya grafigiga y=—2x+35 to'g'i chizigga parallel
A ihivng o'tkazilgan. Urinish nuqtasidan koordinata boshigacha bo‘lgan

sl topiog,
: 7 o .
i /() ST funksiyaning [—5;5] kesmadagi eng katta va eng
v 24

I Gty matlari ko'paytmasini toping,

B1 uv' ¢ byt e kvadrat uchhad x=8 da nolga aylanishi va x=6 da

FEji tong eng kichik giymatni qabul gilishi ma’lum bo'lsa, va+b+c¢  ni
beepebingh

v
LAY l funksiyaning o'sish oralig'ini toping.
ny

Wl M0)w20'=3t+4  gonuniyat bo'yicha to'gri chiziq boylab
Babaliatlinnyotgan jismning ¢ = 2 vaqtdagi tezligi va tezlanishini toping.
, : . o 10x :
vl Koordinata o'qlari va y=——  funksiyaga x,=1 nuqtada
dx -2
SN iinma bilan chegaralangan uchburchakning yuzini toping.

il - funksiya grafigiga abssissasi x,=-3 bolgan nuqtasida
X

AR wrinmaning Ox o'qi bilan tashkil etgan burchagi & bo'lsa, sin 2«

||llu|-II|]l
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Javoblar: Mavzu: Boshlang'ich funksiya va anigmas integrallarni hisoblash

1.35. 20 15 38. -8 Ba -6. boe‘yicha misol va masalalar
2. 1,5Bal. 3 39, a=14.
% 176 21. 1. I Funksiyalarning boshlang'ich funksiyalarini toping.
. 75. 40. 6. ;
4.6 22.90°. . 8) =3 e) v +2¥x;
. 6. 41, 60 . g 3
| S 4 ) 537+ 2x7; f]43/;—6-\/;;
5. 3. 42. 1. 23 X
¢) =+—: Ix +2x-1;
6. 7. % 43. 7. 3 ¥ ’
_ h) 6x* —4x+3;
25. :il. ] ’
7. 0,410 * 44. 0. d) -2 i) 2x2
B, gy \' X ]] 2.x_*3_r+|;
— - . i y—-i “ inllyalarning boshlang'ich funksiyalarini toping.
1 e ,
9. 0.4410. 27. XZ—\/—E. 1) Yeosx —dsinx; €)5-e* +3cosx;
‘ 46.3:3. :
| 10. In4—4,-1. 28. 5(5)=32. 1) Ssinx -+ 2cosx f) 1+3e" —4cosx;
11. 4‘. 47' xmin e \/5’ Xma.‘c = _‘jl * {/_ 2 x
29.1=4, i) ¢ ~2cosx; g) 6 -rq;+38
48. 3.
Y3 v 49, 7. 30 = gin.x; h}T+——Ze“
13. a=0,5. 7
31. v(3)=9. 76
14, y=x—4 50. EE b Qlividagilarning boshlang‘ich funksiyalarini toping.
o 82,6=3.
i 1 3
15. y=»x. 7 51. J63. b (% d
H 33.¢=3. ]13’x+3
| 16. x, =2. 34, (=6, 52.xze. i) (x-2)
c +4cos(x +2
17. J40. 35. v, =12. 35y~ 2lip=ak ‘ Ve o
| ; )
18. k=-1. 36.-12. 55. 7 V-2 f) %—ZSin(x—I)
Y—
19, k=9, 37. ( ;3). 1, Funledyalarning boshlang'ich funksiyalarini toping.
1} N —— X :
i) y fcos(ox—1) b) §+45111(4x+])
172

173




3 2 2xt — 4 +x

c) + =
Y2x-1 1l-x 3

4 3 6x* —3x+2

d
) J3x+2 2x-5 &) 5

5. f(x) funksiya uchun grafigi M nuqta orqali o‘tadigan boshlang’ich
funksiyani toping.
a] j‘(x):_‘,(Q ; M(I,Z) C] f(x):;lz, f'/f(l])

b) f(x)=x, M(-1;3)
d) f(x)=+x, M(9;10)

- funksiyaning boshlang'ich funksiyasi

FC)=1 bolsa, f(x)=——
6. Agar (E)_ olsa, | ~ -3

F(x) ni toping.

7. Agar F(-1)=3 bo'lsa, f(x)=6x"—3x-2,5 funksiyaning boshlang'ich
funksiyasi F(x) ning x=-2 nugtadagi qiymatini toping.

8. Agar F(O) =3 bolsa, f(x)= e+ funksiyaning boshlang'ich

2x+

funksiyasi F(x)=7

9, f(x)=3x"+2x-3 funksiya uchun grafigi M (1;—2) nugtadan o‘tuvchi
boshlang'ich funksiyani toping.

10. Hisoblang.

; 2 2 3 6
1 1-2{1+x y—+l—x ! b)j( + }ix

: -2 ]
2 ! s x COs" X
1+ W1-%

Quyidagi  funksiyalarning boshlangich  funksiyasining  umumiy

ko‘rinishini toping.
11.

a) },:3x2—3x+1 C]yzz__iz_
X X

d) y=6x—243x

b) y=4x’ —12x7 +5

e]y:%H_%ﬁJrz f]y:le—i—é—%
12,
a) y=sinx—3cosx—10 d) y:_%
1
b) y:cos3x—?g; e) y=€2—3x
¢) y=1-2sin’x !

0y=—r—
2 X

cos”| —+1

54)

11, f'(x):—x-rxT funksiyaning (6;2) nuqtadan o‘tuvchi boshlang'ich

5,

funlksiyasini toping.
14, I'(x)=x—4 va F(=2)=0 bolsa, F(x) funksiyani aniglang.

1

5in” 2x

15, ve=x+ +1 ushbu funksiyaning boshlangich funksiyasining
fiimiy ko'rinishini toping.

145, Ushbu funksiyalardan f(x) ni toping

.ll |'I{ \’) = tgx—4x2+5_x+(7 C] F(x) =sinx +1X1 —x+C
2

) F(x)=ctgx+1gx—2x+C 1
d) F(x]:rgx+§c:us,‘2x—e"+c

17, 4y = y tenglamani yeching.

it Agar v = #(x) funksiya y= f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi

fiii'tun, v o —4 f(—2x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasini toping.

10, A I (x) =cosx va F(1)=3 bo'lsa, F(x) ni toping.

3 1
My () (e=Dxt 3 —x2+3— ushbu funksiyaning boshlang'ich
x

gty anind toping.




' Javoblar: e : 2 x' ¥
| H2x=1)! —_—
‘ ) L. -]--—-2In|l—x!+C D 15 3 * 6 =
‘ 1. 4
[ = 3x* 3% 2x
o 3f 2 3 8/3x+2 3ln[2x-5 s S W
a) =¥ +C e) 2\/;+3X\/;+C' ) === I LLC B L
3 3 5 3 2
| 4 4 =
‘ b) ¥+ 4+C f) 3x* —4x2+C fi
' 2
a4 i o ]
‘ 3 £) BT i) i 2 c) ——+2
Il ) 2Injx|-=+C 4 3 3 x
! x
il 25 3,2 _ 1 -
. | i) f _o;c IS b \' | : d) fo_g
d) ——-3Inj+C > “
* h) 2x° - 25" +3x+ C
i f'IN) - 5
| 2. 1= 3x
I
a) 3sinx +4cosx+C e) 5x+e" +3sinx+C e
) . " : . : !n|‘2x+[|
b) —5cosx + 2sinx + C f) x+3e" —4dsinx+C i F(v)w 2e? 4 ——L 41
. 4
&) & —Rnins g8) 4,5x° —2Inx|+3¢” U M{x)wx' +x*=3x—1
d) 3¢+ cosa+C h) 8v8 +3lnfx|+ 2" +C I
W) taresing —arctegx +C, b) —5ctgx + 6tgx + C.
3. i
5 2
a) __(le) +C d) 4,5(x +3)° +C W) Y=’ -dx®tx4C, d) Y =dxJx—18xdfx +C,
A -1 . — 3 .23
| N G S e) Infx—1]+4sin(x+2) +C h) Vext+12x7 4 5x4c, €) r_2\/§+71 2Ehel,
| 4
I _ ; l ) Y =32 +Inx—18Yx* +C.
il == = i Vol2ing+—+C,
Q) 4x=22 +C f) 3ln]x 3I+2cos(x DH+C ‘) nx »
|
| 4' lr’
a3 X X i)l cosx—3sinx—10x+ C, 1. .
‘ a) 3xdx _sin{6x—1) e b) 2x/x ARG b) Y=551|13x—ln|smx|+C,
434 2 35




c) V= %sin 2x+C,

Qr=>ic,

[

2 3
13 Fe)=-2+% _16.
26

2

14 f“(x)=§-4x—]0.

o L SN
2 2

16

8x+5,

a) f(x)=

cos’ x

4cos2x +2sin’ 2x

b) f(x)=

. L]
sin® 2x

1.
17 y=e' -C.
18 Y =2F(-2x)+C.
19 sinx—sinl+3.

3 4 J3.\: 3
90 Bt Ll A by s
5 4 3 3 3

c) f(x)=cosx+x-1,

1

d) f(x)=————sin2x—¢".

COsS X

Mavzu: Aniq integral va uning tadbiqlariga oid umumiy takrorlash

1, Integralni hisoblang.

i) ll xelx ;

1]

1) i vy ;

il

) ' ey

il) I.'uh‘:

A Iitegiralni hisoblang.

i) I[ ] dx ;
‘X

LI

1) J e'elx;
i
i

) I cosxdx ;

[

i) ‘ sin xdy;

Lo ntegralng hisoblang.

i) \[.‘x Wedy ;

misollari

179

e) I sin 2xdx ;

—2x

L]
£) [ cos3xdy ;
=3

8) [ —2)ax;

h) [ cosxex :

| S

[RE]

b) T(S—fix)dx;




Q) [a-3x)dk . ¢) ]‘(6x2+2x-|om;

d) [(x*+1Ddx ; £) [@x*=5x+3)dx.

4. Integralni hisoblang.

a) :i(x— 3x )dx ; 0 Te”dx ;
9 3 2 "
b) _If(bc—ﬁ]dx; d) !4«: d.

]
5. _f(b —4x)dx = 6—5b tegsizlik bajariladigan 4 >1 sonlarni toping.
1

b
6. b ning ganday giymatlarida I %@fx = %— tenglik bajariladi.

VA

7. a ning gqanday giymatida J-%ix :—i tenglik o‘rinli bo‘ladi.
% a

8. Integralni hisoblang,.
o
a) [ x(x+3)(2x—3)dx;
i )

9. Integralni hisoblang.

P3x-1 Lt S )
aj'!. \/; &; L];[ 2x+ldXJ
b) T%Idx d]j !4_"dx.

q

10, Integralni hisoblang.

P

i Ij."\l. 3 4 2
) j i ¢) [ (cos” x—sin” x)dx
1]

F
b) ‘sinstx dx

]

d) [(sin® x +cos x)dx.
¥]

L1, Integralni hisoblang.

logy 2
i) I 3 s b) 2% dx;

=
n
a

14, i ning qanday giymatida _[ e”dx=1 tenglik o‘rinli bo'ladi.

05a

14, ' !xdx >3 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha « larni toping.
1

1, ' !xdx < 5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha « larni toping.
15, Hisoblang.

d) hxz—lld‘c;

i) j |2 cos x|y ;
"

0 e) jl 3 -3
-1

h) I(M + 2)elx

) H\ -3|u’x;

f) sz |x|dx ;

g) j|x2+2x+5|cb'.




16. Bo'laklab hisoblang.

a) jxsinzxdx; e) jlnxa:x;
b) [ xcosuxd; 0 [xInxd;
o) [xe*dx g) [e* cosuxdx;
d) fx-3%dx; h) [+ -e*dk.

Egri chiziqli trapetsiyaning yuzi
xe[a;b] da y= f(x) funksiyaning

grafigi va Ox o'qi bilan chegaralangan

&
yuza- S = f_)"{x}dr.

1; Agar y = f(x) funksiyaning grafigi

xE[a;b] da Ox o‘qidan pastda joylashgan bo‘lsa, u

2]
holdayuza - § =—[ f(x)dx

2. xe[ab]day=/(x) va y=gx)

funksiyalar grafiglari bilan chegaralangan

yuza- S=[(f(x)+g(x)x.

1. xe|ab] da y= f(x) va y=g(x) s

funksiyalar grafiklari bilan chegaralangan

]

Y- S8 j-(l,f'(.r)—g{x})dx.

i

4, X I:u;h] da y= f(x) va y=g(x)

funleiyalar  grafiklari va Ox  o'qi bilan

i

thogaralangan yuza - L9=I(f(x}—g(x))f&

iy eppa x, - f(x)=g(x) tenglamaning

i |.;,h| dagi ildizi,

yo f(x) va y= g(x) funksiyalar
jiralilelart bilan  chegaralangan yuza - |

Y
| (/(x)~ g(x) px

7
i yerda x, va «x, lar

f{x)» p(x) tenglamaning xe[a;b] dagi ildizlari.

17. y=+x, y=0 va x=3 chiziglar bilan chegaralangan figuraning
yieinl toping.

I, y=-2x+5, y=0 Ba x=2 chiziglar bilan chegaralangan yuzani
Bisoblang,

19, Ushbu chiziglar bilan chegaralangan figuraning yuzini hisoblang.

T
#inly, v=0,x=0Ra x=—
4




20. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan yuzani hisoblang.

==y I:O va x:s
5 ¢ 3 ¥

21. Ushbu y=-3x*, y=0, x=1 Ba x=2 chiziglar bilan chegaralangan

figuraning yuzini toping.

3
22. Ushbu y=4;?c2 , ¥=—, va x=e chiziglar bilan chegaralangan
x

figuraning yuzini toping.
23. y=5x", y=2x+1 chiziglar bilan chegaralangan schaning yuzini
toping.
24. y=3x" va y=4Jx chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzini
toping.
25. 4x-6y+10=0, y=0, x=4 va x=35 chiziglar bilan chegaralangan
figuraning yuzini toping.
4 < ; :
26. y=x, y=—, y=0 va x=e chiziglar bilan chegaralangan figuraning
x
yuzini toping.
27. x=0, y=16-x" va y=x"+3 chiziglar bilan chegaralangan
sohaning yuzini toping.
28. y:2—|x—3| va y=|x—3| chiziglar bilan chegaralangan sohaning
yuzini toping.
29. xe[(};?r] da y=cosx funksiyaning grafigi va / o'qi bilan
chegaralangan yuzani toping.
30. y=16—x> va y=2x"-8 chiziglar bilan chegaralangan sohaning
yuzini toping.

31. y=+x+2, y=x—-4 wva y=0 chiziglar bilan chegaralangan
shaklning yuzini toping.
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