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SO‘Z BOSHI

Oy matematika fanini o'qitishda mutaxassislar oldida turgan muhim
Mmuniimolardan - biri ma'lumotni  taqdim etishning darajasini tanlash,
Weviylilinl ta'minlash  asosida talabalarning bilim ko‘nikmalarida paydo
Bu'tishd mumkin - bo'lgan  bo'shligni  to'ldirish, mavzularni o'qitishdagi
talcamillashgan uslublarni ishlab chigish, talabalarning mantiqiy tafakkurini
fivojlantirish va zarur bilim, ko‘nikmalarini hamda amaliy ko‘nikmalarini
shaldlantivish ortasida to'g'ri muvozanatni o‘rnatishga alohida e’tibor

(aratishdan iboratdir.

Hugungi kunda oliy ta'lim muassasalari talabalarini matematika fanini
o'wlashtivishlari uchun bir gator innovatsion metodlar yaratish, matematika
fanini o'qitishda samaraga erishish usullari ishlab chigish, fanning bolimlari
vio mavzularini o'gitish metodlari ustida bir nechtalab ishlar amalga
ouhirilmoqda. Shu jumladan algebra va sonlar nazariyasi elementlari,
veldtorlar nazariyasi, analitik geometriya elementlari, matematik analiz
lcrsiga kirish gismlari bilan gisqacha tanishtirish, hosila va integrallar,
differensial - tenglamalar mavzulari va extiomllr nazariyasi elementlari
mavzularining boshqa fanlar bilan bog'ligligini o‘rgatish, jumladan fizika,
limyo, tabiiy hamda texnika fanlar bilan uyg‘unligini yangi innovatsion
uslublar yordamida o'qitish masalalari bo'yicha yetarli darajada nazariy va
imaliy natijalar olingan

Ushbu o'quv go‘llanma pedagogika oliy ta’lim muassasalari tabiiy fanlar
vit texnika yo'nalishlari 1-bosqich talabalari uchun mo‘ljallangan bo'lib,
(juyidagi vazifalarning hal gilishga qaratilgan:

chizigli algebra elementlari va vektorli algebra elementlari

mavzularini - yangi  pedagogik texnologiyalar yordamida o'qgitishni
thlcomillashtirish,

- analitik geometriya elementlari bilan tanishtirish metodikasini ishlab
chigish,

- matematik analizga kirish, bir o‘zgaruvchi funksiyasining differensial
hisobi, bir o‘zgaruvchi funksiyasining integral hisobi mavzularini fanlararo
hog'liglikda o'qitishni tashkil gilish,

- oddiy differensial tenglamalar bo‘limi mavzularini o'gitishda kasbga

yo'naltirish ishlarini tashkil qgilish,



- extimollar nazariyasi igtisodiy va texnika masalalariga tadbiq gilingan
holda o‘qitishni takomillashtirish.

Bulardan tashqari ushbu o'quv qo'llanma o‘quv dasturining kredit
moodle dasturidagi asosly vazifalardan, talabalarning mustaqil ta'limini
tashkillashtirish vazifalari asosida shakilantirilgan.

Ushbu o‘quv qo‘llanma Davlat ta'lim standartlariga mos keladi va fanning
o'quv dasturlariga tola javob beradigan tarzda bayon gilingan.

Qo‘llanmaning har bir bo‘limi zarur nazariy tushunchalar, ta'riflar,
teoremalar va formulalar bilan boshlangan, ularning mohiyati misol va
masalalarning yechimlarida tushuntirilgan, shu bo'llimga oid amaliy
mashg‘ulot darslarida va mustaqil uy ishlarida bajarishga mo'ljallangan ko‘p
sondagi mustahkamlash uchun mashgqlar berilgan. Har bir bo‘limning oxirida
talabalarning mustaqil ishlari uchun topshiriglar variantlari keltirilgan.
Qo‘llanmani yozishda davlat oliy ta'lim muassasalari va nodavlat oliy ta’lim
muassasalarining pedagogika-psixologiya, maktabgacha ta'lim, boshlang‘ich
ta’lim, iqtisodiyot shu va shunga o'xshagan ta'lim yo‘nalishlari bakalavriari
uchun oily matematika fanining amaldagi dasturida tavsiya qilingan
adabiyotlardan hamda o‘zbek tilida chop etilgan zamonaviy darslik va o‘quv
go’llanmalardan keng foydalanilgan.

Qo'llanma haqgida bildirilgan fikr va mulohazalar mamnuniyat bilan
gabul gilinadi.

Muallif

I BOB CHIZIQLI ALGEBRA ELEMENTLARI VA VEKTORLI
ALGEBRA ELEMENTLARI MAVZULARINI YANGI PEDAGOGIK
TEXNOLOGIYALAR YORDAMIDA O’QITISHNI
TAKOMILLASHTIRISH

1-mavzu: Arifmetik hisoblashga doir misollar va
ularni yechish usullari.

Reja:

1} Haqiqiy sonlar ustidagi arifmetik amallarga oid misol va masalalarni
yvechish usullari.

2) Ko'pxadlar va ular ustida arifmetik amallarga oid misol va masalalar
yechish. |

3) Irratsional ifodalar va ular ustida arifmetik amallarga oid misol va
masalalar yechish.

Matematika fanida bir nechta arifmetik amallar bo'lib, fanni o’rganilish
boshlanishi bilan asosiy arifmetik amallar sifatida to'rtta amalaga oid,
(jo'shish, ayirish, ko'paytirish va bo’lishga oid misol va masalaiar. o'rganilgan.
Fanning kengayishi bilan albatta mavzular va amallar ko’lami kenga){gaAn
holda teglamalar yechish, irratsional ifodalar ustida amallar bajarish kébl bir
qator amallar bajarish ustida ish olib boriladi. Biz quyida bir nechta misollar
yechilishlarini ko'rib chigamiz.

11~6,53)c6.543.9 ushbu ifoda giymatini hisoblang.
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misolimiz haqgiqiy sonlar ustida amallarga misol bo'ladi.
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Bu misol ham haqiqiy sonlar ustidagi amallarga misol bo’ladi. Endi biz
quyida ko'phadlar ustida arifmetik amallarga oid misollar va ularni yechishni
o’rganamiz.
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Endilikda irratsional ifodalar qatnashgan ifodalarni soddalashtirishga
oid misollarni yechimlarinj topish bilan shug’ullanamiz.
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Mustagqil yechish uchun misollar:
1-variant

(7-6.35):65+9.9
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ifodaning giymatini toping
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2) JZH(XF)J{[ \EJIJ{JZEJ‘J;] J ifodani soddalashtiring va
4 2(1++a) 2x++Ja a

a=032,x=0.08.

(Jiymatini toping.

2-variant
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2S-variant 2-mavzu: Matnli masalalarni turlari va ularni yechish usullari,

1) [(21.85:43,7+8,5:3,4):4,5]- 1§+ I % ifodaning qiymatini toping Reja:
1) Tenglamalar yordamida yechiladigan masalalar.
05 2
2) Xﬁul 2 +|1 +% ifodani soddalashtiring. 2} Foizlarga oid masalalar.
xexi4l T 3) Aralashmaga oid masalalar.

Matnli masalalar mavzusida asosan matematika va kimyo fanlarini
o'zaro bog'ligliklarini ko'rishimiz mumkin. Ya'ni shunday masalalar borki
ushbu masalalar yordamida ba’zi kimyo faniga oid masalalarni yechish shu
bilan birga aralashmaga va konsentratsiyani aniglashga oid masalalarni
yechish mumkin. Aslida esa matnli masalalarning bir nechta turi mavijud

bo'lib, mantigiy o'ylash orqali yechiladigan, bir nechta arifmetik amallar
' ) yordamida yechiladigan va tenglamalar yordamida yechiladigan masalalar
shular jumlasidandir. Odarda matematikada ham kimyoda ham tenglamalar
yordamida yechiladigan masalalar ko’riladi.

Endilikda biz quyida tenglamalar yordamida yechiladigan bir nechta
matnli masalalarni ko’rib o’tamiz.

1) Tarkibida 85% suv bo'lgan 0,5t sellyuloza qorishmasidan 75%suv
bo’lgan gorishma olish uchun necha kilogram suvni bug'lantirib yuborish
kerak?

Javob: ushbu masalaning javobini topish uchun 500kg qorishmadagi
sellyuloza miqdorini topishimiz kerak, yani 500.0.15<75 bo'lib bu
qorishmadagi o'zgarmas sellyuloza migdoriga teng bo'lib, keying 25% | 75 ga
teng bo'lgan yangi gorishmaning kg miqdirini topamiz. Buning uchun
x—  100% 75-100 e ; ; F
155 559 4::—25—_300 ga teng bo’lib, bu esa yangi gorishmaning kg

migqdori bo'lib bundan esa 200kg suvni bug’lantirish lozimligi kelib chigadi.

2) Ikki brigada bir vaqtda ishlab, yer uchastkasiga 12 soatda ishlov berib
bo'lishdi. Agar brigadalarning ishlash tezliklarining nisbati 3:2 kabi bo'lsa, har
bir brigadaning yolg'iz 0zi shu yer uchastkasiga necha soatda ishlov berib
bo’ladi?

Javob: ushbu masalani yechish uchun tenglamalar sistemasi tuzib olamiz.
Buning uchun brigadalarning ishlov bergan yer uchastkasini 1 ish deb olib,




ikki brigadaning tezliklarini esa ikkita nomalum bilan belgilash kiritamiz.

Bundan esa quyidagi tenglamalar sistemasiga kelamiz.

1 1
1) 1 1 |y==—
= ALSE T 30
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3 L -
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=Y "~ 20

3) Molning narhini oldin 20% ga, keyin yangi narhini yana 15% g ava

oxirgi xisobtdan keyin yana 10% ga arzonlashtirishdi molning birinchi
baxosini hammasi bolib necha foizga arzonlashtirishgan.

biror noma’lum bilan belgilab olamiz va

Javob: molning narhini
andan keying baxosi

x-0,2x=08x bo'lib bu molning birinchi arzonlashtirilg

bo'lib, 0,8x—0,15-0,3x=o,Sx—0,12x=o,68x ho'lib bu esa ikkinchi marta

arzonlashtirilgandan keying narx bo'lib  uchunchi arzonlashtirishda
0.68%—0,1-0,68x="0,612x pbo'lib bundan esa arzonlashgandan keying va

arzonlashmasdan oldingi molning narxlarini solishtirsak u holda 0,388x bo'lib

umumiy molni 38,8% ga arzonlashtirilgani Kkelib chigadi.

4) Proporsiya birinchi uchta hadining yig'indisi 58 ga teng. Uchunchi had,

birinchi handing z gismini, ikkinchisi esa uning _1 qismini tashkil giladi.
3

Proporsiyaning to'rtinchi hadini toping va uni yozing.

javob: z= 58=x=24 bo'lib

2 hadi 24,16 va 18 lardan iborat Proporsiyaning

pmporsiyaning ucht
ar ko'paytmasi chetki hadlar

to'rtinchi hadini topish uchun o'rta hadl

ko'paytmasiga ten kabi qoidadan foydalanib 16-18=24y = y=12 bo'lib bu esa

proporsiyaning to'rtinchi hadi 12 gateng bo'lishini bildiradi.

16

Mustagil yechish uchun misollar.
1-variant

{)  Idta bir xil bassen bir vagtda suv bilan to’ldirila boshlandi.
iirtnehl bassenga har soatda ikkinchisiga qaraganda 30 m ko'p ortigq suv
fcolndll, Ma'lum bir vagqtda ikkala hassenga birgalikda ularning hajmi gancha
fy'lun, shuncha suv to’plandi. Shundan 2 soat-u 40 minut o'tgach birinchi
fyiuuin, yana 3 soat-u 20 minutdan keyin esa ikkinchi bassen suv bilan
i1, Har soatda har bir bassenga ganchadan suv kelgan?

J) Biror modda o'ziga pnamni tortib massasini orttiradi. 1400 kg
pamlikni  tortishi  uchun bu  moddaning maydalanmaganidan
maydalanganligiga garaganda 300 kg ko'p olish kerak bo'ladi. So'rilgan
namlik massasi maydalangan va maydalanmagan modda massaini gancha
protsentini tashkil etishini aniglang, bu son ikkinchi holatda birinchi
holatdagidan 105 birlik kam.

2-variant

1) Montyorlar brigadasi elektr simi o'tkazishni soatiga 8 m dan
bajarib , kunduzi soat 4 da tamomlashi mumkin edi. Topshirigning yarmi
bajarilgandan keyin bir ishchi brigadadan ketdi; shu munosabat bilan
brigada soatiga 6 m dan sim torta boshladi va bir kunga planlashtirilgan
butun ishni kech soat 6 da tamomladi. Necha metr sim tortilgan va necha
soatda tortib bo’lingan?

2) Tarkibida mis protsenti turlicha bo'lgan ikki mis gotishmasi bor.
Birinchi qotishma tarkibidagi mis protsentini ifodalovchi son ikkichi
qotishmada tarkibida mis protsentini ifodalovchi sondan 40 ta kam.
So'ngra bu ikkala gotishma eritib qo’yildi, shundan keyin mis bu
gotishmada 36% ni tashkil etdi. Agar birinchi gotishmada 6 kg ,
ikkinchisida esa 12kg mis borligi ma’lum bo’lsa , birinchi va ikkinchi
gotishma tarkibidagi mis protsentini aniglang.

3-variant
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ikkinchisidan 7+v3 marta ko'p, teng ta'sir etuvchi kuchning kattaligini
aniqlang.

2) 500 kg rudaning tarkibida biror miqdorda temir bor. Bu rudadan
tarkibida o'rtacha 12,5% temir bo’lgan 200kg aralashma chigarib
yuborilgandan keyin qolgan ruda tarkibidagi temir 20% ga ortdi.
Rudaning tarkibida gancha temir qolganligini aniqlang.

4-variant

1)  Ikki stanokdan birida bir to'p detallarga ikkinchisiga garaganda 3
kun ko’p vaqt ichida ishlov beriladi. Agar berilgan detallarda 3 marta ko'p
bo'lgan detallarga ikki stanok birgalikda ishlaganda 20 kunda ishlov
berilgani ma’lum bo'lsa, berilgan detallarga har bir stanokning o’zida
necha kunda ishlov beriladi?

2) Umumiy massasi 12 kg bo’lgan bir bo’lak mis bilan galay
qotishmasining  tarkibida 45% mis bor. Yangi hosil bo'ladigan
qotishmaning tarkibida 40% mis bo'lishi uchun berilgan qotishma
bo’lagiga qancha toza qalay qushish kerak?

S5-variant

1) Bir savxoz 1 gektardan o'rtacha 21 ¢ dan gora bo'g’doy xosili oldi,
ikkinchisi esa qorabo’g'doyga 12gektar kam yer ajratgan bo’lib , bir
gektardan o'rtacha 25 ¢ dan hosil olishga erishdi . Natijada ikkinchi
savxozda birinchiga garaganda 30 ¢ ko'p qorabo'g'doy olindi . xar bir
savxoz qanchadan qorabo'g’'doy olgan?

2) Kiristall shakillanish davrida o’zining massasini bir tekis orttirib
boradi . Ikki kristalning shakillanishini kuzatib quyidagi aniglandi: Bir yil
davomida birinchi Kristal massasi 4%ga , ikkinchisi esa 5% ga ortgan
xamda shu davrda birinchi kristalning massasining 3 oydagi ortishi ,
ikkinchi kristal massasining 4 oylik ortishiga teng bo'lgan. Agar xar bir
kristalning massasi 20 gramdan ortgandan so’ng birinchi kristalning
massasi ikkinchi kristalning massasiga nisbati 1,5ga teng bo’lganligi
malum bolsa, har bir kristallning dastlabgi massasi gancha bo’lgan?

6-variant

{) Labaratoriyada xap xil materiallardan yasalgan sterjinlar bo'ylab
fovihning tarqalish tezligi o'lchandi. Birinchi tajribada shu narsa malum
hi'ldiled , ketma-ket birlashtirilgan uchta sterjindan iborat masofani a sek
il dldeineht va uchinchi  sterjindan iborat masofani esa bitta birinchi
sierfindagiga qaraganda ikki marta tezroq o’tgan. Boshqga bir tajribada
illinehi sterjinni yangi sterjin bilan almashtirib, unda uchta sterjinni
fietimn ket tutashtirishddan hosil bo’lgan masofa bo'ylab tovush b
(elindda o'tganligi birinchi va ikkinchi sterjinlarning birlashmasidan esa
fiittn uchinchi sterjindagidan ikki marta sekin o'tganligi aniqlandi. Agar
yigl sterjinning uzunligi I ga teng bo'lsa, tovushning unda targalish
toxligini toping

/) Massasi 36 kg bo’lgan mis rux qotishmasi bo'lagi tarkibida 45%mis
how, Tarkibida 60% mis bo’lgan yangi qotishma xosil gilish uchun shu
hio'laldea gancha mis go’shish kerak.

7-variant

1) Ikki brigada bir vagtda ishlab, yer uchastkasiga 12 soatda ishlov
berib bo'lishdi. Agar brigadalarning ishlash tezliklarining nisbati 3:2 kabi
l1'lsa, har bir brigadaning yolg’iz o'zi shu yer uchastkasiga necha soatda
luhlov berib bo'ladi?

2)  Yangi qo'zigorin og'irligining 90% ini suv tashkil giladi, quritilgan
(jo'zlqorinda esa 12% suv bo'ladi. 22kg yangi qo'zigorindan necha kg

(uritilgan qo’zigorin olish mumkin?

8-variant

1) Zavod yanvar oyida tayyor mahsulot ishlab chiqarish oylik planini
105% qilib bajardi, fevralda esa yanvardagidan 4% ortig maxsulot berdi.
Zavod maxsulot chigarish ikki oylik planini necha prosentga oshirib
hajargan?

2) Tarkibida 85% suv bo’lgan 0.5 t sellyuloza qorishmasidan 75% suv
bo'lgan qorishma olish uchun necha kilogram suvni bulg'antirib yuborish

kerak?




9-variant

1) Kutubxonaning chet tillar bo'limida inglizcha, fransuzcha va
nemischa kitoblar bor.Ingliz tilidagi kitoblar butun kitoblarning 36% ini,
fransuzcha kitoblar ingliz tilidagi kitoblarning 75% ini tashkil giladi,
golgan 185 ta kitob esa nemis tilida.Kutubxonada chet tillar kitobi nechta?

2) Dengiz suvi tarkibida o'rtacha 5% tuz bor. Eritmadi 1,5% tuz
bo'lishi uchun 30kg dengiz suviga gancha chuchuk suv qo'shish kerak?

10-variant

1)  Turist daryo bo’ylab qayiqda 90km suzdi va 10km pivoda yurdi.
Bunda piyoda yurishga daryoda suzishga garaganda 4 soat kam vaqt
sarflandi. Agar turist daryoda suzishga gancha vaqt sarflagan bo'lsa ,
piyoda yurishga ham shuncha vaqt sarflaganda,piyoda yurishga gancha
sarflagan bo'lsa, daryoda suzishga ham shunch vaqt sarflaganda edi, u
holda o’tgan masofalar teng bo'lar edi. U qancha vaqt piyoda yurgan va
qancha vaqt qayiqda daryo buylab suzgan?

2) Idishda 12 I xlorid kislota bor. Kislotaning bir gismi olinib, idishda
shuncha suv quyildi. Agar idishda 25% li kislota eritmasi qolgan bo’lsa har
gal ganchadan suyuqlik olingan?

11-variant

1)  Ov miltig'ining poroxi selitra, oltingugurt va ko'mirdan iborat .
Oltingugurt massasining selitra massasiga nisbati% :1,3 kabi bo’lishi kerak,
ko’mirning massasi esa oltingugurt va selitraning birgalikdagi massasining
11& % ini tashkil qgilishi lozim. 25 kg porox tayyorlash uchun xar bir
moddadan qanchadan olish kerak.

2) Solishtirma og'irligi 20,88 bo'lgan bir bolak platina po’kak
daraxtining (solishtirma og'irligi 0,24 ) bir bo’lagi bilan bog'lab quyilgan.
Hosil bo'lgan sistemaning solishtirma og'irligi 0,48 ga teng. Agar platina
bo'lagining og'irligi 87 g bo'lsa , daraxt bo'lagining og'irligi qancha?
Jismning solishtirma og'’irligi- bu uning hajm birligidagi og'irligidir.

12-variant

I) Uchta idishning har birida turli migdorda suyuqlik bor. Ularni
tenplashtirish uchun uch marta bir-biriga quyish bajarildi. Oldin birinchi
Itlishdagi suyuglikning uchdan bir gismi ikkinchi idishga keyin ikkinchi
Idishda bo'lgan suyuglikda bo’lgan suyuqlikning to’rtdan bir qismi uchinchi
Idishga quyildi va nihoyat, uchinchi idishda bo’lgan suyuglikning o'ndan bir
(jismi birinchi idishga quyildi. Shundan keyin har bir idishdagi suyugqlik 9/
tlan bo'ldi.Oldin har bir idishda ganchadan suyuglik bo’lgan?

2)  Molning narxini oldin 20%ga, keyin yangi narxini yana 15%ga va
oxirgi hisobotdan keyin yana 10% ga arzonlashtirishdi. Molning birinchi
bahosini hammasi bo’lib necha prosentga arzonlashtirishgan?

13-variant

) Omborda bo'lgan 300kg meolni kilogrami 1,25 so'mdan ikki
tashkilotga teng bo’lmagan miqdorda sotildi. Birinchi tashkilot sotib olgan
molini 20 km masofaga, ikkinchisi esa 30 km masofaga tashib ketadi. 10 kg
molni bir kilometr masofaga tashish 5 tiyinga tushadi. Ikkinchi tashkilot
totib olgan moliga va uni tashishga birinchi tashkilotga garaganda 90 so’'m
ortiq to'laganini bilgan holda har bir tashkilot necha kilogrammdan mol
olganligini hamda har bir olgan moli uchun va tashish uchun necha
s0'mdan sarflaganini aniglang.

2)  Ikki dvigatelni sinash davrida birinchisi 300 g, ikkinchisi esa 192 g
benzin sarflangani aniglandi, shu bilan birga ikkinchisi birinchisiga
(jaraganda 2 soat kam ishladi, Birinchi dvigatel bir soatda ikkinchisiga
(jaraganda 6 g benzin ko’p sarflaydi. Dvigatellarning har biri bir soatda
¢anchadan benzin sarflaydi?

14-variant

1) Institutning uch kafedrasidan laboratoriyaga qo’shimcha asbob-
uskuna olish uchun talabnomalar tushdi. Birinchi kafedra talabnomasidagi
asbob-uskanalarning bahosi ikkinchi kafedra talabnomasidagi bahoning
45% ini tashkil etadi, ikkinchi kafedra talabnomasidagi asbob-
uskunalarning bahosi esa uchinchi kafedra talabnomasidagi bahoning
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80% ini tashkil etadi. Uchinchi kafedra talabnomasidagi baho birinchi
birinchi kafedraning talabnomasidagi bahodan 640 so’'m ortiq. Uchala
kafedra talabnomalaridagi asbob-uskuunalarning umumiy bahosi gancha?

2) Tarkibida xrom protsenti turlicha bo'lgan ikki sort chuyan eritib
go'yildi.Agar bir sortdan ikkinchisiga qaraganda 5 marta ortiq olinsa, u
holda qotishmaning xrom tarkibi quyilayotgan bulaklarning tarkibida
xremi kam protsentlisidan ikki marta ortig bo'ladi. Agar ikkala sortdan bhir
xil miqdorda olinsa, qotishma tarkibida 8% xrom be'ladi. Har bir sort
chuyan tarkibidagi xrom protsentini aniglang,

15-variant

1)  Umumiy maydoni 110 ga bo’lgan ikki bog'ning har biri bir xil
sondagi uchastkalarga bo'lingan. Har bir bog'dagi uchastkalarning yuzlari
o'zaro teng, lekin bir bog’ uchastkalarining yuzi ikkinchisinikidan farq
qiladi. Agar birinchi bog’ ikkinchi bog’ uchastkasining yuziga teng bo’lgan
uchastkalarga bo’linsa, u holda u 75 ta uchastkaga ega bo’lar edi, ikkinchi
bog’ huddi birinchidagi kabi qilib bo'linsa, u holda u 108 ta uchastkaga ega
bular edi. Har bir bog'ning yuzini aniglang.

2)  Bir kitobning birinchi tomining 60 nusxasi va ikkinchi tomining
75 nusxasini narxi 270 so'mni tashkil qgiladi. Hagigatda esa hamma
kitoblar uchun 237 so'm to'landi, chunki birinchi tom 15% ga, ikkinchi
tom esa 10% ga arzonlashtirildi. Kitoblarning oldingi baholarini toping.

16-variant

1)  Elektr lampalari sexining ishchilar brigadasi bir smenada 7200 ta
detal yasashi kerak , shu bilan birga har bir ishchi bir xil migdorda detal
yasaydi. Ammo brigadaning uch ishchisi kasal bo'lib qolganligi sabablj,
butun normani bajarish uchun qolgan ishchilarni har biri yana 400 tadan
qushimcha detal yasashiga tug'ri keldi. Brigadada necha ishchi bo’lgan?

2) IKki idishdagi tuz eritmasi bug’lantirishga qo'yilgan. Tuzning har
bir idishdan bug’lantirib olinadigankundalik miqdori bir xil Birinchi
idishdan 48 kg, undan 6 kun kam turgan ikkinchi idishdan esa 27 kg tuz
olindi. Agar birinchi idish bug’lanishda ikkinchi idish qancha turgan be'lsa,
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Mineha kun, ikkinchi idish esa birinchi idish necha kun turgan bo'lsa,
Miincha kun turganida edi, u holda ikkala idishdan bir xil migdorda tuz
tlingian bo'lar edi. Har bir eritma necha kundan turgan?

17-variant

I} Planga ko'ra korxona bir necha oy davomida 6000 ta nasos ishlab
thigarishi ko'zda tutilgan edi. Mehnat unumdorligini oshirib , korxon‘:a
aylgn plandagiga ko'ra 70 tadan ortiq nasos ishlab chiqara boshladi.
Niatijada  plan muddatidan biro y oldin va 30 ta nasos ortiq Fshlab
¢higarish bilan  bajarildi. 6000 ta nasosni necha oy davomida ishlab
thigarish planlashtirilgan edi?

4)  Hovuzdagi suv bir tekis bo’shata boshlangandan bir soat keyin unda
400m*, yana uch soatdan keyin esa 250m?* suv qoladi. Hovuzda gancha suv

ho'lpan?

18-variant

1) Bir gruppa studentlar kanikul vaqtida shahar atroﬁga safarga
chiqishdi. Ular dastlabki 30km ni piyoda yurishdi, marshrutning qf}lgan
(ismining 20% ini sol bilan daryoda suzishdi, shundan keyin esa .[]IYOEIL‘EI
yurib, daryoda suzib o'tishgan masofadan 1,5 marta ko'p yo'lni bcmbh
0'tishdi.Qolgan yo'Ini  40km/soat tezlik bilan ketayotgan yo'lovchi
mashinada 1 soat-u 30 minutda o’tishdi . Butun marshrutning uzuzligi
fjancha?

1.L.L Kabi nisbatda )
53 20

to'rtinchisi esa ikkinchi sonning 15%ini tashkil giladi .Agar ikkinchi son
gjolgan sonlarning yig'indisidan 8 birlikka ortiq ekanligi ma’lum bo'lsa , bu

2) Berilgan to'rtda sondan birinchi uchtasi

sonlarni toping,

19-variant

1} Og'irliklari bir xil bo’lgan ikki idishga suv quyilgan, shu bilan birga
A idishning suvi bilan birgalikdagi og'irligi B idishning suvi bilan

birpalikdagi og'irligining % qismini tashkil qgiladi. Agar B idishning suvi A
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idishga quyilsa, u holda uning suvi birgalikdagi ogirliga B idishning
og'irligidan 8 marta ortiq bo’ladi. B idishdagi suv A idishdagiga garaganda
50g og'ir ekanligini bilgan holda har bir idishning va ulardagi suvning
og'irligini aniglang,

2) 30%li xlorid kislota eritmasini 10% i xlorid kislota bilan
aralashtirib 600 g 15% li eritma olindi . Xar bir eritmadan necha giramdan
olingan?

20-variant

1) Matematikadan kirish imtihonida kiruvchilardan 15%i birorta ham
masalani yecha olmadi, 144 kishi masalalarni xatolar bilan yechdi, hamma
masalalarni tug’ri yecha olmaganlar sonining masalalarni mutlago yecha
olmaganlar soniga nisbati esa §:3 kabi. Shu kuni matematikadan necha
kishi imtihon topshirgan?

2)  Bir tegirmon 19 sentner bo’g’doyni 3 soatda, ikkinchisi 3Z¢ ni 5
soatda , uchinchisi 10 ¢ ni 2 soatda yanchib bo'ladi. Ishni bir vaqtda
boshlab, bir vaqtda tamomlashlari uchun 133 tonna bo'g’doyni bu
tegirmonlar orasida ganday tagsimlash kerak?

21-variant

1) Magazinga fizika va matematia darsliklari keltirildi. Matematika
darsliklaridan 50% I va fizika darsliklaridan 20%i sotilgan Kitoblarning
umumiy soni 390 tani tashkil etib, matematika darsliklari fizika
darsliklaridan 3 marta ko'p qoldi. Sotish uchun matematikadan nechta
darsliklar kelgan.

2)  Bir shtampovkalovchi press 3% soatda buyurtma detallarining

42% ini tayyorlay oladi. Ikkinchi press 9 soat ichida hamma detallarning
60% ini tayyorlay oladi, uchinchi pressning ish bajarish tezligi
ikkinchisini ish bajarish tezligiga nisbati esa 6:5 kabi. Agar uchala press
bir vaqtda ishlasa, barcha buyurtma qancha vaqtda bajariladi?

22-variant
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I)  Bir maxsulotning bir kilogrami bilan ikkinchi maxsulotning o’'n
lilogrami uchun 2 so'm to’langan. Agar narxlarning mavsumiy o’zgarishi
lillnie birinchi maxsulotning narxi 15% ga gimmatlashib, ikkinchi
inhxsulotning narxi 25% ga arzonlashsa, u holda huddi shunday
milgdordagi bu maxsulotlar uchun 1 so'm 82 tiyin to’lanadi. Har bir
iixsulotning bir kilogrami ganchadan turadi?

/) Umumiy bahosi 225 so’'m bo’lgan ikkita qimmatbaho mo’ynali teri
xulgaro auksionda(kim ochdi savdosida) 40 % foydasi bilan sotildi. Agar
birinchi teriddan 25%, ikkinchisidan esa 50% foyda qilingan bo’lsa, har bir

torining bahosini aniglang.

23-variant

I)  Ikki jism bir-biriga qarshi to'g'ri chiziq bo’ylab bir vaqtda harakat
ijila hoshladi. Ulardan biri har bir minutda 7 m bosib o'tadi, ikkinchisi esa
birinchi minutda 24 m o'tib, qolgan har minutda oldingisidan 4 m kam
0'tadi. Agar harakatning boshlanishida jismlar orasidagi masofa 100 m
bo'lgan bo'lsa, ular necha minutdan keyin uchrashadi?

2)  Har xil sortli ikki bo’lak kabel bor. Birinchi bo'lakning massasi 65
kg, ikkinchisining massasi 120 kg bo'lib , uning uzunligi  birinchi
labelning uzunligidan 3 m ga ortiq, har bir metrining massasi esa birinchi
ho'lak  har bir metrining massasidan 2 kg ortig. Bu bo’laklarning

uzunligini hisoblang.

Z4-variant
1) Uch ixtirochi o'zlarining ixtirolarini uchun miqdori 1410 so'm
ho'lgan mukofot olishdi, shu bilan bigra ikkinchi ixtirochi birinchi ixtirochi
olgan pulning% gismini va yana 60 so’'m, uchinchisi esa ikkinchisi olgan
pulning%qismini va yana 60 so’m oldi. Xar biri ganchadan mukofot olgan?

2) G'amlangan pichanning miqdori shundayki, hamma otlarga kuniga
96 kg pichan berish mumkin. lkki otni qushni kolxozga berilgani uchun
hagigatda har bir otga kuniga beriladigan pichanni 4 kg ga orttirish
mumkin bo’ldi. Oldin nechta ot bo’lgan?




25-variant

1) Nasos 7% minutda hovuzdagi suvning f gismini bo’shatishi
mumkin. Nasos 0,15 soat ishlaganidan so’'ng to’xtab qoldi. Agar nasos
to’xtagandan keyin hovuzda 25 m? suv qolgan ba'lsa, hovuzning sig'imini
toping.

2)  Birhovuzda 200m?, ikkinchisida esa 112m? suv bor. Basseynlarni
to’ldiruvchi suv kranlari ochib quyilgan. Agar har soatda ikkinchi hovuzga

birinchiga qaraganda 22 m® ko'p suy quyilsa, necha soatdan keyin
hovuzlardagi suv miqdorlari teng bo'ladi?
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3-mavzu: Determinantlar va ularning xossalari.

Determinantlar,  Ikkinchi va  uchinchi tartibli determinantlar.
i thyy @y, a, haqiqiy sonlar berilgan bo'lsin: ikkinchi tartibli determinant

(Vokl aniqlovehi) deb,

=4y, 4y, — a0y

all aﬁﬁ
tenglik bilan aniglandan songa aytiladi.

Xuddi shu singari, berilgan a,, a,,a;, @, a,,a,, @, &, &, hagiqiy

a[l al"

a13

022 a23

sonlardan tuzilgan, 4 kabi yozilgan,

a}l a32 a]}

a4y,
Gy Gy = 4 Ayds; + 4,a,,d;) +a,,a;,a,, T,y — O Ay, T O,y
oy ”H‘. (J_U

munosabat bilan aniglangan songa uchinchi tartibli determinant deyiladi.
Uchinchi tartibli determinantlarni uchburchaklar usulida, “diagonal” usulida

hamda biror satr yoki ustun elementlari bo’yicha yoyib hisoblash mumkin.

1. Uchburchaklar usuli:

Ay ly; + 0y G5y Qy5 + Gy 41,0y — Oy 8yy Gy — Q083 — Q13050
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hamda biror ixtiyoriy s

2. “diagonal”:

-G 1893885, — ama:tan - &',302361“.

3. Birinchi ustun elementlari bo‘yicha yoyib, hisoblash:

a” aJZ al3

@y = a”’
4 a, a

a'Jz d,, a o
“ 23 iz
@, ay, =l

32 al'i

& ay
33

Quyidagi misollarda determinantlarni hisoblanishiga e’tibor bering.

3-misol, .
2

~4
. 123‘5~(—4)-2=15+8:23.

4-misol, \/; 1
a

i :\/E‘\/E_(—])‘aza+a=2a.

Uchinchi tartibli determinantlarnj uchburchaklar usuli, Sarrius usyli
atr yoki ustun elementlari bo'yicha yoyib hisoblang,

1 1 1

S-misol. 2 3 | :1‘(—3)-(—5)+1‘1.4+2.(_1).1_1.(‘3).4_1_2.(_5)_1_(_1)‘1:

3 4

=IS+4—2+I2+]0+1=40.

O-misol. |4 4

11
2 -3
11
2 -3
11

+11”

2
4

b |

1
1
~5|=15—2+4+12+1+10 =40,
1
|
1
o 1

T -8 4 s
-5

~

; =16+14+10=40.

Mustagqil yechish uchun misollar

1-variant

1)1kki o'lchovli determinantni hisoblang,

2) Uch o'Ichovli determinantni a)

uchburchak usulda, b) Sarrius usulida, )

determinant xossalaridan foydalanib

hisoblang.

3) Determinantni qulay usulda hisoblang

1)1kki o’lchovli determinantni hisoblang,

2-variant

2) Uch o’Ichovli determinantni a)
uchburchak usulda, b) Sarrius usulida, c)
(leterminant xossalaridan foydalanib

hisoblang.
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3) Determinantni qulay usulda hiseblang

3-variant

1)Ikki o’Ichovli determinantni hisoblang,

2) Uch o’Ichovli determinantni a)
uchburchak usulda, b) Sarrius usulida, c)
determinant xossalaridan foydalanib
hisoblang.

3) Determinantni qulay usulda hisoblang

4-variant

1)Ikki o’Ichovli determinantni hisoblang.

2) Uch o'Ichovli determinantni a)
uchburchak usulda, b} Sarrius usulida, c)
determinant xossalaridan foydalanib
hisoblang,

3) Determinantni qulay usulda hisoblang
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b O e
by & = ka

sin1’

[—cos1’
a

2cos’ =
2

2

2cos” =
2

1+cosa
1-sina
1

—0: =0
4 3

1 0

LR C& R
_— b Ld S

sin 89"
cos 89"

sina 1

sing 1.

a?

J5+a2

1+sing 1

l+coser 1.

| 1

3 4
-9 -9
2 1
1 0

S-variant

1)Tenglamani yeching

2} Uch o'lchovli determinantni a)
uchburchak usulda, b) Sarrius usulida, c)
determinant xossalaridan foydalanib
hisoblang.

3) Determinantni qulay usulda hisoblang

6-variant

1)Ikki o'lchovli determinantni hisoblang.

2) Uch o’Ichovli determinantni a)
uchburchak usulda, b) Sarrius usulida, ¢)
determinant xossalaridan foydalanib
hisoblang.

3) Determinantni qulay usulda hisoblang

7-variant

1)IKkki o’lchovli determinantni hisoblang.
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x 3
1 2x

0,(4) x
1 3

"
2

sina cosa 1

sinf3 cosf 1.

siny cosy 1

] N0 b

sl 2
SN a4 COs” 4

sin’4  cos’h

tga ciga 1
tgf cgf 1.
tgax cosa 1

(ST N
ow
e I S % T

cos45"

1g30° |

sin 60"
sin45°




2) Uch o'Ichovli determinantni a)
uchburchak usulda, b) Sarrius usulida, c)
determinant xossalaridan foydalanib
hisoblang.

3) Determinantni qulay usulda hisoblang

8-variant

1)IKkKi o'Ichovli determinantni

hisoblang.

2) Uch o'Ichovli determinantni a)
uchburchak usulda, b) Sarrius usulida, c)
determinant xossalaridan foydalanib
hisoblang.

3) Determinantni qulay usulda
hisoblang

Q.variant

1}IkKi o'lchovli determinantni

hisoblang.

2) Uch o’Ichovli determinantni a)
uchburchak usulda, b) Sarrius usulida, c)
determinant xossalaridan foydalanib
hisoblang.
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0

R
Ll S I

sin 3¢
sin 2a

sina

cosc

—sina

[ T R )

at+x X x
x bh+x x
x x c+x
1 2 -3 1
30 1 -1
20 4 1
51 2 1
g —1
4  ciga ’
cos sinacosa sinasin g

—sing  cosacosf cosasinf].

—sinf cos ff

[ o e -

cosda
cOs 2
cosa 1

sinccosa  sinasinf

cosacos S cosasinf.

cos

—sinf8

3) Determinantni qulay usulda
hisoblang

10-variant

1)Quyidagini toping.

2) Uch o’Ichovli determinantni a)
uchburchak usulda, b) Sarrius usulida, c)
determinant xossalaridan foydalanib
hisoblang va tenglik to'g’riligini
ko'rsating

3) Determinantni qulay usulda
hisoblang

11-variant

I)Tenglamani yeching,

2) Uch o’Ichovli determinantni a)
uchburchak usulda, b) Sarrius usulida, c)
determinant xossalaridan foydalanib
hisoblang.
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5
3

(= - R )

7
4

[PETRECS B SO S e
o SN = L

-

L e L T == R

l
2

A- B ni hisoblang.

1

Coscx

cos 3

T N
|
s

e
]

cosa  cosff

1

cosy|=|cosa

cosy

1

{

27
125

cos f§

;

0

)
1 bo'lsa,

c

c




3) Determinantni qulay usulda
hisoblang

12-variant

1)Tengsizlikni yeching.

2) Uch ¢'Ichovli determinantni a)
uchburchak usulda, b) Sarrius usulida, ¢)
determinant xossalaridan foydalanib
hisoblang.

3) Determinantni qulay usulda hisoblang

2
3
4

13-variant

1)Tenglamani yeching.

2) Uch o'Ichovli determinantni a)
uchburchak usulda, b) Sarrius usulida, )
determinant xossalaridan foydalanib
hisoblang.

3) Determinantni qulay usulda hisoblang
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-2 3 4
1 -4 3
-4 -1 -
3 2 -1
x 1l b 2
< .
—4 x {1 =x

2
ax a+x* 1

ay a’+y 1.

1 -1 -1 -1
BN N
o ey =9 w27
1 -4 -16 —64

E =log
2 x| 7
1 2

log,

M| — =

m+a m-—a da

n+a 2n—a a.

a —d o

14-variant

1)Tenglamani yeching.

2) Uch o'Ichovli determinantni a)
uchburchak usulda, b) Sarrius usulida, c)
leterminant xossalaridan foydalanib
hisoblang.

3) Determinantni qulay usulda hisoblang

15-variant

1)Tenglamani yeching,

2) Uch o’lchovli determinantni a)
uchburchak usulda, b) Sarrius usulida, ¢)
determinant xossalaridan foydalanib
hisoblang.

3) Determinantni qulay usulda hisoblang

16-variant

1)Tengsizlikni yeching.
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x 3

(0.6)" (EEJ“
9
a X X
x b x|
X x c
1 2 0 0
12 10 2 ¢
0 12 10 2
0 0 12 10
60 0 0 12
2
In1—4—:[g
=l
sinx 0 -1,5
-2 1 4
0,5 0 cosx

sina  cos2a
&
sin“ b cos2bh

sin’ y cos2y

=
[
| =

21

4 (27
125

5|

C{)Sza
cos? b
cos® y




2) Uch o'Ichovli determinantni a) a b ¢ 3) Determinantlar yig'indisini toping 1 -3 -3 1 3 —
uchburchak usulda, b) Sarrius usulida, c) b ¢ 4. 4 2 1| 4 2
determinant xossalaridan foydalanib c a b 7 6 — o6 -
hisoblang.
3) Determinantni qulay usulda hisoblang a+b ¢ |
b+e a 1 19-variant
cta b 1 1)Uch o'Ichovli determinantni hisoblang 5 2
=1 2 4]
7 6
17-variant
4 2) Uch o’Ichovli determinantni a) sina 1 cosla
1)Tenglamani yeching. Wa—<lg |i ; uchburchak usulda, b) Sarrius usulida, c) sin®h 1 cos’h
‘ ] lx 1 determinant xossalaridan foydalanib siny 1 cos? y
;. hisoblang, ’
| | 2} Uch o'Ichovli determinantni a) ¥ o2 -l ) ) N
” uchburchak usulda, b) Sarrius usulida, ) 9* 2 gl 3) Determinantlar yig'indisini toping 1 -5 2
' , determinant xossalaridan foydalanib 2 0 1 A4=-2 3 4
| i‘ hisoblang. 321
P - s 2 - _,)
(i 3) Determinantlarni yig'indisini toping. 12 3 I 5 2
fll 12 -1 B 1 =2 B=|-2 -1 4
i | 31 0 3 4 3 21 bo'lsa,
’ ‘ 0 5 A4+ B ni hisoblang,
| |
| H 18-variant 20-variant
' 1)Uch o’lchovli determinantni hisoblang 2 3 4 1)Uch o’Ichovli determinantni hisoblang I 2 3
ch o'lchov
i” 5 -2 1. 8 1 4.
1 2 3 211
I
2) Uch o'Ichovli determinantni a) 3 2 2) Uch o’Ichovli determinantni a) X x ac+bx
| ch o'lchov g . 2
. H burchak usulda, b) Sarrius usulida, ¢) or 2 g uchburchak usulda, b) Sarrius usulida, c) Yy ¥y ap+by
| .=|' uch ul‘.C 'a l’ ridan foydalanib > 0 1 determinant xossalaridan foydalanib 7 2 arvh
I ' H determinant xossala hisoblang.
| !H hisoblang.
!“ 36 37




3] Determinantlar yig'indisini toping

21-variant

1)Uch o’Ichovli determinantni hisoblang

2) Uch ¢’Ichovli determinantni a)
uchburchak usulda, b) Sarrius usulida, c)
determinant xossalaridan foydalanib
hisoblang.

3) Determinantni qulay usulda hisoblang

22-variant

1)Uch o'lchovli determinantni hisoblang

2} Uch o’Ichovli determinantni a)
uchburchak usulda, b) Sarrius usulida, c}
determinant xossalaridan foydalanib
hisoblang.

3) Determinantni qulay usulda hisoblang
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> L —
(=1
e

a+bh ¢ 1
b+c a 1
ct+a b 1

0 2 0 0
12 10 2 0

-x -1

X 1 —x

b+4
d+4

[
TR
+ +
L

SR R

23-variant

I)Uch o'Ichovli determinantni hisoblang

4) Uch o'Ichovli determinantni a)
tichburchak usulda, b) Sarrius usulida, c)
determinant xossalaridan foydalanib
hisoblang.

4) Determinantni qulay usulda hisoblang

24-variant

1)Quyidagini toping,

2) Uch o’lchovli determinantni a)
uchburchak usulda, b) Sarrius usulida, c)
determinant xossalaridan foydalanib
hisoblang.

3) Determinantni qulay usulda hisoblang

25-variant

[)Uch o'Ichovli determinantni hiseblang

1 2 -]
3 7 2|
2 3 -7
2 3 4
2 a+3 bH+4
2 c+3 d+4
l+a | 1 1
| l—a 1 |
l 1 I1+4& 1
} L1 1 1-5
A='7 5 _]2 9'
3 4 va 1 7
bo'lsa, 4- B ni hisoblang.
1 6 1
0 &5 0
ib b b
2 3 4
2 a+3 b+4
2 c+3 d+4
2 -1 4
3 2 1|
1 1 -3




2) Uch o'Ichovli determinantni a) —x 1 x
uchburchak usulda, b) Sarrius usulida, c) 0 —x -1
determinant xossalaridan foydalanib -x 1 x
hisoblang.

3) Determinantni qulay usulda hisoblang 1 & 1

0 b 0
b 0 -1
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4-mavzu: Matritsalar
Matritsalar ustida chizigli amallar., Matritsalar ustida chizigli
imallarni bajarish deganda matritsalar ustida quyidagi arifmetil amallarni
hajarishni tushinamiz: matritsalarni songa ko'paytirish, matritsalarni o'zaro
({n'shish va ayirish hamda matritsalarni ozaro ko‘paytirish. Ushbu amallarni
bajarish tartibiga va qoidalariga e’tibor qarating hamda eslab qoling.

1. Matritsani songa ko‘paytirish uchun uning barcha elementlari shu
sinpa ko'paytiriladi

al 1 alZ al 3

] maftritsa berilgan
a

Masalan, bizga £+ 0 soni hamda A={
21 all aZS

kay  ka, ka;

J kabi amalga
kaZ] kaz: kaﬂ

ho'lsa, A matritsani k songa ko'paytirish M:(

oshiriladi.

2. O'lchamlari bir hil bollgan A va B matritsalarni qo‘shish uchun

) , — p @4y 4y 4
ularning nos elementlari o‘shiladi, a'ni A=
y
@y Uy Uy

b, b, b a,+b, a,+b, a.,+b

i [ y 13] bolsa, A+B=| " ' B8 matritsa hosil
by by by ay +b, a,+b, a,+b,

ho'ladi,

3. O'lchamlari bir hil bo’lgan A va B matritsalarni ayirganda ularning

; i s 9 Ay A - l’?n blz brs
mos elementlari ayriladi, ya'ni 4= o P
4y 4y 4y 21 Y Uy

bo'lsa,

‘!'_b,___[all_b]l al?._bll atE_bIJ

matritsa hosil bo'ladi.
ay — bzl ay — bzz Uy — bzs}

4. Matritsalarni matritsaga ko'paytirish. Agar A matritsaning ustunlari

soni 17 matritsaning satrlar soniga teng bo‘lsa 4 ni B ga ko‘paytirish mumkin,
oxm ofichovli 4=(a,) matritsani mxp o‘lchovli B= (b,) matritsaga

41




ko'paytirish natijasida hosil boladigan nxp olchovli C=(c,) matritsa

elementlari quyidagi formula bo'yicha aniglanadi: ¢; = Zﬂﬁ-_,—%-
j=l

Misollar ko'rib chigaylik:

1-misol. A:[z 4 1} 3:[“ 2 IJ berilgan bo‘lsa, 4+ B matritsani
-1 0 2 1 1 2

toping.
2 )
Yechish: 4 - 2 41 . 0 2 1 ¥ 2+0 4+2 1+1 | 2 6 2.
-1 0 2 11 2 -1+1 0+1 2+2 01 4

7 =12 26 45
2-misol. A= B= 6 berilgan bo'lsa, 4-B matritsani
—4 7 15 26

toping.
Yechish:

top| T 12) (26 45)_(7-264(-12)-15 7-45+(-12)-26 (23
4 715 26)7| —4-2647.15 —4-45+7.26 | \1 2/

Matritsa rangini hisoblash. Teskari matritsani topish.

G'” al?. a[n
dy Oy . " : ; 5

1. 4= berilgan bo'lsin 4 matritsaning rangi deb
ami amz o am.fr

noldan fargli minorlarning eng katta tartibiga aytiladi va mng(_/i) kabi
ifodalanadi.

Matritsa rangi ikki usulda topiladi:
1. Matritsa rangi ta’rifga asoslangan “minorlar ajratish” usuli,

2. Elementar almashtirishlar bajarib diagonal matritsaga keltirishga
asoslangan “Gauss algoritmi” usuli.

2 -1 3 -2 4
Misol. A=|4 -2 5 1 7| matritsa rangini hisoblang.
2 -1'1 8 2
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Viohish: 4
b liniyell, Uchinchi tartibli minorlarni hisoblaymiz:
2 -1 3
Mo =2 5=-4-10-12+12+4+10=0,
2= 1
d -1 =2
Mo -2 1 |=-32-24+8-8+32+2=0,
2 -1 8
2 -1 4
M, o4 =2 T7|=-8-14-16+16+8—-14=0,
2 -1 2
-1 3 =2
M, 25 1|=-40-3+4-10+48+1=0,
I 1 8
1 3 4
M,=-2 5 7=-10-21-8+20+12+7=0,
-1 1
} =2 4
M, =5 1 7/=6-14+160-4+20-168=0,
1 8 2
-1 -2 4
M,=|-2 1 7=-2+14-64+4+56-8=0,
-1 8§ 2
2 3 4
M,=[4 5 71=20+42+16-40-14-24=0,
21 2

L

43

matritsa 3x5 tartibli, demak uning rangi 3 dan yuqori




3 -2
My=14 5 1/=80+6-8+20-2-96=0,
8
2 2 4
My=/4 1 7/=4+128-28-8+16-112=0,
2 8 2

Barcha uchinchi tartibli minorlar nolga teng. Endi ikkinchi tartibli

3
minorlarni hisoblaymiz: 7, ==3+6=1 My, #0, demak, r(4)=2.

W72 s

Bu usul qo‘llanganda noldan fargli minor topilgunga qadar hisoblashlar
davom etadi. Shuning uchun bu usu] tartibi kattaroq matritsa rangini
hisoblash bir muncha qiyinchiliklarga olib keladi.

25 31 17 43
Misol. 4- 75 94.:53 matritsa rangini hisoblang.
75 94 54 134

25 32 20 48

Yechish: Matritsa rangini elementar almashtirishlar yordamida
hisoblaymiz:

25 31 17 43 25 31 17 43 25 31 17 43

94 53 13 0 1 2 3 0 1
A 75 ‘:o 2 1 3 m 2 3
75 94 34 134 0 1 3 35 0 0 1 2
\25 32 20 48 0 1 3 3 0 0 0 o
31 17 43
bu matritsaning rangi| 1 2 3 | matritsa ran giga teng,
0 1 2
31 17 43 31 17 43
I 2 3[(=40=20 rl 2 3|=3
0 1 2 0o 1 2

Demak, berilgan matritsaning rangi ham 3 ga teng, r(A) =3.
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'

I lvadrat matritsa uchun det 4 = 0 bo‘lsa, teskari matritsa 2 usulda:

Itlssile usulida yoki Jordan usulida topiladi.

2 3 2
Misol. A=[5 1 4| matritsaga teskari bo'lgan 4™ matritsani ta'rifga
1 -2 -1
Lva toping.
Al] AEI /431
Vechish: Ta'rifga ko'ra teskari matritsa A~ :M A, A4, A,
AU A23 A33

formula bo'yicha aniglanadi. Bu yerda [4' berilgan kvadtat matritsa
utorminanti, .'-I,I(.f=l, 2, 3;j:[,2,3) berilgan matritsa elementlarining

aljiehicatl to'ldiruvchilari.

2 3 2
[ =5 1 4[=-2+12-20-2+15+16=43-24=19 %0,
| -2 -1

. -1 . . - - " .
emak, 4 xosmas matritsava 4™ teskari matritsasi mavijud.

A matritsa elementlarining algebraik to‘ldiruvchilarini hisoblaymiz:

|4 2. 2
—1+8= A, = =-2-2=—4,
hy |) I’ 14+8=7, b ‘1 el
2 2 2
f }‘ "J:—{—3+4)=—I, Aﬂ:—'S J=—(8—IO)=2,
o I
2 5 1
I " A=12-2=10, A“‘le 2]:—10—1:41,
g 5
5 2 3
. ; 4l|=_(_5_4):9, /423:—‘1 _)J:.—(—zi—}):?,
2 3
Ay = =2-15=-13.
33 ‘5
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A, larni teskari matritsa formulasiga qo‘yamiz:

7 -1 10
1
A== 9 -4 2 teskari matritsaning to'g’ri topilganini
19 g
~-11 7 -13

AA™' = E formula bo'yicha tekshiramiz:

2 3 2 7 -1 10 14+27-22 -2-12+14 20+6-26
51 4 1—}9- 9 4 2 =]i- 35+9-44 —5-4428 50+2-52|=
1 -2 - 117 —13 T-18+11  —1+8-7 10-4+13
19 0 0 1 00
=510 19 0|=|0 1 0[=E Demak 4~ teskari matritsa to'gri
0 0 19} lo o0 1
topilgan.
(1 2 1
Misol. 4= -1 -1 -3 | uchun Jordan usulida teskari matritsani toping.
4 3 2

Yechish: ]A‘[=I6=e0 teskari matritsa mavjud, Teskari matritsani Jordan

usulida topamiz. Berilgan matritsani birlik matritsa hisobida kengaytirib,
faqat satrlar ustida elementar almashtirishlar bajaramiz, bu usulni to chap
tomonda A matritsa o'rnida birlik matritsa hosil bo‘lguncha davom ettiramiz,
ong tomonda hosil bo'lgan matritsa berilgan matritsaga nishatan teskari
matritsa bo'ladi.

(A]E)~(EIA"]) - Jordan usuli algoritmi.

12 111 00 I 2 1|1 0o 12 111 00

=1 =1 =310 1 0[~|]0 1 =21 I O0/~(0 1 -=2f1 1 0/~
4 3 200 0 1 05 —6-4 0 1 0 0 -16t 5 1

1 2 1| 1 0 0 I & 5] - -2 0
01 2 1 1 0 |~|0 1 0)4/16 6/16 -2-16 |~
0 0 1[]-1/16 —5/16 -1/16 0 0 1}1/16 -5/16 -1/16

hoOf=1/16 =7/16 5/16 -11 -7 5 .
I 0l14/16 6/16 =2-16 Al=—.14 6 =22 teskari

0 1f=1/16 =5/16 -1/16 -1 -5 -1

it to'e'ri topilganini yana formulaga qo'yib, tekshiramiz:

[ 2 1Y(=1l -7 -5 —11428—1 —7+12=5 5-4-1
Ll ot 3l o6 2=t neaes 7-6415 s4243)=
Wla 3 Blled -1 oo o onses

100
0 16 0 (=[0 1 0| Demak, teskari matritsa to'gri topilgan.
0 0 1

2 4 ; g o
Misol. A [ 5 ;) matritsa normasini toping.
3

Vechish: N(A4)=y2> +3* + 4 +5° +1° +7* =104,

Mustagqil yechish uchun mashgqlar

1-variant
I )Matritsalar ustida amallarni bajaring [l SJ {3 2J
a=\? ) p-\4 1 24.p=r

4)Berilgan matritsaning rangini toping 1 23 6

2 316

31 2 6
4)Berilgan matritsaning  teskari 1 5 7
mitritsasini toping. 311
2 3 4
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'4‘\
|
|

2-variant
1)Matritsalar ustida amallarni I -1 -3 0 3 2
bajaring A=2 1 5J3=[‘1 4 ‘J_g,q_
Z2B=?
2)Berilgan matritsaning rangini toping 1 2 3 6
2 31 6
31 26
3)Berilgan matritsaning  teskari 2 -1 7
matritsasini toping, 3 3 2
1 4 3
3-variant
1)Matritsalar ~ ustida  amallarn; 7 0 2 2) (1 18
bajaring IoL[=3) 0 -1 |+|4 5|
-1 2 -1 0 3000
2)Berilgan matritsaning rangini toping 020 0
1 00 4
0030
3)Berilgan matritsaning  teskari 1 0 -2
matritsasini toping, 31 0
-1 2 4
4-variant
) ] 4 -3
1)Matritsalar  ustida amallarni 1 2
bajaring
C=(123), F=\0 2) o .p_»
2)Berilgan matritsaning rangini toping 4 5 21 -3
0 2 11 2
4 7 3 3 -1
8 12 5 3 -4
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fJHerilgan  matritsaning  teskari 3 22
iiatritsasini toping. 1 3 1
53 3 4
5-variant
| )Matritsalar ustida amallarni 21 - 1 -1
hinjaring 01 0 01
A=\0 0 1) p {1 0) 4 p_o
d)Berilgan matritsaning  rangini 2 -4 3 1 0
taping I -2 1 -4 2
0 1 -1 3 1
4 -7 4 -4 5
d)Berilgan  matritsaning  teskari tga 1
inatritsasini toping. 2 ctga
6-variant
| )Matritsalar ustida amallarni -1 2 3 1
bijaring 2 3 4 0 2 5
4=\ 1) p\1 -1 4)
A-B=7?
Z)Berilgan  matritsaning  rangini 2 1 =2 13
foping A=|=2 9 -4 7
-4 3 1 -1
. ’ . 211
3)Berilgan matritsaning  teskari Y g @
matritsasini toping.
e 3, 1 2
7-variant
1 )Matritsalar ustida amallarni {3 2)
hajaring A=\l 4} g _o



0 2 -4
-1 -4 5
3 1 7
0 ~10
2 0

305 7

1 2 3
1 3s

11 2
131
=\t LY s isaisp 20

234 9
1570
311 ¢
000 1)
-1 0 8
590
4 l0 43

2)Berilgan matritsaning  rangini
toping
3)Berilgan matritsaning  teskari
matritsasini toping,
8-variant
1)Matritsalar ustida amallarni
bajaring
A_
2)Berilgan matritsaning  rangini
toping
3)Berilgan matritsaning  teskari
matritsasini toping,
9-variant
1)Matritsalar ustida amallarni
bajaring

2)Berilgan matritsaning rangini toping

50

342
(4] 20
A=\l 0 5

sB=[1 3],
05

o )
c=\" 4 4. p_cro9

2 -4 3 1 9
I -2 1 -4 2
0 1 -1 3 1
4 -7 4 -4 5

3)Berilgan matritsaning  teskari 1 -1 1
matritsasini toping, -38 41 -34
27 =29 24
10-variant
1)Matritsalar ustida amallarni 1 2 -3 ]
bajaring 10 2 2
a=\4 5 3)p 1
C=(205), A-B-C-3E="7
2)Berilgan matritsaning rangini toping 2 -1 3 -2
A=|4 -2 5
2 -1 1 8§
3)Berilgan matritsaning  teskari 2 5 7
matritsasini toping. 6 3 4
3 =2 -3
11-variant
1)Matritsalar ustida amallarni bajaring 2 0 1 -3
A={-2 3 2| B= 2
4 -1 5 0 -1
A-B=?
2)Berilgan matritsaning rangini toping 1 2 1 3
4 -1 -5 —¢
1 =3 -4 -7
4=2 1 -1 0
3)Berilgan  matritsani ng  teskari 3 -4 5
matritsasini toping, 2 -3 1
3 -5 -1
51



i”
12-variant #)Berilgan matritsaning rangini toping 4 3 -5 2 3
1)Matritsalar ustida amallarni bajaring 1 -3 2}(2 5 6 8 6 -7 4 2
3 4 1|1 2 5|=2 43 -82 7
2 =5 3)11 3 2 4 3 1 2 -5
8§ 6 -1 4 -6
2)Berilgan matritsaning rangini toping L 21 3 4 d)Merilgan  matritsaning  teskari -1 1
342 6 8 matritsasini toping, 4 2
1 21 8 4
3)Berilgan  matritsaning  teskari (1 2} [3 } 15-variant
matritsasini toping. 3 4 x=\3 9 I )Matritsalar ustida amallarni 35 2 3
il hifaring A= W1 B (i —2] )
| 24+58="
| = i [
| 13-variant Z)Merilgan  matritsaning  rangini 17 -28 45 11 39
' 1)Matritsalar ustida amallarni 2 -1 3 4Y(7 8 6 9 taping 24 -37 61 13 50
bajaring il " R I 25 -7 32 -18 -11
5 32 1|3 456 31 12 19 -43 -55
34 202 012 42 13 29 -55 —68
. —— R 5 d)Berilgan  matritsaning  teskari 1 0 5
2)Berilgan matritsaning rangini toping 1 213 matritsasini toping, iy
34 2 6 8
201 8 4 a=\2 1 3
3)Berilgan tenglamani yeching, (1 2 3 1 30
3 2 H4lXx=10 2 7] 16-variant
2 -1 0 10 8 I)Matritsalar ustida amallarni bajaring 3 5 7 1 2 4
2 -10 2 3 =2
% 2 -1
14-variant A=\t gt 8 g
. . A+ B=7
1)Matritsalar ustida amallarmni (5 7 3 —4){1 2 3 4 2)Beril L o
bajaring 76 4512345 -Jberiigan matritsaning rangini toping i: 19 36 72 -38
B o532 @ @ 7 % o 2 g
8 5 -1){2 4 6 8 -
= 47 36 71 141 -72
52 53

T e ————————




3}Berilgan matritsaning teskari

matritsasini toping. . 23
—4 2)
17-variant
1)Matritsalar ustida amallarni bajaring 1
A:(l -1 3JC_ 5| 4-c=9
2 1 3
s %)
2)Berilgan matritsaning rangini toping 1210
11 3 1
1211
A=\ 1 3 0
3)Berilgan matritsaning teskari 13 -1
matritsasini toping. 21 2
A 01 0
18-variant
L 3 =1 11
1)Matritsalar ustida amallarni bajaring 21 2 2 3
A:(} 1 O,le O,A-FZ'?
2)Berilgan matritsaning rangini toping 1 2 3 4
2 4 6 8
369 12
3)Berilgan matritsaning teskari 210
matritsasini toping. 1 -12
3 2 1
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19-variant
[ )Matritsalar ustida amallarni [4 3}
A_

bajaring =21

’

5 ?]
:(‘I 2 ,A?—A‘B-I-ZB'A:?

2)Berilgan matritsaning rangini toping

1 2 3 4
2 4 6 8§
A= 3 6 9 12
3)Berilgan matritsaning  teskari 21 1
matritsasini toping, 21
A= 1 1 2
20-variant
I)Matritsalar ustida amallarni bajaring 21 1
11 2

2)Berilgan matritsaning rangini toping (47 _g7 35 201 155
26 98 23 -294 ¢
16 —-428 1 1284 52

3)Berilgan matritsaning  teskari

0 -1 3

matritsasini toping. 352

e 4 -2 1

21-variant

I)Matritsalar ustida amallarni 52 2 3Y(2 2 2 2
bajaring 6 4 -3 5([-1 =5 3 11
9 2 -3 4|16 24 § -8
7 6 -4 7 8 16 0 —l6



2)Berilgan matritsaning rangini f 5 5 = . 3)Berilgan matritsaning teskari [l 2J
toping 5 =i g g matritsasini toping. A=-2 0
5 1 -1 7
77 9 1
_ 24-variant
3)1.3§l‘11.ga.1’1 nl'lat:ntsanln_g teskari 3 g 1)Matritsalar ~ ustida  amallarni o0y,
matritsasini toping. 5 4 @ bajaring 4= -2 e
12 3 > g ;
2)Berilgan matritsaning rangini toping 1020 0
01020
22-variant AN
1)Matritsalar ustida amallarni (1 3 bt 28 -10 -9 7 _ 3Jl-3erilgan matritsaning  teskari i
bajaring 2 0| H 1 5 gl= matritsasini toping. 2 6
5 4 0
1 -1 -1 -3 6
2)Berilgan matritsaning rangini 1 7 5 8 9 2
toping 3 2115 24 27 6 25-variant
2 14 10 16 18 4 ) ' 1)Matritsalar ustida amallarni bajaring [4 }(_23 93 ](7 3
7 5)\ 38 -126) }=
3)Berilgan matritsaning teskari 0 -1 3 126)12 1
matritsasini toping. 352 2)Berilgan matritsaning rangini toping 21 2
-2 1
S I 11
A 2 3 2
23-variant 3)Berilgan matritsaning teskari 2 1 0
1)Matritsalar ustida amallarni (1 1 1 -I\(7 -2 3 4 matritsasini toping. 1 -1 2
bajaring =5 3 4 4111 0 3 4 p=t3 2 1
5 1 4 3115 4 3 0f
-16 =11 -15 14)122 2 9 8§
2)Berilgan matritsaning rangini 1 7 5 8 9 2
toping 3 21 15 24 27 6

2 14 10 16 18 4




5-mavzu: Ikki va uch noma'lumli chizigli tenglamalar sistemasi.
Kroneker-kapelli teoremasi. Chiziqli tenglamalar sistemasini
yechishning kramer usuli.

Bizga quyidagi tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin.

aux, +apx, +..+a,x, = b
ay X% +apx, +..+a,,x, =b

a,x +ta,x, +..+a, x, =h

wl- Tt "

Kroneker-Kapelli teoremasi berilgan chizigli tenglamalar sistemasining
birgalikda yoki birgalikda emasligini aniglaydi.

Bunda chiziqli tenglamalar sistemasining asosiy va ozod hadlar hisobiga
kengaytirilgan matritsasini tuzamiz:

a4, & .. 4, a, a, .. a,lh
a a, .. a, a, ay .. a,lb
1 Y9n 2m |22
A= va B=| ? “
anI anZ R ami an I anl anm b?!

Teorema. Agar 4 matritsa rangi B matritsa rangiga teng bo'lib,
noma’lumlar soniga ham teng bo'lsa, yani r(d4)=r(B)=m bo'sa,
tenglamalar sistemasi aniglangan bofladi, sistema esa birgalikda bo‘lib
yagona yechimga ega bo‘ladi.

Agar r(A)=r(B)<m bo'sa, sistema birgalikda bofib, cheksiz ko'p
yechimga ega bo‘ladi.

Agar r(A4)<r(B) bo'lsa, sistema birgalikda bo'lmaydi, sistema
yechimga ega bo‘lmaydi.

X+ 3+ S+ T+ 9 =1

17-misol. %~ 25+ 3% — 4%+ 5%=2  istemani birgalikda yoki
2x; +11x, +12x¢, +25¢, +22¢, =4

birgalikda emasligini tekshiring.
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Yechish: Buning uchun asosly va kengaytirilgan matritsalaning
tanglarini hisoblaymiz:

3 T ANMBSs 29y 5 % s 5

-2 3 -4 5~39[52[27,_1 35 7 9

3

|
A=) |
2 11 12 25 22 21112 25 22 2 11 12 25 22

Z=satr elementlaridan 1-satr elementlarini ayiramiz:

5 7 9
0 0 0 | Demak, r(A)=2.
2

1
A~[0
2 25 22

3
0
111

1 3 5 7 9fi
B=|1 -2 3 -4 52|
2 11 12 25 22/4

Ushbu matritsa rangini topish uchun yana yuqoridagi ishni takrorlaymiz
natijada £ matritsa quyidagi ko‘rinishni oladi.

’

1 3 5 7 9l 7 9 1
B~(1 =2 3 4 52|, B=lo o 1
2 11 12 25 2204 25 2 4

mutritsa rangini topamiz:

791
M=|B|=/0 0 1]=225-154=71, bundan *(B)=3.
25 22 4

Demak, r(B)=3. bo'lib, r(4) # r(B) va sistema birgalikda emas.
X +5x, +4x,+3x, =1

18-misol. 12% —~ x, +2x, — %4 =0 gistemani birgalikda yoki birgalikda

5%, +3x, +8x, + x, =1

emasligini tekshiring,
Yechish: Sistema birgalikda yoki birgalikda emasligini tekshiring.
(wod hadlar hisobiga kengaytirilgan matritsa tuzamiz:
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1 5 4 3|1
B=|2 -1 2 -10
5 3 8 1]

3-satr elementlaridan 1-satr elementlarini ayiramiz:

311 1 5 4 3|1
-10]~12 -1 2 =1j0
-1|0 0 0 0 0J0

1 5 4 3101 1 5
B=|2 -1 2 -10(~|2 ~I
4 -2 4 =210 2 -1

L S

A matritsa B matritsaning gismi bo'lgani uchun r(A4)=r(B)=2 ekanini

ko‘rish mumkin. Demalk, sistema birgalikda.

Chizigli tenglamalar sistemasining yechimi Kramer formulalari deb
atalgan quyidagi formulalar bo‘yicha topiladi:

Bu yerda A noma'lumlar oldidagi koeffitsiyentlardan tuzilgan kvadrat
matritsa determinanti, A, Ay, A, .., A, lar asosiy matritsada mos ravishda
1,2 3, ... n -ustun elementlarini ozod hadlar bilan almashtirishdan hosil

bo‘lgan determinantlar. Shuni ta'kidlash kerakki, sistemada noma’'lumlar va
tenglamalar soni teng bo‘lgan hollarda Kramer formulasini go'llash magsadga

muvofiq.
Agar A # 0 bo'lsa, sistema yagona yechimga ega bo‘ladi.

Agar A =0 bo'lib, A, A,, A,, ..., A, lardan kamida bittasi noldan fargli
bo'lsa, sistema yechimga ega emas.

Agar A=0 bo'lib, A =A,=A;=...=A =0 bolsa, sistema anigmas,
cheksiz kop yechimga ega bo‘ladi. Formulani 3 noma’lumli 3 ta chizigli

tenglamalar sistemasi misolida keltiramiz:

ay X, +anX, + apx; = b,
@y X, +ayX, + QX = by

@y X, +dp¥, +apx; = b,
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[iu sistema uchun determinantlar quyidagicha bo‘ladi:

a, d, 4d; i dn 93
A=lay ayp Gy, Ay =1, ay  axn|,
a3 dy dy 3 dyp i

Ituni misollarda ko‘ramiz:

+2x,+ %= 8

1 9-misol. 3x, +2x, + X =10 sistemani Kramer formulasi bilan

4x, +3x, —2x,= 4

yuching,
1 2 1
Yechish: A=3 2 1|=—4+8+9-8-3+12=14,
4 3 -2
A # 0 bo‘lgani uchun sistema aniq, yagona yechim Kramer formulalari
yordamida topiladi.
8 2 1
Aelto 21 =-32+8+30-8+40-24=14,
4 3 =2
1 & 1
Aoy 100 1|==20+32+12-40-4+48=28,
4 4 =2
1 2 8
A =3 2 10[=8+80+72—64—24-30=42,
4 3 4
14 28 42
¥, =1, x,=—=2, =—=3 (x!;xz;x3)=(1;2;3).

x=—
14 14 14
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4x, +2x, +3x, =2
20-misol. 13% +8x,— x, = 8

sistemani Kramer usulida yeching.
9%+ x,+8x,= 0

4 2 3
Yechish: =2 8 ~1/=256+6-18-216-32+4=266_266=0,
9 1 8

A=0, demak, Kramer teoremasi tasdig'iga asosan sistema yoki anigmas, yoki
birgalikda emas. A ni hisoblaymiz:

-2 2 3
4 =8 8 —1|=-128+24—128—2= ~234=0.
0 1 8

A=0, A #0 bo'lgani uchun Kramer teoremasiga ko'ra sistema aniglanmagan,
2+ x,- x,= 7

21-misol. | 4% +5%, =3x; ==5 Gigtaman: Kramer usulida yeching,
X +3x, —2x, = |

-2 1 -1
Yechish: A=|4 5 —3/=20-3-12+5+8-18=33-33=0, A0,
I 8 <

Demak, sistema yoki anigmas, yoki birgalikda emas. A, B, A larni

hisoblaymiz:
7 1 -1

A=-5 5 ~3=-70+15-3+5-10+63=83-83 =0,
1 3 =2
-2 7 -1

A =4 -5 _3 =—-20-—21—4—-5+56—-6:56~56=0,
I 1 =2

Aot 8§ -5=—-10-5+84—35-4-30=84—84=0.

A0 A “A,=A =0 bo'lgani uchun sistema aniqmas, cheksiz ko'p yechimga

Hili,
fstemani Gauss algoritmi bilan yechamiz:
-2 1 -1 |7 -2 1 =17 -2 =1 =1j7
4 5 =3 =5[] 0 7 -59|~] 0 7 -59
5
3 -2 11 0 L _2l 0 0 o]0
2 212
=2x+ X, = x,+7
lorilgan tenglama 3 4x, + 5x, =3x, -3 sistemaga teng kuchli.
X, eR
It tenglamani Kramer formulasi bilan yechish mumkin.,
8 1 0-4=-14
A "" 4 8 = = s
l«"“' ke I|=5(x3 +7)=3%, +5=5x, +35-3x, +5=2x, + 40 =2(x, + 20),
=5 5
A _’ 2 % '!'7‘=~2(3x3—5)-4(x3 +7) =6, +10—4x, —28=—10x, ~18=-2(5x, +9),
A A

2x, +20)  x,+20 s 206x+9) _5x, +9_

14 7 3 —14 7

|

X, +20 5x,+9
T 7

i x;] bo'ladi.

Sistemaning yechimi [—




Chiziqli tenglamalar sistemasini teskari matritsa,
Jordan usullari bilan yechish.

Chizigli tenglamalar sistemasini teskari matritsa usulida yechishda
berilgan sistemani

AX=B

matritsaviy ko‘rinishida yozib olamiz. Bunda

&y ay a, X b,
A=|a, a, a,)| X=|x, | B=|5,
a4 4y dy A3 b

AX =B tenglamani ikki tomonini chapdan 4

(A matritsaning teskari
matritsasi)ga ko‘paytiramiz;

A" AX =4 B, 4. 4=E
ekanidan foydalansak
X=4"7-B
tenglik hosil bo‘ladi.

Bu formula bilan topilgan X - ustun matritsa sistemaning yechimi bo'ladi.

Misol. Sistemani matritsaviy usulda yeching.

X +2x, + X, =

I
=

3% +2x, + x, = 1o
4x, +3x, - 2x, = 4

Yechish: Misolni matritsaviy usulda yechamiz: 4=

ot

2
2 1 | matritsa
3

uchun teskari matritsa mavjud, chunki A = |[4]=14=0.
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Gauss va Gauss-

e
-‘=l -6 2|,
14
=7 7 0 -56+70 1
1
x=a"8=1{10 6 2|10 :IZ 80-60+8|=| 2|
1 5 4)l4 8+50-16) 3

lavoh; (I )

Giitussning Kassik usuli - bu berilgan sistemaning umumiy yechimini
tapishidan iborat bo'lib, bunda sistemaning tenglamalari ustida elementa:.‘
alimaghtivishlar bajarib berilgan sistema trapetsiyali yoki uchburchakli
|1.|1'| inishpa keltiriladi. So'ng oxirgi tenglamadan boshlab noma'lumlar ketma-
bt topiladi.

Vb 2x, —dx; =4 (x4 2x,— dx,=—4  |x+2x,— dx;= -4
Mivol 138 =2x, + xy=11 ~3 = 8x, +13x, =23 ~y —8x, +13x;= 23
lfi.\', -5x,4 x3= 9 —13x, +17x, =25 _%‘ 989

Y, =3, x, =2, x, =4. Javob: (4,2;3).

Gauss-fordan usuli noma'lumlarni ketma-ket yo‘gotish algoritmi Gauss
tisll v teskari matritsa qurish Jordan algoritmiga asoslangan. Gauss-jordan
tiniiliga sxema ko'rinishida quyidagicha yoziladi: (48)~ (g|x).

(4|#)-asosiy matritsani ozod hadlar hisobiga kengaytirilgan matritsa.
K-birlik matritsa. X-tenglama yechimini ifodalovchi ustun matritsa.

X+ x,—6x,—4x,= 6

3x,— x, —6x,—4x,= 2 o
Misol 2; +3xz +9; +2; — ¢ Sistemani Gauss-Jordan usuli bilan
R | 2 3 4=

3x,+2x, +3x, +8x, =7

veching,
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Yechish:

Ll -6 -46) (1 1 —6 -4 ¢ 1 1 -6 -4 6

3 -1 =6 42| 10 -4 12 8l16] [0 1 -3 _o 4
23 9 216 Jo 1 21 10/-6|" [0 1 20 10]-s
323 8F7) (0 =1 21 20125) lo -1 21 20125
L1 -6 4] 6 11 -6 -4 6 10 -3 -2 2
(01 =3 =204 | o1 -3 g 4 01 -3 -2 4
00 24 12100 [0 0 1 y2ls5m2| o 0 | 12|-5/12
00 18 18-21) lo o 18 18] -2 00 0 9272
10 0 —12| 3/4 100 0 0
{01 0 —i2l1y4 010 0 2

00 1 ¥21-512| |o o 1 ofys

000 1]-32) (000 1132

Javob: (0; 2; 1/3;-3/2).

X = x, + X, = 1
Misol. Berilgan } % + %, —2x, =3

sistema birgalikda, chunki
2x,+2x, —4x, =6

I -1 1 I -1 1)1
Hl 1 —2l=4¢1 1 =203
2 2 -4 2 2 -4l

Yechish: Sistema cheksiz ko'p yechimga ega,

umumiy yechimni Gauss-
Jordan usuli yordamida topamiz:

I -1 11 I -1 1]1
11 28|11 -2f3 —>(] ~ 1!1]4(1 = ‘II]_,
2 2 <ls) lo o ol) U U -7 0 2 S

) H—
g L 1] _)i 0 —0,5]2
0 1 -1,5[ 0 1 -1,51

{x] —0,5%,=2 _ {xi =0,5x%+2

x,—1,5%,=1

| 3
[yl [ 5 X, +2; 5% +1; xj) xER

% =1,5%+1"

Mustagqil yechish uchun mashgqlar

1-variant
I) Berilgan  chiziqli  tenglamalar
Wtemalarining birgalikda yoki birgalikda

uinisligini tekshiring.

/] Berilgan tenglamalar sistemasini a)
fpulart matritsa usuli, b) Kramer usuli, ¢)
(iigs usullari bilan yeching

2-variant

) Berilgan  chizigli

sistemalarining birgalikda yoki birgalikda
#muslipini tekshiring,

tenglamalar

#) Berilgan tenglamalar sistemasini a)
toskart matritsa usuli, b) Kramer usuli, ¢}
s usullari bilan yeching

3-variant

1) Berilgan  chizigi  tenglamalar
flstemalarining birgalikda yoki birgalikda

simnasligini tekshiring,

Jxl+x1+ Fymd
X+ X, +2x, =1
% +x, +3x, =2

2x+ y+4z+8=-1
x+3y—6z+2t= 3

4?>;vc—2y+22—23‘= 8"

2x+ y=2z = 4

N+ xn+ x, =1
x+ x,+2x, =1
2x, +2x, +4x, =1

3x+2y+ z=5
X+ y—z=0,
4x— y+5z=3

2x+3y+2z= 9
x+2y-3z=14
Ix+4y+ z=16



2) Berilgan tenglamalar sistemasini a)
teskari matritsa usuli, b) Kramer usuli, c)
Gauss usullari bilan yeching

4-variant

1) Berilgan chizigli tenglamalar
sistemalarining birgalikda yoki birgalikda
emasligini tekshiring.

2) Berilgan tenglamalar sistemasini a)
teskari matritsa usuli, b) Kramer usuli, c)
Gauss usullari bilan yeching

5-variant

1) Berilgan chizigli tenglamalar

sistemalarining birgalikda yoki birgalikda
emasligini tekshiring,

2) Berilgan tenglamalar sistemasini a)

teskari matritsa usulj, b) Kramer usuli, c)
Gauss usullari bilan yeching

6-variant

1} Berilgan chiziqli tenglamalar

sistemalarining birgalikda yoki birgalikda
emasligini tekshiring,

2) Berilgan tenglamalar sistemasini a)

teskari matritsa usuli, b) Kramer usuli, c)
Gauss usullari bilan yeching
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x+ x,— %= 5
34— x,4+2x,=-5,
Tx+ x,— x; =10

{xl +2x, - x, =1

X +4x,=3x,=7"

2x=3y+ z= 2
X+35y—4z=-5
dx+ y—3z=—4

J?.xl il
ix, =5x, =1 ;

[4):[ —Tx; =1

X+ x4+ x =2
I, +2x,+2x, = 1

4x, +3x, +3x, =4

X+ 3x,+ 5x,-2x,=3
X+ 4x, - 2x, +3x,= 2
—x = 2x,-12x, -T7x, =—4°

x4l + x,—4x, = 7

Y+ x,-2x, =-7
3, =3x, + x, =12

5% - x,—4x,=-35

7-variant

) Berilgan  chiziqli  tenglamalar
sstemalarining birgalikda yoki birgalikda

sinasligini tekshiring,

4} Berilgan tenglamalar sistemasini a)
feskari matritsa usuli, b) Kramer usuli, c)
Lings usullari bilan yeching

8-variant

1) Berilgan chizigli  tenglamalar
sistemalarining birgalikda yoki birgalikda

omasligini tekshiring.

#) Berilgan tenglamalar sistemasini a)
teslkari matritsa usuli, b) Kramer usuli, c)
Giiss usullari bilan yeching

9-variant

1) Berilgan chizigli tenglamalar
sistemalarining birgalikda yoki birgalikda

imasligini tekshiring.

#) Berilgan tenglamalar sistemasini a)
toskari matritsa usuli, b) Kramer usuli, c)
tiiiss usullari bilan yeching

Ix+2x,= 4
x, —4x, =-1
7x,+10x1:12.
Sx,+ 6x,= 8§
3x,—16x, =5

2x, +3x, +11x;4+5x, = 2
o+ x+ dx+2x, =1
2x+ x,+ 3x,+2x, =-3"
3o+ x4+ 3xy +4dx, =T

X+ 3x,+ 4x, =1
2x, +10x, + 8x, =3

3%, +15x, +12x, =35

3x, +4x,+ x, +2x,+3=0
3x, +5x, +3x, +5x,+6=0
6x +8x,+ x,+5x,+8=0"

L3> +5x, +3x; +7x, +8=0

x —3x, +2x, =

x +9x, +6x, =

| I
—

X +3x, +4x, =

2x— y+3z= 9
3x-5y+ z=-4,
4x-Ty+ z= 5



10-variant 2) Berilgan tenglamalar sistemasini a) X =3x,+2x, + x;= 2

1) Berilgan chizigli  tenglamalar X, +2x, —4x, =18 teskari matritsa usuli, b) Kramer usuli, c) 20+ x; +4x, +3x, = 1
sistemalarining birgalikda yoki birgalikda 3x, — x2“+4x - Gauss usullari bilan yeching X453, — X4 x,=-4"
—_ ) 3=
emasligini tekshiring, %+ x5y = 0 3x,— %, +6x,+5x,= 0
1 2z i
2)  Berilgan tenglamalar sistemasini a) 2x—-5y+3z+ =5
teskari matritsa usuli, b) Kramer usuli, ¢)  [3x-7p432z— r=-1 R-yariant
Gauss usullari bilan yeching 5x=9y+6z+42t= 7° 1) Berilgan chizigli tenglamalar [ x —3x,+ S5x,+ 7x,+ 9x,=1
dx—06y+3z+ 1= 8 sistemalarining birgalikda yoki { X - 2x,+ 3x,— 4x,+ 5x,=2
birgalikda emasligini tekshiring. 12x +11x, +12x, +25x, +22x, =4
11-variant 2) Berilgan tenglamalar sistemasini 2x,+ x,+3x;-4x,= 3
1) Berilgan  chizigli  tenglamalar 2+ x,+3x; =35 ) t.eskari gt PS?H, k) I.{ramer R T =g
sistemalarining birgalikda yoki birgalikda X, —3x; +5x- =4 usuli, c) Gauss usullari bilan yeching A =%t 4 = f
emasligini tekshiring, 2x,+ «x +5)r:1 = 0. i s = o
1 2 i A
2)  Berilgan tenglamalar sistemasini a) X = X, +3x,= 3
teskari matritsa usuli, b) Kramer usuli, c) 2x, +3x_ ey el 15-variant
= = . 2 Fi i
Gauss usullari bilan yeching 3%, 42x,— x,= 2 1) Berilgan chizigli tenglamalar X +2x,— x,=1
sistemalarining birgalikda yoki 2x, +4x, —3x,=2"
birgalikda emasligini tekshiring.
12-variant
2) Berilgan tenglamalar sistemasini x, +2x, +3x; =14
1) Berilgan  chizigli : : 2o
icke ] lari g bi ]{]z(ljh tenglamslon { X420 - x =1 i) teskari matritsa usuli, b) Kramer usuli, 3x,+2x,+ x, =10
sistemalarining bir : i birgali .
g birgalikda yoki birgalikda 12,:4:1 +4x,-3x,=2 ¢) Gauss usullari bilan yeching X+ X+ X, = 6 ..

emasligini tekshiring.

2x, +3x,— x,= 5
2) Berilgan tenglamalar sistemasini a) X +2x,+3x, = 0 XN+ X = 3
teskari matritsa usuli, b) Kramer usuli, ¢) 2%, —3x,— x,= 1
Gauss usullari bilan yeching 3x,+ x, +4x, =—1 . 16
-variant
) 1) Berilgan chizigli tenglamalar 3, +2x,= 4
13-variant slstemalarining birgalikda yoki birgalikda x —4x, =-1
1) Berilgan  chizigli  tenglamalar X +2x,— x, =1 #masligini tekshiring. 7% +10x, =12
sistemalarining birgalikda yoki birgalikda {2}:] +4x, —3x, =5 Sx + 6x, = 8
emasligini tekshiring. dy=ler, = =9
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2) Berilgan tenglamalar sistemasini
a) teskari matritsa usuli, b) Kramer usuli,
c) Gauss usullari bilan yeching

17-variant

1) Berilgan chizigli tenglamalar
sistemalarining birgalikda yoki birgalikda

emasligini tekshiring.

2) Berilgan tenglamalar sistemasini
a) teskari matritsa usuli, b) Kramer usuli,
¢) Gauss usullari bilan yeching

18-variant

1) Berilgan chiziqli tenglamalar
sistemalarining birgalikda yoki birgalikda
emasligini tekshiring.

2) Berilgan tenglamalar sistemasini

a) teskari matritsa usuli, b) Kramer usuli,
c) Gauss usullari bilan yeching

19-variant
1) Berilgan chiziqli tenglamalar
sistemalarining birgalikda yoki birgalikda
emasligini tekshiring.
2) Berilgan tenglamalar sistemasini

a) teskari matritsa usuli, b} Kramer usuli,
c) Gauss usullari bilan yeching
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3x, =20, =3x,4 x,= 3
2x, —3x,+ x,+5x,=-3
X +2x,— x,—dx, =-1"
X = x,—4x + 9%, =22

X =2x,tx, =4
X +3x +x, =07

N+ x+ X5+ x4+ x= 15
X+ + 3x+ 4x,+ Sx,= 35
X +3x, + 6x, +10x, +15x, = 70
x, +dx, +10x; +20x, +35x, =126
X, +35x; +15x; +35x, +70x, =210

Ix + x,=0
—x +2x, =3
2x —4x, =1

x+2y+3z=35
2x— y— z=1,
x+3y+4z=06

2y - x4+ - x,= 3§
x +2x, —2x,+3x, =6
3o+ x— x,+2x, =-1

x—2x,=5x,= 1
4+ x,=2x,=-3,
—x, +3x,+7x, = 2

20-variant

I) Berilgan chiziqli tenglamalar
slstemalarining birgalikda yoki birgalikda
emasligini tekshiring.

#) Berilgan tenglamalar sistemasini
#) leskari matritsa usuli, b) Kramer usuli,
¢) Gauss usullari bilan yeching

21-variant

l) Berilgan chiziqli tenglamalar
“istemalarining birgalikda yoki birgalikda
emasligini tekshiring,

2) Berilgan tenglamalar sistemasini
it) teskari matritsa usuli, b) Kramer usuli,
¢) Gauss usullari bilan yeching

22-variant

1) Berilgan  chizigli tenglamalar
sistemalarining birgalikda yoki birgalikda

#masligini tekshiring,

) Berilgan tenglamalar sistemasini a)
teskari matritsa usuli, b) Kramer usuli, c)
Giuss usullari bilan yeching
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x—3x,==5
x4+ x= 1
dx, — x,= 2

-5 +2x,-x,= 4
g+ x,-2x,= 1,

4y — x,+ x,=-3

{ X— x3—=3x,= 6

|

—2x, +2x,+6x, =-9"

Xt x+ x - x,==2
X +2x, =23, - x,=—5
25— x,=3x;42x, =~ "

X, +2x, +3x, —6x, =10

XX oA
2x, +4x, +x,= 9

X=X+ x=-2
2x, +5x, —3x, =15

2%, +2x, — x5+ x,= 4
4x +3x, — x;+2x,= 6
8x +5x, —3x; +4x, =12
3x, +3x, —-2x,+2x,= 6

——— 'cuum



23-variant

1) Berilgan chizigli tenglamalar
sistemalarining birgalikda yoki birgalikda
emasligini tekshiring.

2) Berilgan tenglamalar sistemasini
a) teskari matritsa usuli, b) Kramer usulj,
¢) Gauss usullari bilan yeching

24-variant

1) Berilgan chizigli  tenglamalar
sistemalarining birgalikda yoki birgalikda
emasligini tekshiring.

2)  Berilgan tenglamalar sistemasini a)

teskari matritsa usuli, b) Kramer usuli, c)
Gauss usullari bilan yeching

25-variant
1) Berilgan  chizigli tenglamalar
sistemalarining birgalikda yoki birgalikda
emasligini tekshiring.
2) Berilgan tenglamalar sistemasini a)
teskari matritsa usuli, b) Kramer usuli, c)
Gauss usullari bilan yeching
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L

J

X +2x, 4+ xg =8
x, +3x,+ x, =15

4x, +x+ x,=11"

X +x, +35x, =23

x +3x, —dx; =-1

x=5x,+ x;= 7,
3

2x, + x, =3x, =

X = a0+ x;— x;= 5
X +2x, —2x, +3x, =0,
I+ x— x+2x,=-1

2x— y—6z+ 3+ 1=0

Tx—4y+2z—151+32=0
x—=2y—4z+ 91— 5=0°

X=— y+2z— 61+ 8=0

x4+ y—3z=-1
2x— y+ z= 2,
Ix+2v—-4dz= 1

2x + 5x, +4x;+ x, =20

x4 3 +2x+ x, =11

2x, +10x, +9x, +Tx, =40 "

3x,+ 8x, +9x, +2x, =37

I BOB ANALITIK GEOMETRIYA ELEMENTLARI BILAN
TANISHTIRISH METODIKASINI ISHLAB CHIQISH

6-mavzu: Koordinatalar sistemasini kiritish, Affin koordinatalar
sistemasi. Qutb koordinatalar sistemasi.

Dekart  koordinatalari, Qutb  koordinatalari. Koordinatalarni
itlmashtirish

Umumiy boshlang‘ich ¢ nuqtaga va bir xil masshtab birligiga ega
ho'lgan o'zaro perpendikular 0x va Oy o‘glar tekislikda dekart koordinatalar
slstemasini hosil giladi. Bu sistemaning 0X o'giga abssissalar o‘gi, OY o'qiga
Ordinatalar  o'giva ular birgalikda koordinata o'qlari deb ataladi. Bunda
X va OY o'qlarning ortlari 7 va ; bilan belgilanadi (H:[}[:I,EL_}} O nuqtaga
koordinatalar boshi deyiladi. ox. oy o'glar joylashgan tekislik koordinata
tekistigi deb ataladiva Oxy bilan belgilanadi.

Oxy tekislik M nuqtasining oM vektoriga M nugtaning radius vektori

deviladi.

OM  radius vektorning koordinatalariga M nuqtaning to'g'ri burchakli
ekart koordinatalari deyiladi. Agar OM ={x,y} bo'lsa, u holda M nuqtaning
koordinatalari  AM(x,y) kabi belgilanadi, bu yerda x soni ur nugtaning
Abssissasi, y soni M nuqtaning ordinatasi deb ataladi.

Tekislikda sanoq boshiga, musbat yo'nalishga va masshtab birligiga ega
ho'tlgan  op 0q qutb o'gi, uning O sanoq boshi qutb deb ataladi.
I'ekislikning qutb bilan ustma-ust tushmaydigan ixtiyoriy A nuqtasining
holati ikkita son, ¢ qutbdan M nugtagacha bo‘lgan » masofava opP qutb
0'gi bilan oM yo'nalgan kesma orasidagi ¢ burchak bilan aniqglanadi » va ¢
sonlariga M nugtaning qutb koordinatalari deyiladi va M(r,p) deb yoziladi.
lunda » masofa qutb radiusi, ¢ burchak qutb burchagi deb ataladi. Qutb

koordinatalari 0<r<w | —T<gs<nm kabi o‘zgaradi. Nugtaning quth
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koordinatalaridan dekart koordinatalariga x=rcosg, y =rsing . tengliklar bilan
o'tiladi(1-shakl).

¥

Mg}

Lt el

Nuqtaning dekart koordinatalaridan qutb koordinatalariga o'tish

r:1|'x”+y2,!g;.-?=§

tengliklar orqali amalga oshiriladi. Bunda ¢ burchakning

giymati nuqtaning joylashgan choragiga ( x.y, larning ishoralari asosida)

garab, -z < ¢ < z oraligda tanlanadi.

1-misol. A(-3,3) nuqta berilgan. & nuqtaning qutb koordinatalarini
toping.

r=xt+ 3 1gp= % formuladan topamiz: r=./(-3)* +3* =8 =32, rgp = :3.3_ -1,

nugtan Il chorakda

@ =arcigl = %+ h M holda

yotadi. U

n=—lg =%—;r i —%botladi, Demak, M(3\E,_3%)

2-misol. Qutb koordinatalarida berilgan M,(r.p) va M,(r,.¢,) nugtalar
orasidagi masofani toping.

Yechish: Ikki nuqta orasidagi masofa formulasida (1.1) bogflanishni
hisobga olib topamiz:

d= \/(x, )+ -m) = J(rl cos g, —#, COS@, )’ +(r; sinp, —r,sing,)” =

Rt cos® p—2rr, cos @, coS @, + 1 cos® @+ sin* @—2rr, sing, sing, +r sin’ @, =

Jrivel=2nn cos(g — @, )
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Demak: d:\/a"xz)z 'I‘(yl _yz}l =\/qz+rf—2r,r1 COS{WJ—QF?z)

3-misol. ABC uchburchakning uchlari berilgan: A(x, 3,), Blx,,3,), Clx,,0,) .

{lchburchakning yuzini koordinatalar usuli bilan toping.

4, B, C uchlardan OXx o'qiga 44, 88, cC, perpendikularlar tushiramiz
yuqoridagi shakldan topamiz: s, = Saane + Sysec, =Sy, - Bundan

K : »,+y M+
8 e m L 2 (x,—x )+ 5 3(x]_xz)__ 12}"5

(5 —x)=
3 WV =y + 2,0, — x5y, + BY, =50 by =y -y gy, XYt x )=

|
L 0= =5 =) -5 (0 =3+ 50, - 3)) =

HoY NL-x

1”"" -1II](’rj_xl)_(y]_)']}(xg“IJ))zi!
’ ¥i=¥ Y:—¥

2

Demak, s, = &

2

X=Xk
Vi =W

X, — II

Ya—M»

Nuqtaning bir sistemadagi koordinatalarini uning boshqa sistemadagi
koardinatalari bilan almashtirishga koordinatalarni almashtirish deyiladi.

Tekislikda Oxy to'g'ri burchakli koordinatalar sistemasi berilgan ba‘lsin.
lKoordinata o‘qlarini parallel ko‘chirish —bu Oxy sistemadan uning o‘glari
yo'nalishlarini va masshtablarini o‘zgartirmasdan fagat koordinatalar
hoshining joylashishini o‘zgartirish orqali yangi Oxy, sistemaga o'tishdir.
Koordinata o‘qlarini parallel ko‘chirishda tekislik ixtiyoriy # nuqtasining
i(Jwy sistemadagi (x,y) koordinatalari Oxy, sistemadagi (x',') koordinatalari
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orqali x=x,+x.y=y,+) formulalar bilan bog'lanadi, bu yerda x,:y, - Oxy,
Sistema O, koordinatalar boshining 0Oxy sistemadagikoordinatalari.
Koordinata o'qlarini burish ~bu 0xy sistemadan uning koordinatalar boshini
va oqlari masshtablarini o‘zgartirmasdan faqat koordinata o‘glarini biror
burchakka burish orgali yangi Ox,y, sistemaga o'tishdir.

Umumiy O nuqtaga va bir xil masshtabli o‘glarga ega bolgan 0x va
Oxy,  koordinatalar sistemalarida M nuqtaning koordinatalari

x=x,+Xx cosa—ysina, y=y,+xsina+y cose.

4-misol. To'gri burchakli koordinatalar sistemasining o'qlari A(12;-6)
nuqtaga parallel ko‘chirilgan va « =arc!g§- burchakka burilgan. Yangi
sistemaga nisbatan 4 va 8(5;5) nuqtalarning koordinatalarini toping.

Yechish: (1.6) formulalardan topamiz:

x-x,=xcosa-ysina, y—y, =xsina+y cosa
Bundan
; . y . 3
x =(x-x)eosa+(y—-y)sina, y =(y-y,Jeosa—(x—x,)sine. a =arcrg1 da

1 4 4, 3
5

Cos(x:—-—=—,5iﬂa‘= I"‘(_)l
5D 5 5
l+g (arcrgz)

II - 4(x_'-tn)+ 3(}'—}’{,) : y' = 4{))—}1‘_,)?3{1—)‘0_}

5 s

U holda

Nugtalarning yangi sistemadagi koordinatalarini oxirgi tengliklar bilan

topamiz:

A nuqta uchun:

m 4(12—12);3{-—6+6) —0y = 4(—6+6);3(12—12) =0 ya'ni A(0;0);
B nugta uchun:

§ MBI =ﬂ§w=13 ya'ni B(1;13)
o

Mustagqil yechish uchun misollar;
1-variant

[} Berilgan M{(—2,3) va M, (5, 4). Nugtalardan o’tuvchi to'g'ri chizig
fenglamasini tuzing.

4 A(=2,-1),8(6,1),C(3,4) nugtalardan o’tuvchi uchburchak,
{0'it'ri burchakli uchburchak ekanligini isbotlang.

1) 2x-3y +10 =0, 5x-y + 4 = 0; ikki to’g'ri chiziq orasidagi burchaklarni
laping

2-variant

I} x-3y-9 =0, 3x-y-6 = 0; ikki to’g’ri chiziq orasidagi burchaklarni
toping

4) a ning qanday giymatlarida berilgan ikki to’g’ri chiziq kesishadi,
prarallel bo'ladi va perpindikulyar bo'ladi. 1)2x -3y + 4 = 0, ax —
by 7 = 0;

1) AG), M(5, - 2), N4, — 1); A nugtadan o’tuvchi va M, N nuqtadan
0'tuyvchi nugtadan o’tuvchi to’g’ri chiziqqa parallel to’g'ri chizigning
tenglamasini tuzing,

3-variant

I} x-y+6=0—x-y-8=0; ikki to’g’ri chiziglar orasidagi burchakni
taping,

4)  « ning qanday qiymatlarida berilgan ikki to’g’ri chiziq kesishadi,
parallel bo'ladi va perpindikulyar bo'ladi 2)ax—4y + 1 = 0, —2x +
y+ 2 =0

1) A(=1,-3), M(5,4), N(2,5); A nuqtadan o'tuvchi va M, N
nudtadan o’tuvchi nugtadan o’tuvchi to’g'ri chiziqqa parallel to’g’ri
Chizigning tenglamasini tuzing,



4-variant

1) 2x-3y-16 =0,x +y-1=0; ikki to'g'ri chiziqlar orasidagi burchakni
toping.

2} « ning qanday qiymatlarida berilgan ikki to'g’ri chizig kesishadi,
parallel bo'ladi va perpindikulyar bo’ladi 3) 4x + y—6 = 0,3x + ay —
2 =0

3) A(3,—-3),M(—-3,—4),N(—-6,—-10); A nugtadan o'tuvchi va M,
N nugtadan o’tuvchi nuqtadan o'tuvchi to'g’ri chiziqqa parallel to'g’ri
chizigning tenglamasini tuzing.

5-variant
1) x+y-5=0,x+2y-13 = 0; ikki to’g'ri chiziglar orasidagi burchakni
toping.
2) o ning qanday giymatlarida berilgan ikki to'g'ri chiziq kesishadi,

parallel bo’ladi va perpindikulyar bo'ladi 4) x —ay + 5 = 0,2x + 3y +
3 =07

3) A(—-1,1),M(—-3,—2),N(0,2);
nuqtadan o'tuvchi nugtadan o'tuvchi to’gri chiziqga parallel to'g'ri

A nugtadan o'tuvchi va M, N

chizigning tenglamasini tuzing,

6-variant
1) 2x+2y+7=0,x+y+2=0; ikkito'g'ri chiziglar orasidagi
burchakni toping
2)  A(Z,1),M(5,—4), N(O, — 2); Anugtadan o'tuvchiva M, N nuqgtadan

o'tuvchi nuqtadan o'tuvchi to’'g’ri chiziqga parallel to'g'ri chizigning
tenglamasini tuzing.

3)  A(7.4), B(4, — 8); ikki nugtadan o’tuvchi to’g'ri chiziq tenglamasini
tuzing.
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7-variant
) A(7,—2),B(—3,0); ikkinugtadan o’tuvchi to'g'ri chizig
lenplamasini tuzing
4)  =2x-3y+3=0,-x-y +1=0;ikki to'g'ri chiziglar orasidagi burchakni
Loping

1) A(—-1,-3),M(54),N(20,16); A nugtadan o'tuvchi va M, N
fuqtadan o'tuvchi nuqtadan o'tuvchi to'gri chiziqga parallel to'g'ri
thiziqning tenglamasini tuzing.

B-variant
) A(54), B(14, — 8); ikki nugtadan o’tuvchi to’g'ri chiziq
tenglamasini tuzing
4) 2x-3y + 5 =0, 3x + 2y + 21 = 0; ikki to'gTi chiziglar orasidagi
burchakni toping

4] A(-L1), M(-3-4), N(-4-5); A nugtadan o'tuvchi va M N
nuqtalardan o’tuvchi to’g'ri chiziqqa perpendikulyar to'g'ri chizigning
lenglamasini tuzing

9-variant
) -2x-5y+9=0 5x-2y + 19 = 0; ikki to'g'ri chiziglar orasidagi
hurchakni toping

4)  A(2,-3), M(-3,4), N(-9,6); A nugtadan o’tuvchi va M, N nuqtalardan
0'tuvehi to'g'ri chizigga perpendikulyar to’g'ri chizigning tenglamasini

tuzing

1) A(5,—4), B(0, — 8); ikki nugtadan o’tuvchi to'g'ri chiziq
lemglamasini tuzing

10-variant

1) A(—3,-2), B(— 6, — 14); ikki nuqtadan o’tuvchi to'g'ri chiziq
tenglamasini tuzing
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2)  x-5y-22 =0, 5x-2y + 37 = 0; ikki to’g’ri chiziglar orasidagi
burchakni toping

3) A(31), M(7,-4), N(6,-8); A nuqtadan o'tuvchi va M, N nuqtalardan

o'tuvchi to'g’ri chiziqqa perpendikulyar to'g'ri chizigning tenglamasini
tuzing

11-variant

1)  A(7,-4), B(10, — 8); ikki nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chizig
tenglamasini tuzing

2)  x-5y-22=0,-3x-2y-3 = 0 ikki to'g'ri chiziglar orasidagi burchakni
toping

3)  A(-1,1), M(5-2), N(8,0); A nuqtadan o’tuvchi va M, N nuqtalardan

o'tuvchi to'g'ri chizigga perpendikulyar to’g'ri chiziqning tenglamasini
tuzing

12-variant

1) A(5,—4),B(—4,—16); ikki nuqtadan o'tuvchi to’g’ri chizig
tenglamasini tuzing

2) x-3y-14=10,-x+2y-17=0; ikki to'g'ri chiziglar orasidagi burchakni
toping

3) A(-11), M(5-2), N(8,0); A nuqtadan o’tuvchi va M, N nugtalardan

o'tuvchi to’g'ri chiziqqa perpendikulyar to'g'ri chizigning tenglamasini
tuzing

13-variant

1} A(7,-4),B(—3,4); ikki nuqtadan o'tuvchi to’g'ri chiziq
tenglamasini tuzing

2) x+3y+15=0, -3x-2y + 15 = 0; ikki to'g'ri chiziglar orasidagi
burchakni toping
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) A(3.2), M(5-2), N(7,2); A nugtadan o’tuvchi va M, N nuqtalardan
i'iivehl to'gri chizigga perpendikulyar to'g'ri chizigning tenglamasini

Leing

14-variant

1) A(—34),B(—28) ikki nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chizig
tonglamasini tuzing

2) w2x-y + 7 = 0, -3x-2y-3 = 0; ikki to'g'ri chiziglar orasidagi
Litrchalkni toping

Iy Af{-1,-3), M(-3-2), N(-8-1); A nuqtadan o'tuvchi va M, N
iigtalardan o'tuvchi to'g'ri chiziqqa perpendikulyar to’g'ri chizigning
tenglamasini tuzing

15-variant
() A(7,—2),B(5—10); ikki nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziq
Lunglimasini tuzing
J) =2x + Sy + 24 =0, x-y + 5 = 0; ikki to'g'ri chiziglar orasidagi
Liurehakni toping
1) A(2,-3), M(-3,-2), N(7,2). A nugtadan o'tuvchi va M, N nuqtalardan
i'tuvehi to'g'ri chizigga perpendikulyar to’gri chizigning tenglamasini

Puging

16-variant
1y A, —-4),B(2,—1); ikki nugtadan o'tuvchi to'g'ri chiziq
tenglamasini tuzing
A @+ Dx+B-a)y—8=0. (@-3)x+@2x—3)y=0 «a ning
ijinday qiymatlarida berilgan ikki to'g’ri chiziq kesishadi, parallel bo’ladi
v perpindikulyar bo'ladi

1) 2x+ 3y +8=0,-x-2y-5 = 0. ikki to’g'ri chiziglar orasidagi burchakni

Laping
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17-variant

1) A(-3,-4), B(—6,—2); ikki nuqtadan o’tuvchi to’g'ri chiziq
tenglamasini tuzing

2)  Kvadratning qarama-qarshi A(3 5) va C(1, — 3) nuqtalari
berilgan bo’lib, ushbu kvadragtning yuzini toping.

3) Berilgan ikki nuqgtadan o’tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasini tuzing
A(1, —5),B(4, 3) va to’g'ri chiziq o’rtasini koordinatasini toping.

18-variant

1) Berilgan  A(2, 4), B(— 3 Ty vaC(—6, 6) — uchta nuqtalar
parallelogramning ketma ket burchaklarining koordinatalari bo'lsa u holda
parallelogramning to’rtinchi burchagi koordinatasini toping.

2)  A(7,4), B(17,12); ikki nuqtadan o’tuvchi to’'g’ri chiziq tenglamasini
tuzing

3) a ning qanday Qiymatlarida berilgan to’g’ri chizig

(@ ~Dx+ 2+ a)y—3q + 1 = 0:
parallel va perpendikulyar bo'ladi?

Koordinatalar o'glariga

19-variant

1) A(-3,-9), B(—8,—-2); ikki nuqtadan o’tuvchi to’g'ri chizig
tenglamasini tuzing

2} A(3,2), 83, 8), €(6,2) nuqtalardan o'tuvchi uchburchakning
barcha tomonlari tenglamalarini tuzing.

3) Berilgan nuqtalardan o’tuvchi uchburchakning

A2, 3), B(6, 3), (16, —5) BM bissektrissasining tenglamasi va uzunligini
toping.

20-variant
1) avaf ning qanday giymatlarida (a —B)x+ QRa+By-1=0
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fi'j'1l ¢hiziq OX o'qidan ajratgan kesmasining uzunligi 1/7 ga OY o'gidan
ijratgan kesmasining uzunligi 1/2 ga teng bo’ladi?

d) a-by-22 = 0, 5x-2y + 37 = 0; ikki to’g’ri chiziglar orasidagi
hirchitkni toping

) 4dx—=3y +4 = 0,ax—6y + 7 = 0; a ning ganday qiymatlarida
hvilgan ikki to'g'ri chiziq kesishadi, parallel bo'ladi va perpindikulyar
bl

21-variant
) A(-8-5), B(-2,5), C(-52); nugtalardan o'tuvchi uchburchakning
liarcha tomonlari tenglamalarini tuzing.

A (@t Dx+B-a)y—-8=0. (@a—-3x+2x—3)y=0 « ning.{
(janday qiymatlarida berilgan ikki to'g'ri chiziq kesishadi, parallel bo’ladi
Vi perpindikulyar bo'ladi

) 2x + 3y + 8 =0, -x-2y-5 = 0. ikki to'g’ri chiziglar orasidagi

Iirehakni toping

22-variant

l) A(4,20), B(-2,5), C(-6,1); nuqtalardan o'tuvchi uchburchakning
hiarcha tomonlari tenglamalarini tuzing

4) x+3y+15=0 -3x-2y + 15 = 0; ikki to'g'ri chiziglar orasidagi
hirchalkni toping

) A(3,2), M(5-2), N(7,2); A nugtadan o’'tuvchi va M, N nugtalardan
i'iuvehi to'gri chizigqa perpendikulyar to’g'ri chizigning tenglamasini

Tising

23-variant

) A(-315), B(3,5), C(-3,2); nuqtalardan o'tuvchi uchburchakning
hiarcha tomonlari tenglamalarini tuzing

#) « ning qanday giymatlarida berilgan ikki to’g'ri chiziq kesishadi,

85

‘attng%



|

parallel bo’ladi va perpindikulyar bo’ladi Dx—ay +5=0,2x + 3y +
3 =0

3] A(-11), M(—-3,-2),N02); A nugtadan o'tuvchi va M, N
nuqtadan o'tuvchi nuqtadan o’tuvchi to’g’ri chiziqga parallel to'g'ri
chizigning tenglamasini tuzing.

24-variant

1) A(-11,-10), B(-2,5), C(-811); nuqtalardan o'tuvchi
uchburchakning barcha tomonlari tenglamalarini tuzing

2) o ning ganday giymatlarida berilgan ikki to'g'ri chiziq kesishadi,

parallel bo'ladi va perpindikulyar bo’ladi. 1) 2x—=3y + 4 = 0, ax —
6y + 7 = 0;

3) A1), M(5,-2), N(4, — 1); A nugtadan o’tuvchi va M, N nugtadan
o’'tuvchi nugtadan o’tuvchi to'g’ri chiziqqa parallel to'g'ri chizigning
tenglamasini tuzing.

25-variant

1)  Afe,20), B(3,5), C(6,6) nuqtalardan o'tuvchi uchburchakning barcha
tomonlari tenglamalarini tuzing

2) -2x-5y+ 9 =y, 5x=2y + 19 = ¢: ikki to’g'ri chiziglar orasidagi
burchakni toping

3) A(z2-3), M(-3,4), N{-9,6); A nugtadan o'tuvchi va M, N nuqtalardan
o’tuvchi to'g'ri chizigga perpendikulyar to’g’ri chizigning tenglamasini
tuzing
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/rmivzu: To'gri chiziq va uning tenglamalari. To'g'ri chiziglar va ular
orasidagi burchak. Berilgan nuqtadan to’gri chizigqacha bo’lgan
masofani topish.

1", Tekislikdagi 4(x; ¥} va B(x,;y,) nugtalar orasidagi masofa:

d= \I'r(x: _x])l +(ya =) (1)

4 ", Tekislikda yo'naltirilgan kesmaning, yoki boshi A4(x;y) va oxiri

fi{x,1v,) bo'lgan 48 vektorning koordinata o‘qlaridagi proyektsiyalari:
I"T\-FEZX =y T Pr_‘,E= Y=y,-y (2)

4", Kesmani berilgan nisbatda bo‘lish: A(x;y) va B(x,;y,) nuqtalar
forilgan AB kesmani AN:NB= A nisbatda bo‘luvchi N(x;y) nuqtaning
lisordinantalari ushbu;

xzx!+/lx2J =y1+1yl (3)
1+ 4 1+ 4

formulalar bilan aniglanadi. Xususiy holda kesmani teng ikkiga, ya'ni
{ « 1/ 1+1 nisbatda bo‘lganda quyidagicha bo‘ladi:
x=xl+x2 y:yl+.}'z (4)

F

2 2

A", Uchlari A(x;;3,), B(x,;%,), C(x335), ..., F(x,;,) nuqtalarda bo‘lgan

liir'phurchalk yuzi quyidagi formula bilan aniglanadi:

1
=
2

h", To'g'ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi:

XN

X2 Vs

* Y
2 Nl

X5 W

+

y=ke+b (6)
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k parametr to‘gri chizigning Ox o'gining mushat yo'nalishiga og'isl;
burchagi « ning tangensiga teng bo‘lib (k=tg a ), to'g'ri chiziqning burchak
koeffitsenti, ba'zan Qiyaligi deyiladi. b parametr boshlang‘ich ordinata yoki

Oy o'qdan ajratgan kesma kattaligi hisoblanadi.
6°. To'g'ri chizigning umumiy tenglamasi:
Ax+By+C=0, (4*+B*=() (7)

Xususiy hollar:

; A -

a) C=0 bolsa, y = 5 to’g'ri chiziq koordinatalar boshidan o'tadi;
3 (“

b) B=0 bo'lsa, x = 8 to'g'ri chiziq Oy 0'qqa parallel bo‘ladi;

¢) 4=0 bo'lsa, y = o b to'g'ri chizig Ox 0'qqa parallel bo‘ladi;

d) B=C=0 bo'lsa, 4x=0 yoki x =0 to‘g'ri chizig Oy o‘gdan iborag
e) A=C=0 bolsa, By =0 yoki y=0 to'g'ri chiziq Ox o‘qdan o'tadi.
7°, To'gri chiziqning o‘qlardan ajratgan kesmalari bo‘yicha tenglamasi:

X ¥
— 4= =]
b (8)

Bu yerda a va b to'g'ri chizigning o‘qlardan kesgan kesmalarining
kattaliklari bo'ladi.

8°. To'g'ri chiziqning vektor parametrli tenglamasi:
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MM=t-F (9)

u yerda A (x;y) to’g'ri chizigning ixtiyoriy nuqtasi (x—x“;y—yn)
velitor va S’(m;n) yo'naltiruvchi vektori o‘zaro kollinear, t-ixtiyoriy haqiqiy

son yold parametr.

(10)

x—x,=tm
Y=y, =tn

9", (9) tenglamani koordinatalarda
llodalab, to’g'ri chizigning parametrli tenglamasini hosil qilish mumkin.

107, (10) tenglamalarda ¢ parametr yo‘qotilsa, to'g’ri chizigning kanonik
tuplamasi hosil bo'ladi:

J»\.'—)Cn:_))—-yU (11]
m H
11", Agar o =P (P>0), v=% =(cosa, cos #) @ normal radius vektorninig

firlik vektori bo'lib, togri chizigning ixtiyoriy M{x;y) nugtasining mos radius
valitori » (x;y) bo'lsa, u holda » radius vektorning @ yoki v vektordagi sonli
Jitoyekisiyasi P ga teng:

Pr.r=P yoki [V|Pt,7 =P yoki (r-v)=P (P20) (12)
u tenglama to‘g'ri chizigning vektor ko‘rinishdagi tenglamasi deyiladi.
[ 1%) tenglama koordinatalarda
X-cosa +y-cosff=P yoki x-cosa+ y-sina=P (P>0) (13)
ko'rinishni oladi. Bunda e - @ yoki v vektorning Ox o‘gining musbat

yir'nalishi bilan hosil gilgan burchak kattaligi. (13) shakldagi tenglama to'g‘ri
thizlqning normal tenglamasi deyiladi.

12", (7) shakldagi tenlamadan (13) shakldagi tenglamaga o‘tish uchun
finiimiy ko'rinishdagi tenglama normallovchi ko‘paytuvchi deb ataladigan
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H=t

l . ey . Ll 3 0w .
songa ko‘paytiriladi, bunda “+” yoki “—* ishoradan € ozod hal
VA + B

ishorasining qarama-garshisi tanlanadi, aks holda P =—x, C>0 munosabal
bajarilmaydi.

1-misol. 3x+4y-8=0 tenglamani normal ko‘rinishga keltiring.

Yechish: Berilgan umumiy shakldagi tenglama uchun normallovchi
ko‘paytuvchi I 1

= S
# V3 e4t 75

Tenglamani, 4 -

ga ko'paytiramiz, natijada to'g'ri chizig tenglamasi
quyidagi ko‘rinishda normal holga keltiriladi;

3 4 8
—xt+t—ypy=—,
5 5 &

13", y=kx+b to'gTti chizigdan y=hkyx+b, to'g'ri chiziggacha soat
strelkasiga qgarshi yo'nalishda hisoblanuvchi ¢ burchak quyidagi formula
bilan aniglanadi:

kz_kI :
1+ kk,

tgp = (14)

14°. Ax+By+C,=0 va 4x+B,y+C, =0 tenglamalar bilan berilgan
to’g'ri chiziglar uchun (14) formula quyidagi ko'rinishga ega bo‘ladi:

t;g¢"= ABz_AzBl

A A, + BB, (=)
Yoki
= (nl nZ) . 44, + BB, (16)
Il 2+ B2 B

15°. To'g'ri chiziglarning parallellik sharti:

= =

.

ki=k, yoki 45

B (17)

2
16". To'g'ri chiziglarning perpendikulyariik sharti:
k -ky=—1 yoki A4, +BB,=0 (18)

17 °. Berilgan A(x;;y,) nuqtadan o‘tuvchi to'g'ri chiziglar dastasining
tenglamasi:

Y=y =k(x—x) (19)

18". Berilgan ikki A(x;;y,) va B(x,;y,) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g'ri chizig
tenglamasi:

Yo
YW

Emdy (20)
=%
19" Parallel bo'lmagan ikki Ax+ B,y +C, =0 va 4,x+ B,y +C, =0 to'g'ri

chiziglarning kesishish nuqtasini topish uchun ularning tenglamalarini
birpalikda yechish bilan x va y ni hosil gilamiz.

-C, B ) =G

X = -_Cz BZ Yy — A2 _CZ (2 1)
4 BT B
4, B, 4, B

20". (x,;;»,) nugtadan to'g'ri chizigqacha bo‘lgan d masofani topish
uehun to'g'ri chiziq normal tenglamasining chap tomonidagi o‘zgaruvchi
lkoordinatalar o‘rniga (x5;%,) koordinatalarni qo'yib, hosil bo‘lgan sonning
nbsolyut qiymatini olamiz, ya'ni

d =|x,cos B+ y,sin - P|

(22)
yoki
g%+ By +(] (23)
NA*+ B




21", Ax+By+C=0 va Ax+By+C =0 to'gri chiziglar orasidagi

burchaklar bissektrissalarining tenglamalari:

Ax+By+C_+A]x+Bty+C] (24)
\rfA2+Bz \/Alz_l_ 3,2

22°. Berilgan ikki to'g'ri chizigning kesishish nuqtasidan o‘tuvchi to‘g'ri
chiziglar dastasining tenglamasi:

a(Ax+By+C)+ f(Ax+By+C)=0 (25)

a=1 deb olish mumkin, u holda biz (25) dastadan berilgan to'g'ri
chiziglardan ikkinchisini yo‘qotgan bo‘lamiz, ya'ni u vaqtda (25) dan ikkinchi
to‘g'ri chiziqning tenglamasini hosil qgila olmaymiz,

Mustagqil yechish uchun mashqlar
1-variant
1) +245  y-245
4 2
tenglamasi yozing,

=0 to'g'ri chiziq berilgan. To'g'ri chizigning umumiy

2) Oy o'gidan b=1 birlikka teng kesma ajratuvchi Ox o‘gining

musbat yo‘nalishi bilan 9;:27JT burchak hosil giluvchi to'g'ri chiziq
pa }

tenglamasini yozing.
3)  Berilgan nugta va to'g'ri chiziq orgali o’tuvchi tekislik tenglamasini
tuzing. A (3,-2,1)

43 y=2 _ z-1

—= 1 4
2-variant
1) ﬁf_\/§+y_~22£= 0 to'g'ri chiziq berilgan. To‘g'ri chizigning burchak

koeffitsientli tenglamasini yozing.

2) Oy o'gidan #=1 birlikka teng kesma ajratuvchi Ox o'qining,
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2r

fiushat yo‘nalishi bilan (y:—3-— burchak hosil giluvchi to'gri chizig

lenglamasini yozing.
1) Berilgan nugta va to'g'ri chiziq orqali o’tuvchi tekislik
z

tenglamasini tuzing. A (45-2) %]—' = y;S R

3-variant

1) .a‘-l-__ZvG+Jf_2J§:

4 2

0 to'gri chiziq berilgan. To'g'ri  chizigning
ltesmalarga nisbatan tenglamasini yozing.

/) Koordinata boshidan va A(—2;~3) nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chizigq

tenglamasini yozing.

1) Berilgan nuqta va to’g'ri chiziq orqali o'tuvchi tekislik tenglamasini

tuzing, A (-3,1,2) f;_f:i.:%_l_
4-variant

1) 4x+3y-36=0 to'g'ri chiziq koordinata o'‘qlari bilan hosil qgilgan

tichburchakning yuzini toping,

7) Koordinata boshidan va A(-2;-3) nugtadan o'tuvchi to'g'ri chiziq

tenplamasini yozing.

4} Berilgan nuqta va to’g'ri chiziq orqali o’tuvchi tekislik tenglamasini

tzing. A (-1,2,1) f{‘z:_};.zz_;i_
S5-variant

) To'g'i chiziq koordinata o‘qlaridan teng kesmalar ajratadi. Agar
10'g'ri chiziq koordinata o'qlari bilan hosil gilgan uchburchak yuzi 8
liv.birlik. bo‘lsa, to’g’ri chiziq tenglamasini yozing

2] M(-3;-4) nugtadan o'tuvchi koordinata o‘qlariga parallel to'g'ri

thiziglar tenglamasini yozing.
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3) Berilgan nuqta va to'g'ri chiziq orqali o’tuvchi tekislik tenglamasini
tuzing. A (2,1,2)

7 _ y=5 _ z42
-3 g

6-variant

1) A(Q;S) nuqtadan o‘tuvchi va ordinata o‘gida =7 kesma ajratuvchi
to'g'ri chiziq tenglamasini yozing,
2) M(—B;—4) nuqtadan o‘tuvchi koordinata o'qlariga parallel to‘g'ri
chiziglar tenglamasini yozing.
3} Berilgan nugta va to'g'ri chiziq orqali o’tuvchi tekislik tenglamasini
x y—1 z+5

tuzing. A (-2,3,1) PRRa e

7-variant

1) Agar to'gTi chiziq koordinata o‘qlaridan teng kesmalar ajratsa va
to'g'ri chizigni koordinata o‘qlari orasidagi kesmasi 5 2 ga teng bo'lsa,
to'g'ri chiziq tenglamasini yozing.

2)  0(0;0) va A(-3;0) nugqtalar berilgan 04 kesmada parallelogramm
yasalgan, uning diogonallari B(0;2) nuqtada kesishadi. Parallelogramm

tomonlari va diogonallari tenglamasini yozing,

3)  Berilgan nugta va to'g'ri chiziq orqali o’tuvchi tekislik tenglamasini

tuzing, A (-4,-1,2) et

8-variant
1) y=-2,y=4 to'gri chiziglar 3x-4y-5=0 to'g'ri chizigni A va B
nuqtalarda kesib o'tadi. 48 vektor uzunligi va uning koordinata o‘glaridagi
proyektsiyalarini toping.
2)  0(0;0) va A(-3;0) nugtalar berilgan O4 kesmada parallelogramm
yasalgan, uning diogonallari B(0;2) nuqtada kesishadi. Parallelogramm
tomonlari va diogonallari tenglamasini yozing.
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1) Berilgan nuqta va to’g'ri chizig orgali o'tuvchi tekislik tenglamasini

fuzing. A (-3,0,2) -Sf:y%é:fr;
9-variant
I| =2x-3
) ] .- to’g'ri chiziglar orasidagi burchakni toping.
-2

#) Asoslari 8 sm va 2 sm bo‘lgan teng yonli trapetsiyaning o‘tkir
hurchagi 45° Trapetsiyaning katta asosi Ox o'gida yotsa, Oy 0'gi esa
Irapetsiyaning simmetriya o'qi  ho'lsa, trapetsiyaning tomonlari

tenglamasini yozing.

1) Berilgan nugta va to’g'ri chiziq orqali o’tuvchi tekislik tenglamasini

- BT _y6_z
Wzing. A (1,2,3) 3 2 -2
10-variant
fﬁ_r— y+7=0

1) ]2_‘(_3)’”:0 to'g'ri chiziglar orasidagi burchakni toping.

2) Asoslari 8 sm va 2 sm bo‘lgan teng yonli trapetsiyaning o‘tkir
burchagi 45° Trapetsiyaning katta asosi Ox o‘qida yotsa, Oy 0'qi esa
trapetsiyaning  simmetriya 0'qi  bolsa, trapetsiyaning tomonlari

lenglamasini yozing.

1) Berilgan nugta va to’g'ri chizig orqali o’tuvchi tekislik tenglamasini

tzing. A (1,-1,-2) :‘%-_—l’;_sz%l_
11-variant

| J2x+y:0 B S . . 3 ;
) ]y:3x—4 to'g'ri chiziglar orasidagi burchakni toping,

Apar to'g'ri chiziq koordinata o‘qlari bilan hosil qgilgan uchburchak yuzi 6
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kvadrat birlik bo‘lsa va to‘g'ri chizig (—4;6) nuqtadan o‘tsa, uning
tenglamasini yozing
2) Berilgan nuqta va to'gri chiziq orgali o’tuvchi tekislik
x—3 _‘}ﬂ _z

tenglamasini tuzing. A (-3,2,4) e

12-variant

1) 3x-2y+7=0, 6x—4y—9=0, 6x+4y—5=0, 2x+3y-6=0 to'g'ri
chiziglar orasidan parallel va perpendikulyar bo‘lgan to‘g'ri chiziglarni
aniglang.

2) Agar to'g'ri chiziq koordinata o‘glari bilan hosil gilgan uchburchak
yuzi 6 kvadrat birlik bo‘lsa va to'g'ri chizig (—4;6) nuqtadan o‘tsa, uning
tenglamasini yozing

3} Berilgan nuqta va to'gri chiziq orgali o’tuvchi tekislik

=5 _ y+5  z

tenglamasini tuzing. A (4,-3,1)

3 —4 5°

13-variant

1) A(2;3) nugtadan o‘tuvchi to‘g’ri chiziglar dastasini yozing. Bu
dastadan Ox o'qi bilan 1) 45°, 2) 60°, 3) 135°, 4) 0° burchaklar tashkil
etuvchi to'g'ri chiziqni toping.

2)  Berilgan to'g'ri chiziglar orasidagi burchakni toping:

3x+2y=0
6x+4y+9=0’

3) Berilgan nuqta va to'g'ri chiziq orgali o’tuvchi tekislik tenglamasini

=1 y+2 _ z=2

tuzing.A [‘1,5,1] T':———_‘

4 -3

14-variant

1) A(—Z;S) nugta va 2x—y=0 to'g'ri chizigni yasang. A nugtadan
o'tuvchi va berilgan to‘gri chiziqga parallel to‘gri chiziq tenglamasini
yozing.

96

- ----ﬁiim

4)  Berilgan to'g'ri chiziglar orasidagi burchakni toping:
[3x+2y=0
|t1.\' +4y+9=0"

4)  Berilgan nuqta va to’g’ri chiziq orgali o'tuvchi tekislik tenglamasini

tuzing. A (4,2,-2) x_z-ij:_y?'zz_:_l.

15-variant

1) A4(~25) nuqgta va 2x—y=0 to'g'ri chizigni yasang. A nugtadan
O'tuvchi va berilgan to'g'ri chizigqa perpendikulyar to'g'ri  chizig
tenglamasini yozing.

2)  Uchlari A(—Z;O),B(2;4) va C(4;0) bo'lgan uchburchak berilgan.
Uehburchak tomonlari, AE medianasi, BD balandlik tenglamalarini, AE

mediana uzunligini toping.

4)  Berilgan nuqta va to'g'ri chiziq orgali o'tuvchi tekislik tenglamasini

(uzing. A (0,2,1) i}zzgzgl
16-variant

) 2x-5y-10=0 to'gri chizigni koordinata o‘qlari bilan kesishish
lugtalariga perpendikulyar qo'yilgan. Ularning tenglamasini yozing.

2)  Uchlari A(=2;0), B(2,4) va C(4;0) bo'lgan uchburchak berilgan.
Uchburchak tomonlari, AE medianasi, BB balandlik tenglamalarini, AE
mediana uzunligini toping.

4)  Berilgan nuqta va to’g'ri chizig orqali o'tuvchi tekislik tenglamasini
(KTFA T, 5 x__i = .Ji]; = _Z_
uzing. A (5-1,2) % = =

17-variant
1) A4(-1;3) va B(4;,-2) nugtalardan o‘tuvchi to‘g'ri chiziq tenglamasini

yirzing.

2) Tomonlari x+y=4, 3x—y=0, x— 3y—8=0 tenglamalar bilan
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berilganuchburchakninghurchaklari. uchlari va yuzini toping tehburchak hosil qiluvchi ikki o'zaro  perpendikulyar to'gri chizig

3)  Berilgan nugta va to'g'ri chizig orqali o'tuvchi tekislik tenglamasini thizilgan. Shu uchburchakning yuzini toping
tuzing A (4,2,-1) J.(__‘si _ z;_rx = 7_:1 1) Berilgan nuqta va to’g'ri chiziq orqali o’tuvchi tekislik tenglamasini
| A ¥, 3 e i_i_—i = L__S. — _'d_
Waing. A (2,5-1) 7 g
18-variant
21-variant

1) Uchlari A(—-ZZ;(}),B(4;-2) va C(42) nuqtalarda bo‘lgan
uchburchakka BD balandlik va BE mediana o‘tkazilgan. AC tomon, BE
mediana va BD balandlik tenglamalarini yozing.

)  Romb tomonlaridan birining tenglamasi 5x+2y-9=0, Agar romb
iiogonaliari 0(0;0) da kesishgan bo'lib, ulardan birining tenglamasi

‘ . Ve 2x bo'lsa, rombning qolgan uchta tomon tenglamasini yozing,
2) Tomonlari x+ y=4,3x—y=0,x-3y—8=0 tenglamalar bilan
4)  Koordinatalar boshidan Zx+y=q to'g'ri chiziq bilan teng yonli

berilgan uchburchakning burchaklari, uchlari va yuzini toping
ehburchak  hosil qiluvchi ikki o'zaro perpendikulyar to‘g'ri chizig

3)  Berilgan nugta va to'g’ri chiziq orqali o’tuvchi tekislik tenglamasini 0'tlaizilgan. Shu uchburchakning yuzinj toping
i . L
tuzing. A (-1,4,5) i T ) Berilgan nugta va to’g’ri chiziq orgali o’tuvchi tekislik tenglamasini
tzing. A (5,0,4) -53___—_2’_‘5:2_;_1.
19-variant
22-variant

1)  Uchburchak tomonlari quyidagi tenglamalar bilan berilgan:

X+3y=0,x=3 x-2y+3=0 . Uchburchakning burchaklari va uchlarini ') Uchburchak tomonlarining o‘rtasi berilgan P(l;2) 4B tomonining

toping. 0'rtasi, R(-4;3) BC tomonining o'rtasi, Q(S;—l) AC tomonining o‘rtasi,
€' balandlik va AR i i i toping,
2 TR P e B . —— Ikva AR mediana kesishgan nugtani toping.

berilgan uchburchakning burchaklari, uchlari va yuzini toping “) Uchburchak AB  tomonining tenglamasi x-3y+3=0 va 4¢

fomonining tenglamasi x+ 3 +3=0 hamda 4D balandligin; i

3) Berilgan nuqta va to’g'ri chiziq orqali o’tuvchi tekislik tenglamasini . 8 d Aneiploing s

D(~1;3) berilgan bolsa, uchburchakning ichki burchaklarini toping,

tuzing. A (-4-12) 228 _ 2

4 -3
1) Berilgan nuqta va to’g'ri chiziq orqali o’tuvchi tekislik tenglamasini
fsing. A ( 3-2,1) ﬁ;:LEZ-:E?—.
20-variant 23-variant
1) Kvadrat tomonlaridan birining tenglamasi x+3y-7=0 va 1) Rombning ikki qarama-qarshi uchlarining koordinatalari berilgan,
diogonallari kesishgan nugta P(0;~1) berilgan, Kvadratning qolgan uchta {{1-4) C'(-13).Romb diogonallarining tenglamasini yozing.
E tenglamalarini yozing,
omon tenglamalarini yozing, #) Uchburchak 4 tomonining tenglamasi ¥=3y+3=0 va AC

2) Koordinatalar boshidan 2x+y=a to'g'ri chiziq bilan teng yonli
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tomonining tenglamasi x+3y+3=0 hamda AD balandligining asosi
D(-1;3) berilgan bo‘lsa, uchburchakning ichki burchaklarini toping.

3) Berilgan nuqta va to’g’ri chiziq orqali o’tuvchi tekislik tenglamasini

tuzing. A (3,0,2) %izy_;;zz—'z-

24-variant

1) Agar A(-55) va B(3;1) uchburchakning uchlari, D(2;5) esa
balandliklari kesishgan nugta bo'lsa, uchburchak temonlarining
tenglamasini yozing,

2)  Romb ikki tomonining tenglamalari x +2y =4 va x+2y=10 hamda
diogonallaridan birining tenglamasi y=x+2 ma'lum bo'lsa, romb
uchlarining koordinatalarini hisoblang.

3) Berilgan nugta va to'g'ri chiziq orqali o’tuvchi tekislik tenglamasini
tuzing. A (-5,3,-4) oyt

2 6 -3°

25-variant

1) 2x+2y-5=0 to'gri chizig Ox o'qining musbat yo'nalishi bilan
qanday burchak hosil giladi?

2) Romb ikki tomonining tenglamalari x+2y=4 va x+2y=10 hamda
diogonallaridan birining tenglamasi y=x+2 malum bolsa, romb
uchlarining keordinatalarini hisoblang.

3)  Berilgan nuqta va te'g'ri chiziq orgali o’tuvchi tekislik tenglamasini

tuzing. A (4,3,1) %2::3‘_1:%
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111 BOB MATEMATIK ANALIZGA KIRISH, BIR 0‘ZGARUVCHI
FIUNKSIYASINING DIFFERENSIAL HISOBI, BIR O‘ZGARUVCHI
FUNKSIYASINING INTEGRAL HISOBI MAVZULARINI
FANLARARO BOG'LIQLIKDA O’QITISHNI TASHKIL QILISH

Homavzu: Funksiya tushunchasi. Funksiyaning asosiy xossalari.
Ratsional va irratsional funksiyalar.

Ta'rif. Agar x migdorning X schadagi har bir giymatiga biror
/ qonuniyatga ko'ra y miqdorning ¥ -sohadan aniq bir giymati mos
loltirilsa, y migdor x migdorning X -sohadagi funksiyasi deyiladi va

¢ o f(x) kabi yoziladi.

It holda x - argument yoki erkli ozgaruvchi, y - esa funksiya yoki erksiz
n'egaruvehi deyiladi. Agar y, x ning funksiyasi bo'lsa, u holda x va y lar
urpuldagl bog'lanish funksiyali bog'lanish deyiladi va quyidagicha yoziladi:
i fAx), y=g(x), y= @(x),... . Agar yuqoridagi misollarga e'tibor garatsak,
dolraning yuzi radiusning funksiyasi, kvadratning yuzi tomonining funksiyasi

dlianlipgh ma’'lum bo'ladi.

Argument qabul gilishi mumkin bo‘lgan giymatlari to‘plami funksiyaning
ahlelinish sohasi, funksiyaning o'zi gabul qilishi mumkin bo‘lgan qiymatlari
tu'pliami funksiyaning o'zgarish sohasi yoki giymatlari to‘plami deyiladi.

Funksiyaning berilish usullari. Funksiya sharoitiga qarab jadval,
ahialitlle va grafik usullar bilan berilishi mumkin.

Funksiya jadval usulida berilganda, argumentning ma’lum tartibdagi
i 0 Kyyeen giymatlari va funksiyaning ularga mos keluvchi

TR

Vs Vs ¥, oo qiymatlari jadval helida beriladi:

Xilx |x|x . |=x
Yiy|»y|y|- Yu
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Funksiyalarning jadval usulida berilishiga misol qilib kvadratlar, kubl..
kvadrat ildizlar jadvallarni ko'rsatish mumkin. Bu usuldan ko‘pinch.
miqdorlar orasida tajribalar o‘tkazishda foydalaniladi.

Funksiyaning grafik usulda berilishi, V= f(x) funksiyaning grafigi
koordinatalari y= f(x) ni to’gri tenglikka aylantiruvchi tekislikdagi barcha

nugtalar to‘plamiga aytiladi. Agar funksiyaning grafigi tasvirlangan bo'ls,
funksiya grafik usulda berilgan deyiladi,

dieh

Funksiyaning analitik usulda berilishi Formula yordamida berilpan
funksiyalarga analitik usulda berilgan deyiladi. Masalan, y=x*, y=hxth,
y=a', y= lgx, y=sinx, y=cosx ,.. funksiyalar analitik usulda berilgan,
Agar analitik usulda berilgan funksiyaning aniglanish sohasi to'g'risid.
alohida shart go'yilmagan bo'lsa, u holda y = f(x) da o'ng tomonda turuvchi

ifoda ma’noga ega bo'ladigan x ning qiymatlari olinadi. Masalan, agar y- '

ni kvadratning tomoni hilan yuzi ifodalovchi bog'lanish sifatida olsak, u hold;
aniglanish sohasi barcha musbat sonlardan iborat bo'ladi.

Funksiyaning aniglanish sohasini topishga doir misollar keltiramiy,
Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohasini toping:

L y=Ig(2x-1) funksiyaning aniglanish sohasini toping.

Yechish: Logarifmik funksiya faqat musbat sonlar uchun aniglangan,
Demak, 2x—-1>0 bo'lishi kerak. Bundan, x>%

. Demak, aniqlanish sohasi

(21, +00) dan iborat.

2, y=—— funksiyaning aniglanish sohasini toping.
lg(2x-1)

Yechish: Agar yuqoridagilarni inobatga olsak, 2x—1> 0, 2x—1=1bo'ladi,

Bundan x>%, x #1 kelib chiqadi. Demak, aniglanish sohasi (-;—; +FD U+ o)

dan iborat,
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A ) finalitile usul funksiyaning o'rganish jarayonida juda ko‘p uchraydigan
Wi, loldn ba'zi xollarda funksiyaning qiymatini topish murakkab
bsibdunhilarga olib keladi,

i1} y« f(x) yozuv hali funksiyaning analitik usulda berilishi bo‘lmasligi
stiiiln, Masilan, ushbu Dirixle funksiyasini olaylik,

[1, acap ~ x— payuonan con G3nca
¥ "l{J, azap X —uppayuouar con 6ica.

Poinile v f(x) funksiya berilgan, uning aniglanish sohasi barcha
liigligly  sonlar to’plamidan iborat, ammo funksiyaning analitik ifodasi
Ben i emag,

i1} funksiyaning jadval usulida berilishi qulaydir, chunki .hir I}ECha
giysnatiar topilgan bo‘ladi, lekin  funksiyaning sol?asi cheksiz to‘plam
b lanndda, uning barcha qiymatlarini ko‘rsatib bo‘lmaydi,

I'} funksiyaning grafik usulda  berilishi uning o'zgartirishlarini
bad'ipinemali qilish imkonini beradi.

unkdyaning grafigi — egri chiziq (hususiy holda to'g'ri chiziq), ba'zi
lsllidn biror nuqtalar to'plami bo'ladi.

Vunksiva grafigi. y= f(x) funksiyaning grafigini hosil qilish uchun
My, f(x)) nuqtalarni hosil gilib, ular bir-biriga juda yagin bo‘lganda, sillig

i hibgdi bilan tutashtiriladi.
Misol 1) y= . funksiyaning grafigi chizilsin.
X

It funksiyaning aniglanish sohasi x =0 hagiqiy senlar to’plami, ya'ni

{w0)Li(0;40) dan iborat.

Iinli, aniglanish sohasidan x ning bir necha giymatlarini olib, uning

pliiggn mos keladigan qiymatlarini topamiz.

-1 (-2 -3

b3 | —
(=]

TTT
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-1 2| =% 2 -2

b | —
| o=
[

Koordinata tekisligida A, (1;1) , MZ(Z;—;—), M3(3;%) s nuqtalarni hosil

gilamiz. Bir biriga yaqin turga nuqtalarni  uzluksiz  chiziq yordamid.

tutashtirsak, funksiyaning grafigini ifoda qiladigan egri chiziq giperbola hosil
bo'ladi. (2-chizma)

v M,
& Mg
M,
C S N3 | A Ui 1
1
2
2-yu3mMa.

2) y =x" ning grafigi chizilsin.

M (0;0), M,(I:1), M,(2;4) nuqtalarni hosil qilamiz. Ularni sillig chiziq
bilan tutashtirsak, parabola egri yaizig'i hosil bo‘ladi. (3-chizma)

Vi

M

3-wiqva.
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I, acap x>0 6yuca,
M Wil aeap x=0 6ynca,
o oaap x<0 Grca.

(4-um3mMa)

Y
1
T +
I %
] —_—
|
l
4-rqma.

juft vin toq funksiyalar. y=f(x) funksiyaning aniqlanish sohasiga
Iihli x  o'zgaruvchining har bir qiymati bilan —x  qiymat ham shu
iilyaning aniglanish sohasiga tegishli bo‘lsa va bunda f(—x)=f(x)
o w2
tonglilc bajarilsa, y= f(x) funksiya juft funksiya deyiladi. Masalan, y=x
Iuglinlya Juft funksiyadir. Hagiqatdan, bu funksiya R to‘plamda aniglangan
Vit filiglanish sohasi har ganday x bilan —x ni oz ichiga oladi. Bundan
funligarl, f(-x)=(-x)* =x* = f(x) tenglik bajariladi. Juft funksiya grafigi
iddinata o'qiga nisbatan simmetrik boladi (5-chizma).

AY

* \ 1 y=x
- N

0 1 x

5-chizma

Umuman, har ganday juft funksiyaning grafigi ordinata o‘qiga nisbatan
simmetrikdir. y= f(x) funksiyaning aniglanish sohasiga tegishli x ning har
Wiy glymati bilan —x giymat ham shu funksiyaning aniglanish sohasiga
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tegishli bo'lsa va bunda S(=x)=—f(x) tenglik bajarilsa, y = f(x) funksiya tog
funksiya deyiladi. Toq funksiyaning grafigi koordinata boshiga nisbat.
simmetrik joylashadi, Masalan, f(x)=x’ funksiya toq funksiyadi
Haqigatdan ham, f(-x)=(-x)’=—y ==f(x), yani f(-x)=—f(x) tenplil
bajariladi. Bu funksiyaning grafigi koordinata boshiga nisbatan simmetril
bo'lib, kubik paraboladan iboratdir (9- chizma). Har ganday funksiya han

juft yoki toq bo'lishi shart emas.

Masalan, y=2x+5, y=x"+5x°, Y =sinx+cosx juft ham, togq ham emu

Demak funksiyalar har doim juft yoki tog bo'lishi shart emas ekan.

x(x* +1)(2x - 3)

Misol =
4 3x" —6x+8

aniglang.

Yechish: yuqoridagi ta'rifga ko'ra argument o'rniga garama-qarshi
ishoradagi argumentni go'yib soddalashtirilganda, funksiyaning o'zi kelil)
chigsa funksiya juft bo‘ladi, Agar soddalashtirilgach funksya ham teskari

ishora bilan kelib chigsa, funksiya tok funksiya bo‘ladi. Shuni tekshiraniz.

Yex) =MD +D(2x-3)  x(x* + (25 +3)

* * =
3(—x2]+6x+8 3x2 +6x+8 y{x} J’(X)

bundan ko‘rinadiki bu funksiya juft ham emas toqg ham emas,

Davriy funksiyalar Ta'rif. Agar f(x) funksiya uchun shunday + -0
son mavjud va funksiyaning aniglanish sohasidan olingan har bir x uchun
X¥+! va x—¢ lar aniglanish sohasiga joylashgan bo'lib, f(xH):f{.r]
tenglik o'rinli bo'lsa, u holda f(x) davriy funksiya deb ataladi. 1 sonlarni eng
kichigi funksiyaning davri deyiladi.

Misol. y=sinx, y=cosx, y=tgx, y=x— [x] davriy funksiyalardir.

Davriy funksiyaning grafigini hosil qilish uchun uning bir davr ichidagpi
grafigini chizib, so'ngra uni chapga va o'ngga cheksiz kop marta ko‘chirish
kerak,
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funksiyaning juft yoki tog ekanlipini

Misol. f(x)=x—[x]=x—E(x) funksiya berilgan. Bunda £(x)=[x]

il v ning butun gismini bildiradi. ( £ - fransuzcha Entier -ante-butun

susbiing birinchi harfi). Masalan, [x]=m{(m<x<m+1) m - butun
sl i) = v - b(x)={x} bu funksiya x ning kasr gismini bildiradi, ya'ni
A0 /(1,05)=0,05;... f(x) funksiya davriydir va uning davri t=1 dir.

Phaighiutdinn,
[(x+1)=x+1-E(x+1)=x+1-E(x)-1=x- E(x)= f(x).

el har ganday butun son ham davr bo‘ladi. Funksiyaning grafigi

ik b natilggan,

Y
l

N 0]

Monaton va teskari funksiyalar

Fta'vif. v= f(x) funksivaning X sohadagi ihtiyoriy ikkita
(4,1, ) qiymatlari uchun x, <x, bo'lganda, f(x )< f(x,) tengsizlik o‘rinli

ht'lsi, wholda y = f(x) funksiyasi X sohada o‘suvchi funksiya deyiladi.

T'a'rifni geometrik nuqgtai nazardan quyidagicha ko‘rsatishimiz mumkin.
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Yuqoridagi ta'rifdan ko'rinadiki, funksiya biror oraliqda o‘suvchi bo'lis)i
uchun shu oraliqdagi argumentning kichik qiymatiga funksiyaning kichil
qlymati, argumentning katta giymatiga funksiyaning katta giymati mos kelad|

1) y=2" funksiyasi butun sonlar o'qida o‘suvchi,

2) y=tgx funksiya ham o‘suvchi funksiyadir.

2-tarif. y=f(x) funksiyaning X sohadagi ixtiyoriy ikkit,

(x.x,) giymatlari uchun X <x, bo'lganda f(x )< f(x,) tengsizlik o'rinli

bo'lsa, u holda y=f(x) funksiya (%,x,) oraligda kamaymaydigan
funksiya deyiladi.

yfix)
e

Aix

Sy

3-ta’rif. y:_f(x) ning argumenti x ni V(xl,xz) uchun x, <x,, bo'lganda
F(x)>r(x,) tengsizlik o'rinli bolsa, y=/(x) ni (x.x) oraligida
kamayuvchi funksiya deyiladi.

Misol. y=x’ funksiyaning olsak, bu funksiya (—c0,0) oralig'id
kamayuvchi, (0,) oralig‘ida o‘suvchi funksiyadir.,

Misol. y=sinx funksiya (0, -;iJ oraligda monoten o'suvchi bo'lib, (EJ—;H )
22

oraligda monoton kamayuvchidir.

y=fiz)

| Sixa)
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dta'rif. y=f(x) ning argumentining ixtiyoriy (x,x,) qiymatlari
il y <y, bo'lganda f(x,)2 f(x,) bo'lsa, u holda y= f(x) funksiyasi
{4,,v,) oralig'ida o'smaydigan funksiya deyiladi.

Aggiar berilgan oraliqda argumentning katta qiymatiga funksiyaning katta
fiymatl mos kelsa, ya'ni shu oraliqdagi ixtiyoriy x wva x, uchun
1oy hartdan £(x,)> f(x) kelib chigsa, y=f(x) funksiya shu oraliqda

amivihl deyiladi,

Neta'rif. Biror (x,x,) oralig'ida o'suvchi va kamayuvchi funksiyalar

manoton funksiyalar deyiladi.

Teshari funksiya tushunchasi. Teskari trigonometrik funksiyalarga
t'tinhdun avval umuman teskari funksiyalarga izoh berib o‘tamiz,

Iraz gilaylik, y= f(x) funksiya biror X sohada berilgan bo‘lsin va x
drgiment X sohada o'zgarganda, bu funksiya gabul gilgan barcha giymatlar
fi'plisini ¥ bilan ifodalansin. Odatda, X va ¥ lar oraliglardan iborat bo‘ladi.

Iflz ¥ sohadan birer y=y, qiymatni tanlaylik; bu vaqtda X sohadan
liuiing funksiyamiz xuddi shu y, ga teng bo'ladigan x =x, giymat, albatta,
plladi, demak, £(x,)= vy, bo'ladi.

¥, ning bunday giymatlari bir gancha bo‘lishi ham mumkin. Shunday
ifllih, ¥ sohadagi y ning har bir giymatiga xning bitta yoki bir gancha giymati
Mo keladi; shu bilan ¥ sohada bir giymatli yoki ko'p giymatli x = g(y)
fiinlelya aniglanib, buni y = f(x) funksiyaning teskari funksiyasi deyiladi,

Mizollar gqaraymiz:

1) y=a'(a>1) funksiyani qaraylik, bu yerda x argument
\ « (~m0;+a0) oraligda o‘zgaradi. Funksiya y ning giymatlari ¥ =(0; + )
utillgnl tashkil giladi, shu bilan birga, bu oraligdagi har bir y ga X dan
hittw x = /og,y qiymat mos keladi. Bu holda teskari funksiya bir giymatli
o' T,
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2) Aksincha, y=x" funksiya uchun x argument X = (—oo;+00) oralil.,

0'zgarsa, teskari funksiya ikki qiymatli bo'ladi, chunki Y =[0; +c)oraliqday,

Yy ning har bir qiymati uchun X da ikkita x-:i\/; giymat mos keladi. Odat |,

bu ikki qiymatli funksiya o‘rniga xzﬁ va JC‘:—-\/J_Z funksiya (ikki qiymai|
funksiyaning “shoxchalari”) tekshiriladi. Bularning har birini alohida y=x"
teskari funksiya deb garash ham mumkin, faqat bu vaqtda ning o'zgarisl
sohasi [0; +o) yoki (=o0; 0] oraliqg bilan chegaralangan, deb faraz qilish
kerak.

Berilgan y=f(.vc) funksiyaning grafigiga garab, bunga teskari x - o0y}
funksiyaning bir giymatli bo'lish yoki bo‘lmasligini sezish oson. Agar x o'qqa
parallel bolgan har bir to‘g'ri chiziq bu grafikni fagat bitta nuqtada kessa, 1
holda teskari funksiya bir giymatli bo‘ladi. Aksincha, bunday o'y
chiziglardan ba'zilari grafikni bir nechta nugtada kesib 0'tsa, teskari funlksiy
kop qiymatli deyiladi. Bu holda grafikka garab, har bir bo'lakka hy
funksiyaning bir giymatli “shoxchasi” mos keladigan qilib, x ning o‘zgarisl
oraligini  bo‘laklarga bo'lish mumkin. Masalan, 1-chizmadagi - '
funksiyaning grafigi bo'lgan parabolaga birinchi qarashimizdayoq, uniny
teskari funksiyasi ikki giymatli ekanini aniq ko‘ramiz va teskari funksiyaning
bir giymatli “shoxchalarini” olish uchun parabolaning o‘ng va chap
bo'laklarini, ya'ni x ning musbat va manfiy Qiymatlarini alohida qarash
yetarli,

Agar x=g(y) funksiyasi y:f(x) funksiyaga teskari bo'lsa, u vagtda b
ikki funksiyaning grafigi bir xil bo‘ishi ravshan. Teskari funksiyaning,
argumentini ham x bilan belgilashni, yani x=g(y) funksiya o‘rniga y = g(1)
deb yozishni talab etish mumkin. U vaqtda gorizontal o'qni y o'q deh va
vertikal o'qni esa x o'g (vangi) gorizontal, y 0'q (yangi) vertikal bo'lsin desal,
u vaqtda bu o‘glarning o'rinlarini almashtirib, birining o‘rniga ikkinchisin|
qo'yish kerak, bu esa grafikni ham o‘zgartiradi. Buni amalga oshirish uchun
xOy chizma tekisligini birinchi koordinata burchak bissektritsasi atrofid:

180° ga aylantirish magsadga muvofiq.
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A

l-ev

E=rmama. 2-simma,

Shunday qilib, y=g(x) ning grafigi y=f(x) ning grafigini shu

hissektrisaga nisbatan ko‘zgudagi aksi deb olish mumkin.

Mustaqil yechish uchun misollar.

1-variant
y= ——6% funksiyaning juft yoki toq ekanligini ikki hil usulda tekshiring.
o (x+3)

y=sin5x funksiyaning eng kichik davrini toping.

y= % +1 funksiyaga teskari funksiyani toping.
A—

y= Ig(x2 —4x+ 3)‘ funksiyaning aniglanish schasini toping

2-variant

x(x—2)}x+2)
x* +4x-8
lekshiring,

funksiyaning juft yoki toq ekanligini ikki hil usulda

v = lgcos2x funksiyaning eng kichik davrini toping.
V= x* +4x -7 funksiyaga teskari funksiyani toping.

v = arcsin (3x—4). funksiyaning aniglanish sohasini toping
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3-variant

2
y= 433: 5 funksiyaning juft yoki toq ekanligini ikki hil usulda tekshiring.
x +4x

y =1g3x + cos4x funksiyaning eng Kichik davrini toping.

y= %‘x—T} funksiyaga teskari funksiyani toping.
—3x
e (11 y* +x+2. funksiyaning aniqlanish sohasini toping
g —X

4-variant
y="Tx* +5x* +2[x|+7 funksiyaning juft yoki toq ekanligini ikki hil usulda
tekshiring.

y=itgx+ 35in§ -3 oos% funksiyaning eng kichik davrini toping.
y=3x" + 4 funksiyaga teskari funksiyani toping.

y =~/sinx —v9—x’. funksiyaning aniglanish sohasini toping

S5-variant

2
xt—2x

y ==
y=5x" +2sinx—Tcoskx, keZ funksiyaning eng kichik davrini toping.
y=3x" -9 funksiyaga teskari funksiyani toping.

2

y =arcsin . funksiyaning aniglanish sohasini toping

funksiyaning juft yoki toq ekanligini ikki hil usulda tekshiring,

G-variant

S 2

x— S

) z) > funksiyaning juft yoki toq ekanligini ikki hil usulda
X :

tulshiring,
ym= 4arg§ Rl 3rg§ funksiyaning eng kichik davrini toping.

i/ x' < dx +1 funksiyaga teskari funksiyani toping.

i
Y- X, funksiyaning aniglanish schasini toping

7-variant

y-|x 113+ " funksiyaning juft yoki toq ekanligini ikki hil usulda
telhiving,

Ve wou(Bx—7), y=sin(4x +13)funksiyaning eng kichik davrini toping.

v o 2" funksiyaga teskari funksiyani toping.

Vg 16 - x*, funksiyaning aniglanish sohasini toping

8-variant
-
y.f__';ﬂ funksiyaning juft yoki toq ekanligini ikki hil usulda
felshiring.

Voeooig(Bx 4+ 7), y=1g(4x —7) funksiyaning eng Kichik davrini toping.

V3" 47 funksiyaga teskari funksiyani toping.

- - . funksiyaning aniglanish sohasini toping
‘fix| =2)x—1|



9-variant

y=2x|x|+x’ —4x funksiyaning juft yoki toq ekanligini ikki hil usulda
tekshiring.

Y= tg%x, y= ctgs?ﬁx funksiyaning eng kichik davrini toping.

——

y=15-5"" -13 funksiyaga teskari funksiyani toping,

f(x)=Incosx. funksiyaning aniglanish sohasini toping

10-variant i
y= 22_):7 funksiyaning juft yoki toq ekanligini ikki hil usulda tekshiring.
X —

y=1g3x, y=sin(6x +5) funksiyaning eng kichik davrini toping.
y=3-4"? +1 funksiyaga teskari funksiyani toping.

y=x"+x-2.

11-variant

y=vx=2x+2+/x + 2x+2 funksiyaning juft yoki toq ekanligini ikki hil
usulda tekshiring.

cigbx, y=cos(3x —1) funksiyaning eng kichik davrini toping.

»=4-8"7 +11 funksiyaga teskari funksiyani toping.

y=log,(~x). funksiyaning aniglanish sohasini toping
12-variant
y=log,4x* +x* funksiyaning juft yoki toq ekanligini ikki hil usulda

tekshiring.
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Ve 28in 5 +3cos iZ—x + tg% funksiyaning eng kichik davrini toping.
¥ 2.3 — 25 funksiyaga teskari funksiyani toping.

Vouarceos (%— 1). funksiyaning aniglanish sohasini toping

13-variant

Voxtdlog,3"  funksiyaning juft yoki tog ekanligini ikki hil usulda
(eleshiring,

. X
ym(2+ smE) {1+ oosg—) ’tg% —7) funksiyaning eng kichik davrini toping.
Ve log, x + 4 funksiyaga teskari funksiyani toping.

V3" -5" funksiyaning aniglanish sohasini toping

14-variant
Varecos x funksiyaning juft yoki toq ekanligini ikki hil usulda tekshiring.
Vo x'sin3x funksiyaning eng kichik davrini toping.

Velog,(2x +3) -4 funksiyaga teskari funksiyani toping.
| o .
= .r_e”-' funksiyaning aniglanish sohasini toping

15-variant

n -1

N funksiyaning juft yoki tog ekanligini ikki hil usulda tekshiring.
Vex' ="+ x funksiyaning eng kichik davrini toping.

V= log,(6x +12)~15 funksiyaga teskari funksiyani toping.
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B e a—————

¥ =siny/x-3. funksiyaning aniglanish sohasini toping

16-variant

= % funksiyaning juft yoki toq ekanligini ikki hil usulda tekshiring.
y=lgcosx funksiyaning eng kichik davrini toping.
y=1log, 7x funksiyaga teskari funksiyani toping.

y=lgcosx. funksiyaning aniglanish sohasini toping

17-variant
y=x"+cosx funksiyaning juft yoki toq ekanligini ikki hil usulda
tekshiring.

y=1igx+3sin X _3cos> funksiyaning eng kichik davrini toping.
> 3 geng

y=1gl0x + 2 funksiyaga teskari funksiyani toping.

y=sin Jx. funksiyaning aniqglanish sohasini toping

18-variant

y=x"+cosx funksiyaning juft yoki toq ekanligini ikki hil usulda
tekshiring.

y=5x"+2sinx—Tcoskx, keZ funksiyaning eng kichik davrini toping.
y=1gl00x* —4 funksiyaga teskari funksiyani toping.

sin
y= J—xl— funksiyaning aniglanish sohasini toping
l-cosx

telishiring,

19-variant

Vesin2x +g4x  funksiyaning juft yoki toq ekanligini ikki hil usulda
teleshiring.

x p
ye= 4ctg5 + 3tg§ funksiyaning eng kichik davrini toping.

V= Inx® +4 funksiyaga teskari funksiyani toping.

V= sin(arccosx). funksiyaning aniglanish sohasini toping

20-variant

Vedt=x)" +3(1+x)*  funksiyaning juft yoki toq ekanligini ikki hil
usulda tekshiring,

Ve cos(8x—7), y=sin(4x +13) funksiyaning eng kichik davrini toping.
¥=lol0x* +11 funksiyaga teskari funksiyani toping.

10" +1
10" -1

y'

. funksiyaning aniglanish sohasini toping

21-variant
| l—x T .
ym nm— funksiyaning juft yoki toq ekanligini ikki hil usulda tekshiring,

VeegBx+7), y=tg(4x-7) funksiyaning eng kichik davrini toping.

Velog,(2x +3)— 4 funksiyaga teskari funksiyani toping.

x+3 w—
Vel P funksiyaning aniqlanish sohasini toping

22-variant

Vednx++1+x") funksiyaning juft yoki tog ekanligini ikki hil usulda




y= tgzé-{x, = cfg%x funksiyaning eng kichik davrini toping.
y=log,(6x+12)—15 funksiyaga teskari funksiyani toping,

y=+—-x’—x+2. funksiyaning aniglanish sohasini toping

23-variant
»=2" 427" funksiyaning juft yoki toq ekanligini ikki hil usulda tekshiring.
y=1g3x, y=sin(6x + 5) funksiyaning eng kichik davrini toping.
»=Igl00x* —4 funksiyaga teskari funksiyani toping.

1
4= arcsin(1- x) '

funksiyaning aniqlanish sohasini toping
24-variant
y=sin2x+/g4x funksiyaning juft yoki toq ekanligini ikki hil usulda
tekshiring.
¢1gbx, y=cos(3x —1) funksiyaning eng kichik davrini toping.
y=Inx’+4 funksiyaga teskari funksiyani toping,

x+1

y= . funksiyaning aniglanish sohasini toping

25-variant

y=2"+2"" funksiyaning juft yoki toq ekanligini ikki hil usulda tekshiring.
y= ZSEHKTX- + 3(:05? + tg%xw funksiyaning eng kichik davrini toping.
2

y=In10x" +11 funksiyaga teskari funksiyani toping.

= 21 l+1. funksiyaning aniglanish sohasini toping
X+
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Yemavzu: Ko'rsatkichli va logorifmik funksiyalar, xossalari va ularning
grafiklari.

Logarifmiar, Logarifmik funksiya,

=0, a#l bolsin. N sonining a asos bo‘yicha lagarifmi deb, N sonini

hosll gilish uchun @ sonini ko'tarish kerak bo‘lgan daraja ko'rsatkichiga
iytiladi va log, N bilan belgilanadi

Ta'rifga ko'ra, a*=N (a>0, a#1) tenglamaning x yechimi x=log, N
Nihddan iborat. [fodaning logarifmini topish amali shu ifodani logarifmlash,
hiordlgan logarifmiga ko‘ra shu ifodaning o'zini topish esa potensirlash
doyiladi. x=log, N ifoda potensirlansa, qaytadan " =N {(a>0,a#1) hosil
ho'ladi, Bundan esa x= log, N va a* =N tengliklar o’zaro teng kuchli ekanligi
lolib chigadi, Shu tariga biz o‘zining aniglanish sohasida uzluksiz va
monoton bo‘lgan y=log x(a>0,a=1 funksiyaga ega bo'lamiz. Bu
finlcslya a asosli logarifmik funksiya deyiladi. y=log,x funksiya y=g*
inksiyaga teskari funksiyadir. Uning grafigi y=a" funksiya grafigini y=x

I6'1'ri chizigqa nisbatan simmitrik alamashtirish bilan hosil gilanadi.

YJL
i _
; y=log x,
i a>1
1
\
0 ™M X
b
~ )
y=log x,
O<ax<l

Logarifmik funksiya ko‘rsatkichli funksiyaga teskari funksiya bo'lganligi
sabibli, uning xossalarini ko‘rsatkichli funksiya xossalaridan foydalanib

houll  qilish  mumkin. Jumladan y=g" funksiyaning aniglanish sohasi
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D(f)={-w<x<eo}, giymatlar sohasi E(f)={0<x<o} edi Shunga ko'ra
f(x)=log, x funksiya uchun D(f)={0<x <}, E(f)={-0<x <o} bo'ladi.

Logorifmik funksiyalarning xossalari.
1) y=log, x funksiyada a>! bo'lsa funksiya o'suvchi. 0 <a<1 funksiya

kamayuvchi.

2) Funksiyaning aniglanish sohasi D{f)= {0 <x ém} va giymatlar sohasi
E(f)= {—oo <x <00} dan iborat.

3) Funksiya davriy emas.

4) y=log,x funksiya a>1 bo’lsa, argumentning 0<x<l giymatlarida
funksiya manfiy va argumentning x>1 qiymatlarida funksiva musbal
giymatlar gabul giladi. -

5) y=log,x funksiya a<l bo'lsa, argumentning 0<x<l giymatlarida
funksiya musbat va argumentning x>1 gqiymatlarida funksiva manliy
giymatlar gabul giladi.

6) Ordinatalar o'qi y =log,x funksiya uchun vertikal asimptota.

Asosiy logorifmik ayniyatlar:

Dlog,1=0,log, a=1
_log,b
og.a

3) log,(bc) =log, b+log,c

2) log b

4) Iogﬂé =log,b—-log,c
¢

1
5)log,—=—log_ b
) log,— 2.
6) log, b° =clog, b
7 logu{,c::%logac
8) log,b<log,c,vaa>1bo'lsab<c 0<a<lbo'lsab>c bo'ladi

9) alog,,z: =c[og,,a

10) @™5* =b

Amaliyotda asosi 10 bo‘lgan (o‘nli logarifmlar) va asosi e
4102818, ga teng bo'lgan (natural logarifmlar) logarifmlar keng
i llaniladi. Ularni mos ravishda Iga va Ina ko‘rinishda belgilash qabul

ifilingan,

Ko'rsatkichli va logarifmik ifodalarni ayniy almashtirishlar,

Oldingi  bandlarda  logarifmning va logarifmik  funksiyaning,
shuningdek,  darajaning va ko'rsatkichli funksiyaning xossalari bilan
iishgan edik. Bu xossalardan logarifmik va ko‘rsatkichli ifodalarni shakl
alinashtirishlarda foydalaniladi.

Misol: 36" +10""%* — 3% ifodani hisoblang.

Yechish:  yuqoridagi 6- va 10- xossalardan foydalanib,

"IIIIH.'| ‘,;‘qu,,‘i - Glx\g{jz :6103525 =75 !0[_|81 :ﬂ 10 =5

’ 102 2 va

gy 6 2-liggs6
I g 310 E o 37T _glems g ekanligini topamiz va o'rniga keltirib
ipiyldagiga ega bo'lamiz. 25+5—-6=24 demak ifodaning qiymati 24 ga teng
i,

Wi

bl
Misol: (814 2% +25°4%). 49°%? jfodaning giymatini toping.

Yechish:
1
! 814 log, 5 (3°)
(819 27 4 25Wemty . 49l8r? = (4 95 W0 gthen2
812"
1
3 210813, e 4 3 2log,3 3
( :a--l--logni + 253 }7"%7 =(§ET+5 E")‘4Z{Z+9)'4=
A=
i
%4:39

1
= —log, 4
Misol: [(’ #0305 + 2log, log, log,a™*). = \a-a* |:(1-a) ifodani

nuddalshtiring.




i

Yechish:

1
[(Iog.,,zs e 2]0g2 !0g2 logz aziugﬂd)_ 2'033:/1__ azJ: (- a)=

!

1 -

——— _I
(5[084925 +2[0g2 logzlogzaing,,!ﬁ}_4 5'0334__02 :(I_,a)z

[{Sinsﬂ +210g2 lng Ing 16)' 4—iog33 - a2J:(—I__a) -

[(7+ 2log, log, 4). __l___

2[Dg29

2]:(1—a}=[(7+2]0g2 2)%-&]:(1—”) -
(]—az):(l—a)——-l-Fa

Ko'rsathichli tenglamalar vq tengsizliklar, a* = p (a,6eR) tenglama
eng sodda ko'rsatkichli tenglamadir, bu yerda a>0,a=l1 . Korsatkichli
funksiyaning qiymatlar to‘plami (0;0) oraligdan iborat bo'lgani uchu
b<0 bo'lganda garalayotgan tenglama yechimga ega bo‘lmaydi. Agar b0
bolsa, tenglama Yagona yechimga ega va by yechim x=log b sonid.

iborat bo'ladi.

Teorema: agar 4>0, 41 bollsa u holda /™ ¢ tenglamaning

yechimi f(x)= 2(x) tenglamaning yechimi kabij bo’ladi,

Misol: 8~ _ g2(=+1) tenglamani yeching,
Yechish: yuqoridagi teoremadan foydalanamiz va
85:’-46 = g2A="4)
5x*—46=2(x" + 1)
5x*—46=2x% 4+ 2
3x* =48
x=16
x=14

Bo'lib tenglamaning yechimi x = +4 ekanligi kelib chigadi.

I bnntldehli tengsizliklarni yechishda y=4" funksiyaning
mitanligldan foydalaniladi. '™ > & tengsizlikning yechimi, a > 1 bo'lsa,

e gty tengsizlik yechimi bilan, a<1 bo'lsa fx)<gx) tengsizlik
veehtind bilun bie hil bo'ladi,
Migol 0,310 2 g, 3577 tengsizlikni yeching.
0,312 <, 35" +57

N 2x=55x 4 x-7

Vouhish 2x ~ x> 745
X>=2

XE {—2:00)

Liygarifmik  tenglamalar va tengsizliklar. log, x=b(a>0,a=1)
Qaraymiz. Bu tenglama eng sodda logarifmik tenglama

R AT
a" son qaralayotgan tenglamaning ildizi bo'lishini ko'rish

iy il x e
WV o,

Horilgan tenglama x =4 dan boshga ildizga ega emasligini y=log_ x

T e funksiyaning monotonligidan foydalanib isbotlash mumkin,

Mustagqil yechish uchun misollar:

) 1-variant
1) \/ "25 1 "49 . ifodani soddalshtiring va qiymatini toping.
R i SO, LIVE o tenglamani yeching.

gt=lls-3) I. tenglamani yechin
——— = ], ani :
Iy Jx+7 ~lg2 ciglamanyy &

Z-variant

1) "WB1+"%/27 + 5o, ifodani soddalashtiring va gqiymatini

Loping,




—— T — = e e e
B — —  ——— = . == == =

22 5 8 30~
2) 3%+3%.3%.,..3% 995 tenglikdan natural son n ni toping,

3) 0,5Ig(x $=55x+90) - Ig (x - 36) |=

6-variant

N I DY B

35k bl

lg~2. tenglamani yeching.

‘ifodani soddalashtiring.

i
3-variant

l, g0 _ g _ guvions2. tenglamani yeching.

1) —log, log, /2 ;

ifodani soddalashtiring va qiymatini toping.
) 24fx+x
\/‘ 31_'_\1,{— 1 2(1-!-\{‘)
2)

3 " tenglamani yeching.

gy (-4 F=
4 oua, +1,5log, 4 —O.tenglamani yeching,
8

7-variant

3) 27 ~7.9% _51.gux

i (~lp2 _ qlogd®
+27=0 tenglamani yeching, 1) 36" +10 3

ifodani soddiring va qiymatini toping.

5
0. 54010 _Vatlfg
4-variant 1) ‘E 0, 5% ‘/Z_O'tenglamani yeching,
1) [I+H]!g3+lg2 le(27- & )} ifodani soddalashtiring v log,x-log,x-log27x-logslx=g-

giymatini toping.

2 \/2;*,3/4%/0,125 =430,

3) log, (4-3Jr - 6) ~log, (9x-6)

3 tenglamani yeching.

8-variant
tenglamani yeching,

A s 49"% e dani = S
=1 tenglamani yeching, I,J [ J ifodani soddalshtiring va giymatini

' ﬂmlng.

S5-variant

aed

) gir-7 '{(x_\}] 0,57 =1, tenglamani yeching,

) lug,(Sx—-Il)+log5(x—27)=3+log5_8. tenglamani yeching.

1) ~log, log; /3/3. ifodan; soddalashtiring va qiymqtini toping,
2) B) + () -

= 84 . tenglamani yeching.

3) 2log; (x-2)+log,

2
(x-4) =0 tenglamani yeching.




= e — ———=

9-variant

ng? 81 3 |ﬂg_§/2_7 Tog,
1) G L

AR e
—— (%7 -"*%/125). ifodani soddalashtiring

40
giymatini toping.

-2 3
25 27
0,6 == ==L i i
2) 0, (9) (125] tenglamani yeching.

lg(5-x)+21gv3—x =1. tenglamani yeching.

10-variant

-1 3 1
5 (21%-1“45 _310g @ 20’] ; [741034; N Silog‘/ga B 1]'

soddalashtiring va giymatini toping.
2) /100 +4/25 = 4,25¢50. tenglamani yeching,

log, (x+1) log, (2x2+1)

3)9:5 ___55

- tenglamani yeching.

11-variant

log, Va® -1-log? , Va® -1

2 -3 Z
log,.(a’ =1)-log,, Ya* -1

1)

2) 3-5%7"-2.5"=0,2.tenglamani yeching.

3] 4Iog,xz __4log,x+1 + 4log5x—l

126

-ifodani soddalashtiring.

—1=0 tenglamani yeching.

ifodani

Vil

12-variant

1
| i =log, b
1) IM{!/? —Z-I%JE-I%bb—FZ \/B ifodani soddalshtiring.

0 "' _36.3" 143 = 0.tenglamani yeching.

Iuv.‘-tgxz 1
) w “WE=O- tenglamani yeching.
13-variant
—lhm‘*
1) [('““"%‘_ +210g210gzlogzazlog"4)' >4 —az}- ifodani
soddalashtiring.

1) 4" =10-2""-24 = 0. tenglamani yeching.

1) Hogy2+2-x=log; (3x - 52_x) .tenglamani yeching.

14-variant

1) (Ioga b+log, a+ 2) . (loga b—log,, b) log, a—1. ifodani
uoddalashtiring.

1) V64 -42°" +12 = 0.tenglamani yeching.

1) Jlog, ? —4log,\3x =1. tenglamani yeching.

15-variant

1) (log, b+log, a+ 2)-(log, b—log,, b)log, a—1.ifodani
noddalashtiring.
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2] 1" S 1 g5% o 9 9. tenglamani yeching.

3) log,_,3-log,_, 2-0,5=0. tenglamani yeching,

16-variant

I-log’ &

g ifodani soddalashtiring.

1)
(log, b+log, a+1)-log, e

x I 4 x4 | o
2) 3-4 P P=6-4 1—5'9 - tenglamani yeching.

3) logs(x~2)+log £ (x’ ~2) +log, ,(x~2) = 4. tenglamani yeching.

17-variant

21 b
(lg{’/blﬂsmﬂ -Ig\b/al"smb) 0 (+h)

1) ifodani soddalashtiring.

2°+10 9
4 o2 tenglamani yeching.

3) lg5+lg(x+10)= 1-lg(2x—1)+Ig(21x-20). tenglamani yeching.
18-variant
_ LT
1) [(log;a+10g:b+2_)2 +2J —log, a~log, b. ifodani soddalashtiring.

\ Xl Xt X—i
2) 4PuT _gle gl 1o tenglamani yeching.

3) log,182~2log, V5-x =log, (11-x)+1. tenglamani yeching.
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19-variant

R P
g, 2x" +log, x- x"&=0a* | —Jog? x* +2. .
b &2 g ifodani soddalashtiring.

1

II 2
1) g, v x =9 ~log, 10 +logs v2x—1=0. tenglamani yeching.

2 i =
1) log, 9x” -log™; x =4. tenglamani yeching.

20-variant

SR

[x-"""’x+'"*f5+ l]

1) ifodani soddalashtiring.
‘- 1 xlg4
Ip(3 =2"")=2+—logl6 ———.
) 4 )m2agls 2 tenglamani yeching.

1) (5= x) +21g¥3—x =1.tenglamani yeching.

21-variant

L
1) [6(Iog,, alog, b+ l)+ log, b~ +log? b]’ ~log, b,a>1. ifodani
nndldalashtiring.
2) Ig(x+1,5) =—Ig x. tenglamani yeching.

1) I [I Qlex'-20 ] -2=Ilgx—1g25. tenglamani yeching.

22-variant

log, b+1og, | 7

0 .
i log,, b-log, b
1) Iog“ b'“log,,b b bzlugp,lng,b 1 1

1) g5~ —1g25=0.tenglamani yeching.
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ifodani soddalashtiring.




}
| 1
. 3) lg (5~x)~§1g (35 —x“) =0. tenglamani yeching.

. 25-variant

ma'lum. 10€ 5.y X ni toping.

2) Ig8IX/3* ™ = . tenglamani yeching.
1 -1
3) = xx —2log, \/;+10323x:3'

10g3 =
2

| 23-variant
tenglamani yeching.

1) log,x=a,log, x=pB,log x=y,log, x=6 ya x #1 ekanligi

i 24-variant

1

i 1
‘ 1) £=10"%« vay=10"%F ekanligi ma'lum. @ ning y ga

‘ bog'lanishini toping.

2-lga+lg012 . o
lg(+3x+1+4)—1g2x -tenglamani yeching.

3) lg(x* +1)=2lg"' (x> +1)-1. tenglamani yeching.

log, c-log, ¢

1) log,c= log, c+log, ¢ ©kanligini isbot giling.

2) Agar m*=a® — b? ekanligi ma'lum bo'lsa,

loggym+log, p,m— 2log,,, m- log,_, m ifodani
‘ i soddalashtiring.

3) ***—5lgx=0,0001. tenglamani yeching.

10-mavzu: Trigonometriya elementlari. Trigonometrik funksiyalar.
Teskari trigonometric funksiyalar.

Yoy va burchaklarning radian o’lchovi. Hammamizga ma'lumki
burchaklar tushunchasi kiritilishi bilan burchak o'lchovi sifatida “Gradus”
wlchov birligi kiritiladi va odatda burchaklar gradusda o’lchanadi. Ammo
(rigonometriyaga kirishda burchaklarning gradus o’Ichovidan ko’ra radian
@lehovi kiritiladi. Shuning uchun hozir biz burchak o’Ichovlarida gradus
i'lchovi va radian o’lchov birliklari orasidagi bog’lanishni kiritib o'tamiz.

Gradus o'Ichovidan radion o'lchoviga o'tish formulasi quyidagi

-er buyerda e burchakning gradus o'lchovi.

li'rinishda iladi. ¢ = %
('rinishda yoziladi. a= %

Masalan: 10" li burchakni radian o’Ichovda ifodalasak, a:%vl ”=%
li'lib hamma burchak o’Ichovlari huddi shu kabi radian o’lchov birliklariga
i'tlenziladi.

1" ning radian o’Ichovi 0,0175 radian;ga teng.
Radian o’lchovidan gradus o'lchoviga o'tish formulasi quyidagi

li'rinishda yoziladi. a=13" . bolib bu yerda a burchakning radian

4

u'lehovidir,

Masalan: %r ga teng bo’lgan radian o’lchovdagi burchakning gradus

0 3 +:
i'lchovini toping. « = e B
T 8 2 2

tudian o'lchovdagi burchaklar huddi shu kabi gradus o’Ichoviga o’tkaziladi.

=112,5" ga teng bo'ladi va barcha

| radianning gradus o’Ichovi 57°17'44",8 ~57,3" ga teng.

Aylana yoyining uzunligi yoyning radian o’lchovi bu yoyning radiusga
lw'paytirilganiga teng:  =aR.

Doiraviy sektorning yuzi sector yoyining radian o’lchovini doira

tidiusining kvadrati ko’paytmasining yarmiga teng. S, =a-

®
=,




e

Endi ba'zi bir kelajakda ko'p ishlatiladigan ba'zi bir burchaklarniny,

gradus o’Ichovidan radian o’lchovga o’'tkazilgandagi qiymatlarini ko'rily
chigamiz.

Herilgan burchak katangensi deb, berilgan burchakka yopishgan katetni

Ajiishisidagi katetga nisbatiga aytiladi va quyidagicha yoziladi. c!ga'——-é. Shu
a

Masalan: 30°, 45°, 60", 90", 120", 135°, 180", 270", 360° ga teng bo'lgan 2

: ; , s , i'nda quyidagilarni ta’kidla o'ti i il foar=t Totrinicts .
burchaklarni radian o'Ichoviarini topamiz. quylaag b o'tish lozim. Ya'ni 1ga p ko'inishida yozish
30° =300 =2 457 = T 40T g0 Tt g o T %

180" 6 180" 47 T 180" 3777 180" 2’ i ; , i

e 2 5 i = - [ ,r mmldnligini inobatga oladigan bo’lsak u holda ga =% ga teng bo’lish
120" =2 120° =25 135° = 135° = 2T 1800 = 150" = ¢ 270" = "_a7g == 360" =——.360" - )y oS

180" 3 180" 4 180° 180° 2 180°
bo'lib,

4
[+

Z 900 =2 120° =27 1350 .37 pgp =7, 270 =% 360 = 24
3 2 3 4 2

ekanligi kelib chigadi.

lolih chigadi va ciga =, €kanligidan esa ciga = S‘_Ef% ga tengligi kelib chigadi.

30" =2 45" =7 g0 =
5] 4

c

Hiinddan tashqari esa burchak tangensi va katangensi quyidagicha bog'ligligi
mivjudligi kelib chiqadi ya'ni tge =

Sonli argumentning trigonometric funksiyalari Hammamizga 9- sin(

geometriya kursidan ma’lumki burchak sinusi, kosinusi, tangensi va e
kotengensi tushunchalari ixtiyoriy to’g'ri burchakli uchburchakning o'tkir £
burchaklari uchun kiritilgan bo'lib, quyidagicha ta'riflanar edi. || i
—
o i il '__,'\\\
A N AN
: |/ A
/ J o i
b "
! I
=) I‘. ‘ 0 ;.I i
N j Y
; ; . ~ [ "
berilgan uchburchak uchun burchak sinusi, kosinusi, tangensi v Sl
katangen- f|-1

sining ta'riflarini keltirib o’tamiz. « burchak sinusi deb, berilgan burchak
qarshisidagi katetni gipotenuzaga nisbatiga aytiladi ya'ni quyidagicha yoziladi.

lndi triganometriya bo’limining asosiy xossalarini to'lig o'rganishda
(ulaylik uchun trigonametrik funksiyalarni Dekart koordinatalar sistemasida
liorilgan birlik aylana yordamida ko'rib chiqamiz. Ya’ni markazi (0;0) nuqtada
V'l koordinata tekisligining boshida bo’lgan radiusi 1 ga teng bo’lgan aylana
Ieitamiz va (L0) nuqtani burchaklarning boshlanish qismi sifatida gabul

illamiz - va soat strelkasiga qarama garshi yo'nalishni musbat yo’nalish
sintida gabul gilamiz,

P ]
sSina =—,
<

Berilgan burchak kosinusi deb, berilgan burchakka yopishgan katetni

gepotenuzaga nisbatiga aytiladi, ya'ni quyidagicha yoziladi. coser = LA
c

Berilgan burchak tangengensi deb, berilgan burchak garshisidagi katetn|

yopishgan katetga nisbatiga aytiladi va quyidagicha yoziladi. 1gar = % . lindi ushbu birlik aylanada berilgan burchak sinusi, kosinusi, tangensi va

lutangensi tariflarini kiritsak u holda quyidagiga kelamiz.




. ..
I
+1

Ushbu burchak uchun yugorida berilgan ta'riflarni kiritadigan bo'lsal u
holda quyidagiga ega bo'lamiz. sina=%=y - cnsa={-=x , tga=2, cga= 2,
X X

Bundan esa burchak sinusi sonli birlik aylana nugtasining ardinatasiga teng,
bo'ladi va shu burchakning kosinusi esa nugtaning absissasiga teng bo'ladi,
Burchak tangensi va katangensi esa berilgan burchakning mos sinus v

kosinuslarining nisbatlariga teng bo’ladi.

Triganometrik funksiyalarning ishoralari, son giymatlari va juft

toglik xossalari.

Endi triganometrik funksiyalarning juft va togligini ko'rib chigadigan
bo’lsak yana yuqoridagi kabi birlik aylanadan foydalanamiz, ya'ni berilgan
funksiyaning juft yoki toq ekanligini korsatish uchun quyidagidan
foydalanardik. f(-x)=/f(x) shart bajarilsa u holda funksiya juft funksiya
deyiladi va f(-x)=—/(x) shrt bajarilsa u holda funksiya toq funksiya deyiladi
va agar f(-x)=g(x)# f(x) bo’lsa u holda funksiya juft ham emas toq ham emas
deyiladi. Ushbu shrtlardan gaysi biri bajarilishini yugorida berilgan birlik
aylana yordamida tekshiramiz.
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Ya'ni @ burchakni koordinatalar sistemasining birinchi choragidan
tlingun deb hisoblasak u holda -& burchak esa soat strelkasi bo'ylab suriladi
Vi to'rtinchi chorakda joylashadi. Endi bu burchaklarning sinusi va
lsinuslarini ko'rib chigamiz. Ya'ni burchklarning sinusi berilgan nuqtaning
itilinatasiga teng bo'lganligi uchun, sine =y, sin(-e)=-y bo'lib bundan esa
M - ~win{-a) ga tengligi kelib chigadi va sinus funksiya toq funksiya ekanligi
lielih chigadi. Burchakning kosinusi esa nugtaning absissasiga teng ekanligini
yiorida ta’kidlab o'tgandik. Shuning uchun cose = x, cos(—a) = x bo'lib bundan
wine -~ cos(-er)  ekanligi kelib chigadi va bu esa kosinus funksiyaning juft
linlesiya ekanligini anglatadi. Tangens va katangens funksiyalar ikki funksiya
ilshitt ya'ni juft va toq funksiyalarning nisbati yana toq funksiya bo’lishidan,
Lianiens va katangens funksiyalar ham toq ekanligi kelib chiqadi.

sin(—e) =—sinex
cos(—a) =cosa

tg(—a)=—tga
ctg(—a) = —ctgex

lindi esa trigonometric funksiyalarning choraklar bo'yicha ishoralarini
liii'vib chigamiz, Buning uchun ham burchakning sinusi va kosinusi nugtaning
ik rivishta ardinatasi va absissasiga teng ekanligidan foydalanamiz, ya'ni
liordinatalar tekisligining birinchi va ikkinchi choraklaridagi burchklarning
uiigl ishorasi musbat va uchinchi va to’rtinchi chorakdagi burchaklarning
slinisl ishorasi manfiy bo'ladi. Burchak kosinusi ishorasi esa birinchi va
li'rtinchi choraklarda musbat, ikkinchi va uchunchu choraklardagi ishoralari
i imintiy bo'ladi. Bundan tashqari tangens va katangens ishoratari esa sinus
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va kosinus ishoralarining nisbati kabi topiladi, ya'ni tangens va katangen:
funksiyalarning ishoralari birinchi va uchinchi choraklarda musbat, ikkinchi
va to'rtinchi choraklarda esa manfiy bo’ladi va ushbu ishoralarning barchasi
jadval ko'rinishida quyida berilgandir.

[ [ chorak llchorak 11 chorak IV chorak
{J<a<£ £<af<7: E-(Q<3£ 3—E~<af~:2;r
2 2 2 2
singr + + - -
COS + = = +
tgax + = + -
clgo + i + -
Endi esa trigonometric funksiyalarning ba'zi bir burchakdagi

giymatlarini hisoblab chigamiz. Eng avvalo %: 30" ga teng burchakning sinusi

va kosinusini topamiz. Buning uchun bizga ma'lum bo'lgan 30° garshisidagi
katet gepotenuzaning yarmiga teng xossasidan foydalansak u holda

c=2a va Pifagor teoremasidan 5=+3a ga teng ekanligi kelib chigadli.
Endi burchak sinusi va kosinusi ta'riflaridan quyidagiga ega bo’lamiz.

sin30° =2 = i=—]-. cos30° =& :é. 45" ga teng bo'lgan burchakning sinusi va
¢ 2a 2 2a 2
kosinusini ko'rib chigamiz. Buning uchun yana to’g'ri burchakli

uchburchakdan foydalanamiz ya'ni bir burchagi 45’ ga teng bo’lgan to'g'ri
burchakli uchburchak teng yonli ekanligidan foydalanamiz va 6=a, c¢=+2a
ekanligidan sin45° =§=ﬁ=%=%, cns45"=é=% ekanligi kelib chigadi.
Bundan tashqgari 60° ga teng bo’lgan burchakning sinusi va kosinusi ham

huddi yuqoridagi kabi hisoblanadi. 90°, 180°, 270" ga teng o’Ichovga ega bo’lgan
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Iirchale sinusi va kosinusini topish uchun birlik aylanadan foydalanamiz,
VWil nuqtaning absissasi kosinusni ardinatasi esa sinusni berishni bilgan
Rolidn con90" =0, sin90” =1 ekanligi kelib chiqadi. Burchakning ;tangens va
utangensini esa shu burchaklarning sinus va kosinus giymatlarini mos
fivishita nisbhatini hisoblash orgali topamiz.

'zl burchaklar trigonometric funksiyalarining qiymatlarini jadval
shalelida berib o'tamiz.

0 30" = a 45" = x* 60" = z 90" = 7 180" =7 270° = 3_5"3— 360" =27
0" 4 3 2 )
My | 0 1 £ NG 1 0 1 0
> |3 |7
N P A I ey s T
2 2 ik
w0 | 1 5 & 5 = 5
V&l
T | J_'l 1 1 0 & 0 >
B

Asosiy trigonometrik ayniyatlar Asosiy trigonometrik ayniyatlarni
i'rganishdan oldin, ayniyatning o'zi nima ekanligi haqida gisgacha to’xtalib
W'z,

Brgina argumentning ikkita funksiyasi bir hil aniglanish sohasiga ega
hir'lih, argumentlarning barcha mumkin bo'lgan giymatlarida bir hil giymatlar
ijubuil qilsa, bunday funksiyalar aynan teng deyiladi,

Arpumentning gabul gilishi mumkin bo’lgan barcha qiymatlarida o'rinli
hir'lgan tenglik ayniyat deyiladi.

Apar ayniyat tarkibiga trigonometric funksiyalar kirgan bo’lsa u holda
ayilyat trigonometric ayniyat deyiladi.

Herilgan funksiyadan unga aynan teng funksiyaga o'tish funksiyani
#ytin shakl almashtirish deyiladi.
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Trigonometric ayniyatlarni isbotlashda odatda quyidagi wvsullar
go'llaniladi: 1) tenglikning istilgan gismi ( odatda giyinroq ifoda gatnashgan
qgismi) ustida shunday shakl almashtirishlar bajariladiki, natijada tenglikning,
boshqa gismida turgan ifoda hosil bo'ladi; 2) isbotlanayotgan ayniyatning h:u
ikkala gismini har ikkala gismda bir vagtda aynan teng ifodalar hosil
bo'lganligi ravshan bo'lgunga gadar shakl almashtiriladi; 3) proporsiyaning,
chetki va o'rta hadlari ko'paytmalarining tengligi xossasidan foydalanib, bu
ko'paytmalarning tengligiga ishonch hosil gilinadi.

Asosiy trigonometric ayniyatlar.
1) sin"o+oosia=1.

2) tga-cga =1, aatﬂ—:keZ

3) latg'a= 12 Jarliak keZ
cos” @ 2

4) 1+.czg2:::r=—‘l2 casak keZ.
sin® o

Endi ushbu asosiy ayniyatlarni isbotlasak. Birinchi ayniyatni isbotlash
uchun Pifagor teoremasi hamda sinus va kosinus funksiyalarning ta'riflaridan

foydalanamiz. siua=% va wsa:%, bularni yuqoridagi ifodaga qo’yamiz.

2 2 P
sin® ar+cos’ @ =(5)° +(£)z =2 J:b =<.=1 bo'lib bu esa birinchi ayniyatning to’g'ri
= C s c”

ekanligini isbotlaydi.

Ikkinchi ayniyatning isboti ham huddi yuqoridagi kabi ta'rifdan
foydalanib isbotlanadi. rga=% va crgcx=g bo’lib, bularni ikkinchi ifodaga
2
a

qo'yib tekshiramiz. tga-cigar =%- =1 ekanligi kelib chigadi bu esa tenglikniny,

to’g’ri ekanligini ko'rsatadi.

: R s . 5 sin
Uchunchi ayniyatning to’'g’ri ekanligini ko'rsatish uchun, g =
COsr
=2 53 2
ekanligidan foydalanamiz. 1+gla =1+ == i i IZ bo'lib bu esa
Cos™ o COs™ & Cos™ oY

uchunchi ayniyat to’g'ri ekanligi kelib chiqadi.

To'rtinchi ayniyat ham huddi yuqoridagi uchinchi ayniyat kabi
ihotlanadi,

Yuqoridagi ayniyatlardan foydalangan holda yana bir nechta ayniyatlarni

boltirib chiqarish mumkin, masalan,
Wi o o cos’ @, cosa = +/1—sin’ @, cosa =+——1 .. kabi bir qator

Jl+igia

aynlyatlarni,

I'rigonometrik funksiyalarning davriyligi f(x) funksiya X ¢ R

' pliamda berilgan bo‘lsin.

Ta'rif. Agar shunday o'zgarmas 7 (T#0) son mavjud bo'lsaki, Vxe X
il

) x=TeX,x+TeX
2) f(x+7)=f(x)

bo'lsa, f(x) davriy funksiya deyiladi, T son esa f{(x) funksiyaning
vl doyiladi,

Masalan, f(x)=sinx, f(x):cosx funksiyalar davriy funksiyalar bo‘lib,
Wiarning davei 27 ra, f(x)=tgx, f(x)=ctgx funksiyalarning davri esa = ga
leng,

Davriy funksiyalar quyidagi xossalarga ega:
i) Agar f(x) davriy funksiya bolib, uning davri T (7 #0) bo'lsa, u holda
T,=nT (n=%1,£2,)
sonlar im shu funksiyaning davri bo‘ladi.

6) Agar 7, va T, sonlar f(x) funksiyaning davri bo'lsa, u holda
{17, #0 hamda 7, -7, (7, #7,) sonlar ham f(x) funksiya-ning davri
b i,

n) Agar f(x) hamda g(x) lar davriy funksiyalar bo'ib, ularning har
Biilning davei 7 (T #0) bo'lsa, u holda




F@)+g), £0)-g(), 1) gx), ; f“} (2(x)#0)

x)
funksiyalar ham davriy funksiyalar bo'lib, T son ularning ham davri bo'ladi.

Davriy funksiya to’g'risida umumiy tushunchaga ega bo'ldik. Yuqorida
ta’kidlaganimizdek trigonemetric funksiyalar davriy bo'ladi va trigonomelric
funksiyalarning davriyligini trigonametrik tenglamalar mavzusini to'lig
o'rganilgach isbotiga to'xtalamiz.

Bundan tashqari trigonometric funksiyalarning davriylik xossasini
quyidagi ayniyatlar yordamida ifodalash mumkin.

sing =sin{er +2xk) ke Z;
cosa = cos{a +2ak) ke Z:
g =tgla+xk) ke Z;
ciga =ctg(a+ak) ke Z;

Trigonometrik funksiyalarning grafikiari Hozir biz trigonometric
funksiyalarning bizga ma’lum oraliqdagi, ya’'ni biz biladigan giymatlarija
asoslangan holda grafigini chizamiz. Sinus va kosinus funksiyani (0;2x] va

tangens va kotangens funksiyalarning [0; 7] oraliqdagi grafigini yasaymiz.

€xf2) 1

NBEA 7
' Ei(?‘ﬂ‘:’) i h .
7] AQ) O = = r\ 3 //2n X

Bu y=sinx funksiyaning yuqorida aytilganidek [0;2x] oraliqdagi graligi

AT S—

bo'lib, ushbu grafik asosida funksiyaning juda ko'p xossalarini o'rganish
mumkin. Ya’'ni:

1) y=sinx funksiya argumentning barcha giymatlarida aniglangan, ya'ni
funksiyaning aniqglanish sohasi (-«;») dan iborat.
2) y=sinx funksiyaning giymatlar sohasi [-1,1] oraligdan iborat.

I) ywsiny  funksiya berilgan oraligning [0;%] [37”;2;7] sohalarida

aavehi va |’: : -3211 oralig'ida kamayuvchidir.
Itndi funksiyaning davriyligi va 2= davri ekanligidan kelib chigqan holda
fnlislyaning umumiy grafigini yasaymiz.

Hghbu grafik y =sinx funksiyaning grafigi bo'lib, sinusoida deb ataladi.

Huddi yuqoridagi kabi cosinus funksiyaning grafigi ham shu tartibda
Elbgiladi,

Ifu esa cosinus funksiyaning grafigi bo’lib, cosinusoida deyiladi va grafik
yordamida kosinus funksiyaning xossalarini o'rganib chigshimiz mumkin.

I) yocosx funksiya argumentning barcha giymatiarida aniglangan, ya'ni
linleslyaning aniglanish sohasi (—se;) dan iborat.

4) v cosx funksiyaning giymatlar sohasi [-1;1] oraliqdan iborat.

i) y = cosx funksiya berilgan oraligning [0,7] sohalarida kamayuvchi va
|4 2a| oralig'ida o’suvchidir.

1) Bulardan tashqgari juft va toq funksiyalarning xossalariga ko'ra
i iy funksiya toq bo'lganligi uchun koordinatalar boshiga nisbatan va

povony  funksiya esa juft bo'lganligi uchun ardinatalar o’giga nisbatan

ulinmetrik bo'ladi.




Endi tangens va katangens funksiyalarning grafiklarini chizamiz. Ushi
funksiyalarning grafiklarini chizish uchun ha huddi yuqoradagi kabi chizamiy
Va bu grafikdan foydalanib funksiyalarni xossalarini o’rganishimiz mumli
ya'ni yuqoridagi kabi o’sush va kamayish oraliglarini, aniglanish va qiymatli
sohasini, juft va togligini topishimiz mumkin.

¥

NP

Bu y=tgx funksiyaning [u;%} oraliqdagi grafigidir. Funksiyaning

davriyligini inobatga olib umumiy ko'rinishdagi grafigi
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Kabi bo’ladi. Garikdan ma’lumki;

1) y=1gx funksiya §+}rk,kez nuqtalardan tashqari barcha hagqiqiy

sonlarda aniglangandir.

2) y=1gx funksiyaning qiymatlar to’plami esa barcha haqigiy sonlar
to’plamidan iborat.

3) y=1gx funksiya o’zining aniglanish sohasida doim o’suvchi bo’ladi.

4) y=1gx funksiya toq bo’lganligi uchun koordinatalar boshiga nisbatan
simmetrik bo’ladi.
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- 4t funlestyaning grafigini ham huddi yuqoridagi kabi chizamiz va
I
A e oga bo'lamiz.
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Huhbui gratikdan quyidagilarni bilishimiz mumkin,

1) v vige funksiya xk, & e Z nuqtalardan tashqari barcha haqiqiy sonlarda
f

ablaiandir,

A) ooy funksiyaning giymatlar to’plami esa barcha haqiqiy sonlar

At ihorat.
4] v uigy funksiya o'zining aniglanish sohasida doim kamayuvchi bo'ladi.

A} v funksiya tog bo'lganligi uchun koordinatalar boshiga nisbatan
It bo'ladi,

Yoskari trigonometric funksiyalar va ularning asosiy xossalari
Ul y o win x, -% <xs< % funksiyani garaymiz.

§ argumentning qiymatlari -% dan % gacha o'sib borganda y nging

Imatlark 1 dan 1 gacha o’sib borishi va [-1;1] kesmani to'ldirishi bizga
(I, Shundan kelib chigib, y ning [-1;1] kesmadagi har bir qiymatiga

" w
g XS
LA -, 7 SxSo

4 ekl y sonni mos qo'yish mumkinligi kelib chigadi.

shartlarni ganoatlantiruvchi birgina x sonni, ya'ni

It bir ye[-11] songa uning arksinusini mos qo'yib, quyidagi funksiyaga
i bi'lamiz,

4 Fedireniny, ~1< y <1
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xvay ozgaruvchilarning y-sinx, —gsxs-;i shartni ganoatlantiruvli

har qanday qiymatlar jufti x= arcsiny, 1< y<1 shartni ham qanoatlantiradiv.)
aksincha. Bundan esa yuqoridagi funksiyalar o’zaro teskari funksiyaln
ekanligi kelib chiqadi. Odatda funksiyaning argumenti » va funksiyaning o'z
esa y bilan belgilangani uchun, ushbu teskari funksiyani  han

y=aresinx, —1 <x <1 kabi yozish bir muncha qulaydir.
Endi y=arcsinx, ~1<x <1 funksiyaning ba'zi xossalarini ko'rib chiqamiz.

1° y = arcsinx funksiyaning aniqlanish sohasi —1 < x <1 kesmadan iborat.
2% y=arcsinx funksiyaning giymatlar sohasi [-%;%} kesmadan iborat.

3° y=arcsinx funksiya —1<x <1 kesmada o'sadi.

4% 3 arcsinx funksiya toq funksiya, ya'ni arcsin(-x) =—arcsinx  tenglil
barcha ~1<x<1 lar uchun o’rinli bo’ladi.

5° y=arcsinx funksiya davriy funksiya emas,

Ushbu xossalarning asosiy Qismi y=arcsinx funksiya y=sinx funksiya
teskari funksiya ekanligidan kelib chigadi.

Shu o'rinda quyidagi takidlab o'tish lozim, ya'ni y=sinx funksiya (o .,
oraligda teskarilanuvchi emas, chunki har qanday ye[-1;1] songa siny |
shartni qanoatlantiruvchi cheksiz ko’p sonlar mos keladi. y=sing
funksiyaning teskarilanuvchi bo’lishligini ta'minlash uchun uning aniglanish

sohasini toraytiramiz, Ya'ni aniqlanish sohasi sifatida [-%;%} kesmani olamiz,

Huddi yuqoridagi kabi mulohazalar yuritish  argali = - cou,
teskaruvchanligi va unga teskari funksiyani kiritamiz.

Ushbu y=cosx, 0cx<r funksiyani garaymiz.

x argumentning qiyvmatlari 0 dan 7 gacha o'sib borganda » nging
qiymatlari —1 dan1 gacha kamayib borishi va [-L1] kesmani to’ldirishi bizpa
ma’lum. Shundan kelib chigib, y ning [-L1] kesmadagi har bir qiymatiga

T

Lt e v e shartlarni ganoatlantiruvchi birgina x sonni, ya'ni x = arccos y
Susiid i o' yish mumkinligi kelib chigadi.

i Bir yel-11] songa uning arccosinusni mos qo'yib, quyidagi
Wby apa bo'lamiz.

x=arccosy, -1y =1

¢ iy u'sgaravchilarning y=cosx, 0<x < shartni qanoatlantiruvchi har
ity glymatlar jufti x=arccosy, ~1<y<1 shartni ham qanoatlantiradiva
alistiiting Mundan esa yuqoridagi funksiyalar o'zaro teskari funksiyalar

uhintiph lelib chigadi. Odatda funksiyaning argumenti x va funksiyaning o’zi
by bilan  belgilangani uchun, ushbu teskari funksiyani ham

i Won 1w v <1 kabi yozish bir muncha qulaydir.
il tshbu funksiyaning ham xossalarini ko'rib chigamiz.

I" v« meconx funksiyaning aniglanish sohasi ~1<x <1 kesmadan iborat.

A"y < urecos v funksiyaning giymatlar sohasi [0;z] kesmadan iborat.
A" v < urecos x funksiya -1<x <1 kesmada kamayadi.
A" yomecosy  funksiya juft ham emas toq ham emas, sababi

Wivvaniov) - - mceos x tenglik barcha -1<x <1 lar uchun o'rinli boladi.
"y« arecosx funksiya davriy funksiya emas.

lndi y = aresinx va y=arccos x funksiyalarning grafigi va asosiy

womnilivining jadvval shaklini keltiramiz.

Y Y
y=arcsinx
3] S ~
2 y=x
== iy = sinx
1 1
Lo y=arccosx
i | g =T O 1z X
2 2
7 A
.




Yuqorida arcsinus va arkkosinusning grafiklari keltirilgan, endi asousiy
xossalarini jadval ko’rinishida keltirb o’tamiz.

y=arcsinx y=arccosx
Aniglanish sohasi -1 [-L1]
Qiymatlar sohasi [ [0;7]
272
Menotonligi [-L1] oraligda o'suvchi | [-1:1] oraligda
kamayuvchi
Juft- togligi Toq funksiya Juft ham emas toq ham
emas
Davriyligi Davriy emas Davriy emas

Huddi yuqoridagi kabi y=1gx va y=crgx funksiyalar uchun ham teskani
funksiyalar keltirilib chiqariladi va y=zgx funksiyaga y=aretgx funksiya v
y=ctgx funksiyaga esa y=arccrge funksiya teskari funksiya deyiladi. Ushbu
teskari trigonometric funksiyalarning asosiy xossalarini huddi yugqoridagi
kabi jadval shaklida berib ketamiz.

Y=arctgx Y =arccigx
Aniglanish sohasi (—e0;0) (~o9;0)
Qiymatlar sohasi ey (0;,7)
272
Monotonligi (—o0;0) oraliqda | (—eo;c0) oraligda
o’suvchi kamayuvchi
Juft- toqligi Toq funksiya Juft ham emas teq ham
emas
Davriyligi Davriy emas Davriy emas

Mos ravishta y=arctgx va y=arcetex funksiyalarning grafiklari quyida
keltirilgan.
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Tuskari trigonometrik funksiyalar qatnashgan ayrim ayniyatlar
Ausbiail trigonometric  funksiyalarga  berilgan ta'rifga ko'ra, masalan,

B, : nx .':i;- va x=arcsiny , bir ma'noli munosabatlardir. Agar
i tenglikda xoo'rniga x=aresiny qo'yilsa, ushbu sin(arcsiny)=y, 1<y <1
Aynlyat paydo bo'ladi.

fhin L' riga quyidagi ayniyatlarni ham keltirib chigarishimiz mumkin.

cos(arccosy) =y, —l=y <1
tg(arclgy) =y, —0<y<w
cigl(arcclgy) =y, —o<y<mw

Aggir v - wesin y tenglikda y o'rniga sinx qo'yilsa:
T i
in(sinx)=x, - —<x<—
arcsin(sin x) = x, 5 5
arccos(cosx) =x, 0=x<x

Tex<Z
arclgllgx) =x, 5 5

arcetg(otgx)=x, 0<x<x

Jia'lib ushbu ayniyatlardan foydalangan holda yana bir nechta ayniyatlar
Ui tenglildarni keltirib chigarishimiz mumkKin.

Mirollar:
1) wosin(cosx) ifodaning giymatini toping.
Javob: ushbu ifoda giymatini topish uchun quyidagicha almashtirish

-hnjurumlz. aresin(cos x) = msin(sin{%— x))= %— x ga teng bo'ladi.

2) sinfarceosx) ifoda qiymatini toping.
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Javob: ushbu ifoda giymatini topish uchun ham almashtirish bajaramiy,
almashtirish quyidagicha bajariladi.

Sill(ﬂrﬁmsx)=m=\/:(cgs(arccgs I))z -_—\{l_(x)z zvlrl_x.! ga (eny:

bo’ladi.

3) arcsin x + arceos x =g ekanligini ishotlang,

Javob: ayniyatni isbotlash uchun tenglikni har ikki gismini siniuslah

yuboramiz va ikki burchak yig'indisi uchun formuladan quyidagiga cpa
bo'lamiz. .

i . .
SIN(arcsin x + arccos x) = sin — = si 2S1 SC i i
)] = = sin(aresin x) cos(arccos x) + cos{arcsin x)sin{arccos x) = |

ushbu ifodani soddalshtirish uchun yuqorida ikkinchi misolda isbotlagan
tenglikdan foydalanamiz.

sin(arcsin x) cos(arccos x) +cos(arcsin x)sinfarccosx)=x-x+yl-x3 Jl—xl=x e —y ' |
bo'lib bu esa tenglikning to’g'riligini isbotlaydi.

4} sinz(amtg3—-an‘£g(—%)) ni xisoblang.

Javob: ushbu ifoda qiymatini topish ikki burchak yig'indisi uchun
formulalardan foydalanamiz, ya'ni sinz(arcfg3—arcrg(—%)}=sin:(arc|rg3-l- arcty l]
/o
= - - I r 1 i ]
(sin(arctg3)cos(arcig 5}1-sm(arcfgg)cos(arﬂgB))z bo'lib, sinus va Lanpgeny
funksiyalarning, kosinus va tangens funksiyalarning o'zaro bog'ligliklar|

tgx VI COS XY = — !
Vi+ig'x gy '

(sin(arcig3) cos(arctg %) +sin(arctg i) cos(arcig3))* =( tgl arctg3) 1 |
2 \f 1 +rg1(arc£g3) \/1 ;

formulasidan ifodani soddalashtirib olamiz. sinx=

+tg” (arctg

g | —

rg(arcig%) 1

+ : ¥ = (_3_..
\/] +1g* (arctg ; ) J 1+1g% (arctg3) Jio

Teskari trigonometrik tenglama va tengsizliklar Teskari
trigonometric tenglamalarni yechishning turli usullari va berilgan misol

hid 1y (arab yechilish yo'llarining farglanishini inobatga olgan holda, ushbu
i eunl yoritishda bir nechta misollar yordamida tushuntirib o'tamiz.

Misollar:

3 4 i =
1) wrccos 5%+ aIC008 - X = BIOCos X tenglamani yeching.

Javob: ushbu tenglamani yechish uchun tenglikning har ikki gismini
huniuslaymiz - va soddalshtirib  oddiy tenglama yechimini topamiz.
CUNREOCON ’:.r-l-;u'ccosgx}=cos(arccosx) tenglikning chap qismini ikki burchk
Vii'inilist  formulasidan  foydalanib  yoyamiz va  soddalashtiramiz.
PO eeon : X arccos i.1:) = cos(arccos%x)ccs(arccos%x)—sin(arccos%x}sin(arccos%x)

ihfrgl tenpglikni soddalashtirish uchun yuqoridagi teskari trigonometric

finldyalar uchun formulalardan foydalanamiz.

} 4 3 3 4
Cnbiooon r .sr}ms(arccosEx)—sm(arccosgx)sm(arccosgx) =

b T y ;
\ I\ JI - l—ﬁngx—ix-zx:i) bo’lib bu esa tenglamaning
. 25 25 25 5 5

yuhimi x =0 ekanligini bildiradi.
4] duresin® x—Sarcsinx+1=0 tenglama yechimini toping.

Javob: ushbu tenglamani yechish uchun belgilash kiritib ishlanadigan
tunplomalar yoki (bikvadrat tenglamalar]) dan foydalanib quyidagicha
Bolgilagh  kiritamiz.  arcsinx =1 bundan esa quyidagiga kelamiz.

diinin' x=Sarcsinx+1=0= 4> =5t +1=0= ¢, =% vat, =1 bo'lib bundan esa
lnglamaning ildizlari, arcsinx:-j:m arcsinx=1 tenglamaning yechimlaridan
ihorat bo'ladi. Bu yerda &val sonlari {—5-;-;3;-1 oraligga tegishli bo’lganligi
hn, x, .‘:ini va x, =sinl ga teng bo'ladi.

1) J::‘i-iII'CCUSZ x—%arccosx+l =0tenglamani yeching.

Javab: ushbu tenglamani yechimini topish uchun ham yuqoridagi kabi

Lolgilash Kiritamiz va L. W— , 66 -5:+1=0 kabi tenglamaga kelamiz.
ki
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Kvadrat tenglamadan yechimini topsak, u holda L=

sz 11 1 F 4 .
kelamiz. drecosx = 37 5 CC0S X = 25> arecos x = - va arccos x = Z bo'lib bundan ¢

T 1 f i
X =cost=— x =cos—=0 bo'ladi.
3 2 - 2

1
3

Mustaqil yechish uchun misollar:

1-variant

1) Quyidagi gradus o’Ichovi bilan berilgan
burchaklarni radian o’Ichoviga almashtiring.

2) quyidagi funksiyalarning aniqlanish

sohalarini toping.
3) Quyidagi ifodalarni giymatini toping,

4) quyidagi tenglamalrni yeching

2-variant

1) Quyidagi gradus o'Ichovi bilan berilgan
burchaklarni radian o’lchoviga almashtiring.

2) quyidagi funksiyalarning aniglanish
sohalarini toping

3) Quyidagi ifodalarni giymatini toping.

4) quyidagi tenglamalrni yeching
3-variant
1) Quyidagi gradus o'Ichovi bilan berilgan

burchaklarni radian o’Ichoviga almashtiring.

150

150", 210°, 225"

o X+
¥ =arcsin——
2x—

arcsin 0 + arccos |

X
arcsin{—+36) =1
(12 )

3307, 240°, 300

¥ = arccos L
7

B

sl E
Arcsin ——arccos — -
2 2

amcos{%—S) =1

315°, 450°, 480°

Lt =% yechimlarya

. x+1
¥ =arcsin x + arccos ——

2) quyidagi funksiyalarning aniglanish

sohalarini toping

arccos 0 +arcigl

3) Quyidagi ifodalarni giymatini toping.

4) quyidagi tenglamalrni yeching arctg(5x—1)=2=
2

4-variant

1) Quyidagi gradus o’lchovi bilan berilgan 510°, 5407, 570°

hurchaklarni radian o’lchoviga almashtiring.

2) quyidagi funksiyalarning aniglanish y =arcsin(x” + 2x+2)+arctgx

sohalarini toping.

1) Quyidagi ifodalarni qiymatini toping. P ﬂ -
2

2x+16
arcc!g(—3-—

1)} quyidagi tenglamalrni yeching -l
2

5-variant

1) Quyidagi gradus o’lchovi bilan berilgan 600", 720°, 900"

hurchaklarni radian o’lchoviga almashtiring.

2) quyidagi funksiyalarning aniqlanish v = arceos(5x? +6x)

sohalarini toping.

4) Quyidagi ifodalarni giymatini toping. PO % el % )

1) quyidagi tenglamalrni yeching

2 5
= arccos’ x+—arccosx+2=10
o z

6-variant
1) Quyidagi gradus oflchovi bilan berilgan 900°, 990°, 1080°

hurchaklarni radian o'lchoviga almashtiring.
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2) quyidagi funksiyalarning aniglanish
sohalarini toping

3) Quyidagi ifodalarni qiymatini toping.

4} quyidagi tenglamalrni yeching

7-variant

1) Quyidagi gradus o’Ichovi bilan berilgan
burchaklarni radian o’lchoviga almashtiring.

2) quyidagi funksiyalarning aniglanish .. 779776 ¢ aere _I—r
X b

schalarini toping.

3) Quyidagi ifodalarni giymatini toping,

4) quyidagi tenglamalrni yeching

8-variant

1) Quyidagi gradus o'lchovi bilan berilgan
burchaklarni radian o’lchoviga almashtiring.

2) quyidagi funksiyalarning aniqlanish
sohalarini toping

3) Quyidagi ifodalarni giymatini toping,.

4) quyidagi tenglamalrni yeching

9-variant

1) Quyidagi gradus o'lchevi bilan berilgan

burchaklarni radian o'lchoviga almashtiring.
aniglanish

2) quyidagi funksiyalarning

sohalarini toping.
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y=arcetg\xt+3x+2

1 1
arceos — + arccos(——)
3 3

arctgx—arccigx =0

1500", 2190°, 2250"

s 4
arcsin —+ arccos —
5 5

arcsin x +arccos x = (}

3360°, 2400°, 3030"
_arcsin(5x+12)

xt—5x+4

arcsin 0+ arccos |

arcsin x —arccos x = ()

3150°, 4545°, 4845°

y=arcsin(x’—4x+8)

1) Quyidagi ifodalarni qiymatini toping.

1) quyidagi tenglamalrni yeching

10-variant

1) Quyidagi gradus olchovi bilan berilgan
burchalklarni radian o’lchoviga almashtiring.

!) quyidagi  funksiyalarning
nuhalarini toping,

aniglanish

1) Quyidagi ifodalarni giymatini toping.

1) quyidagi tenglamalrni yeching

11-variant

1) Quyidagi gradus o'lchovi bilan berilgan
hurchaklarni radian o’lchoviga almashtiring.

4) quyidagi funksiyalarning
sohalarini toping,

aniglanish

1) Quyidagi ifodalarni giymatini toping.

1) quyidagi funksiyalarning qiymatlar sohasini
taping

12-variant

) Quyidagi gradus o'lchovi bilan berilgan
hirchaklarni radian o’Ichoviga almashtiring.

4) quyidagi  funksiyalarning
nohialarini toping,

aniglanish

1) quyuda berilgan funksiyaning juft yoki toq
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V7

i . o3 .
arcsin{—=) + arcsin —
4 4

x* arccos® x -+ 2w arccosx +1=10

5190, 5400", 5790°

1
2sinx

y=arcig( )

4arccos§+33rcsin%

arcsin® x+7arcsinx+12 =0

7230", 9000°, 9900°

2x+1

=cos———
¥ xt+3x+2

arcig+arccigl

y=Il+sinx

6045" 10830°
y=+5inx—-2

y=x"+cosx




ekanligini aniglang.

4) quyidagi funksiyalarning giymatlar sohasini
toping

13-variant

1) Quyidagi radian o'lchovi bilan berilgan
burchaklarni gradus o'lchovini toping.

2) quyidagi funksiyalarning aniglanish
sohalarini toping

3) quyuda berilgan funksiyaning juft yoki tog
ekanligini aniglang.

4) quyidagi funksiyalarning giymatlar sohasini
toping

14-variant

1) Quyidagi radian o’lchovi bilan berilgan
burchaklarni gradus o’lchovini toping,

2) quyidagi funksiyalarning  aniglanish
sohalarini toping

3) quyuda berilgan funksiyaning juft yoki toq
ekanligini aniglang.

4) quyidagi funksiyalarning giymatlar sohasini
toping

15-variant

1) Quyidagi radian o'lchovi bilan berilgan
burchaklarni gradus o’Ichovini toping.
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y=l+|cos 2]

Nz 3x

o
y=siny/2x—4

y=5-cos3x

y=1-5cos3x

r= 2sinx—1

y=cos2x—sin’x

p=cos’ x+cosxt|

#) quyidagi  funksiyalarning  aniglanish
sohalarini toping

4) quyuda berilgan funksiyaning juft yoki togq
tkanligini aniglang.

1) quyidagi funksiyalarning giymatlar sohasini
loping

16-variant

1) Quyidagi radian o’Ichovi bilan berilgan
burchalklarni gradus o’lchovini toping.

2) quyidagi funksiyalarning aniqlanish
nohalarini toping

4) quyuda berilgan funksiyaning juft yoki toq
tkanligini aniglang

1) quyidagi funksiyalarning giymatlar sohasini
toping

17-variant

1) Quyidagi radian o'lchovi bilan berilgan
hurchaklarni gradus o’Ichovini toping.

4) quyidagi  funksiyalarning  aniglanish
tohalarini toping

1) quyuda berilgan funksiyaning juft yoki toq
elkanligini aniglang

1) quyidagi funksiyalarning qiymatlar sohasini
toping
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2x+3

x-1

y=cos

2 .
y= rgZx-c£g§x+sm Tx

y=3-2sin*x
Lule s
373
2
y=

cos® x~sin® x

y=tg'x +coslx

y=2+4cos’x

¥=4/5in2x

y=sin(x"+3x%) —atg’x

_ l+2sinx
3



18-variant

1) Quyidagi radian o‘lchovi bilan berilgan
burchaklarni gradus o’lchovini toping.

2) quyidagi funksiyalarning aniglanish

sohalarini toping
3) quyuda berilgan funksiyaning juft yoki toq
ekanligini aniglang.

4) quyidagi funksiyalarning qiymatlar schasini
toping

19-variant

1) Quyidagi radian o’Ichovi bilan berilgan
burchaklarni gradus o'Ichavini toping.

2) quyidagi funksiyalarning aniglanish

sohalarini toping
3) quyuda berilgan funksiyaning juft yoki toq
ekanligini aniglang.

4) quyidagi funksiyalarning giymatlar sohasini
toping

20-variant

1) Quyidagi radian o’Ichovi bilan berilgan
burchaklarni gradus o’lchovini toping,

2) quyidagi  funksiyalarning  aniqlanish

sohalarini toping

3} quyuda berilgan funksiyaning juft yoki toq
ekanligini aniglang.

4) quyidagi funksiyalarning qiymatlar sohasini
toping

cos® xsinx

y=sin(x’+3x)-1g2x

y=1+2]sin3x|

st lix
547 36

2x—1
3

y=ig

y=sinx+1g(3x—2)+cos5x

¥ =digx

y=tg/x +sinx

y=sinx—cosx

y=3='n:+2

21-variant

1) Quyidagi radian o’Ichovi bilan berilgan
hurchaklarni gradus o’Ichovini toping.

4 guyida
prafillarini, y=sinx, y=cosx, y=1lgx va y = clgx
linksiyalarning garfiklaridan foydalanib chizing
Vit monotonlik oraliglarini, juft yoki togligini,
Aniglanish va giymatlar sohasini toping.

berilgan funksiyalarning

1) Quyida keltirilgan ifodalarning ishorasini
nilglang,

1) quyuda berilgan funksiyaning juft yoki toq
tleanligini aniglang.

22-variant

1) Quyidagi radian o'lchovi bilan berilgan
liurchaklarni gradus o’lchovini toping.

) quyida berilgan funksiyalarning grafiklarini,
Voulny, y=cosx, y=igxva y=ctgx

lunksiyalarning garfiklaridan foydalanib chizing
va monotonlik oraliglarini, juft yoki toqligini,
fniglanish va giymatlar sohasini toping

1) Quyida keltirilgan ifodalarning ishorasini
anlglang..

1) quyuda berilgan funksiyaning juft yoki toq
lianligini aniglang

23-variant

1) Quyidagi radian o'Ichovi bilan berilgan
biurchaklarni gradus o’lchovini toping.

c0s225" +sin(~145") + 1g480"

2 ;
y=tiglx—clg §-x+ sin7x

[ELTY3
207 36

sin Slx +cos 433'
3 3

arcsin () + arccos1

y=itg'x+cos2x

Bz 4z
20° 36




2) quyida berilgan funksiyalarning grafiklarini,
y=sinx, y=c0Sx, y=1Igx va y = clgx .
funksiyalarning garfiklaridan foydalanib chizing
va monotonlik oraliglarini, juft yoki togligini,
aniglanish va qiymatlar sohasini toping

1
=S8l —X
.

3) Quyida keltirilgan ifodalarning ishorasini sin2r +cos3x —fgn
aniglang.

4) quyuda berilgan funksiyaning juft yoki toq y=sin(x*+3x") —cre’x
ekanligini aniglang

24-variant

1) Quyidagi radian o'lchovi bilan berilgan Tz =
burchaklarni gradus o’lchovini toping. 30 790
2) quyida berilgan funksiyalarning grafiklarini, y=cosx+2
y=sinx, y=¢€0osx, ¥=1gx va ¥ =cigx

funksiyalarning  garfiklaridan  foydalanib

chizing va monotonlik oraliglarini, juft yoki

togligini, aniglanish va qiymatlar schasini

toping

3) Quyida keltirilgan ifodalarning ishorasini cos3630° +sin5460° + 1g1850"

aniglang.

4) quyuda berilgan funksiyaning juft yoki toq y=sin(x’+3x)-1g2x

ekanligini aniglang.

25-variant

1) Quyidagi radian o'lchovi bilan berilgan
burchaklarni gradus o’lchovini toping.

2) quyida berilgan funksiyalarning grafiklarini,
y=sinx, y=cosx, y=Igx va y =clgx
funksiyalarning garfiklaridan  foydalanib
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ihilsing va monotonlik oraliglarini, juft yoki
taifligint, aniglanish va giymatlar sohasini
fapilng

1) Quyida keltirilgan ifodalarning ishorasini
diilglang,

A} quyuda berilgan funksiyaning juft yoki toq
lianligini aniglang.
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5in120° + cos{—60")

y=sinx—cosx
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11-mavzu: Funksiya limiti. Anigmas ifodalar va ularni elementar
usullarda ochish. Ajoyib limitlar.

Funksiya limiti

Ta’rif. Ixtiyorly V& >0 son uchun shunday &(£) son topilib, argument
x ning |x—a|<5(£) tengsizlikni qanoatlantiruvchi a dan fargli barcha
qiymatlarida f(x) funksiya { f (x)—A‘Q‘: tengsizlikni ganoatlantirsa, u
holda x argument a ga intilganda f(x) funksiya A ga teng limitga cga

Teorema 2. Agar argument x — a da f(x) va g(x) funksiyalar limitga
ufiit bo'lsa, u holda bu funksiyalarning ko'paytmasi ham limitga ega bo'lib,
I limit f(x) va g(x) funksiyalar limitlarining ko‘paytmasiga teng bo'ladi.

lim £ (x) - () = lim /(x) - lim g (x).

Teorema 3. Agar argument x — a da f(x) va g(x) funksiyalar limitga
X : :
i ho'lih, g(x) funksiya limiti noldan fargli bo‘lsa %x))- nisbatning ham

Jiiiit) mavjud bo'lib, uning limiti f(x) va g(x) funksiyalar limitlarining

ilubatipga teng

| deyiladi .
‘ yiladi 1 1(x) lim f(x)

Ko

(X)) Iil}r:g{x)

Misollar:

1. lin}(xs +x-5)=25 ekanligini limit ta'rifi yordamida isbotlang. .
Teoremalardan kelib chigadigan natijalar:
[, O'zgarmas ko'paytuvchini limit belgisi oldiga chigarish mumkin.

|Jc3 +x— 30\ < ¢ tengsizlik bajarilishi kerak.
' limk - £(x) = k- lim £ (x)

‘ Ve>0 son uchun 35(¢) son topilib, [x—3/<& tengsizlik bajarilganda,

¥ —27+x—3l=\(x—3)(x2 +3x+9)+(x—3}|= [(x=3)(x +3x+10) F i xxa
\(J:—B)(x2 —6:rc-1-9-l»‘)x+1)\=|(x—3)((x—3)2 +9(J¢—3)+28)‘~<|§3 +95° +2m\ : 2. Apar nnatural son bo‘lsa, u holda
lo* +96° +275+271=|(5+3)3\=g:>5+3=%/E:>5=3/E-3 limx" =a", limx = ¥a

bu esa tenglik to'g'ri ekanligini isbotlaydi. Chunki funksiya limiti ta'rifida
Ve>0 son uchun 36(¢) topilib ya'ni § son & soniga bog'lig bo'lishi lozim.
Ushbu misolda ham § son & songa bogliq ravishta kelib chigadi. Demal,
haqiqatda ham yugoridagi limit o‘rinli.

Foey' e,

4, Ushbu P(x)=ax" +ax"™ +a,x"" +...+q, ko‘phadning x —a dagi

{imitl bu ko'phadning x = a dagi giymatiga teng, ya'ni LiﬂP[x) = P() gateng.

fn n—1
7y =w kasr ratsional funksiyaning
O(x) bx" +bx"" +...b,

. { » @ dapgi limiti,agar a bu funksiyaning aniglanish sohasiga tegishli bo'lsa,
i funlsiyaning x = a dagi giymatiga teng, ya'ni kl_r"r}R(x) = R(a) ga teng.

Limitlar haqida teoremalar i 4. Ushbu R(x)=

ega bo'lsa, u holda bu funksiyalarning yig'indisi va ayirmasi ham limitg
ega bo'lib, bu limit f(x) va g(x) funksiyalar limitlarining yig indisi vi Misol. limx(y4x? 1 —2%) limitni hisoblang.

ayirmasiga teng bo'ladi

lim(f (x) £ g(x))=lim £ () £ lim g(x).

Teorema 1. Agar argument x — a da f(x) va g(x) funksiyalar limitpa
| |

|

|
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%, ; 15D =% "_ -g e " ‘_' ;:._ 3 _._- -_ .__ = = =1

o'roip 1

J2x+9 x4 2 2)19-v2+7 -5 0

' Yechish: yuqoridagi teoremadan foydalanib  argument —=0 ekanligi
| |I cheksizlikni qoysak u holda « -« ko' rinishidagi anigmaslik hosil bo'ladi. 11 ! w x4 20+ 6 (<2 +2-(-2)+6 6 6
| anigmaslikni yechish uchun irratsionallikdan qutqarish ishini qilimiz, yi'ni ' hmi (Iilgacti va limit nolga teng ekanligi kelib chigadi.
' ifodani qo‘shmasiga ko‘paytirib bo‘lamiz.
J2x+3-3
i 0 —p— limitni hisoblang.
| x(V4x* —1 = 2x)(ax® “1429) x4 - 14y Mixol, i
I hmx(\Mx —1—2x)—11m == _ _
i | (\/4x ~l#2%) T -2y Veehish: Ushbu misolni ishlashda ham huddi yuqeridagi kabi argume-nt
| i + mmﬂi’ﬂlﬂml sonni funksiya o‘rniga qo'yib tekshiramiz.
. EAxt —1 +2x) _ _
i+ - J N6+3 - 3:-(1 ekanligi kelib chigadi va bu esa anigmaslikka
|| bundan ohirgi tenglikdan argumentni cheksizlikka intiltirib, limi | m |, J3-2-
hisoblanganda = ko‘rinishidagi anigmaslik hosil bo‘ladi. Bu anigmaslikdLi bl
= 4]

qutilish uchun quyidagicha il

X . 1 |
x—no____]___=_£'l_{2-__T__=‘_ 1 '
x(1’4——’+2) 4__2.+2
X x

limitni hisoblang,

bajariladi: lim——=  __ |,

P (WX~ 14 2x)

3 2
Misol. lim 3 —2x

x--mnxs +3x_x5

Yechish: yuqoridagi teoremaga asosan kasr ratsional ko'phadning sural

va mahrajiga cheksizlikni qo'yib hisoblasak, u holda 2 ko'rinishdai
= 8]

anigmaslik hosil bo'ladi. Bunday misollarni ishlashda quyidagicha yo'l tutildi,

y&'ni kasrning surat va maxrajidan argumentning eng katta darajasini
chigaramiz.

2
3x° = 2x° X (3‘_ B3-=) 3
Im‘l——————3 lim I 3 =lim 1x < :__12_3
X 3x—%° xs(—l+—2—+—T) Ly =
x* X 2 ¥
ga teng bo'ladi.
Misol. [im Y2X+9-vx+7

2 limitni hisoblang,
=2 X +2x+6

Yechish: ushbu limitni hisoblash uchun argument intilayotgan sonni
funksiya o‘rniga qo'yib tekshiramiz.
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Ja.u:i—:i (J2x+3 )(2x+3+3)(a=2+1)
l'"H Ym2-1 ,,.3 (Vx—=2—1D(fx—2+1)(V2x +3 +3)

(4 3-9x=2+D) _ . @x=6)(x=2+1D . 2x-3)Vx-2+1) _

im
Ul (v 2-D(2x+3+3) "”(x N(2x+3+3) P (x-3)(W2x+3+3)

llﬁ 2(‘/" 2+1) ko'rinishga keladi. Endi argumentning intilayotgan nugtasini

Jx 343
2Ax—-2+1 2-2 E
3

= ‘ladi.
litnlelya o'rniga qo‘yib hisoblansa, llm m = e ga teng boladi

2
Dl lmit 3 gateng.

Misol, fim XY +1
ek fi -1

Yechish: Ushbu limitni hisoblash uchun limit ostidagi funksiyaning surat
vl maxrajidan argumentni gavsdan tashqariga chigaramiz. Sababi bu

limitni hisoblang,

finluiya = anigmaslikka teng bo‘lganligi uchun.
[+ 8]
\f 1
1+ 9x% +1 9y’ +1 14 94
9% +1 = llm llm
ll N llm e T 1
L] o X—m — 1 b
g Zrle 1 x(2+\/x ) i 24 - .
X
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l+3 4 4
—. Bundan limitning giymati — teng bo'ladi.
2+1 3 g qiym 3 ISR 2

Ajoyib limitlar hagida qisqacha tushunchalar-. Biz quyida ketma-keltlil
va funksiyalarning limitlarida uchraydigan ba'zi bir anigmasliklarni ko'ril

chigamiz. Hozirga qadar g, -03, w —o ko'rinishidagi aniqmasliklarni ko'ril,
[+ o]

ularni ochish o‘rganildi. Endilikda esa g anigmaslikni va shu bilan birga 1’

ko'rinishidagi anigmasliklarni ham bartaraf gilishni o‘rganamiz, bularni
maktab o‘quvchilariga o ‘rgatishning oson, qulay, tushunarli va misollarday|
tadbiglarini o‘rganib, shu bilan birga bu ketma ketliklarning maktal)
matematikasida tutgan o‘rnini tahlil gilamiz.

Bularni o'rganishni ketma-ketliklar misolida qaraydigan bo‘Isak, u holda

quyidagi ajoyib limit formulasini keltirish mumkin. lim(l-f-l)” =e formula
=30 n

ketma-ketliklarning limiti uchun ajoyib limit formulasidir. Endi ushby

formulaning isbotiga to‘xtalsak, bu formulani isbotlash uchun lim(1 + I}
g n

ko’phadnig darajasini Nyuton binomidan foydalanib ochib chigamiz.

1

l_’_Cn—-Z _lu—z Al I
n = nz

1+_1_ﬂ=ln+cn—iln-1' +Cn—3_ln—3__+cn—4_lu—d__r__l
P n n 0 ] 4

M

C:—.i 'ln—i _Ij_+C:~6 ‘lnuﬁ 'iﬁ-{-C:"? 'ln-‘} "L:,"I-C:-a 'IM-RC:_S _lu_g ir}_!“
[ n n o
v L1 n! nl 1 n 1
ol (n—l)' n 22 (n=3)31
i 1 n! 1 n! 1
(n—4)rat 7 (n— 5)L5| rr— m ;E‘F(’?—__—?)m';f—i-
L i'f" c L ——1— -I—-'[+n-—1—+
(n 8)? 8! K (n 9)!9! e (n 1), I =

n(n-—l) n(n 1)(n 2) 1 n(n—l)(n~2)(n 3) l4+

n(n—l)(n 2)(n 3)(n— 4) 1 n(n 1)(n- 2)(n 3)(n 4)(n 5)
120 n’
n(n 1)(n 2)(n 3)(rz 4)(n 5)(?1 6) 1 A

5040 "
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n(n—-1)(n—2)(n-3)(n—4)(n—-5)(n—6)(n- 7)

40320
(1 1)(n = 2)(n=3)(rn—4)(n—5)(n - 6)(n—T)(n - 9) 1 "s+_%_
362880 n

il ifodaning oxirgi tengligidan n—o xar bir hadini limitini

£
n(n-1) _L_hm[_.”_J_ keyingi hadining limitini
2 o e 2 2
nln = 1)(” 2) 1

lisiblaymiz, u holda lim———"——= =

fnihilaymiz,  lim

22 va xuddi shu kabi keyingi

'_‘c\

1 1 1 1

lrohs hadlarining limitlari mos ravishda ﬁ' % s %  Foa0 * Vo5

- pa teng giymatlar gabul giladi. Endi bu qiymatlar yig'indisini
AT
wlntiblnymiz, U holda
] l 1 1 1 1
—+ + +
I”I? 6 24 F120—{_7’2{) 5040 40320 362880 .
yi'indining kasrlar qatnashgan qismini alohida umumiy maxraj tanlab

Iuhlusal quyidagi ifoda hosil bo‘ladi.

ushbu ifodadan

260650 _

|81440+60480+15120+3024+504+72+9+l= 5
362880

362880

24

5.10,7182815=2,7182815~¢ ekanligi kelib chigadi . Ushbu ajoyib limit
finlesiyalar uchun ham o'rinli bo‘ladi.

Irinchi ajoyib limit lim22 =1 ushbu tenglikni isbotlaymiz. Buning

==y
iilivn koordinatalar sistemasida markazi O nugqtada bo‘lgan va radiusi birga
fin; bo'lgan birlik aylana chizamiz va markaziy burchagi x ga teng bo‘lgan

Yoyl garaymiz.
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a K | 4 X

Shakldan quyidagilarga ega bo‘lamiz. §=AMOA , §,=MOA4 scktor,
§;=ALOA uchburchak va sektorlarning yuzalari bo'lsa, u holda quyidag

tengsizliklar hosil bo'ladi. §, < S, < S, endi yuzalarni hisoblaymiz §; = %!M .

MK=1-1-sinx=1-3inx s Szzl‘OA-MAﬂ-l-x=lx A
2 2 2 2 2
S. ——l--OA LA= 1 l-tgx = ]—! l:rimc~<l<lt ekanligi kelib chigadi
575 5 gx 5 gx > 2<% &x g qadi.
Tengsizlikni sinx>0 ga bolamiz. Bundan esa 1<‘L <—l— yoki
Sinx  cosx
cosx{%d . Endi x<0 bo'lsin. %x—)=%

0
X x ¥

coscos(—x):cosx ekanligidan x <0 da ham cosx <225 <] tengsizlik o'rinli
X

bo'ladi va tengsizlikning ikki chetki hadlari 1 ga intilganligi uchun o'rtadagi

had ham | ga intiladi. Bundan esa lim>2= =1 ekanligi kelib chiqadi.

rm oy

Isbotlangan ikkita ajoyib limitlarga oid misollarni ko‘rib chigamiz.

Misol., !im(zn a2 :)”’“‘ ketma-ketlik limitini hisoblang.
=T n -

. 2 ; = .
Yechish: llm(_”ﬂ)ﬁH - ],m(w)3"4 =lim(l .,.__2 Y =
Ao 2p—1 nao 2p—] —e 2n—1
=
w12 23n-4) oL
lim(1+——=—) 2 27" Zjime 1 =[ime " =¢’
n—rm 2n—1 Hep n—so0
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¥l
Mixol llm(”—zl—i)j"'"2 ketma-ketlik limitini hisoblang,
LS 7 ]

b
|

Vechish: Bu limitni ham ketma-ketlik uchun ajoyib limit ko'rinishiga
~ liiamiz, ya'ni

2
B n =1 In—n* B 2 I’
N i
llﬂn;(nz +1) L n +1)

loyingi ifodada kavsni ichidagi ifodani yig'indiga keltirish kerak,chunki
{urintila yig'indi bo'lgan holda berilgan.

| n

2 3
-1 In-n® _ 11 _ 2 In-nt — lim(1+ (- )3ﬂ—ﬂ =

" ﬂ(nz +1) _*1'1—%(1 n +l) i+ n +1)
pid
el 2 2 In-n’ h___i

2 2 [ % I]Bn—n =i a4l =i W e

im{l +(——— it =lime =lime .

!“J;( ( nz + I_)) A=

("unksiyaning birinchi ajoyib limitiga oid misollar qaraymiz.

Misol. lim"c_’w:mT funksiya limitini hisoblang.
vl x + sinx
Lo SIEX e
Yechish: funksiyaning birinchi ajoyib limiti y_rﬂ——x =1 ko'rinishda

~ l'lganligi uchun, yugoridagi misolni ham shu ko'rinishga keltiramiz. Ya'ni
~lsening surat va maxrajini x argumentga bo‘lamiz va:

sinx
uﬂ x - nﬂ‘nx = lim X

- bu tenglikdan esa limit hisoblansa quyidagi
N siny o0 sinx

X
1 sinx
' dis lim* =5 i x 1210 ¢
li'vinishga keladi: lim~———=lim o 1A 2
X
Misol. lim an3x funksiya limitini hisoblang.
xr gin 2x

Yechish: Bu funksiyaning limitini topish uchun argumentni nolga
fitiltirib ajoyib limitga keltirib hisoblaymiz. Buning uchun x -z =¢ belgilash
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lim sin3x i sin(37 + 3¢)

kiritamiz. Bunda X7, t >0 bo'ladi va argument x
|
i

| sin 3¢
(i . —sin3t . ' 3
lim =—lim-t_ .. >

3¢
=0 sin2¢ 10 sin2t_2!- 2
2t

1
V
| quyidagi tenglikka kelamiz.

Misol. lim(cos2x)"***"* funksiya limitini hisoblang,

|‘ Ll Yechish:  funksiya limitini  hisoblashdan oldin  trigonometril
| ‘ funksiyalarning ba’zi xossalaridan foydalanib soddalashtiramiz. U holda ifod:
‘ ‘ quyidagi ko'rinishga keladi.

Misol. ng (cos2x)
| yeching.
Il Yechish:

Hetg™ Jimitni ajoyib limitlar formulasidan foydalanil)

lim(cos 22)'*“** = im(1 - 2sin? )" = lim( +(~2sin’ %)) e W
Xl T3} ) "

Misol. lim(l +£)", k € R limitni hisoblang.
I x

Yechish: ushbu limitni hisoblash uchun ikkinchi ajoyib limil
formulasidan foydalanamiz, ya'ni qavs ichidagi ifodaning o'zgaruvchisi bilan
ko'rsatkichdagi o‘zgaruvchining birhil lekin teskari bo'lishinj ta’minlaymiz,

lim(1 + ﬁ)’r =lim(1 + i‘({—)‘k_Jt =lim[(1+ E) "T]k =
T 2 T x ] X

Yechish: Bunday limitni hisoblash uchun kavs ichidagi ifodani yig'indi
ko'rinishiga keltirish va yuqgoridagi misol kabi ko‘rsatkichini mutanosih qilish
168

2 i
kerak. lim(1 ~3x)* =lim(1 + (-3:)) = = 2= L

2
Misol. Ii_-t;r.}(l —3x)* limitni hisoblang.
e

=t+x endi topilgan
ifodalarni yuqoridagi tenglikka olib borib qo’yib quyidagiga ega bo'lamiz.

- - bu tenglikda keltirish formulasi yordamid
rsIn2x o0 sin(27 + 2f)

Mixol, Iim(z;x)"+2 limitni hisoblang.
N0 -X

Yechish: bu limitni hisoblashda ham ajoyib limitdan foydalanamiz.

il -6+1 . 1 x+2 _
Sy HZ _q: x-5 x+2 = lim X )x+2 =llm(1+ ) =
L e e ML o x—6
1 2 r=
L ook g +——)* =lim(l + )y
!h.'.’.(lnl‘m} E_Jlgg(l"'x_@) a e g
1
lim(l1+—) =e-1=e.
e _6
Mustagqil yechish uchun misollar:
1-variant
. x i l+x-x"
1} Limitlarni hisoblang. a) Eﬁ(xz 5 ~x),b) lim i
l - -
!} lim(l + kx)*, ke R ajoyib limitlarni hisoblang
il
. X - . fgx
1) Limitlarni hisoblang lim 25 lim o
2-variant
. N-3x+11-vx—1 b) limw;
1) Limitlarni hisoblang. a) Ll_rg o

#) lim¥1+5x ajoyib limitlarni hisoblang
aowll

. sinx—cosx )
#) Limitlarni hisohlang il_)ng cos2x  =91+3x-1
4
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3-variant

1) Limitlarni hisoblang. a) llm (\fx +2-x);b) hm—xisi——

s e, P

2) 12132{71-+3x ajoyib limitlarni hisoblang

3 3
3) Limitlarni hisoblang lim‘/;‘"'l i \u"l+mx—-l.

-, 1M
=l fx 1 0 x

4-variant

} 2
1) Limitlarni hisoblang. a) lim = ;b) lim 1=3
) \[5 x=2 1w el 4+ 7x— 2

2) {i_z):gzd"HBx ajoyib limitlarni hisoblang

3) Limitarni hisoblang ﬁ“,} Vl+x —+/l—x J1=tgx —, f +Igx

X x-”* sin2x

5-variant

1) Limitlarni hisoblang. a) !|m3 it . b) lim * tx
4 1—f5—x oyt 3 4]

1

2) Li_l_;l"}l(l +ke)*, ke R ajoyib limitlarni hisoblang

3 _ 3_
3) Limitlarni hisoblang llmS 3 73x" lim X l.

x=m | — ; 2
1-2x 7w x? 4]

6-variant

1) Limitlarni hisoblang. a) lim 1% =3 1, Im———zx—
x——§ 2+\/_ r_”"'2.',! +x +1
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1
2) IiE(GOSZx)ﬁ“Z‘ ajoyib limitlarni hisoblang

Vx - . +6
3) Limitlarni hisoblang lim < 6x” lim 33; A
wom 3x 4] o2y 4+ 8

7-variant

Yx+1-1 By i (x+1)*(3-4x)® ]

'

1) Limitlarni hisoblang. a) lim

=0 x(l++/x) o (2x-1)

2] Iim(4 i)”‘ ajoyib limitlarni hisoblang
w4y —

2 . Al+cosx

2
4) Limitlarni hisoblang I:m—x—., lim -
-l +l F—rm+l) sinx

8-variant

1) Limitlarni hisoblang. a) lim Y1251 ,b) lhn10+fJ;?
o ex4x’ e x

R T —— e
2) Lﬁ(—ﬁ) ajoyib limitlarni hisoblang

2=~x-3 O —2xt v 2xt = 2x+1
Limi i hisoblang I i R
j HiicanThisy £5 x* —49 o 3x' =5 +2x7 —x+1

9-variant
1+1
1) Limitlarni hisoblang, a) lim h) il ST 0R
xeal 2 ,‘x X zx + xz

Ao

2) !un(—% *2 ajoyib limitlarni hisoblang




3)

1

2)

3)

1)

2)

3)

1y

2)

3)

o A6—x—1 . 3x-2-4ax' —x—2
Limitlarni hisoblang lim = L lim=> 5 B
5 3 __\/4_+ x x—l x =3x4+2

10-variant
Limitlarni hisoblang. a) llm - ,b) i —-ﬁi,
A x4l
: 2 .
hm(?’x—'lw)z’“'3 ajoyib limitlarni hisoblang
oo 3 —1
x . ox
cos= —sin =
Limitlarni hisoblang 1im‘h”” i-x+x’ o fim—2 2
= xt—x st cosX
11-variant
-16 10+ xv2
Limitlarni hisoblang. a) lim—————,1b) [l —_
g-2) Mﬂ_;/T T
3 2x+1 ;o (PR s 4
lim(——)"" ajoyib limitlarni hisoblang
o0 Py 2
i . NI+ -2
Limitlarni hisoblang lm‘ll i hmJ cosx — —
=7 (——x) =0 +f3+ cosx — 2v/cos x
12-variant
1 1+10x
Limitlarni hisoblang. a) lim b) lim ;
g }x+z(x+2 ) )MZHJ_

lin"l(x—j:i)"’”4 ajoyib limitlarni hisoblang
X

Limitlarni hisoblang lim Sikxrile) - B) Nim ooy
- x—¥ X
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13-variant

1) Limitlarni hisoblang. a) l[m( 3x—4

bl———-—
=71 x+7 sz ) J X—bm {I +1 2

ajoyib limitlarni hisoblang

1) Limitlarni hisoblang lim——"— Sireds lim v1-cos2x ]

x>0l \f__j;_r._,l T es0o X

3x-]

L

14-variant

z
1) Limitlarni hisoblang, a) Ilm(——+ b) L e BB
-l'x+1  x* ) )f—lg(x +1 3x+1

2) lim
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12-mavzu: Hosila tushunchasi. Elementar funksiyalarning hosilalari.
Hosilani hisoblashning qoidalari.

Funksiyva hosilasi

Ta'rif. Agar Ax >0 da % nisbatning limiti

fim &Y~ fj L (0 $85) =S G0)

s A Ax

mavjud va chekli bo'lsa, bu limit f(x) funksiyaning x, nugtadagi hosilasi
deyiladi. f(x) funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi f'(x,) yoki Vewy, Kabi
belgilanadi.

Bu ta’rif funksiya hosilasining to'liq tarifi bo'lib, nuqgtadagi hosila
hisoblanadi. Keyin esa to‘plamdagi hosila ta'rifi kiritiladi.

Masalan, birinchi elementar funksiyalardan biri bu y=c, c=const yani
lunksiya o'zgarmas migdor bo‘lgan xolda funksiyaning hosilasi nimaga teng?
f(x+h)-—f(x) _e=¢

h h
nisbatimiz 4 ga bog'liq bo‘lmaganligi uchun funksiya o‘zgarmas son bo‘lganda
hosilasi nolga teng bo'lishini ko'rish qiyin emas.

Ayirmali nisbatni tuzib olamiz

=0 bu ayirmali

Asosiy elementar  funksiyalardan bittasi, bu chizigli
funksiya f(x)=/kx+5 . Shu funksiyaning hosilasini topamiz. Buning uchun
aylrmali nisbat tuzamiz

f(x+h)—-f(x) _ k(x+h)+b—f(x—b _ bc+kh+b—lc—b =ﬁ=k
h h h h
Itundan ko'rinadiki, #'(x) =k tenglik o‘rinli.

Keyingi asosiy elementar funksiyalardan biri f (x):x” ko‘rinishidagi
funksiyadir bu funksiyaning hosilasini topamiz.
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fx+h)=f(X) (x+h) —x"
h h
ayirmali nisbatning suratidagi darajali gavsni Nyuton binom formulasidan

Bu

Avval ayirmali nisbat tuzamiz,

ochib chigamiz

( +h)n # Mx""hz +.o A+ x"
X S

h h

x4 "+

" f—(-nz_—l)x"“kz +o+H

h

va bu ifodaning suratidan 4 ni qavsdan tashqariga chiqarib
soddalashtirgach, quyidagiga kelamiz.

nx"h+ Q.\:""'hz +.o+ B R+ @x""]h o

h h
ey an_ D) xRt B

Yuqoridagi ifodada #— 0 ifodaning qiymati quyidagiga teng bo‘ladi,
bundan ko'rinadiki /" (x)=nx"" ekanligi
nxn-i + n(nz_ 1) xn—lh o hn—-l = nx”'l

kelib chiqadi. Shu bilan birga f(x)=(x+a)" va f(x)=(ax+b)’
ko‘rinishdagi funksiya xosilalarini ko'rib chiqamiz va albatta ayirmali nisbat

tuzamiz.

Fx+h)=fx) _(xt+h+a) =(x+h)" (f+alh) "~ (x+a) "

h h h
(x+a)" +nl(x+a) " h+ M(AH a) A K = (x+a)
z =
nx+a)y " h+ M(Jt:+ a7 K+ Ak
2 =n(x+a)"" +
h
nn—1)

(x+a)yZh+.. . +H.

2
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Buifodadan /# — 0 da quyidagi tenglikka kelamiz £’ (x)=n(x+ay".

Funksiyaning darajasi natural son emas balki haqigiy son bo‘lgan holda
lam yuqoridagi formula o'rinli ekanligini ko‘rib chigamiz. Buning uchun
ijoyib limitdan foydalanamiz.

Ya'ni birinchi ajoyib limitdan kelib chigadigan quyidagi natijadan

. (I+x)% -1
foydalanamiz. ]{{.rgi—x)——=a formuladan quyidagini keltirib chigaramiz.
& X
o Ax g3 o (43 Ax o
(x+ Ax)* — x* X+ —) —x X((1+ =) =1
lim = lim X = lim = =
A b Ax Al N Arerl) Ax
Ax o
@+=y -1 :
X% lim X =x“AcA~=aAx* ™!
Ax—) EAX x
X

bundan esa yuqoridagi formula darajali funksiyaning darajasi ixtiyoriy son
ho'lgan holda ham o'rinli ekanligi kelib chigadi.

Ushbu funksiya hosilasini boshgacha usul bilan ham hisoblash mumkin.

o Ax - - Ax LER
(x + Ax)* — x° (1+—)" -1 (1 + e _y
fig == e it x = lim X _
sell Ax Ar—sit Ax A Ax
e e
lim-x_(i;ﬂ: lim ¥le* -1 B =ax™,
Al Ax Av—al) ani .
X

Ajoyib limitlardan funksiya y=x" bo‘lgan holda, funksiyaning hosilasi
V = ax™" gateng bo'ladi.

kindi f(x)=(ax+5)" ko'rinishdagi funksiya xosilasini ko‘rib chikamiz.
Ituning uchun yana

f(x+k)—f(x)=(a(x+h)+b)"—(ax+b)" _ ((ax+ah)+b)"—(ax+b)"_

h h h
((ax + b)+ ah)" —(ax + b)" 3
- =
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(ax +B)" + nlax +b)" ah+£—l)-( +B) R .+ B —(ax +b)"
h

)(ax+b)"‘2(ah) +...+ (ah)’

h

@(m—l—b)”_zahﬁu-k(ah)"'l.

n( +b)" (ah)+ 2=

=nlax+ by a+

Bu ifodada #—0 da f'(x)=na(ax+b)"" ekanligini ko‘ramiz

Funksiya ko ‘rsatkichli funksiya bo‘lgan holda funksiya hosilasini topamiz

y=a".
Bu funksiyaning hosilasini topishda ham hosila ta'rifidan funksiya
A x
: g ; e I —-a
orttirmasini argument orttirmasiga nisbatini qaraymiz. Ligam o =
Ax
: =1 v — .
ﬂrr%ﬁa—) =a" Ina ekanligini topamiz.

Keyingi funksiyalardan biri bu logarifmik funksiya bo‘lib, logarifmik
funksiyaning hosilasini topish uchun ham ayirmali nisbat qaraymiz va bu
nisbatning limitini topish uchun yana ajoyib limitlar va ajoyib limitlardan
kelib chigadigan natijalardan foydalanamiz. E% y=log, x 6y funksiyaning
ayirmali nisbati quyidagicha bo‘ladi.

Ax
f(x+Ax)-—f(x)= " logﬂ(x—%Ax)—-logﬂx: 10g0(1+_x')=

Ax—pld Ax Ax—) Mo Ar—ell Ax

Ax = I
lim - Ly logﬂ{1+%)—hm -log, (l-k—]m =—-log, x=
At Ax  x x — x x

bulardan logarifmik funksiyaning hosilasi o= ekanligi kelib

xlna

chigadi.
Endi trigonametrik  funksiyalarning hosilasini  topish  bilan
shug‘ullanamiz. Masalan y=sinx bu funksiyaning hosilasini topish uchun

. + Ax) —si
sm(x ) AR bundan limitda

yana funksiya orttirmasini tekshiramiz. i]\irr;
5

180

liitsr suratiga trigonometriyaning yana bir hossasini qo‘llab ya'ni ayirmani
lio' paytmaga aylantirish formulasidan quyidagiga ega bo‘lamiz:

25in£ -cos(x+ E) sin o, cos(x+ Az_x)

Ax—l Ax Al Ax
2
sinE
= lim -cos(x+éx~)=cosx
Ar-wi) _Arx" 2 .
2

Bundan esa y =cosx  ekanligi kelib chigadi Huddi shu kabi

y = cosx funksiyaning hosilasi 3 =-sinx ekanligini ham huddi shu kabi
lo'raatishimiz mumkin,

1. Trigonometrik funksiyalardan yana biri ya'ni y =rgx ning hosilasini
topimiz. Bu funksiyaning hosilasini topishda ikki usuldan foydalanishimiz
mumkin. Birinchi usul bu albatta o‘zimiz biladigan funksiya hosilasi ta'rifidan
foydalanib hisoblash, Ikkinchi usulidan foydalanish uchun hosila olish
(joidalarni bilish kerak. Bu usulni o‘rgatish asnosida o‘quvchilarga hosila olish
(foidalari hagida ham tushuncha berishimiz mumkin. Shuning uchun hosila
ullsh goidalarida to‘htalamiz.

a) Ikki funksiyaning algebraik yig‘indisining hosilasi, shu funksiyalar
hosilalarining ~ algebraik  yigindilariga teng. Yani y=/(x)%£g(x)
lio'rinishdagi funksiya berilgan bolsa, u holda funksiya hosilasi quyidagicha
ho'ladi. y = f'(x)* g'(x) ga teng bo'ladi. Buni isbotlash uchun ham hosila
ta'rificlan foydalanamiz.

(f(x+Ax)ig(x+ﬂx))—(f(x}ig(x)):

lim
fe—i) &x
i 4 )~ FEN (g (x +A¥) - () (£ (x+Ax) - ()
i Ax Arss0 Ax
tim EETEIZERD _ py ),

b) lkki funksiyaning ko'paytmasining hosilasini topamiz. YA'ni funksiya
Vo f(x)-g(x) korinishda berilgan bo‘lsa, bu funksiyaning hosilasini

fopamiz. ¥ = f(x)-g(x)+ f(x)-g'(x) bu formula ikki funksiya
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ko'paytmasining hosilasini beradi. Shuni isbotlaymiz. Bu formulani isbotlasl
uchun ham funksiya orttirmasini argument orttirmasiga nisbatini qaraymi.

fx+Ax)g(x+ Ax)— f(x)g(x) -

lim

Ar—s0 Ax
ti S +ﬂx)g(x +Ax) - f(x +Ax)g(x)+f(x+Ax)g(x) f(x)g(x)
Ar—i) Ax

fi f(x+Ax)(g(x+Ax) g(x))+g(x)(f(x+&x) f(x])
P Ax

S+ Ax)(g(x+Ax)-g(x) . e/ (x+Ax)-f(x)
AT Ax "-'“T'J Ax -

F(x)-g(x)+ f(0) g'(x)

ekanligi kelib chigadi,
¢) Endi ikki funksiya bo'linmasining  hosilasini qaraylil,
(L)) _S(x)-g(x)-f )-8 (x
-_[g(x) = g)z(x) ( ) bo‘linmaning hosilasi ushbu formula

bilan topiladi. Bu formulaning isboti ham juda oddiy va maktab o'quvchilariga
tushuntirishda  o‘gituvchilar  qiyinchilikka uchramaydi. Bu formulani
isbotlashda ham hosila ta’rifidan foydalanamiz. Buning uchun ayirmali
nisbatni ko'rib chigamiz.

fG+A) fx)

@ fim G-I g A g(a)
Arslh Ax Ax—0 Ax
f(x+ Ax)g(x)—g(x+Ax)f(x) _
ax0 Ax - g(x+Ax)- g(x) -
[x + Ax)g(x) f(x)g(:r) + f(x)g(x) glx+ 6x]f(x}
% Ax - g(x+ Ax) - g(x)
fim SN (e 8%) = £ (x)) = £ (x) (& (3 + A%) - () _
Arph Ax - g(x + Ax) - g(x)
im— 1 @+ ax) - 7(x))- 1 (x)(g(x + Ax) - g(x))
40 g (x + A%) - g(x) Ax )
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b I (8@ +ax) - f(x))  f(x)(g(x+ax)-g(x))]
L rYJ gy Av) - gl(x) Ax Ax
(%) g(x)- /) g (x)
g’ (x)

lindi  yuqoridagi trigonometrik funksiyani hosilasini hisoblaymiz.
Yugorida ta'kidlab o'tganimizdek y=sgx funksiyaning hosilasini ikki hil
iniilddn topishimiz mumkin.

I"'unksiya orttirmasini argument orttirmasiga nisbatini qaraylik.

= lim

!g(x + Ax) —fgx sin Ax _ i SinAx 1
1. W 4590 Ax - COS(X + Ax)cosx &0 Ax  cos(x + Ax Jeosx

I
{oony)'
ilcanligi kelib chiqadi.
lindi yuqoridagi formula bo‘yicha bo’linmaning hosilasi formulasidan

foydalanib,

sin x-cosx—sinxcos x _cos’x+sin’x |
cos’ x cos’ x cos’ x

tlcanligini keltirib chigaramiz. Bundan ko‘rinadiki har ikki usulda ham
natta bir hil bo'ladi.

Elementar funksiyalarning hosilasi jadvali
/) y=c,e=const y'=0
2 f(x)=ketb y'=k
3y f(x)=x" p'=cx*
1) y'=a" y'=alna
§) y=e' y'=e

6) y=log,x y'=
xlna

1
7 y=lnx y'=—
X
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8) y=sinx y'=cosx

9) y=cosx y'=-sinx

, 1
10) y‘:.[gx v'= o
COs™ x
; 1
I} y=cigx y'=—— >
sin” x

o 8 1
Misal. =f——5\/_+———— funksiyaning hosilasini toping.
y 4 X ).‘2 3{/; y g p g

Yechish: ushbu funksiyaning hosilasini topish uchun oldin funksiyaning
har  bir  yig'indisini argumentni  darajasi  shaklida yozamiz,
I 1

% 8 1 1 = 1 =t
=Sk 4o =—x' s 2 4+8x7 —~x 3 ko'rinishga keltirileandan
Yy 4 x 7 3 4x x x 3x g I i

keyin darajaning hosilasi formulasi va bir nechta funksiya yig'indisidan

olingan hosila xossasidan foydalanib, ushbu funksiya hosilasini topamiz.
1

1 5 I - J; L
}"=(2x4 —5x? +8x72 - gx 3)'_—.(;._,\;4}'_ (5x)'+ (Sx_z)'—(;—-x Ty

1 4
— 1 =oF
—--4x3—5--l~x1—8-2x'3+—‘1x3=x3——5—~—£?+—1——.
4 2 33 2x X gyt

Misol. y=sinx-e* funksiya hosilasini hisoblang.

Yechish: ushbu funksiya hosilasini hisoblashda ko'paytmaning hosilasi
formulasidan y':(siux—e‘)‘zsin'x-e’+sinx-(ex)'=e‘{cosx+sinx) ekan-ligi
kelib chigadi.

Murakkab funksiyaning hosilalari

Teorema. u=¢(x) funksiya x= %, nhugtada hosilaga ega bo‘lsa,
»= f(u) funksiyasi ( x = x, nugtaga mos keluvchi) z =z, nugtada hossilaga
ega bo‘lsa, u holda bulardan tuzilgan y= f(¢(x)) murakkab funksiyaning
x =x, nuqtadagi hosilasi y'= (f(p(x)))' = F(@(x))- ¢'(x) ga teng bo'ladi.

_ |
Misol. y = cos(x” +5x—7) ushbu funksiyaning hosilasini hisoblang.
Yechish: bu misolda ko'rinib turibdiki funksiya murakkab funksiya, ya'ni

trigonometrik funksiyaning ichida kvadrat funksiya. Bu funksiyadan hosila
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illuh uchun trigonometrik funksiyaning o‘zidan hosila olinadi va ichidan
lolla olinadi.

Ve (cos(x® +5x =T =cos'(x’ +5x=7) - (x* +5x-T)'=
(v 4 5x=7) - (2% + 5) = —(2x + 5)sin(x* +5x - 7)

Misol. y =sin® x funksiyaning hosilasini toping.

Yechish: bunday olib garaganda bu funksiya ham murakkab funksiya
puniladi. Chunki kvadrat funksiyaning ichiga trigonometrik funksiya qo‘yih?
liosll gilingan. Lekin bu misolni ikki hil usulda yechish mumkin. YA’1‘11
lilrinchisi murakkab funksiyadan olingan hosila bo'yicha va trigonometrik
funilesiyaning xossalarini gqo‘llash bo'yicha.

A) y'=(sin’ x)" = 2sinx - (sinx)' = 2sin xcos x = sin 2x

1) y=sin’x funksiyaning darajasini pasaytiramiz.

l-cos2x

yugin’x = endi bu funksiyadan hosila olamiz. Unitmaslik kerakki

i funksiyaning hosilasi ham murakkab funksiyaning hosilasidan kelil:?
¢higadi. Chunki trigonometrik funksiyaning ichida birinchi darajali chizigli

I—cos2x

funlksiya turibdi. y'=( )':%(sian -2}sin2x bu yerda ishlash usuliga

hog'liq bo'lmagan holda natija bir hil chigadi.

Funksiya hosilasi. Hesila olish qoidalari va murakkab
funksiyalarning hosilalariga oid misollar yechish.

Misol. y = x* +5x’ — 7x* +8x — 15 funksiyaning hosilasini toping.

Yechish: bu funksiyaning hosilasini topish uchun hosila topish
(joldalaridan funksiyalarning yig'indisining hosilasi funksiyalar hosilalari
yig'indisiga tengdir. Shundan foydalanamiz.

Y= 50 7% +8x—15)"=(x" )+ (5x")— (7)) + (8x)'-15'=
4%° +15x* —14x +8

Misol. y =cosx - Inx funksiyaning hosilasini toping.
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Yechish: Bu funksiya ikki funksiyaning ko‘paytmasidan tashkil topgan,
Shuning uchun ikki funksiya ko'paytmasi hosilasidan formulasidan

foydalanamiz.

. cosx
y'=(cosx-Inx)'=cos'x-Inx+cosx-In'x = —sin x- Inx+ =
X

cosx—xsinx-lnx
X

Misol. y =ﬂj{i funksiyaning hosilasini toping.
e
Yechish: Funksiya ikki funksiyaning nishatidan iborat. Shuning uchun

bu funksiyaning hosilasini topishda bo'linmaning hosilasi formulasidan
foydalanamiz.

,_(sinx),_ sin'x - e* —sinx . (e*)' _{cosx—sinx)e* (cosx—sinx)
=(—)'= £ = )

e (ex)z e2x EJJ
Misol. y =(3x+2)" funksiyaning hosilasini toping.

Yechish: bu funksiyaning hosilasini topishda ikki hil usuldan
foydalanish mumkin.Birinchi usul hosila olishning oddiy qoidalaridan
foydalanish magsadida Nyuton binomidan yoki Paskal uchburchagidan
foydalanib kavsni ochib chigish. Hozir shu usuldan foydalanib funksiya
hosilasini hisoblaymiz.

Yy=0CBx+2)" =8Ix" +4.2.27x* +6.952 ‘4+4-3x-8+16=
=81x" +216x° + 216x> + 96x + 16

funksiya -darajali funksiya, ko'phad ko'rinishiga keldi. Endilikda bu
funksiyaning hosilasini hisoblaymiz.

»'=(81x* +216x° + 21627 +96x+16)"=(B81x" )+ (216x°) '+ (216x%) "+ (96x) '+
(16)' ==324x" +648x +432x + 96 .

Yuqoridagi funksiya hosilasini topishning ikkinchi usuli bu murakkab
funksiya hosilasidan foydalanish demakdir.

Y'=(Bx+2)")'=46x+2)’ - (3x+2)'=12(3x + 2)°.
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Yuqoridagi natijani soddalashtirsak ushbu javob bilan bir hil bo‘ladi.
Misol. y=3"""*! funksiyani hosilasini toping.
Yechish: ko'rinib turibdiki bu funksiya murakkab funksiyadir,

JI‘I =~ (34_@..51:11 )r = 34x3—5x+1(4x2 —Sx+ l)l_ In3= (Sx - 5)34;'.1-5:”—1 .In3.

3 -
Misol. y= lni—“M funksiyaning hosilasini toping.
X =2x+1, 1 x3—2x+l\,: 2x+4
Yochisl; 3=l 2x+4 }=x3~2x+1- 2x+4 | x —2x+1
2x+4

(Bx" —2x)(2x+4)-2(x" —2x+1) _ 2x+4
(2x+4) * —2x+1

3 2 3 2
iy’ |2x*—4x—s—2x3+4x~2= 4 +12¢° -10  _ 2x +132x 10
(2x+4) 2x+2)(x =2x+1) (x+2)(x" —2x+1)

Misol. y = c«os(Z‘3 ) funksiyaning hosilasini toping.

Yechish: bu funksiyaning hosilasini olish uchin ham murakkab funksiya
hosilasidan foydalaniladi. Lekin bu funksiyada ikkita funksiya emas balki
uchta funksiya ichma- ich joylashgan. Bunday holatda ham hosila murakkflb
funksiyaniki kabi bajariladi. YA'ni y = f(g(¢(x))) bo’lgan holatda ham hosila

hiuddi shunday amalga oshiriladi.

V' =(f(g@(x)' = £(&(p) - g (g(x))- ¢'(x) formula orgali

Domak

y'=(cos(2”)) =sin2") - (2)" (')’ =2" - n2-sin(2”)-3x’ =

3In2-x%-2° -sin(2).
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4-variant
Mustaqil yechish uchun misollar-

1-variant 1) v=sinx-e" funksiya hosilasini ta’rif yordamida hisoblang.

i i i ini i =1g(5x+1) ,
1) y=x'+3x*-4 funksiya hosilasini ta'rif yordamida hisoblang, ! /) Berilgan  funksiyalarning hosilalarini  toping.  y=1g(5x+1)
; . ey . 1 x P n(x +Va +1)
2) Berilgan funksiyalarning hosilalarini toping. y=sin2x, y= Earctg-—
? vedng(x =4y +(x—4),
; 4x° 4 : p
y=In(sin5x) - — 4 =2,
T 5

9) V(%) x, =5

5-variant

2-variant 1) v = xarctgx funksiya hosilasini ta’rif yordamida hisoblang.
-varian 7

s 7
2 4] Berilgan  funksiyalarning hosilalarini  toping. y=(3x-8)
1) y=2x'- '3:363 —4x+5 funksiya hosilasini ta’

yen(xFvxt +1)

1) y=e""(4x-5), yl(xl,), x=In2

il

rif yordamida hisoblang.

2) Berilgan funksiyalarning hosilalarini toping. y=arcsin4x, y=arctge'

. 4x?
y=In(sin5x) - S8 + i,

T 5

! T
X1 =7x =
y(x)=2x, "

3)

6-variant

1) y= YxInx funksiya hosilasini ta'rif yordamida hisoblang,

3-variant

2) Berilgan funksiyalarning hosilalarini toping. y=In/x, y = Insinx

1) y=3x"-3Yx- Eij— + % funksiya hosilasini ta’rif yordamida

3) = e(4x=5), y(x,), x=In2

hisoblang.

2)  Berilgan funksiyalarning hosilalarini toping. y=log,(2x—5)

'

7-variant

1) y=x"fgx funksiya hosilasini ta’rif yordamida hisoblang.

y=Iny(x—4) +(x-4),

3y V{x%).x=5

2) Berilgan funksiyalarning hosilalarini toping. y =sin’ x, y=Incosx

9 y=(x+Darcige™, y(x,), x=0




8-variant

1) y= clzsx funksiya hosilasini ta’rif yordamida hisoblang,
X

2) Berilgan ﬁmksiyalarning hosilalarini toping. y=cos’x, p=/1— 2

3) Y=0+Darcige™, V(x), x=0

9-variant

4

2x+1

1) p= funksiya hosilasini ta'rif yordamida hisoblang,

2) y=arcsiny® | y=4-3y" +4‘!—% berilan funksiyalarni x =
n

nuqtadagi hosilasinj toping.

241 o T
y=In 8x-r » (xn)a X =—
3) 2—tox 3
10-variant
X2 4] . P 3 .
1) y= e funksiya hosrlasmltanfyordamlda hisoblang,
¥

2) Berilgan funksiyalarning hosilalarini toping. y=3x‘+5§/;‘_—x—43 ,
y=—2-e (smx+cosx)

V=l 2+tgx
3) -

,y()x—~

11-variant

l x
1} p= 7 2 ex funksiya hosilasini ta’rif yordamida hisoblang,
—€

2) y= ——2—, y=Inlnx Berilgan funksiyalarning hosilalarini toping.

_ x—1
y=arsin®=—, y(x,), x=5
X

12-variant

1) y= in_:r_ +xcigx funksiya hosilasini ta’rif yordamida hisoblang.
sinx
2) y=+1-x*, y=sinx-Inx. Berilgan funksiyalarning hosilalarini toping,

y:arcsinﬂ, Y(x,), x=5
1) X

13-variant
1) v= 1 funksiya hosilasini ta’rif yordamida hisoblang.
X

2) y=x'sinx. , yp=x-arccosy. Berilgan funksiyalarning hosilalarini
toping.
3) y=(4x2_3x+1)3, yl(xo),xa':o

14-variant

1)funksiya hosilasini ta'rif yordamida hisoblang.

2) y=A/1+ Scosx, y= e Berllgan funks:yalarnmg hosilalarini toping.

3Jy=(4x2 =3x+1), y'(x,), x,=0

15-variant

1) »= iz funksiya hosilasini ta’rif yordamida hisoblang.
X




2) y= %e‘(sinx +cosx), y=x'cigx Berilgan funksiyalarning hosilalarini
toping.

3) y=0x -3x+1), y(x,), % =0

16-variant

1) p= % funksiya hosilasini ta’rif yordamida hisoblang.

2) y=Inlnx, y=3x'Inx-x" Berilgan funksiyalarning hosilalarini toping.

3) y=sin(7x* +x), y(x,), x, =0

17-variant

1) y=x+ ~1—2- - §~l—; funksiya hosilasini ta'rif yordamida hisoblang.
X X

2) y=arcsin Jx, y=e"arctgx Berilgan funksiyalarning hosilalarini toping.

3y y=Sin(TE +3), ¥(x), % =0

18-variant
1) y=sin2xfunksiya hosilasini ta'rif yordamida hisoblang.

2) y= arcsin%, y= CO5X  Beril gan funksiyalarning hosilalarini toping.

1-sinx

3y Y=sin(Tx +3), ¥(x) % =0
19-variant

1) y=2+"+5x" funksiya hosilasini ta'rif yordamida hisoblang.

lx:gaz Berilgan funksiyalarning hosilalarini toping.
X

2) y=In3x, y=

192

3) y=edx2—513 yl(xu), xu =0

20-variant

1) 2y=x’ funksiya hosilasini ta’rif yordamida hisoblang,

Jx Inx .
‘) sz:ra-l ' y=-sm+x-clgx. Berilgan funksiyalarning hosilalarini
Loping.

47 5x

3) V=TT yx), %, =0

21-variant
1) 2y=x funksiya hosilasini ta'rif yordamida hisoblang.

cos x ; 3 . .
Yo e y=x"log,x Berilgan funksiyalarning hosilalarini toping.

Ax*-5x

2} y =€ > y‘(xo)a xo =0

22-variant

1) /()= -7 +8 funksiya hosilasini ta’rif yordamida hisoblang.

*
2) y=arcigx—arcetgx, . y=§ x=-1 nuqtada berilgan funksiyalarning

hosilalarini toping,

- I +
y=aresin=, y(x), x=2
1) x

23-variant

1) /(x)=x'—7x* +8 funksiya hosilasini ta’rif yordamida hisoblang.
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8 . . MNogwda erlgn 13-mavzu: Yuqori tartibli hosila va differensiallar.

4+ x°

funksiyalarning hosilalarini toping

2) y= (x* +2x+2)e”" y=
Funksiya differensiali.Yuqori tartibli hosilalar. y=f (x] funksiya

3) y=arcsi_nl, 1) x=2 tchun birinchi tartibli hosilasi ' aniglangan bo‘lsin. Birinchi hosiladan
X

olingan hosila ikkinchi tartibli hosila yoki boshlang‘ich funksiyaning ikkinchi

tartibli hosilasi deyiladi va y* yoki f"(x)bilan belgilanadi: y"=(y")'= f"(x).

Z4-variant [kkinchi tartibli hosiladan olingan hosila uchinchi tartibli hosila yoki

1) 2y=8-x" funksiya hosilasini ta'rif yordamida hisoblang.

hoshlang'ich funksiyaning uchinchi tartibli hosilasi deyiladi va y™ yoki f"(x)
bilan belgilanadi.

{ 3] YO g BE belgilanadi:

Il x —5xt +1
' 2 =x"-sinx + 2xcosx — 2sinx. = Berilgan
{1t ] omarsinn ¥oosnx 241 B Umuman, f(x) funksiyaning n-tartibli hosilasi deb uning (n—1) -tartibli
. ‘ funksiyalarning hosilalarini toping. hosilasidan (birinchi tartibli) hosilasiga aytiladi va y* yoki f*(x) bilan
i 1 —
| I| | I | 1+ 2sin x e :(y(,.“n):f(n){x).
I’ Bunda ushbu formulalar o'rinli:
' 25-variant r 6 e il
U+ =g 4y,
| 2y=8-x>Ff iva hosilasini ta'rif yordamida hiscblang.
| 1) 2y 8 — x” funksiya hosilasini ta'rif yordamida hisoblang, i cuy =c.um,
23.7( ¢ . o
4) y=3xarcigx, y= = Berilgan funksiyalarning hosilalarini toping. - =yty +nU(""}V'+——"(;’ 21)Uf"“2‘V"+,,A+UV“" (Leybnits formulasi).
|
' 5) y=(+ Ux 32 y= it L A ' Yuqori tartibli differensiallar ham shunday ta’riflanadi:
| ’ 1+ 2si
| R , n-tartibli ~differensial deb (n-1)-tartibli differensialning birinchi
) differensialiga  aytiladi: 4" y:d(d"" y)=[j["'”(x)dx"" J dx yoki
)= 19
| |
I Misol y =3£sin3 Jx - %—sin’ Jr+ %sin? Jx funksiya hosilasini toping.
| [}
1 1 2 1
Yechish: y'=—-35i1’12'\/;‘m5\/;‘————-55i.[14\(J_C'COS\[J_C"—-F
| |I 3 2x 5 2Jx
| B
| 1 | 1 1 1
' 42 7sin Vx - cosyfx - —==——sinx - cosx 1—2sin® Vx +sin' yx) =——sin® x - o’ Vx.
| 7 2x 2)x & Hx
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Misol: Quyidagi funksiyaning n-tartibli hosilalari topilsin: y=Inx

y=dlaxt, Yr==la?, yr=—1-(=2)-x7, y"M=1.2.3.57, |
X

y(n} =1_2_3‘_",(n__1).(1}n—| x™ :(l}ﬂ—l i (i_ﬁ
X

Misol. Oshkor bo'lmagan x*+Iny-x’’=0 ko'rinishda berilgan
funksiya hosilasini toping.

yl

y a2
3y +——-xzeyy'— bl = oyitiypre (2xe¥ —3x )y.
Y

1-x'ye*

Mustagqil yechish uchun mashqlar

1-variant
1) Berilgan funksiyalarning 2- trtibli hosilalarini toping ¥ = 1n(23c3 +3x2), i
_ fla=1x-2
S T )
2) Berilgan funksiyalarning 3 va 4- tartibli hosilalarini toping y =%x\3f; J i |

1
y= X,

e

2-variant
1) Berilgan funksiyalarning 2- trtibli hosilalarini toping ¥ =+/4x +sin4x.
y= \ij\jxv{;

2) Berilgan funksiyalarning 3 va 4- tartibli hosilalarini toping
57 (x2 +2x+2)e“‘, y=log,__ sinx.
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3-variant

1) Berilgan funksiyalarning 2- trtibli hosilalarini toping y=1||g—+sin§. ;

X

yrx
4) Berilgan funksiyalarning 3 va 4- tartibli hosilalarini toping

y= In(2.7t3 +3x’), y= logd(x+\l'|x2 +9)

4-variant

1) Berilgan funksiyalarning 2- trtibli hosilalarini toping y=+1-3x" ,
yelog e

) Berilgan funksiyalarning 3 va 4- tartibli hosilalarini toping
2x+1
yim lnfg-x‘%, v = 2igx - Vx)

S-variant

X

1) Berilgan funksiyalarning 2- trtibli hosilalarini toping y=e;—cos£. ,
o

V= xe*(sinx— cosx)+ e cosx.

2) Berilgan funksiyalarning 3 va 4- tartibli hosilalarini toping

2
»= %v’az -x*+ IIg?a.rcsirli) v=aretgdx* —1
a

6-variant
1) Berilgan funksiyalarning 2- trtibli hosilalarini toping y=cos3(§} )

»=log, sin’ x.

2) Berilgan funksiyalarning 3 va 4- tartibli hosilalarini toping
=e " —gine cose™r., y= fox + e
y v x* 55
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7-variant
1) Berilgan  funksiyalarning  2-  trtibli  hosilalarini toping
y=-ctg’ -;5-— 2ln(sin32c-]., ¥ = arccosv1-2*

5
X

x+2

2) Berilgan funksiyalarning 3 va 4- tartibli hosilalarini toping y=1In

Vx4 2x

x+1

L3

y=In

8-variant

2

1) Berilgan funksiyalarning 2- trtibli hosilalarini toping parooos——;
X

_ xe”
YT
x—e*
2) Berilgan funksiyalarning 3 va 4- tartibli hosilalarini toping ¥ = el

¥ =23xsin’ x + 3cosx — cos3x.

9-variant

1) Berilgan funksiyalarning ~ 2-  trtibli  hosilalarini toping

- 4
sin® 3x

y=1-¢e""-cos*3x., y = arcig =~
1-x

2) Berilgan funksiyalarning 3 va 4- tartibli hosilalarini toping y=x%¥x ,
"

T 2x+l

y

10-variant

1) Berilgan funksiyalarning 2- trtibli hosilalarini toping y=em(~f2_x- —l),

cos3r—3cosx
y=2 4

2) Berilgan funksiyalarning 3 va 4- tartibli hosilalarini toping
y=5-3cos’x., y=2" 42"

= ey

11-variant
1) Berilgan funksiyalarning 2- trtibli hosilalarini toping y = arcsin/1-0.2x7 ,

x I =
ym lnfg5+ COs X + Ecos X

#) Berilgan funksiyalarning 3 va 4- tartibli hosilalarini toping y= ax:db 4
X
Ve t"h‘.
12-variant
1) Berilgan funksiyalarning 2- trtibli hosilalarini toping y= l =,
| =mx

~ sinx
" 14 Insinx’

2) Berilgan funksiyalarning 3 va 4- tartibli hosilalarini toping y=sin’x.,
Vg,

13-variant
1) Berilgan  funksiyalarning  2-  tartibli  hosilalarini toping
- ~|n(1—i]+l
+2x+2 = ) x

2) Berilgan funksiyalarning 3 va 4- tartibli hosilalarini toping y=+1+x2.,

ye=xinx,

y= arcfg(x+l)+ = et
X

14-variant

1) Berilgan  funksiyalarning  2-  trtibli hosilalarini  toping
v dntnx{inlnlnx — 1), y= tg ' tee + Sigtgx

_ l+igx

2) Berilgan funksiyalarning 3 va 4- tartibli hosilalarini toping ¥~ 1tgx’,

1+tgx
- ,___ -
Voen e




15-variant

1) Berilgan funksiyalarning 2- trtibli hosilalarini toping y=e¢«, y=+x

2) Berilgan funksiyalarning 3 va 4- tartibli hosilalarini toping ¥ = sin® 2x,

1-sinx
14cosx |

y=In

16-variant
1) Berilgan funksiyalarning 2- trtibli hosilalarini toping y = x", y=sinx.

2) Berilgan funksiyalarning 3 va 4- tartibli hosilalarini toping ¥ = e**n*x

¥y =In(e* + V1 +e2%),

’

17-variant

1) Berilgan funksiyalarning 2- trtibli hosilalarini toping y=cos’x.

y=Intg> +cosx + 1cos:‘x
2 3 ’

Z) Berilgan funksiyalarning 3 va 4- tartibli hosilalarini toping ¥ = tgInvx,
Inx

y= VxZ-1’

18-variant
1) Berilgan funksiyalarning 2- trtibli hosilalarini toping y =arcsin V1~ 0.2x7 ,
X
y=arcig—.
o

2) Berilgan funksiyalarning 3 va 4- tartibli hosilalarini toping
y=sim/1+xZ y = tg?(x®+ 1),

19-variant
1) Berilgan funksiyalarning 2- trtibli hosilalarini toping y=xsinx. ,
y=x(lnx-1)
2) Berilgan funksiyalarning 3 va 4- tartibli hosilalarini toping ¥ = cosIn?x,

y = tg%3x .
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20-variant

. 4
1) Berilgan funksiyalarning 2- trtibli hosilalarini toping y = vx? + 3x —
Viox = 1%y =%v’x2 + 4.

_ Ll+sin3x
) Berilgan funksiyalarning 3 va 4- tartibli hosilalarini toping ¥ ™ T=simax,

\
,y.e!'j P

21-variant
1) Berilgan funksiyalarning 2- trtibli hosilalarini toping y = arcsinv1-0.2x" ,
X
Ve arctg —.
a

2) Berilgan funksiyalarning 3 va 4- tartibli hosilalarini toping
yowsindT+x2 y = tg?(x® + 1),

22-variant
. N . _2x
1) Berilgan funksiyalarning 2- trtibli hosilalarini toping vy S

Wit x,y= 23,(2 — )2,

2) Berilgan funksiyalarning 3 va 4- tartibli hosilalarini toping
y = sin®10x +cos®10x, 24. y = {ftgbx + 1.

23-variant

1) Berilgan funksiyalarning 2- trtibli hosilalarini toping y = vx +vx, y =

H1gat
1=t

2) Berilgan funksiyalarning 3 va 4- tartibli hosilalarini toping

e-l'

1+
y=e* cos’2x +3) 1LY ==
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H?E’"_E bk i

g

11 1]
11 |
|

24-variant

1) Berilgan funksiyalarning 2- trtibli hosilalarini toping y = —L__ 1 —
x—1 4 14x2" Y=

sy i
x+1 x 6

2) Berilgan funksiyalarning 3 va 4-

tartibli hosilalarini topi = sin®
g - ping ¥ =sin 3x,

25-variant

1) Be] llgal'l ﬁ.lnkslyalal ﬂjn 2' tl bi y = \,J' \} y =
Opll’]g X X;
‘\’ 1-x

2) Beri i i
) Berilgan funksiyalarning 3 va 4- tartibli hosilalarini toping

1
J'=—t3 —t
tg°x gx+x,y=tgz(x3 F1),
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1 4-mavzu: Boshlang’ich funksiya va anigmas integral. Anigmas integral
jadvali. Anigmas integralning ba'zi bir xossalari.

Apar berilgan p=X oraligning barcha nugtalarida f(x) funksiya F(x)
g hosilasi, ya'ni F (x)=f(x) bolsa, u holda F(x) funksiya berilgan
siiligda f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi yoki anigmas integrali
doyiladi,

“Teorema. Agar biror (chekli yoki cheksiz, ochig yoki yopig) X
oraliqda #(x) funksiya f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u
holda #(x)+C ham (bu yerda C ihtiyoriy o‘zgarmas son) boshlang'ich
funksiya bo'ladi. Aksincha, X oraligda f(x) ning har bir boshlang'ich

funksiyasini shu ko'rinishda yozish mumkin.

[shot: F(x) funksiya bilan birgalikda #(x)+C funksiya ham f(x) ning
hoshlangich funksiyasi ekanligini ko'rsatish uchun har ikkala funksiyadan
hosila olishning o'z yetarli va bulardan ko'rinadiki (F(x) + C) =F(x) =f(x)
hir'ladi bu esa teoremani isbotlaydi.

Ushbu teoremadan berilgan f(x) funksiyaning hamma boshlang'ich
funksiyalarini topish uchun faqat bitta boshlang‘ich funksiyani topish yetarli
elganligi kelib chigadi, chunki ular bir biridan o‘zgarmas qo‘shiluvchigagina
farq qiladilar. Bunga ko'ra F(x)+C ifoda, bu yerda C ihtiyoriy ozgarmas
won, f(x) hosilaga ega bo‘lgan funksiyaning umumiy ko'rinishi bo'ladi. Bu

{foda f(x)ning anigmas integrali deyiladi va _f F(x)dx kabi belgilanadi.

Yuqoridagi ta'rif va teoremalarni o‘quvchilarga tushuntirgach
bhoshlanglich funksiya yoki anigmas integral hisoblashning ba'zi hossa va
(oidalar tushuntirilishi shart. Buning sababini har bir xossa va qoidalarni
{ushuntirib berayotganda yoritib o‘tamiz.

10 dJ.f (x)dx=f(x)dx yami d va I belgilar birinchisi ikkinchisidan

oldin yozilgan bo‘lsa, o‘zaro gisqaradi. YA'ni integrallashdan olingan hosila
shu integral belgisi ostidagi funksiyaning o'ziga teng bo‘ladi.
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2° F(x) funksiya F'(x) ning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lgani uchun

JF(xYar=F(x)+C ga ega bolamiz, buni [dF(x)=F(x)+C ko'rinishda
ham yozish mumkin. Bundan F(x) oldidagi d va J' belgilar ¢ belgi J dan
keyin kelsa ham qisqaradi, fagat bunda F (x) ga ixtiyoriy o'zgarmas son
qo‘shish kerak.

Anigmas integralning ba'zi asosiy xossalari.

L Agar a o‘zgarmas son bo'lsa bu holda qu(x)dxzaff(x)aiv . Ya'ni

0'zgarmas ko‘paytuvchini integral belgisi ostidan chigarish mumkin,

I _[(f(x) * g(x))dx = ff{x}dx + jg(x)dx arifmetik yig'indining integrali

integrallar arifmetik yi g'indisiga teng.

Bu ikkala formula hagida quyidagini aytib o‘taylik, Bularga ikkita har biri
ihtiyoriy o'zgarmasni o'z ichiga oladigan aniqmas integral kiradi. Bu tipdagi
tenglikni o'ng va chap tomoni orasidagi ayirma ozgarmasga teng degan
ma'noda tushuniladi. Bu tengliklarni asl ma’noda tushunish ham mumkin
lekin u vaqtda bunda ishtirok etgan integrallardan bittasi ihtiyoriy
boshlang'ich funksiya bolmay qoladi: tenglikdagi o‘zgarmas son boshga
integrallardagi o‘zgarmaslarni topilgandan keyin aniglanadi.

ML Agar  [f(dt=F(r)+C

bo‘lsa, u holda:

[7(ax +b)dx =L F (ax + b)+C" bo'ladi.
a
Ushbu xossalar asosida quyida misollarda taxlil gilamiz.
Misol f( 6x% —3x+ S)dx anigmas integralni hisoblang.

Yechish: bu misolni yechish uchun yuqoridagi qoida va xossalardan

foydalanamiz:

[ (62 —3x+5)0.‘::=_[6x2dx—IBxdx+j54x=6[x2dr~3fxdr+5fdx=

2x3—%x2+5x+C_
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Ba'zi elementar funksiyalarning boshlang'ich funksiyasining jadvalini
figamiz.

Masalan:

1) _fl)aix=C 6y formulani isbotlash uchun yuqorida ta‘kidlaganimizo%ek
finksiya uchun hosila formulasidan foydalanamiz. Ya'ni o‘zgarmas sonning
hosllasi 0 ga teng bo'ladi. |

2) Keyingi elementar funksiyalarimizdan biri bu o‘zgarmas Sof;d:_.’
i's4parmas sonning boshlang'ich funksiyasi jkdx:kx+c ga teng bo'ladi.
Shuni isbotlasak. (kx+C)'=(kx)'+C'=k demak hagigatdan ham formula
o'rinli ekan.

3) Navbatdagi elementar funksiyalardan biri bu darajali funksiy:'a, yaf ni
Ilul‘tlj.'lsi ixtiyoriy son bo‘lgan elementar funksiyadir. Bu funksiyaning

e+l

X

‘i iyasi |x“dx= C ga ya'ni, funksiya darajasiga birni
hoshlang'ich funksiyasi _[x dx 1+ gay

o+ .
(0'shib shu darajaga bo'linadi. Bu formulaning isboti ham yugqoridagi kabi
liosila olish yordamida amalga oshiraladi.

4) Keyingi elementar funksiyalardan yana biri bu darajasi / ga teng

i o, [ o‘rinli. Bu formulaning
ho'lgan funksiyadir ya'ni, I—;dx—lnx+C formula

{sboti ham yugoridagi kabi hosila olish orqali isbotlanadli. Yu{:lor'ldagfrw.rral
iishbu formulalarni maktab o'quvchilariga mustagqil ish sifatida tagdim qilis
mumkin. Huddi shu kabi quyidagi
1
5)f

dx=arctgx+C
1+ x

=arcsinx +C

1 dx
9 I\{l_—xz dx:'[\/l—xz
7 jsinxdx:—costrC

8) jcosxdx =sinx+C
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Yechish: ushbu anigmas integralni hisoblash uchun, integral ostidagi
'+ x*+1

4
| 9) dx=1gx+C  formulalarnj maktab o‘quvchilariga funksiya . 3 lxn T2l l
I . ilodani soddalashtiramiz: +x* +x7 +2 B Ve p

anigmas integralni topamiz:

. . 3 ; o'yib
(! MH Endi boshlang‘ich funksiya topish yoki integrallash jadvalida yana bitta Soddalashtirgach  integralga  qo'yi

4
funksiyaning boshlang‘ichini topish formulasi borki bunj o‘gituvchining o'z o ile 41 1 1 1 S\
= | ol =8 = —+ X =
isbotlab ko‘rsatishi lozim. U ham bo'lsa ko'rsatkichii funksiyadir. J' J"" "'J: 12 dx =J' x3 dx =I = dx _I (x * X e I(x
X X
10) fa’a‘x=—q—+C bu formulani ishotlashda 2 _ic funksiyadan 1
Ina Ina ]“-"_IT"'C'
X

a* 1
hosila olamiz, (——+C)' ushbuy ifodada —— 0'zgarmas son bo'l anligi uchun, 2 o
Ing Ina ganlig Misol. I Gin +cos§) dx aniqmas integralni hisoblang.

hosilada ozgarmas sonni kavsdan tashqariga chigarib hisoblash mumkin

dzgfn qmldadan kavsdan tashqariga chlqar‘lb yutforan'uz. vechich J'(sin% . ms%)ldx _ I(sinz % el ; - zzc_ P g) e
(E—(;+ C)':T;;(a’ +¢) buyerda 6 =Clna ga teng. Endi yana hosila olish

qoidasidan vigindining  har  pjr hadidan  hosila olamiz  va -[(H Sgbe=-coats B
—h—ll;-(ar +CI}I=i;llC!_‘ax ‘Ing+ E%-oza‘ bundan esa formulaning o‘rini Misol. J‘ cig’xdx anigmas integralni hisoblang.
ekanligi kelib chiqadi.

Yechish:
Ushbu jadval va anigmas integral topish xossalaridan foydalanib biy -I cos’ x 1—sin’ x s J'( 1 Ddx = —ctgx—x+C.
Ic-rg‘xdx=j dx=_f -2 in® x
nechta misollarni taxlil qgilamiz, ' sin’® x sin” x >
+
Misol. I(3x— 5) dx anigmas integraini hisoblang, Misol J- _odx anigmas integralni hisoblang.
‘ "I 1+cos2x

Yechish: Ushby aniqgmas integralni hisablash uchun integral ostidagi )
ifodani kavsni ochamiz va soddalashtirib keyin ‘_I ;zchlsh. o [ _1p a1 s,
integrallaymiz, (Bx—5)=9x% ~30x + 25 ga teng. Endi by funksiyaning -Ill-l- i =_|.1 T _.I-ZCQSlx 24 cos’x 2
boshlang‘ich funksiyasini topamiz:
[Bx—5)2ax = [(9x* = 30x + 25) i = [ox?te {30 + Misol. [sin’ %cosz %dx anigmas integralni hisoblang,

9x* 3052
[25a ==X _ +25x+C=3x" ~15x? 4 25x 4. W@ : i trik
; i i blash uchun trigoname
2 2 Yechish: _fsmz chszzdx‘ integralni hisobla

funksiyalarning xossalaridan foydalanamiz. YA'ni

{1 =
Misol, [XX ¥* +2
X

dx anigmas integralni hisoblang,




R

sin’ oos* 2= -4sin? Toos? £ L 2sinZcos Yy L2 ¥ L-cosx
444 P - .

olingan natijaga ko‘ra integralni hisoblaymiz.

in? Xeos? X o _(l-cosx .1 1 ;
Ism :1-005 de—f——s——dx-é-j(l—cosx)dx—g(x—smx)+C

Aniqmas integral hisoblash usullari. O°zgaruvchi almashtirish usuli.
O'zgaruvchilarni  almashtirish yo'li bilan integrallash: funksiyalarni
integrallashda kuchli usullardan biri bo’lgan o‘zgaruvchilarni almashtirish
yoki o'rniga qo‘yish usulini byon gilamiz. Buning asosida quyidagi sodda izoh

yotadi:
Apar Ig{t)df=G{t)+C’ ekani malum bolsa, u holda:
[glo)o (x)de = Glax) + C.

Bu to‘g'ridan- to‘g'ri murakkab funksiyani differensiallash usulidan kelib
chigadi: (G((x)))' = G'(@(x)) - @'(x) = g((x)) - 0'(x)

Buni, dG{¢)=g(t)dt munosabat ¢ erkli o‘zgaruvchining w(x) funksiya
bilan almashtirganda ham o'z kuchini saqlaydi deb, yana boshqacha ifodalash
mumkin. _[ S(x)dx integralni hisoblash talab etilsin, deylik. Ko'p hollarda
yangi o‘zgaruvchi sifatida x ning funksiyasini tanlash mumkin bo‘ladi:
t=o(x) va bunda integral ostidagi ifoda f(x)dx = g(w(x))- @'(x)dx  shaklda
yoziladi, bu yerdagi g(1) funksiyani integrallash J(x) ni integrallashga
qaraganda qulayroq bo'ladi. U vaqtda  yuqorida aytilgandek,
j g()dr=G(t)+ C  integralni topish yetarli, unda r=w(x) almashtirishni

bajarib izlangan integral topiladi.
Masalan, J. sin’ xcos xdx integralni hisoblang,

Ushbu misolni ikki hil usulda hisoblash mumkin. Bu ikkala usul ham
o'zgaruvchilarni almashtirish usuliga tayanadi.

1) Birinchi usul shundan iboratki integral belgisi ostidagi ifodaning bir
qismini differensiallash belgisi ostiga kiritamiz. Jsin3 Xcosxdx = J' sin’ xd(sin x)

6y ifodadan  =sin x belgilash kiritamiz. Bundan integral quyidagi ko'rinishga
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i ? i jali funksiyaning integrali
Jeeladi. jsin3 xd(smx):jr dt bu esa oddiy darajali funksiyaning

t sin’ x . .
ibdi ‘dt=—+C="—""+C ekanligi kelib
ekanligi korinib turibdi. Demak jr dt= 7 +C 3

higadi isol ishlandi. '
‘.hlqdzc;l;:c;? l‘;‘:ll misolni ishlashning ikkinchi usulig'fl to‘xtalafligan l?al;sa:
flkinchi usulda xuddi shu gilingan ishlar bajariladi f?qat dlffIEI:’e.;lS:.i aia
belgisi  ostiga kiritilmaydi  ya'ni, t=sinx. belg.,llafshl I"Ilrlj:l: 10‘ °
dt = d(sinx)=cosxdx ekanligida bajargan belgilashlarimizni o'rniga qo'yi

Sin"X ¢ ekanligi Kelib chigadi. Bu

14
i = 3 i —F
chigamiz. Ismhcosxdx-j: dt = 3 +C

ikid usul bir hil ma’'noni anglatadi va farq qilmaydiganda!y tuyul.ail)i. !ek;r:
aslida ba'zida belgilash kiritganda ikkinchi usuli qo‘l-kéladl. Sa-babll-l LmllciSi
belgilash kiritish usulida integral ostidagi qaysi‘ifodafu c?tfferer;ls.lallas elg
ostiga kiritish kerakligini ajratib olish giyin bolib qolishi mumkin.

Masalan. jv‘l — x*dx anigmas integralni hisoblang.

Ushbu integralni hisoblashda x o'zgaruvchini x =sin/ kabi b‘elg.i:a(sih
kiritish qulayrog. Chunki irratsional ifodaning ostidan ma lum ‘bll" llD a
chigadi. YA'ni dx = d(sin¢) = costdt belgilashlarni o'z o'rniga olib borib qo'yilsa

N, Ttdt i lamiz va bu integralni
1 holda I 1-x*dx= _[cost -cos:drzj'cos tdr ifodaga ke

triganametrik funksiyalar xossalaridan foydalanib ya'ni daraja pasaytirib

Lo i idagi xossalardan
xisoblaymiz. I<:052 tdtzj ————di bu ifodadan yuqoridag

o‘zgarmas sonni integral belgisi tashqarisiga chigarish mumbkinligidan,
j'-'--'"-ﬂdr=lj(l+ms?.z)dr=%(r+%sin2(+(:) ekanligini topamiz. Oxirgi ifodada

2 2 : [ ] 2 - 3
belgilash kiritilganligi uchun ozgaruvchilarni oz o‘rniga qo yishdan o¥dm
soddalashtirib olamiz. x=sin7 belgilash kiritilgan edi bundan I:arc.ssm;
.e]('mligi kelib chigadi.

I rlsinZt+C)=lt+sintcast+C=larcsinx+xv'1—x2+C demak javob
2413 2 2

I\H - x"dx =larcsinx +xv1-x* +C ekanligi kelib chiqdi.
2
Ushbu usulni yana boshqa misollardagi talginlarini ko'rib o‘rganaylik.
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Misol. fc:gxdx anigmas integralni hisoblang, Bo'laklab integrallash wusuli Bo'laklab integrallash: faraz qilaylik

., . . u=f(x) va v=g(x) lar x ning ikkita funksiyasi va ular u'= fix) va
Yechish: ushbu integralni hisoblash uchun guyid icha belgi
o‘zgartirish kiritamiz: dyicagicha Delgllash va v'= g'(x) uzluksiz hosilalarga ega bo'lsin. U vaqtda ikki funksiya ko‘paytmani

hosilasini olish qoidasiga ko'ra (uv)'=u'v+uv’ yoki d(uv)=udv +vdu yoki

_"crgxdx=_|‘o?sxdt=j '1 -cosxdx=jf—1—d(sinx}=_|‘l—dr:ln;+cz udv=d(uv)—vdu bo'ladi; d(uv) ifoda uchun, shubhasiz, uv boshlang'ich
Sinx sSinx sinx 1t
- . funksiya bo‘ladi: shuning uchun Izrdv=zw-—_[vdu formula orinlidir.
n[sm xr+ ' Bu formula bo‘laklab integrallash qoidasini ifodalaydi. Yuqgoridagi
Misol. J‘arccosxdx aniqmas integralni hisoblang keltirib chigargan formulamiz bo‘laklab integrallash formulasini beradi va bu
vi-x? ' formula ikki funksiya ko'paytmasining hosilasidan kelib chiggan. Endi bu

Yechish: bunday integrallarni hisoblashda qaysi qismini differensiallash i e

belgisi ostiga kiritish kerakligini bilish lozim. Masalan: chnsxdx anigmas integralni hisoblang.
Iarccosx e _farccos 1 2 Bu integralni hisoblashda bo‘laklab integrallash formulasidan
= X = = = == . ; SE: i
N ?[ - . j arccos &d (arccosx) ‘.f o= T G= loydalanamiz. Ya'ni cosx funksiyani differensiallash belgisi ostiga kiritamiz

va integral quyidagi ko'rinishga keladi. _[xcosxaﬁr=_[xd(sinx) bu ifodada

arccos’ x
2 ¥ H=x kabi belgilaymiz va yuqoridagi formuladan foydalanamiz.
i _[xd(sinx) =xsinx— _[sinxaix =xsinx+cosx+C ekanligi kelib chigadi. Odatda
nx

Blisor, .[ . <x anigmas integralni hisoblang. integrallash belgisi ostidagi ifodada qaysi birini # funksiya va gaysi birini v

. lunksiya sifatida qabul gilish mumkin kabi savollar paydo bo‘ladi. Yuqoridagi
Yechish:

T
j——’;——’iabr=j~.f1+mx-i-d;::j\/nmxd(nlnx)zj\;fdfzjf%;=‘_’+(7=

kabi funksiyalarda odatda trigonametrik funksiyalarni differensiallash belgisi

|

ostiga kiritib / funksiya siqatida olish mumkin. 0z- o'zidan ma'lumki darajasi
oshib boruvchi funksiyalarni differensiallash belgisi ostiga kiritmagan ma'qul.

3
B Yani nomini o‘zgartiruvchi yoki umuman o‘zgarmaydigan funksiyalarni
5 5 differensiallash belgisi ostiga kiritib / funksiya sifatida olgan ma’'qul.
SN+ C=Zinxinx +C. _ , o
3 3 Misollar yordamida ko'rib chigamiz.
Misol. [ —=_ 4ni . 5 ; Misol. |In(x+ 8)dx anigmas integralning hisoblang,
'[(x hle nigmas integralni toping. .[
1
Yechish: =In(x+8) du=
— Yechish: I!n(x +8)dx = =i de x+8 belgilashlar kiritamiz.
J‘__"-'i__=J' 1 __Idxzzfd(&)_zf di__, dv=dx v=x
(x+ 1)\/; (x+1) fx (x+1) - @+ gl = Eindi bo‘laklash formulasidan foydalanadigan bo‘lsak, quyidagiga kelamiz.
2arctg[x + C. j'[n{,r +8)dx = xIn(x +8) — j' x-d(In(x +8)) =xIn(x + 8) — J'x ; —ﬁdx =xIn(x +8) -
X
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J-x+8—8dx:xln(x+8}_'[(1__s_ﬂx=x[n(x+8}+81n(x+8)—x+c 3
x+8 x+8

Misol. I(xz —3)cosxdx anigmas integralni hisoblang.

Yechish: ushbu misolni yechish uchun trigonometrik funksiyani
differensiallash belgisi ostiga kiritib, keyin ikkita funksiyaga keltiriladi.
185 ~3)cosxdx = [(x* =3)d(sinx)  ko'rinishiga keltirib keyin quyidagicha
belgilashlar kiritiladi.

u=x"—3 du=2xdx
dv =cosxdx v=sinx

j (x* —3)d(sin x) ={

I(xz-3)d(sinx)=sinx‘(x2—3)—I2x-sinxdx integralimiz  ko'rinishini

o'zgartirdi endi integralning ikkinchi gismidagi integralni hisoblash uchun
yana bir marta bo‘laklash amalga oshiramiz. Bu bo‘laklashda ham yugoridagi
kabi trigonametrik funksiyani differensiallash belgisi ostiga kiritamiz va
yugqoridagi kabi belgilashni amalga oshiramiz.

jin -sinxdx = —IZxa’(oosx) =-2x-COSX+ 2jcosxdx =-2xcosx+ 2sinx

ushbu topilgan oxirgi natija bilan oldingi natijani birlashtirib quyidagini
topamiz:
.[(xz —3)cosxdx =sinx - (x* —3)—(-2xcosx + 2sinx) = (x* =3)sinx + 2xcosx —.

2sinx+C.

Misol. je" sin2xdx anigmas integralni hisoblang.

Yechish: bu integralni topish uchun qaysi qunksiyani differensial belgisi
ostiga kiritishning ahamiyati yo‘q.

u=5in2x du=2cos2x

_fe’ sin 2xdx = Isin 2xde” = { dom et v=e* belgilash kiritgach bo‘laklab

integrallash formulasiga qo‘yamiz:

u=sin2x du=2cos2x
=e

*.sin2x— 2_[e" cos 2xdx
dv=e"dx v=¢"

jsinflxde‘ ={
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[ntegral shu ko‘rinishga kelgach integralning ikkinchi qismi uchun yana
bo'laklash bajaramiz. Ie" cos2xdx = e” cos2x + 2je” sin2xdx  yuqoridagi va
leyingi natijalarni birlashtiradigan bo‘lsak, quyidagi natijaga kelamiz.

Iuin 2xde* =e” -8in2x — 2(e* cos2x + ZIe’ sin2xdx) =e" -sin2x — 2e" cos 2x —

!lfc-‘sinfzxdx bundan ko‘rinadiki integralishiz takrorlanuvchi yoki
gaytariluvchi integrallardan ekan. Bunday integrallarni hisoblashda
(uyidagicha amal bajaramiz.
_[Hillinde" =e" -sin2x—2¢" cost—4Iex5in2xdx anigmas integralni biror
noma'lum bilan belgilab tenglama ishlaymiz. Iex sin2xefx=y va quyidagiga

kelamiz.

y=e"-sin2x —2e* cos2x—4y
Sy=e” -sin2x—2e"cos2x
e” -sin2x —2e" cos2x
5

Demak, [e* sin2xdx = = 2”‘; SRS BolEAL

X

Misol. I dx anigmas integralni hisoblang.

sin’ x

Yechish: ushbu misolni yechishda ham bo‘laklab integrallash

formulasidan foydalanib ishlaymiz. _[ aﬁr——-~jxd(ctgx} integralni kabi

sin® x
lko'rinishga keltirib olamiz va quyidagicha belgilashlarini amalga oshiramiz.
=x,du=dx

xel(ctgx)= belgi i Kkiri imi !
I (cigx) v cigr. dv= 1 elgilashlarni kiritganimizdan so‘ng

sin® x

formulaga qo‘yamiz —de{ctgx) =—xclgx + Icrgxdx =—xctgx + In(sinx) + C.

Ba’zi trigonometrik funksiyalarni integrallash Ba'zi trigonometrik
funlksiyalarni integrallashga oid misollarni ko‘rib chigaylik.

Misol. jsin 2xcos3xdx anigmas integralni hisoblang.
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Yechish: bu integralni topish uchun trigonometriyaning formulalaridan
biri bo‘lgan ko‘paytmani yig‘indiga almashtirish formulasidan foydalanamiz.

. 1 . :
YA'ni sincecos f= E(Sm(a + B)+sin(e — B)) formuladan foydalanib, integral

: 1 :
ostidagi ifodani soddalashtiramiz. sm2xc053x:5(sm5x—smx) ekanligi

topdik endi
; 1 . . 1.1
_[sm 2xcos3xdx = J.E{sm 5x —sinx)dx = 5(— gcos S5x+cosx}+C

ekanligini topamiz va misolning javobi chiqdi.
Misol _[sin“;ccos;2 xdx anigmas integralni hisoblang.

Yechish: Ushbu integralni hisoblash uchun trigonametriyaning asosiy
ayniyatlaridan biri bo'lgan daraja pasaytirish formulasidan foydalanib elding
integral ostini soddalashtiramiz.

(1-cos2x)’ I+cos2x (1 —cos’ 2x)(1 —cos2x)
4 2 8

sin® xcos’ x =

(1-cos4x)(1—cos2x) 1—cos4x—cos2x+cosdxcos2x _
16 B 8

1
l—cos2x—cosdx + E(coséx + c0s2x) 2 cos2x — 2c0s4x + cos6x

16 B 32

2—cos2x—2cosdx+ cos6xdx _
32

Ekanligidan J'sin" xcos’ xdx =I

—(2x - ismzx - Lsmt'-bc + l51116:4:) +C.
32 2 2 6

Misol.J' & anigmas integralni hisoblang.
cosx

Yechish: ushbu misolni yechish uchun integral belgisi ostidagi
funksiyaning surat va maxrajini funksiyaga ko‘paytiramiz va anigmas

= J"’“S *dxX  endi ushbu
COS X COS X

integralni quyidagicha ko‘rinishga keladi. I
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anigmas integralni hisoblash uchun kasr suratidagi ifodani differensial belgisi
ostiga kiritamiz va quyidagini hosil qilamiz,
J-u.usxdr _J- d(sin x) :J- d(sin x) =J dt ,[ dt __,[ sl
cos” x 1-sin’x ? (1-sinx)(1+sinx) (l—t)(1+£) {t—1)(1+¢)
1ot-1 1

L v—[n— C=——In
t+1 2

m”‘

sinx—1

sinx+1

bundan ko'rinadiki ushbu integralning javobi Ii=—%]n
COSXY

sinx—1
+C ra Tedr

sinx+1

ho'ladi,

Mustaqil yechish uchun misollar:
1-variant

Quyidagi anigmas integrallarni hisoblang.

a) I(2x+1)2dx' b) J-Jg c)jln(x+8)dx,
sin” 5x

d) jsiancusBxdx, e) | ———
' x V14 x°

2-variant

Quyidagi anigmas integrallarni hisoblang

a) |ctgixdx, b ;
J' ) jarcsm a1l —x?
d) [rg*xdsx, ¢) [ Vx* — 4.

0) jdzs ~ x*dx,

3-variant
Quyidagi anigmas integrallarni hisoblang

}jx X by [LE2 4 &) [ —x+Dlnxds,

sin®4x '

d) jsinzxcosxdx, e) | m
XiWx +
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4-variant

Quyidagi anigmas integrallarni hisoblang

1+cos2x’
e) | -:/E%/z +4x dx.

d) [sin' 2xdx,

S-variant

Quyidagi anigmas integrallarni hisoblang
2

a) | (x+—=)dx,

) [+

d) Isinstin 2xdx,

o
(x+2Wx* +2x

6-variant

Quyidagi anigmas integrallarni hisoblang

a) Im, b) Ies“’cusxdx,
sin’ x dx
) -[cos xdx' e]‘[:w'2x’—2x—l.

7-variant
Quyidagi anigmas integrallarni hisoblang

4f 3
a] J-2x—3\/;+3\/x_dx‘ h:} J'es_zxixdx
X

3x+2

d) jcos3xcas4xdx, e} j' -J2:2-
X +x+

dx.
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b) j—wd"
(1+ x*)Jarctgx’

c]j x* +7dx,

0 [Bx—2)In’ xdx,

c) j-lnzxdx,

c) j(x + 8)sin3xdx,

8-variant

Quyidagi anigmas integrallarni hisoblang

XX
! a) IS'HECOSde* b) I4f—'0551‘ sinSxdx,

d) _[coschos4xdx, e) | 1-xdx

I+x x

9-variant

Quyidagi aniqgmas integrallarni hisoblang

! }jw"x +x +2 2x - 4
' b [ P
d) Icos?;xcostixdx, e) [ _x__
1+’\/;
10-variant

Quyidagi anigmas integrallarni hisoblang

.2 X x 2"
a) |sin®* =cos® Zdfx, b) [—=dx,
j 47 4 ) I Jx

d) J-cos x ' E]I dx

s x

11-variant

Quyidagi anigmas integrallarni hisoblang

L2 X dax
2 Ism de, b) '[4+9x2‘

d) Icosxcoschossxdx, €). [ cosInxdx.
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M=2x —4f1—2x

c) I%/;lnz xdx ,

) _|'(.vcl —3)cosxdx,

©) Icozzxdx’

c) Ix cos(x — 4)dx,




12-variant

Quyidagi anigmas integrallarni hisoblang

a) [e3+ e_z e, b) [4/3+5cosxsinxdr,
: Cos™ x

Y o). f e atdx.
sSinmx
13-variant

Quyidagi anigmas integrallarni hisoblang

2 X ’
—dx b) |arcsinxdx,
a) Icos 5 ) _[

dx cos2x
d) .[ sinx e). f cos?x sintx dx
14-variant
Quyidagi anigmas integrallarni hisoblang
4~ xidx
a) J4"(3+;J=2)dr. b) [———,
¥ (8x* +125)*
d) [(5x—De*dx, e)..[In(x® + 1) dx.
15-variant

Quyidagi anigmas integrallarni hisoblang

a) I(sin%—cos%)dx, b) j = ¢) [rgudr,
d) J. arctg2xdx, e)...[ z::;:
218

g;?;u wg-iﬁﬁ ﬁ

c) Iezx cosxdx,

c) jsin xcos” xdx,

c) Isinxcossxdx,

s s = —
=z = —

16-variant

Quyidagi anigmas integrallarni hisoblang

a) J'(znl — g%l Y,

)
b) [
1 'I'\J'x” +3

E] f COS2X dx

C‘OS X SL}‘I

d) Isinzxcosz xdx,

17-variant

Quyidagi anigmas integrallarni hisoblang
P2 X . X x
a) I(sm > 005—2—)(51115 +cosE)dx, b) chgxdx,

gv2E-1

d) _|'sinz}\m:;05;t xdx e.. [

dx

Vix—1

18-variant

Quyidagi anigmas integrallarni hisoblang

a) [(2" +3*)dx, b) j‘x‘i‘x,

d) J'sinz xcos” xdx, e)..[ (xz +2x+ i) dx

19-variant

Quyidagi anigmas integrallarni hisoblang

dx
2 -I'x +1 b)-“xh}x’

d) [x*(1 - 2x*)dx, €). I{x+1)J1_—::_—x_2 '
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c) _[xarcrgxdx :

c) Jsinzxdx,

c) Icosz xdbx,

c) J'(«/;Jrif;)dx




24-variant

Quyidagi anigmas integrallarni hisoblang Quyidagi anigmas integrallarni hisoblang

‘ 20-variant {.
|
|
|
|

| al .2 i X X X x .2
” a) J’ IJ;lﬂx dx, b) [ ctg®xdx,, qf z:;;d . a) I(smE cos 2)(sm2 +cos 2)dfx, b) Ictgxdx, c) Ism xdx
| .
4 VET
| 301 — 2343 d 4 ; d) [sin® xcos® xdx, 8. [—
| d) [x3(1 — 2x%)%dx, e) .f(xﬂ)m. ) I ==
|
i
| eyt
' ‘ 21-variant 25-variant
il . L. . g
' I Quyidagi anigmas integrallarni hisoblang Quyidagi anigmas integrallarni hisoblang
| arecosx dx 2x— 3\[_ +3\(_‘ 5-2xt :
|
a) T 3 b c) f ) dx, b) | & xdx, c) |(x+8)sin3xdx,
= ) 82 P a) [ f J
I] | dx Ix+2
; d f——— e). | ———. d} | cos3xcosdxdx, e) | ———dx.
ll‘ | : (e+1) " [In (1) 3 f(x“}\ﬂxz*'?xﬂﬂ ) j ) j NEex42
|
i. 22-variant
| Quyidagi anigmas integrallarni hisoblang
d
‘i ! a) jcos—— b) [ cos*xdx., c]fxl:x'
|
II! | d) J"\/;—I' 2 e]J‘ dx |
| x : sin’® xcos” x II
‘ |
|
23-variant
‘ Quyidagi anigmas integrallarni hisoblang
; d
a) f x/xdx, b) [ cos’xdx.., ) J’v,%
dx (1+x2)
i b) d) f B .[ x(l +x2)
i
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15-mavzu: Aniq integral tushunchasi.
Aniq integralning asosiy xossalari.

Aniq integrallar. Nyuton- Leybnits formulasi 2-rasmda tasvirlangan
shakl  egri chizigli trapetsiya deyiladi. Bu shakl yugoridan y= f(x)
funksiyaning grafigi bilan, quyidan funksiyaning grafigi bilan, quyidan [a,5]
kesma bilan, yon tomonlardan esa x=a, x= 5 to'g'ri chiziglaming kesmalari
bilan chegaralangan. [a,5] kesma egri chizigli trepetsiyaning asosi deyiladi.

Egri chiziqli trapetsiyaning yuzini gaysi formulaga ko'ra hisoblaymiz,
degan savol tug'iladi.

Bu yuzni § deb belgilaylik. S yuzni » = f(x) funksiyaning boshlang'ich

funksiyasi yordamida hisoblash mumkin ekan, Shunga oid mulohazalami
keltiramiz.

Wi

(L

:
F-rasm,

[a.x] asosli egri chizigli trapetsiyaning yuzini asosli egri chizigli
trapetsiyaning yuzini S(x) deb belgilaymiz (3-rasm ), bunda x shu [a,5]
kesmadagi istalgan nuqta: x =4 bo‘lganda {a,x] kesma nuqtaga aylanadi,
shuning uchun S(a)=0, x=5 da S(6)=S5.

S(x) ni f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo'lishini, ya'ni
S'(x)= f(x) ekanini ko‘rsatamiz.

»

S(x +h)—S(x) ayirmani ko‘raylik, bunda #>0 { £#<0) hol ham xuddi
ghunday ko'riladi. Bu ayirma asosi [x,x+h] bollgan egri chizigli
tripetsiyaning yuziga teng (4-rasm). Agar h son kichik bo'lsa, u holda bu yuz
tagriban  f(x)-A ga teng, yani S(x+Hh)—S(x)= f(x)-h Demak,

S[-“"-sz(x} . Bu tagribiy tenglikning chap gismi £#—>0 da
h

4'(x)= f(x) tenglik hosil bo'ladi. Demak, S(x) yuz f(x) funksiya uchun
hoshlang'ich funksiyasi ekan.

Boshlang'ich funksiya S(x) dan ixtiyoriy boshqa boshlang’ich F(x)
funlsiya o‘zgarmas songa farq qgiladi, ya'ni

F(x)=S(x)+C.

Bu tenglikdan x=a da F(a)=S(@)+C va S(a)=0 bao’lgani uchun
('« (@) . U holda (1)
S(x)= F'(x) - F(a).Bundan x=5b da S(b)=F(b)- F(a) ekanini topamiz.

Demak, egri chizigli trapetsiyaning yuzini (2-rasm) quyidagi formula
yordam ida hisoblash mumkin:

S(h)= F(b)— F(a).

Bunda F(x)- berilgan f(x) funksiyaning istalgan boshlang'ich funksiyasi.

tenglikni quyidagicha yozish mumkin:

Shunday qilib, egri chiziqli trapetsiyaning yuzini hisoblash f(x) funksiyaning
I°(x) boshlang'ich funksiyasini topishga, ya'ni f(x) funksiyani integrallashga
keltiriladi.

F(b) - F(a) ayirma f(x) funksiyaning [a,b] kesmadagi aniq integrali

]
deyiladi va bunday belgilanadi: I Fxx.

[ £Go)dx = F(b) - F(a)

formula Nyuton-Leybnis formulasi deb ataladi.

2
Misol. j(6x1 —5)dx aniq integralni hisobolang.
L]

Yechish: bu aniq integralni hisoblash uchun oldin anigmas integral

hisoblanadi.
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Vigei T sy SN

2
6 2
_‘[(ﬁxz—S)dngf—Sx =2.8-5-2=6

0

! 2z
; x
Misol. _[x—z—dx aniqg integralni hisoblang,
0 X 41

Yechish: J——dx J' (1_ }a{x e arctgx T

i
Misol. _[rgzxdx aniq integralni hisoblang.

4

Yechish:
o 0 0
A sin’ xdx 1—cos® X b 1
i Icos x '[ cos’ x -l‘(coszx“l)aﬁr"—-t'gx_xa—yr -
4 a 4 'i:' )
Bl il
4) 4°
i
Misol. -[1+c aniq integralni hisoblang,

. Yechi:sh: Ushbu misolni yechish uchun triganometriyaning asosiy
ayniyatlari ya’'ni yarim burchak formulalaridan foydalanamiz, ya'ni integral

ostidagi ifodaning maxrajini soddalashtiramiz. I+ cosx=2cos? ~ ekanligidan
‘ ‘ 2
quyidagiga kelamiz.

/2 i2

—1-0=1.

dx :MIL1 Cilf :zgi
p l+ecosx zmszg 2

1

Aniq integrallarda o’zgaruvchi almashtirish va bo‘laklash usullari

1
” = ;G
Misol. _fxe dx aniq integralni hisoblang.
i}

Yechish: ushbu aniq integralni hisoblash M
uchun o‘zgaruvchi iri
metodidan foydalanamiz. : R
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! 1 1 1

2 2 1 1 1
jxex dx:ljer d(x*)= -—J'e‘dx = —e" i L
0 29 i 2 ! 2 2

2 X
Misol. j%dx aniq integralni hisoblang,
X
1

Yechish: bu integralni hisoblash uchun ham o‘zgaruychi almashtirish

metodidan foydalanamiz.

11y 2 b g %, 2
dx = '1[x-—;d}::jl.e’d(;)=‘[edl=eL=e‘ =2  —e,

!l’e
| R =

I

-

Misol. sz Inxdx anigmas integralni hisoblang.
i

Yechish: bu misolni hisoblash uchun bo‘laklab integrallashdan

foydalanamiz.

f 1% ) Q. 15 1 1 1}
2 3 3 3, 3 2
I).‘ lnxdx—-——3j:lnxd{x }———3x lnx——3!x —dx—'——3x lnx——3 jl‘x dx=

e o
3 9 9 9

F 1
Aomne- Lo = L
3 97" 7, 9

1
Misol. J' xe¢“dx aniq integralni hisoblang.
o

Yechish: integralni bo'laklab integrallash usuli bilan hisoblaymiz.

j.xe'xdx = —jxde“ =—xe " + j.e"‘dx =—xe " —e™" [ i .
] L] ]

0 e

2 2
3 (x=1)
Misol | ===

=32

dx aniq integralni hisoblang.

2 2
Yechish: ]' —z(x—l)—vdx bu integralni hisoblash uchun integral belgisi
3. X +3x+4

ostidagi ifodaning surat gismini kavsni ochib chigamiz.
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h (X+I) _ ¢ ox? +2x+l Ix2+3x+4—x_3dx._
¥ +'Jx+4 e +3x+4 g X 43x+4
21__ x+3 1 % 3

2 e =x —— FL] J'd(x +3x+4)
372 X +3x+4

235, +3x+4 2 Gn X +3x+4

1 2
X—-—

3dv J‘d(x +3x +4)
2‘3*'2():+-§—‘)2+% 2_3,2 X +3x+4

3 2 3 2
Tmarectg—=(x+=)—In(x*+3x + 4 =
PO )

-3/2

-

3 3 7
2 ——=arcetg2:]7 —Inl4+=+In=,
75 rectg2V 5+
Ekanligini topamiz va oxirgi tenglikning natijasini soddalashtiramiz,
2-3

3 7 3 7
arcct 2xﬁ~lnl4 +=+In—=3,5——_grcct 2ﬁ—[nl4:—=
W 27"y e 4

3,5 ~—3-arcctg2ﬁ i 1;114.3:3’5__3_
V7 7

arcetg2\/7 —Ing.
V7

2 2
(x=1) 3
bundan es —S————dr=3,5-—"_arect 2\/’7—1:18.
= a_£2x2+3x+4 ‘Marc €

dx
Misol. | ——— aniginte ralni hisoblang,
',[x\!l+lnx 1 . 8

? dx
Yechish: | ———— pu anij integralni hisoblash uchun o'z aruvchi
‘!-xv'l%-]'nx 1 ® 4

kiritish usulidan foydalanamiz. Ya'ni integral ostidagi L ifodani differensial

belgisi ostiga kiritamiz,
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€

T P, N P TR
'!.x\fﬁ[nx _J.x Vi+Inx '[\/1+1nx

jij_i- =:[r'”2dr =20"[ =201+ lnx)”2|: =2Z2~2,

4
Misol. I - - aniq integralni hisoblang,
X +Xx

Yechish: ushbu aniq integralni hisoblash uchun integral ostidagi ifodani
{likita kasr ayirmasi shaklida yozamiz ya'ni,

T s
J‘ & =j‘ il —_{(—»—)dx (Inx —In(x + 1) =In +1 =l fnz=
fxbxt dx(l+x) | x x+l

Loind
2
2
Misol. IJ}- In xdx aniq integralni hisoblang.
1

Yechish: Ushbu integralni hisoblash uchun aniq integrallarda bo‘laklash
usulidan foydalanamiz.

X

2
2000 1, 2 2F g, _
J.\f In xdx = ‘[lnxa.’x”2 Zx nx -~ 3][x -—dxusx Inx 3_[

g 8f4

.‘ 'Z_T 9

2
ZxPlnx—

4 e
9

Mustagqil yechish uchun misollar.
1-variant

1) Berilgan aniq integrallarni hisoblang

2 =1 5 _
a) [(6x* - ), b) j””‘gxdx ) J’z(ﬁx +2x—10)dx,
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=
"
lelu

it
h
1

2) j(b —4x)dx>6-5b tengsizlik bajariladigan > 1 sonlarni toping.
1

2-variant
1) Berilgan aniq integrallarni hisoblang

2

3 L
a) I(sz _.-F)dx, b) Ixz Inxdsx,
] [

2) _[(b—4x)dx26—5b tengsizlik bajariladigan &> 1 sonlarni toping.
1

3-variant

1) Berilgan aniq integrallarni hisoblang
ax

i I‘;xz—2x+2’ b) .[\/:

c) f x(x +3)(2x—3)dx
B

2) J'(b —4x)dx > 6 - 5b tengsizlik bajariladigan & > 1 sonlarni toping.
1

4-variant
1) Berilgan aniq integrallarni hisoblang

a) ]:sin 3xcos2xdx, b) jxe"rdiv ; ) I3x !
] ]

2) _[ (b-4x)adx=6-5b tengsizlik bajariladigan b > 1 sonlarni toping.
1

5-variant

1] Berilgan aniq integrallarni hisoblang

2
2 [ 72 i

<) T(x— 3Wx)dx

228

0 [2x*-5x+3)dk,

I1+2x
%

5 -3
2) b ningganday giymatlarida = tenglik bajariladi

6-variant

1) Berilgan aniq integrallarni hisoblang

) J‘ COSJC

s Sll’l

a) T g’ xdx, ) jsinzxdx

=mld

h

1+2 5 ; T

2) b ning ganday giymatlarida j—+4—xdx =3 tenglik bajariladi
b

7-variant
1) Berilgan aniq integrallarni hisoblang

P s x x_-l 0
2 X NG T, o [(x—1)*-5)dx
a) _!cos ZdX. b) J; P ):[( X

1+2
2) b ning ganday giymatlarida I +—J5dx = tenghkba]arlladl

%

8-variant

1) Berilgan aniq integrallarni hisoblang

1 9 3
it oo

= % tenglik bajariladi

a) [(6x" ~5)dx,
[}

Il+2x
%

2) b ning ganday giymatlarida

9-variant

1) berilgan aniq integrallarni hisoblang
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i
“%u
.'..'.'
i
ihily
i
L
&

x+1
cos’x* ' 9 J-

I- 2x

2) a ning qanday giymatlarida j =

%

10-variant

1) Berilgan aniq integrallarni hisoblang

1 2 2 %
a) J. xe* dx, b) J-ekdx, c) _[ sinxcosx dx
o { 0

. ; orl=2
2) a ning qanday giymatlarida J'—-{dx— ——;i tenglik o’rinli bo'ladi.

%

11-variant
1) Berilgan aniq integrallarni hisoblang
gl J-sm(ln x) de.,
| X

b) j['(x2+1)dx, 9 2

2) a ning qanday giymatlarida I—dx -% tenglik o’rinli bo'ladi

%

12-variant

1) Berilgan aniq integrallarni hisoblang
12

] k] 1 3 log, 2
b) (x+—] dx, c 3% dx
~1/2 (1 X )\il I ‘]I. X ) -1[
2 . A i o P1-2x, 4 IR N
) a ning ganday giymatlarida I—3—dx—~§ tenglik o’rinli bo'ladi
%
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4 I
- tenglik o'rinli bo'ladi.

13-variant
1) Berilgan aniq integrallarni hisoblang

xfl 9
F I COSJ’fi)" : b) j—l--dx
o 4+.fsiny 4 \/;

2) a ning qanday qiymatlarida ! = —-;5 tenglik o'rinli bo'ladi.

%

14-variant

1) Berilgan aniq integrallarni hisoblang

x
By

a) _[ sin® xdx,
a

log, 3

a
b) J.(cos2 x-sin*x)dx, ¢ | 2%dx
i

2) a ning qanday qiymatlarida J.l_jdx = —% tenglik o’rinli bo’ladi

%

15-variant

1) Berilgan aniq integrallarni hisoblang

2 Mx T )
€ s 4 4
a) _!.?dx, b) E[(sm x+cos” x)dx, ) of[52lﬂx
1 2x 4 T ——
2) a ning gqanday qiymatlarida I = =3 tenglik o'rinli bo’ladi.
%
16-variant

1) Berilgan aniq integrallarni hisoblang
a) _I.xsinxdx,
i

b} Téle"‘dx, c] i-(x = Z}G-xﬁdx

2) a ning qanday giymatlarida J l 2 =—% tenglik o'rinli bo'ladi.

2
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™
Jift
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J'J

17-variant

1) Berilgan aniq integrallarni hisoblang

4 3 S
a) Isinxcosz xdx, b) I%dx, c) f |-2cos xpx
[ ’ 1 A

2) aning qanday qiymatlarida _[ edx=1 tenglik o’rinli bo'ladi.

032

18-variant

1) Berilgan aniq integrallarni hisoblang

a) _?[\[;abc, b) Tcos3xdx.

—3x

g [+ et

2) aning qanday giymatlarida _f ¢*"dx =1 tenglik o’rinli bo'ladi.

0,50

19-variant
1) Berilgan aniq integrallarni hisoblang
3 1 1 .
a) [—dx, b) [(e" -2)ax,
Zx i

c) _[|x—3|dx

2) aning ganday giymatlarida j e*dx=1 tenglik o’rinli bo'ladi.

050

20-variant

1) Berilgan aniq integrallarni hisoblang

a) Tcosxdx,_

-

2
b) j(1—3x2)dx.

c) ”xz ~1|d):

2) aning qanday giymatlarida I e*dx =1 tenglik o'rinli bo'ladi.

0,5

232

21-variant

1) Berilgan aniq integrallarni hisoblang

a) jxdx,

1}

In2

b) Ie‘dx, c) | cosxdx
it

Mra"—‘!Nlﬂ'

2) IZxa'x >3 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha « larni toping.
]

22-variant
1} Berilgan aniq integrallarni hisoblang

a) j.xzdx,
[i]

3X = 3”&%

=2

b) fsin2xdx, ) _T-

2) IZxdx >3 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha e larni toping.
I

23-variant
1) Berilgan aniq integrallarni hisoblang

a) f3x2dx, b) j%a?x,
2

1

c) _fxz |x|ax

2) IZxdx >3 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha a larni toping.
1

24-variant
1) Berilgan aniq integrallarni hisoblang

a) _3[2?“35‘: b) ]{sinxdx,

=2

c) j[xz+2x+sk&

2) IZxdx <5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha « larni toping.
2
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1y,

25-variant

1) Berilgan aniq integrallarni hisoblang

a) i(Zx— 3)dx,

b) ]‘(5—4x)dx,
-2

il

Q) j|x2+2x+s};ix
2

2) j2xcbc <5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha a larni toping.
2
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16-mavzu: Aniq integralning tadbiglari. Tekis figuralarning yuzalarini
va hajmlarini hisoblash.

Endi esa biz aniq integrallarning tadbiglarini ko'rib o'tamiz.

Birinchi tadbiglaridan biri bu yoy uzunligini topish, ikkinchi
tadbiglaridan biri bu egri chizigli trapetsiya yuzini topish yoki bir nechta
funksiyalar bilan chegaralangan shaklning yuzini topish, uchinchi
tadbiglaridan biri esa aylanma jismlarning sirti yuzasini topish, to‘rtinchi
tadbiglaridan biri o‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi va yana bir
tadbiglaridan inersiya momenti bo'lib biz aniq integrallarning yuza topishga
doir misollarini korib chiqamiz.

Egri chizigli trapetsiyaning yuzi
xe[a;b] aa y= f(x) funksiyaning t

grafigi va Ox o'qi bilan chegaralangan

&
yuza- S :If(x)dx.

Agar y= f(x) funksiyaning grafigi

x€[a;b] da Ox o'qidan pastda joylashgan

]
bo'lsa, u holdayuza- S= —j F(x)dx

X E[a;b] da y= f(x) va y=g(x)

funksiyalar grafiglari bilan chegaralangan

yuza- S= I(f(x) + g (x) )dx.

1. xe[ab]da y=f(x) va y=g(x) 7(
/

funksiyalar grafiklari bilan chegaralangan
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yuza- S = [(f(x)- g(x))dr.

2. xe[a;b] da y=f(x) va y=g(x)

funksiyalar grafiklari va Ox o'gi bilan 4
chegaralangan yuza -

5= [(re)- g0

Bu yerda x, - f(x)=g(x) tenglamaning

x €[a;b] dagi ildizi. 4/ = s
y= f(x) va y=g(x) funksiyalar

grafiklari bilan chegaralangan yuza - §= I(f(x}—g(x)}ir

*i

Buyerda x, va x, lar f(x)=g(x) tenglamaning x e[a; b] dagi ildizlari.

Misol. y=+/x , y=0, x=4 chiziglar bilan chegaralangan figuraning
yuzini toping.

Yechish: ushbu misolni yechish uchun aniq integralning chegaralarini

aniglashtirib olishimiz kerak buning uchun y=+x , y=0 funksiyalarni

tenglashtirib  o'zgaruvchining qiymatlarini topamiz va yechim aniq

3 3
integralning quyi chegarasi boladi. [ Vardx= Ex\G =2+4:2-0=12

4
i

kg
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Misol. y=sinx, y=0, x=7 chiziglar bilan chegaralangan shakl yuzini

hisoblang,

Yechish: sinx =0 tenglamani yechamiz va quyi chegarasi tenglamaning

yechimi bo‘ladigan aniq integral tuziladi. Isinm{x =—cosx| =—(=1)+0=1.
1t

Mustaqil yechish uchun misollar;
1-variant

1) y=\/F funksiya grafigining 0<x<4 oralig bilan chegaralangan

gismining yuzini toping.

3
2) Ushbu y=4x*, y =;, va x=e¢ chiziglar bilan chegaralangan figuraning

yuzini toping.

2-variant
2

X
1) y=—z, funksiya grafigining 0<x<?2 oraliq bilan chegaralangan

qismining yuzini toping.
2) y=5¢, y=2x+1 chiziglar bilan chegaralangan sohaning yuzini

toping.

3-variant

4
1) y= E%F funksiya grafigining 0<x<9 oralig bilan chegaralangan
gismining yuzini toping,

2) y=3x' pa y=4x chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzini
toping.
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4-variant
1) y=Inx funksiya grafigining Z\E <x= 2\/6 oraliq bilan chegaralangan
gismining yuzini toping.
2) 4x—6y+10=0, y=0, x=4 va x=3 chiziglar bilan chegaralangan

figuraning yuzini toping

S-variant

1) v=Incosx funksiya grafigining Oéxs% oraliq bilan chegaralangan

qismining yuzini toping.

4
2) y=x,¥y=—, y=0 va x=e chiziglar bilan chegaralangan figuraning
X

yuzini toping.

6-variant
1) y=e" funksiya grafigining 0<x<In7 oraligq bilan chegaralangan
qismining yuzini toping.
2) x=0, y=16—x" va y=x"+3 chiziglar bilan chegaralangan sohaning

yuzini toping.

7-variant

xZ

1) y= i %lnx funksiya grafigining 1< x <e oraliq bilan chegaralangan
qismining yuzini toping.
2) y=2- |x - 3] va y= |x - 3] chiziglar bilan chegaralangan sohaning

yuzini toping.

B-variant

4 : '
1) y=2In 7 funksiya grafigining —1 < x <1 oraliq bilan chegaralangan

2
—X
gismining yuzini toping.

2) xe[();fr] da y=cosx funksiyaning grafigi va x o‘qi bilan
chegaralangan yuzani toping.

9-variant

1) y=v2x-x*-1 funksiya grafigining <x<l1 oralig bilan

B -

chegaralangan gismining yuzini toping.

2) y=16-x* va y=2x"-8 chiziglar bilan chegaralangan sohaning
yuzini toping.

10-variant

x
1) y= Z\} 2-x" funksiya grafigining 0 <x<1 oraliq bilan chegaralangan
gismining yuzini toping.

2) Ushbu y=-3x", y=0, x=1 Ba x=2 chiziglar bilan chegaralangan
figuraning yuzini toping.

11-variant

1) y=2Jx funksiya grafigining 1<x<2 oraliq bilan chegaralangan
qismining yuzini toping.

2) y=+x+2, y=x-4 va y=0 chiziglar bilan chegaralangan shaklning
yuzini toping.
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12-variant
1) y=-1— , x=1, x=4 chiziglar bilan chegaralangan shakl yuzini
X
hisoblang.

2) y=x'+1parabola vay=0, x=-1, x=4 to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan

figuraning yuzini toping

13-variant

1) y=\[; , x=0, y=1 chiziglar bilan chegaralangan shakl yuzini
hisoblang.

z
2) y=(x-1* va x’ —y? =1 chiziglar bilan chegaralangan figuraning yuzini

toping.

14-variant

1) y?=6x, y=0, x=3 chiziglar bilan chegaralangan shakl yuzini
hisoblang.

2) y*=4x" egri chizigning 0(0,0) dan V( 3; 243 ) gacha bo'lgan
yoyining uzunligini toping.

15-variant
1) y=x*, y= Jx chiziglar bilan chegaralangan shakl yuzini hisoblang.
2) y=In(sinx) egri chizigning x =% dan x-——i;- gacha bo‘lgan yoyining

uzunligini toping.

16-variant

1) y=3vl-x? , y=1-x" chiziglar bilan chegaralangan shakl yuzini
hisoblang.
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2) =4, x=1, x=4 y=1L chiziglar bilan chegaralangan figurani Ox o'qi
atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan jismning hajmini hisoblang.

17-variant

x —X

e +e
2
yuzini hisoblang.

, ¥y=0, x=-1, x=1 chiziglar bilan chegaralangan shakl

1) »=

2) y=~x+l, x+y=1, y=0 chiziglar bilan chegaralangan shakl yuzini
hisoblang.

18-variant
1) y=cosx, y=1-x, y=0 chiziglar bilan chegaralangan shakl yuzini
hisoblang.
2) y=4-x', x=0, y=0 chiziglar bilan chegaralangan shak! yuzini
hisoblang.

19-variant
1) y= J;, y=0 va x=3 chiziglar bilan chegaralangan figuraning yuzini
toping.
2) y=-2x+5, y=0 va x=2 chiziglar bilan chegaralangan yuzani
hisoblang.

20-variant
1) Ushbu chiziglar bilan chegaralangan figuraning yuzini hisoblang.

y=sin2x, y=0,x=0Ba xzii-

x
2) Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan yuzani hisoblang. y:_E "

y=08Bax=5
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21-variant

1) y=Incosx funksiya grafigining 0<x< % oraliq bilan chegaralangan

gismining yuzini toping.

4
2) y=x,y=—,y=0va x=e chiziglar bilan chegaralangan figuraning
x

yuzini toping.

22-variant

1) y=2n funksiya grafigining —~1<x<] oralig bilan

4—5
chegaralangan qismining yuzini toping.

2) xe[(};;r] da y=cosx funksiyaning grafigi va x o'qi bilan
chegaralangan yuzani toping.

23-variant

1) y=31-x7, y=1-4* chiziglar bilan chegaralangan shak yuzini
hisablang.

2) =4, x=1 x=4, y-| chiziglar bilan chegaralangan figurani Ox o'qi
atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning hajmini hisoblang,
24-variant

1) y=Incosx funksiya grafigining 0 £x£% oraliq bilan chegaralangan

gismining yuzinj toping.

4
2) y=x,y=—,y=0va x=e chiziglar bilan chegaralangan figuraning
X

yuzini toping.
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25-variant
1) _],:=l x=1, x=4 chiziglar bilan chegaralangan shakl yuzini
X
hisoblang.
2) y=x*+1 parabola va y=0, x=-1, x=4 to'gTri Cchiziglar bilan

chegaralangan figuraning yuzini toping
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IV BOB ODDIY DIFFERENSIAL TENGLAMALAR BO’LIMI
MAVZULARINI O’QITISHDA KASBGA YO'NALTIRISH ISHLARINI
TASHKIL QILISH

17-mavzu: Masalaning qo'yilishi. Birinchi tartibli differensial
tenglamalar. O°zgaruvchilari ajralgan va unga keltiriladigan differensial
tenglamalar.,

Differensial tenglama deb, erkli o‘zgaruvchi x, noma‘lum funksiya y(x} va
uning turli tartibli hosilalari yoki differensiallarini bog'lovchi tenglamaga
aytiladi va F(x,y,y",y",...y*) =0 ko'rinishda yoziladi.

Agar noma'lum funksiya birgina erkli o'zgaruvchiga bog'liq bo'lsa,
bunday differensial tenglama oddiy differensial tenglama deyiladi. Birinchi
tartibli differensial tenglama F{x,y,y")=0 yoki hosilaga nisbatan yechilgan
bo'lsa y'= f(x,y) ko'rinishda yoziladi.

Birinchi tartibli differensial tenglamalarning umumiy yechimi deb, bitta
ixtiyoriy o'zgarmas € miqdorga bogliq bo‘lgan hamda quyidagi shartlarni
qanoatlantiruvchi y = g(x,C) funksiyaga aytiladi.

a) bu funksiya differensial tenglamani € o'zgarmas miqdorning har
qanday aniq qiymatida ham qanoatlantiradi.

b} x =x, bo'lganda y =¥, boshlang'ich shart har qanday bo‘lganda ham ¢
miqdorning shunday C = C, giymatini topish mumkinki, y = @(x,C,) funksiya
berilgan boshlang‘ich shartni qanoatlantiradi.

y=¢(x,C,) berilgan tenglamaning xususiy yechimi bo‘ladi.

Biz o'zgaruvchilari ajratilgan va o'zgaruvchilari ajraladigan hamda bir
jinsli va chiziqli differensial tenglamalarni qaraymiz.

M(x)dx + N(y)dv=0 ko'rinishdagi tenglama o‘zgaruvchilari ajralgan
tenglama deyiladi. Bu tenglama yechimini topish uchun har bir o‘zgaruvchi
bo'yicha integrallanadi,
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[. M(x)N(p)dx+P(x)O(y)dy =0 ko'rinishdagi tenglama o‘zgan.wct.nilar.i
ujraladigan tenglama deyiladi. Bu tenglamada oldin o'zgaruvchilar ajratiladi,
so'ngra integrallanadi.

Mislollar keltiramiz:

Misol. y'=y-cigx,(0<x <, —0<y<+®) differensial tenglamaning

v, ’: y, =2 shartni ganoatlantiruvchi yechimini toping.
)

Yechish:

Eﬁi:y-ctg.x Q)-=crgx-dx, Iny=Insinx+InC, y=C-sinx
dx 2

wmumiy yechim.

T ; :
o s —(-gin— = =4-sinx XUususiy
xn:£,5:0=2 shartlarni qo‘yamiz, 2=C-sin - C=4, y

yechim. -
Misol. xdx+ ydy=0 o'zgaruvchilari ajralgan differensial tenglamani
yeching.
: ilari aj i ial tenglamani har bir
Yechish: O'zgaruvchilari ajralgan differensial teng o
i iz: = —t+—=C,
o‘zgaruvchi bo'yicha integrallaymiz: _[xaix + I ydy=C, 5t

. L . i
x'+y*=C? tenglamaning umumiy yechimi bo’lib, markazi koordina

boshida yotgan, radiusi C ga teng bo‘lgan aylanalar oilasining tenglamasidir.
Misol. (1+x)ydx +(1- y)xdy =0 differensial tenglama yeching.

Yechish: Bu o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamadir.
0‘zgaruvchilarni ajratish uchun tenglamaning har bir hadini xy=0 ga

bo'lamiz.

1+xdx+1—_—yay=0, integrallaymiz:  In|x|+x+n|y|-y=InC,
x y

] i iy integrali.
ln‘ﬂ.zyux, %:e”, xy =Ce’™ bu tenglamaning umumiy integ

HE

deyiladi.

@ . g ‘rini i tenglamaga bir jinsli differensial tenglama
@(=) ko'rinishdagi teng g
x
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£ =i almashtirish bilan integrallanadi. 2 - poj o'lchovli bir jinsli
X X

funksiya,

2
Misol, %: ?x y3 differensial tenglamani yeching.
e

Yechish: Tenglama bir jinsli differensial tenglama, bu tenglamani y = ux
almashtirish bajarib, integrallaymiz, y=uwux dan gzud-xg ni topamiz va
tenglamaga qo‘yamiz:

du X du oy Cdu
3 —

3 ek u; x— ;
3 3 S 2
X —uwx d 1-4 de l-u

3
Tenglamani yechish uchun o‘zgaruvchilarni ajratamiz: Ex—zl :‘ du bu
x  u

tenglamani integrallaymiz  Inx+ InC= —513——111 u, In(C-x-u)= e
u

3’
x3 x3
In(C-x- —Ji) ==-—7, InCy= —= 5 tenglamaning umumiy integrali.
X 3y 3y

IIL. Chizigli differensial tenglamalar. Birinchi tartibli chiziqli differensial
tenglama deb

v HPy=Q(x) (1)

ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi. Birinchi tartiblj chizigli tenglama ikki
usulda integrallanadi, -

T-usul. (1) tenglama yechimi ikki funksiya ko'paytmasi shaklida
qidiriladi:
y=uxjvix)  (2)
4, vlardan birini topish ixtiyoriy.
2-usul. O‘zgarmasni variatsiyalash usuli (1) tenglamaning umumiy
yechimini topishda Q(x)=0 deb olib, uning umumiy yechimidagi o‘zgarmas

sonni, x ning funksiyasi deb garaladi va »' +P(x]Jy=0 bir jinsli chizigli tenglama
vechiladi,
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Mislollar keltiramiz:

Misol @ 2xy=x—x" chizigli tenglamaning umumiy yechimini toping.
dx

Yechish: P(x)=-2x, Q(x)=x-x".

‘Tenglamaning umumiy yechimini

y=uv (2
ko'rinishda gidiramiz va bu tenglikni differensiallaymiz:
B uﬂ + vd_u (3)
de dx  dx
(2), (3) ni berilgan tenglamaga qo'yamiz:
uﬁ—rvd—u—huv:x—f, 1:(%—2xv)+v%=x-—x“ (4)

u, v lardan birini topish ixtiyoriy bo'lgani uchun v ni %—23{\!= 0 tenglikdan
topamiz.
& 2xdx, Inp|=x*+InC, v= Ce” xususiy holda C=1 deb olsak, v=e¢"
pga teng bo'ladi. Bularni (4) ga qo‘yib, o“zgaruvchilarni ajratib, integrallaymiz:
du=(x—x*)e"dx, u =J'(x-x3)e‘2a5r = ‘[xe’zdx—jx'“exzdx.
Bu integrallarni bo'laklab, integrallaymiz:

|
=2 x 1.2
u:e*‘(l—%xz)w,y:uv:e (" (-2 +0).

Misol. y' +Zxy=x e~ tenglamaning umumiy yechimini toping.

-2 :
Yechish: Q(x)=x e~ =0 deb olib,

»* +2xy=0 tenglamani hosil gilamiz:

Y vy, D = iy, fy|=-x* +InC, y=Ce™.
dx y
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Tenglamaning umumiy yechimidagi C ni x ning funksiyasi deb qarab yni
x bo'yicha integrallaymiz: ,

Mustagil yechish uchun mashgqlar
1-variant

1} Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang va boshlang‘ich

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni toping. xy dx +(x+1}dy =0,

2) Quyidagi bir jinsli tenglamalarniyeching.x-g_+ v o= 0.

3) Tenglamalarni integrallang . =" =707,

2-variant

1) Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang va boshlang‘ich

shartlarni ganoatlantiruvchij yechimni toping. \/,2 4| dx= xy dy
2) Quyidagi bir jinsli tenglamalarni yeching. xdy={x+y)dx.

3) Tenglamalarni integrallang e(1+% =71,
p

3-variant

1) Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang va boshlang‘ich
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni toping. (x*-1) y* +2xy°=0 y(0)=1

2) Quyidagi bir jinsli tenglamalarni yeching (x+2y)dx-xdy=0.

3) Tenglamalarni integral[angx%’:-_+ £=1.
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4-yvariant

1) Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang va boshlang'ich
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimni toping. y' ctgx+y=2  y(0)=-1.

2) Quyidagi bir jinsli tenglamalarni yeching . (x-yjdx+{x+y)}dy =0.
3) Tenglamalarni integrallang . (y?-2xy)dx+x*dy=0.

5-variant
1) Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang va boshlang‘ich
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimni toping y'= 3\3/y_2 ,x=2 gay=10.
2) Quyidagi bir jinsli tenglamalarni yeching . (x-y)dx+{x+y)dy =0.
3) Tenglamalarni integrallang 2x° y* =y(2x%-y°).

6-variant

1) Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang va boshlang‘ich
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni toping. 2 x% ' +y?=2.

2) Tenglamalarni integrallang y' -y=2x-3.
3) Quyidagi chizigli differensial tenglamalarni yugoridagi har ikki usulda
yeching. xp'-2y=2x*.

7-variant

1) Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang va boshlang'ich
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni toping.. y' ctgx+y=2  y(0)=-1.

2) Quyidagi bir jinsli tenglamalarni yeching . (x-y)dx+(x+y)dy =0.
3) Quyidagi chizigli differensial tenglamalarni yuqoridagi har ikki usulda
yeching. (x2+%) y' =2xy.

8-variant
1) Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang va boshlang’ich
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni toping y'= 3{/;? ,x=2gay=10.
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2) Quyidagi bir jinsli tenglamalarni yeching . (x-y)dx+({x+y)dy =0.
3) Quyidagi chizigli differensial tenglamalarni yuqoridagi har ikki usulda
yeching. xy -y=xtg ¥.

X

9-variant

1) Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang va boshlang'ich
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimni toping. 2 x%y ' +y2 =2,

2) Tenglamalarni integrallang ' -y=2x-3.
3) Quyidagi chiziqli differensial tenglamalarni yuqoridagi har ikki usulda
yeching. x%y' +xy +1=0.

10-variant

1) Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang va boshlangich
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimni toping. xy dx +(x+1)dy =0.

2) Quyidagi bir jinsli tenglamalarni yeching.xg__ + oy =0.
3) Quyidagi chizigli differensial tenglamalarni yuqoridagi har ikki usulda
yeching, x ' +{x+1)y=3x%e*.

11-variant

1) Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang va boshlang‘ich
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni toping. \/,2 11 dx =xydy

2) Quyidagi bir jinsli tenglamalarni yeching. xdy=(x+y)dx.
3) Quyidagi chiziqgli differensial tenglamalarni yuqoridagi har ikki usulda
yeching. (2x+1) y' =4x+2y.

12-variant

1) Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang va boshlang‘ich
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimni toping. (x*-1) y' +2xy?=0 y(0)=1

2) Quyidagi bir jinsli tenglamalarni yeching (x+2y)dx-xdy=0.
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3) Quyidagi chizigli differensial tenglamalarni yuqoridagi har ikki usulda
yeching. x{y'-y}=e".
13-variant

1) Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang va boshlang'ich
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni toping. xy dx +{x+1}dy =0.

2) Quyidagi birjins!itenglamalarniyeching.x—%—+ y = 0.

3) Tenglamalarni integrallang . z' =10*%,

14-variant

1) Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang va boshlang‘ich
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni toping, /,2 +1 dx =xydy

2) Quyidagi bir jinsli tenglamalarni yeching. xdy=(x+y)dx.

3) Tenglamalarni integrallang eS(1+ %):1 .

15-variant

1) Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang va boshlang‘ich
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni toping. (x*-1) y +2x°=0 y(0)=1

2) Quyidagi bir jinsli tenglamalarni yeching {x+2y)dx-xdy=0.

3) Tenglamalarni integrallangx%-p t=1.

16-variant

1) Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang va boshlang'ich
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimni toping.. ' ctgx+y=2  y(0)=-1.

2} Quyidagi bir jinsli tenglamalarni yeching . (x-y)dx+(x+y}dy =0.
3) Tenglamalarni integrallang . (y?-2xy)dx+x*dy=0.
17-variant

1) Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang va boshlang‘ich
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shartlarni ganoatlantiruvchi yechimni toping y'= 3%]}7 ,x=2gay=0.
2) Quyidagi bir jinsli tenglamalarni yeching . {x-y)dx+{x+y)dy =0.
3) Tenglamalarni integrallang 2x° y' =y(2x*-y%).

18-variant

1) Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang va boshlang‘ich
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimni toping. 2 x%y " +y7 =2.

2) Tenglamalarni integrallang y' -y=2x-3.
3) Quyidagi chizigli differensial tenglamalarni yuqoridagi har ikki usulda
yeching. xy'-2y=2x*.

19-variant

1) Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang va boshlang‘ich
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni toping.. y’ ctgx+y=2  y(0)=-1.

2) Quyidagi bir jinsli tenglamalarni yeching . (x-y)dx+ (x+y}dy =0.
3) Quyidagi chiziqli differensial tenglamalarni yugoridagi har ikki usulda
yeching. (x? +/°) y' =2xy.
20-variant
1) Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang va boshlang'ich
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimni toping y'=3§f?,x:2,gay= 0.
2) Quyidagi bir jinsli tenglamalarni yeching . (x-y)dx+(x+y}dy =0.
3} Quyidagi chizigli differensial tenglamalarni yuqoridagi har ikki usulda

yeching. xy'-y=xtg %

21-variant

1) Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang va boshlang'ich
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni toping. 2 x% y* +y* =2.

2) Tenglamalarni integrallang y’ -y=2x-3.
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3) Quyidagi chiziqli differensial tenglamalarni yuqoridagi har ikki usulda
yeching, x?y +xy +1=0,
22-variant

1) Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang va boshlang‘ich
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimni toping. xy dx +(x+1)dy =0.

2) Quyidagi bir jinsli tenglamalarni yeching.xg_), y = 0.
3) Quyidagi chizigli differensial tenglamalarni yuqoridagi har ikki usulda
yeching. (xy -1)Inx=2y

23-variant

1) Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang va boshlang’ich
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni toping. /2 +1 dx=xydy

2) Quyidagi bir jinsli tenglamalarni yeching. xdy={x+y)dx.

3) Quyidagi chizigli differensial tenglamalarni yuqoridagi har ikki usuida
yeching, (2x+1) y' =4x+2y.

24-variant

1) Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang va boshlang'ich
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni toping. (x*-1) ' +2xy%=0 y(0)=1

2] Quyidagi bir jinsli tenglamalarni yeching (x+2y}dx-xdy=0.
3) Quyidagi chiziqli differensial tenglamalarni yuqoridagi har ikki usulda
yeching. x{ " -y)=e*.

25-variant
1) Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang va boshlang'ich
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni toping y'= 3{/372 ,x=2gay=0.
2) Quyidagi bir jinsli tenglamalarni yeching . {x-y)dx+{x+y}dy =0.

3) Quyidagi chiziqli differensial tenglamalarni yuqoridagi har ikki usulda
yeching. y+x{y' -x cosx).
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18-mavzu: Birinchi tartibli bir jinsli va chiziqli differensial tenglamalar.
Bernulli tenglamasi.

Chiziqli differensial tenglamalar. Bernulli tenglamasi
y' +P(xJy=Q (x)y"

ko'rinishdagi tenglama Bernulli tenglamasi deyiladi, P(x), Q(x) - x ning
uzluksiz funksiyalari. Bu tenglamaning n#0, n#1 bo‘lganda tenglamaning har
ikki tomonini »" ga bo‘lib osongina birinchi tartibli chizigli tenglama

ko'rinishiga keltiriladi.

Misol @ it —xy" Bernulli tenglamasini integrallang.

x
Yechish: Tenglamaning har ikki tomonini }* ga bolamiz
—lfi@-«l—L:—-x, l=z belgilash kiritamiz: l=z ni x bo'yicha
yodx  xy y ¥
differensiallaymiz —%Q:E, iz-~3=x chizigli tenglama hosil bo‘ladi,
yde dx dx «x
d dv du dv  du w dv v du dv v
Z=UY, —=U—F+V— U—+V———=X, U(———)+V—=x ———=,
d dx dx dx  dx dx dx x
@=3, V=X x£=x, u=x+C, z=x(x+C), l=Jc(x+C), y= 1
dx x dx ¥ x(x+C)
umumiy yechim.

11. To'la differensialli tenglama. Agar
M (x,y)dx + N(x,y)dy =0
tenglamaning chap qismi biror F(x,y) funksiyaning to‘la differensiali
bo‘lsa berilgan tenglama to'la differensialli tenglama deyiladi, bunda
dF = M (x,y)dx + N(x,y)dy

(2) tenglama tola differensialli bo'lishi uchun %’f = %\r shart bajarilishi

kerak.

Misol. (2x+3x’y)dx+(x*-3y")dy=0 differensial tenglama to'la

differensialli tenglama ekanini aniglang va tenglamani yeching.

Yechish: M =2x+3x’y, N=x*-3y° 6_M_=3x2,6_N=3x2 EM Y
d ox gy  ox
tenglik o'rinli, demak berilgan tenglama to‘la differensialli tenglama. To'la
differensialli
dF' =F 'dx+F,'dy boladigan F(x,y) funksiyani topamiz. F,'=2x+3x’y,
F'= x =3y tenglamaning birinchisini o‘zgaruvchi y ni o'zgarmas deb olib, x
bo'yicha integrallaymiz:

F =I(2x+3x2y)dx =x*+x’y+ ().

Bu ifodani ikkinchi tenglamaga qo‘yib [¥* +xy+0(p)],'=x"-3y%, bu
tenglikdan x"+¢'(y)=x"-3y", ¢(y)=-3y" hosil bo'ladi. Integrallasak

3y
o(y)= —-3—+C =—y'+C. Demak, F(x,y)=x" -x'y—y’+C tenglamaning

umumiy yechimi hosil bo‘ladi,

Mustagqil yechish uchun mashqlar
1-variant

1) Berilgan Bernulli tenglamalarini integrallang. %— L. xfy
X

2) Quyidagi differensial tenglamalarni tola differensialli tenglama ekanini
aniglang va tenglamalarni yeching 2xydx +(x?-y)dy=0.

3) Berilgan differensial tenglamalarni integrallang. ' =——y—3.
3x -y

2-variant

&

1) Berilgan Bernulli tenglamalarini integrallang. lg o) Yix
y X
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2) Quyidagi differensial tenglamalarni to‘la differensialli tenglama ekanini
aniqlang va tenglamalarni yeching (2-9xy?)xdx +(4y?-6x3)ydy=0.

3) Berilgan differensial tenglamalarni integrallang. ' =y?%e** -2xy.

3J-variant

1) Berilgan Bernulli tenglamalarini integrallang. . 2x%y y* +3x2y2+7=0. .

2) Quyidagi differensial tenglamalarni to'la differensialli tenglama ekanini
aniglang va tenglamalarni yeching e¥dx-(2y+xe?)dy =0

3) Berilgan differensial tenglamalarni integrallang. 2x(1+ /x'—y Jdx-

1||Jc2 -y dy=0.

4-variant
1) Berilgan Bernulli tenglamalarini integrallang. . 2x% y' +3x2y2+7=0., .
2) Quyidagi differensial tenglamalarni to‘la differensialli tenglama ekanini

aniglang va tenglamalarni yeching Lar+(y'+In Xdy =0,
X

y

3) Berilgan differensial tenglamalarni integrallang. y':3 R
x-—y

S5-variant

1) Berilgan Bernulli tenglamalarini integrallang. 3xy? y' -2y°=x?.
2) Quyidagi differensial tenglamalarni to‘la differensialli tenglama ekanini

2 2 3
aniglang va tenglamalarni yeching .=~ XY g x J;Sy dy =0,
¥ ¥y

3) Berilgan differensial tenglamalarni integrallang. (1+y?sin2x)dx-2y cos’x
dy =0.

6-variant

d
1) Berilgan Bernulli tenglamalarini integrallang. dxl = 4Ty = xfy
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2) Quyidagi differensial tenglamalarni to‘la differensialli tenglama ekanini
aniglang va tenglamalarni yeching 2xydx +(x2-y?)dy=0.

¥

3) Berilgan differensial tenglamalarni integrallang. y’:}—-——g.
¥=y
7-variant
1) Berilgan Bernulli tenglamalarini integrallang. lil . 2y'x
ydr x

2) Quyidagi differensial tenglamalarni to'la differensialli tenglama ekanini
aniglang va tenglamalarni yeching (2-9xy?)xdx +(4y?-6x%)ydy=0.

3) Berilgan differensial tenglamalarni integrallang, 3x?(1+lny)dx={2y-
= )dy
y

8-variant
1) Berilgan Bernulli tenglamalarini integrallang. . 2x%y y" +3x%y?+7=0. .

2) Quyidagi differensial tenglamalarni to‘la differensialli tenglama ekanini
aniqlang va tenglamalarni yeching evdx-(2y+xe¥)dy =0

3) Berilgan differensial tenglamalarni integrallang. 2 ' +y tgx =y?sinx.

9-variant
1) Berilgan Bernulli tenglamalarini integrallang. . 2x%y y" +3x%y%+7=0. .
2) Quyidagi differensial tenglamalarni to‘la differensialli tenglama ekanini

aniqlang va tenglamalarni yeching Lae+ (v +Inx)dy =0,
X

3) Berilgan differensial tenglamalarni integrallang. ( ﬁ+2 )dx
Sy

o
+| +1|cosy =

0.
cos2y—1
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10-variant

1) Berilgan Bernulli tenglamalarini integrallang. 3xy? y' -2y°=x".

2) Quyidagi differensial tenglamalarni to‘la differensialli tenglama ekanini

3xt +

3
aniglang va tenglamalarni yeching ,———dx - 2_:::;2@ =0.
y

3) Berilgan differensial tenglamalarni integrallang. xy dy =(y>+x°)dx.

11-variant
. : ] dy 4y
1) Berilgan Bernulli tenglamalarini integrallang. TR xfy

2) Quyidagi differensial tenglamalarni to‘la differensialli tenglama ekanini
aniglang va tenglamalarni yeching Zxydx +(x2-y2)dy=0.

3) Berilgan differensial tenglamalarni integrallang. y'= o f ok
12-variant
. . B g ldy 1 :
1) Berilgan Bernulli tenglamalarini integrallang. o —=2yx
X

2) Quyidagi differensial tenglamalarni to‘la differensialli tenglama ekanini
aniglang va tenglamalarni yeching (2-9xy?)xdx +(4y?-6xJydy=0.

3) Berilgan differensial tenglamalarni integrallang. »' =yz.9er -2xY.

13-variant
1) Berilgan Bernulli tenglamalarini integrallang. . 2x%y y' +3x%7+7=0. .

2) Quyidagi differensial tenglamalarni to'la differensialli tenglama ekanini
aniglang va tenglamalarni yeching evdx-(2y+xe¥)dy =0

3) Berilgan differensial tenglamalarni integrallang. 2x(1+ \sz— ¥ Jdx-

J7 -y dy=0.

258

14-variant
1) Berilgan Bernulli tenglamalarini integrallang. . 2x% »' +3x%°2+7=0. .
2) Quyidagi differensial tenglamalarni to'la differensialli tenglama ekanini

aniglang va tenglamalarni yeching Lax+(y’ +lnx)dy =0,
X

3) Berilgan differensial tenglamalarni integrallang. )’ =3—y——2.

x—y
15-variant
1) Berilgan Bernulli tenglamalarini integrallang. 3xy* »’ -2y3=x2,
2) Quyidagi differensial tenglamalarni to‘la differensialli tenglama ekanini

. 2 z 3
aniqlang va tenglamalarni yeching .3x J:y dx — 2 *:Sy dy = 0.

3) Berilgan differensial tenglamalarni integrallang. (1 +y?sin2x)dx-2y cos’x
dy =0,

16-variant
1) Berilgan Bernulli tenglamalarini integrallang. % A xfy
X

2) Quyidagi differensial tenglamalarni to‘la differensialli tenglama ekanini
aniglang va tenglamalarni yeching 2xydx +(x*-y*)dy=0.

3) Berilgan differensial tenglamalarni integrallang. »' = S_y—’- .
x- ¥
17-variant
1) Berilgan Bernulli tenglamalarini integrallang. L% L ¥'x
¥y x

2) Quyidagi differensial tenglamalarni to‘la differensialli tenglama ekanini
aniglang va tenglamalarni yeching (2-9xy*)xdx +(4y?-6x)ydy=0.

3) Berilgan differensial tenglamalarni integrallang. 3x%(1+Iny}dx=2y-

3
= )dy
¥
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18-variant
1) Berilgan Bernulli tenglamalarini integrallang. . 28y y" +3x%2+7=0. .

2) Quyidagi differensial tenglamalarni to‘la differensialli tenglama ekanini
aniglang va tenglamalarni yeching edx-(2y+xe”}dy =0

3) Berilgan differensial tenglamalarni integrallang. Z y' +y tgx =y?sinx.

19-variant
1) Berilgan Bernulli tenglamalarini integrallang. . 2x%y ' +3x%y7+7=0. .
2) Quyidagi differensial tenglamalarni to‘la differensialli tenglama ekanini
aniglang va tenglamalarni yeching %dx +(p'+Inx)dy =0,
X
3) Berilgan differensial tenglamalarni integrallang, ( Efz Jdx

[x*+1|cosy ,
cos2y—1

0

20-variant
1) Berilgan Bernulli tenglamalarini integrallang. 3xy* y' -2y°=x2.
2) Quyidagi differensial tenglamalarni to'la differensialli tenglama ekanini

3x1+yzdx 2x*
¥ -

-:Sydy=0.

aniglang va tenglamalarni yeching .
¥

3) Berilgan differensial tenglamalarni integrallang. xy dy =(y*+x?)dx.
21-variant

1) Berilgan Bernulli tenglamalarini integrallang. 3xy* »' -2y°=x%

2) Quyidagi differensial tenglamalarni to’la differensialli tenglama ekanini

g 2 3
aniglang va tenglamalarni yeching oLl o8 W 2% 439 gy = 0.
y

3) Berilgan differensial tenglamalarni integrallang. (1 +y2sin2x)dx-2y cos’x
dy =0.
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22-variant

1) Berilgan Bernulli tenglamalarini integrallang. g - 4% = x.fy

2) Quyidagi differensial tenglamalarni to‘la differensialli tenglama ekanini
aniglang va tenglamalarni yeching Zxydx +(x?-y?)dy=0.

3) Berilgan differensial tenglamalarni integrallang. y':%l—.
x—y
23-variant
; " o ldy 1 3
1) Berilgan Bernulli tenglamalarini integrallang. s 2y°x
ydrx x

2) Quyidagi differensial tenglamalarni to'la differensialli tenglama ekanini
aniglang va tenglamalarni yeching (2-9xy*)xdx +{4y?-6x° Jydy=0.
3) Berilgan differensial tenglamalarni integrallang. 3x2(1+Iny)dx=(2y-

3
X )dy
¥

24-variant
1) Berilgan Bernulli tenglamalarini integrallang. . 2x%y »' +3x%7+7=0. .

2) Quyidagi differensial tenglamalarni to'la differensialli tenglama ekanini
aniglang va tenglamalarni yeching e?dx-(2y+xe?)dy =0

3) Berilgan differensial tenglamalarni integrallang. 2 »" #y fgx =y?sinx.

25-variant
1) Berilgan Bernulli tenglamalarini integrallang. . 2x% y' +3x3y2+7=0. .
2) Quyidagi differensial tenglamalarni to'la differensialli tenglama ekanini
aniglang va tenglamalarni yeching %dx +(* +Inx)dy =0,
3) Berilgan differensial tenglamalarni integrallang. ( :;:1_y+2 Jdx

| x* +1| cosy ~6
cos2y—1 ’
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19-mavzu: Yugqori tartibli differensial tenglamalar. N-tartibli o’zgarmas
koeffitsientli bir jinsli chiziqli differensial tenglamalar.

Yuqori tartibli differensial tenglama tushunchasi. n-chi tartibli
differensial tenglamani F(x,y,y'y",...,y*") =0 ko'rinishda yoki agar uni n-chi

tartibli hosilaga nisbatan yechish mumkin bo‘lsa,
Y=yt ()
deb yozish mumkin.

Tartibi n bo’lgan tenglama uchun boshlang‘ich shartlar x=x, da n ta

ya'ni
¥(x) =y, Y oee =%
Y(x) =y, S =y
Yi(x)=y,  yoki =m0 @)

Ko'rinishida beriladi.

(1)  differensial  tenglamaning (2) boshlangich  shartlarni
ganoatlantiruvchi xususiy yechimini topish Koshi masalasi deyiladi.

Ikkinchi tartibli y"= f(x,y,y") tenglama uchun boshlang'ich shart
quyidagicha bo‘ladi.

= ! I 1
Ve=x, =% Y|pox = (29

Bu yerda x,, y,,y,' ma'lum sonlardir. F,(x,,y,)nuqtadan o‘tuvchi birgina
egri chiziqqa o'tkazilgan urinmaning 0X o'qi bilan tashkil etgan burchagining
tangensi: yo' =tg o=k Bundan ko‘rinadiki y»* turli giymatlar qabul gilganda
B %, yo) nuqtadan o‘tuvchi og‘maning burchaklari turlicha bo‘lgan cheksiz
ko'p integral egri chiziqlar to‘plamini hoesil gilamiz.

Tartibini pasaytirish mumkin bo‘lgan differensial tenglamalar. Eng
sodda n-tartibli tenglamani qaraymiz:
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¥ = f(x) (3)
Bu tenglamaning umumiy integralini topamiz. Ikkala gismini x bo‘yicha

integrallab va y™ = ( y‘"‘”)' ekanligini hisobga olib,

P (x) = j £ (x)dx +C, ifodani hosil gilamiz.

R

Yana bir marta integrallasak:

P j[j S (x)dx + Cl}dx +C,

Xo 3\ Yo

Integrallashni shu tartibda davom ettirsak, n marta integrallashdan so‘ng

T § .Cl(x_xn)n_l ,Cz(x"xn)n_z
R e e TR

oo Xy

ifodani hosil gilamiz.
Misol. y"=sinx—cosx tenglamani yeching.

Yechish: Tenglamaning ikkala gismini x bo'yicha ketma-ket uch marta
integrallaymiz:

= J-(Sinx—cosx)dx+ C, =-cosx—sinx+C;
V= I(—COSX—Sinx+C,)dx=~sinx+ cosx+Cx+C,
x2
y= _f(—sinx+ cosx+Cx+C,)dx = cosx—sinx+C,?+C2x +C,

Misol. Ushbu y"=sin(kx) tenglamaning y\x 0= 0, JI‘ S =1
boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.

Yechish: Ketma-ket ikki marta integrllaymiz.
T 1
¥ = [sinkxdx +C, = coske+C,
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sin kx

k?.

y(x):-%jcosﬁxdx+£‘ljdx+cz=_ R 2l

bu tenglamaning umumiy yechimidir.

Endi xususiy yechimini topamiz. Boshlang'ich shartdan foydalansak:

l=—COSO_I+C1
k
=20, 0 cvni
2k

bundan C, =1, C, =0 ekanini topamiz.

U holda tenglamaning xususiy yechimi: y = _sz;(lfx +x

Ikkinchi tartibli differensial tenglamalarning ba'zi turlari. Tartibini
pasaytirish mumkin bo‘lgan ikkita eng sodda ikkinchi tartibli differensial
tenglamani garaymiz.

1. Izlanayotgan y funksiyani oshkor holda o'z ichiga olmagan tenglamani
garaymiz:

Fx, y\y" yoki y'=f(xy) 4

Shu tenglamani integrallash bilan shug‘ullanamiz. y’=p deb belgilasak
y'=p' bo'ladi, bu yerda

!d ﬂFd
=2 yp-® (5

U holda (4) ning o‘rnida noma’'lum p funksiyaga nisbatan birinchi tartibli
tenglama hosil bo'ladi:

, . dp
p'=f(xp) yoki === f(xp(x)
Oxirgi ifodani integrallab uning umumiy yechimini topamiz:
P=p (x!CI)

Endi % = p munosabatdan
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‘li

%‘: p(x,c))

hosil bo'ladi. Bu o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir:
dy = p(x,C, )dx
Ikkala qismini integrallab, tenglamaning umumiy yechimini topamiz:
y=[pir,Cdx+C, = fi(x.C,Cy) (6
(4) tenglamani integrallash usuli quyidagi xususiy hollar uchun ham
o'rinlidir:
F(y',y" =0, F(x,y" =0, F(y")=0 (7

[Kkkinchi tartibli differensial tenglamaning tartibini pasaytirish usuli bilan
yechishni ikkita birinchi tartibli tenglamalar sistemasiga keltirib yechish usuli

bilan almashtirish ham mumkin ya'ni,

y=p
F(x,p,p)=0
Misol. y" = y'+x tenglama x=0 bo‘lganda, y= 3, ¥'=0 shartda integrallang.

Yechish: y'=p,y"=p' deb belgilash kiritib, p'=p+x tenglamani hosil
gilamiz. Bu chizigli tenglamadir. 17§ (2) va (3) munosabatlarga asosan

yechamiz:

p=uv, p'=u'v+uy'

U holda

u'vtuv'tuv=x

tenglamani hosil gilamiz.

Bundan
u—-u=0
w'=x
Birinchi tenglama o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir.
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du du
—=d.
u
Oxirgi ifoda o'zgaruvchilari ajralgan tenglamadir. Ikkala gqismini

integrallasak xususiy yechim quyidagicha bo‘ladi:

u=e".

Buni ikkinchi tenglamaga qo'yamiz:
dv .
=xe ™, dv=xe "dx.

e'v'i=x,

Oxirgi ifodani bo'laklab integrallaymiz, ya'ni J'udv=u-v—.[v-du

formulaga asoslanib, va
dv=edx, u=x

™, du=dx

v==g

ifodalarni hisobga olib:

v=—xe "+ j e dx+C=—x¢" —e™ +C,

ni hosil gilamiz. U holda,
p=uv=e’ [w—e'x (1+Jc)+C,]=—)C~-1+C1-.<3’r

y'= p belgilashdan
y'=Ce*—x—1 yoki dy =(Clex =R l) dx.
Bu ifodani integrallasak umumiy yechimini hosil gilamiz:
2

x X :
y=Ce _E—JHCZ'

Endi xususiy yechimni topamiz. Buning uchun boshlang‘ich shartdan
foydalanib, umumiy yechimdagi €; va C; ni topish uchun ushbu sistemani

hosil gilamiz:
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.

C,+C,=3
C,=2

C -1=0
Shunday qilib tenglamning xususiy yechimini topamiz:

A
X
.—_-gx ————x+2.
Y 2

Misol. xy"Inx =y tenglamaning umumiy yechimini toping
Yechish: y'=p,y"=p' deb belgilash bilan quyidagi tenglamani hosil

qilamiz:
xp'lnx=p
Bu o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamalardir:

xdplnx = pdx

yoki
dp  dx

Bu munosabatni integrallash uchun lnx=¢, —= di deb olamiz. Natijada
X
dt
lanl:.[T = lnlp|=ln}|+InC, = p=C¢ = p=Clnx

Shunday gilib y'=p dan y funksiyani topish uchun y'=Cinx
tenglamani hosil gilamiz. Bundan
y=C,J'lnxd’x-’,-(f2

hosil bo‘lgan integralni bo‘laklab integrallaymiz. U holda ushbu o‘rniga

qo'yishdan
u=Inx, du:ﬁ, dv=dx, v==x.
X

dx
y =C1(xh1x—jx-—) +C, =Cpx(Inx~1)+C, - umumiy yechimni topamiz.
%
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Endi y'=—- tenglamadan y = (Cix +C, )3 umumiy yechimini topamiz.

C
Jr

O‘zgarmas koeffitsentli ikkinchi tartibli bir jinsli tenglama. Bir jinsli

<

i
AR

2. x argumentni oz ichiga olmagan ikkinchi tartibli differensial

tenglamani qaraymiz:
F(yiylsyﬂ)zo ka] y":f(y’y') (8]
Bu ko'rinishdagi tenglamalarni integrallash uchun belgilash kiritamiz: tenglamani qaaym=
y':p(y), yrrzp.pr {9] L(y):(] '[11]
U holda (8) tenglama L- operator uchun quyidagi tenglik o‘rinli:
=1 (.p) (10) L{e®)="p(k) (2
ko‘rinishga keladi. Bu yerda k=const, p(k)-ikkinchi tartibli algebraik ko'p had bo'lib,
Bu yerda p(k)=K* +ak+a, xarakteristik funksiya deb yuritiladi.
it dp V= dy Endi (12) munosabatning to‘g'riligini isbotlaymiz:
dy 2 dx " '
- _ L(e* =(e") +a(¢*) +ae” = K2 + ake® +ae =" (K +ak+a,)=€"pk).
(10] ni integrallab, uning yechimini p = (p(},,cl) ko‘rinishda hosil qflamis, )
; : _ _ o funksiyani (11) tenglamaga qo'ysak: L{e*)=¢" p(k)=0 bo’ladi.
‘ El’l.dl berilgan (8) tenglamaning yechimini quyidagi o'zgaruvchilari Y anE By ( ) £
ajraladigan tenglamadan topamiz: Bu yerda ¢* # 0 bo'lgani sababli
dy
£~ p=otrC. dy __ plky=k*+ak+a,=0  (13)
o(y,C,)
Natijada hosil bo‘ladi va bu xarakteristik tenglama deb ataladi.
P Umumiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo'ladi.
y e
J.ca(y,C‘l) EFe y=Ce" +Ce™ (14)
Misol. 2yy"+ y™ =0 tenglamani yeching. Misol. y"-7y'+12y=0 tenglamaning umumiy yechimini toping
Yechish: y'= p(y), y"= pp' bolganiuchun Yechish: Dastavval xarakteristik tenglama tuzamiz:
: g _
i o T+7P—4-1:12  T+y49-48 7+l
s 2-1 & 5 =
7-1 6 7+1 8
:———:—:3’ =—-—:—-:8‘
k 2 2 k 2 2

Bu o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir L = —-ﬁ.
P 2y

1 o
-—In|y‘+lnC p=—i.
2 ! \/;,

Xususiy yechimlar:
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Il
Il
|
|

yi ;__EJX va yz =e4x

ko'rinishda bo'lib fundamental sistema hosil qiladi. Hagiqatdan, xususiy
yechimlar va ularning birinchi tartibli hosilalaridan tuzilgan Vronskiy
determinanti noldan farqli, ya’ni

93: e-‘(r

3831' 4e4r

DA

Mo

|
3 4=e(m"(4—3)=e“-1=e“¢0‘

3x 4
= e’

W(yp}’;} =

Demak, (14) ga asosan qaralayotgan tenglamaning umumiy yechimi
quydagicha bo'ladi:

y=Ce¥+ C,e*.
Misol. y"~ y=0 tenglamani yeching.
Yechish: k*—1=0, (k+1)(k—1)=0, k+1=0, k =—1, k—1=0, k=1

U holda (14) dan foydalanib berilgan tenglamaning umumiy yechimini
yozamiz:
y=Ce " +C,e".
Xarakteristik tenglamaning ildizlari haqiqiy va bir xil (karrali) bo'lgan
hol.
Faraz qilaylik & =k,=k bolsin. Bu yerda k (14) xarakteristik

tenglamaning ustma-ust tushgan karrali ildizidir.
1-usul. y; yechim uchun quyidagi formula o'rinli:

dx

0 =y1.[yleliptxm
Viet teoremasini xarakteristik tenglamaga go'llab
k+k,=—a,2k=-a, a =-2k hosil gilamiz, Demak

e dx dx dx s
b e - P 5
=e =€ =e |—=¢ I dx =xe™ nihosil ilamiz,
B J.ez.b:e-jzhic _'-ezure-zh I eu q

Shunday qilib (11) tenglama yechimlarining fundamental sistemasi:

e dex
n=e , y,=xe .
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U holda (11) ning umumiy yechimi (14)ga asosan:
y=e"(C, +Cyx) (15.)
ko‘rinishda bo'ladi.
Z-usul. Ikkinchi xususiy yechimni: y, =U(x)e"* ke'rinishida izlaymiz.
Ketma-ket ikki marta differensiallab quyidagilarni topamiz:
¥y =U'(x)e" + kU (x)e™ =" (U' + kU)
W =ke" U + kU Y+ (U + kU™ =" (U" + 260" + &, U)

Hosilalarning bu ifodalarini (11) tenglamaga qo'yib:

U + 26U +kU) +a e (U +kU)+a,d"U =

e""’[U" +(2k +a)U' +(k* +ak+ az)UJ =0

tenglamani hosil qilamiz. k; xarakteristik tenglamaning karrali ildizi bo'lgani

uchun:
kP +ak+a,=0
Bundan tashqari, Viet teoremasiga ko‘'ra
k =k, =_% yoki 2k =-a, , 2k +a =0.
Demak, Ufx) ni topish uchun ¢"*-U"=0 ni hosil gilamiz. " #0
bo‘lgani uchun U"=0 bo‘ladi. U =0 ni ketma-ket ikki marta integrallah:

U'=4, Us=A[dc+B=Ax+ B nihosil gilamiz.

Xususiy holda A=1, B=0 deb olish mumkin. Bundan
¥, (x) =U (x)ek'x = xe'*

bo‘ladi. Bu funksiya ikkinchi xususiy yechimdir. Ko'rinib turibdiki

k
Y, _ xe™
e
M e

= Xx # const
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bo‘lganligidan bu yechimlar birgalikda chizigli erklidir. Shuning uchun
umumiy yechim y=Ce"” +Ce" =¢*(C +xG) ko'rinishda bo‘ladi.

Misol. y" -2y + y =0 tenglamani yeching.

Yechish: Xarakteristik tenglama formulasi: k’-2k+1=0  bundan
(k—1y =0.

Umumiy yechimi: y =e*(C, +Cyx).

Xarakteristik tenglamaning ildizlari go'shma kompleks sonlardan iborat
bo‘lgan hol. & =a+if, k,=a—ifi qo'shma kompleks sonlar xarakteristik
tenglamaning ildizlari bo'lsin.

Tenglamaning ikkita xususiy yechimiga egamiz, ya'ni

JZJ‘: e(mfﬁ}x, J?J= o\eiPx

Bu yechimlar fundamental sistema tashkil etadi, chunki

wooH|
woo
1 1 I_Q(
a+if a-—if

= &> (-2i)#0.

Sheil o (aiPx

(a+if)e"” (a—ip)e"F

w () =

- e(a+r,s)x e(a—iﬁ)x rsifi-if (a'—f ﬁ— . ;‘3}3

buyerda g0, ¥ #0.
Endi boshqa fundamental #J, FI sistemaga o‘tamiz:
ﬂi ﬂ' e{c:+iﬁ]x 4 e(a—iﬁ]x ezxewx + eaxe—i‘,ﬁz e* (er',ﬂx + eumx)
xe =Ty 2 - 2 - 2

Bu yerdan e =cos@ +ising bo'ladi.

Eylerning formulasiga asosan:

ea eax

5 (cos Bx+isin fx + cos Bx—isin fx)= 5 -2cos fx = ™ cos fx.

»n=
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Xuddi shuningdek, y, = % =e" gin fx hosil gilinadi.

Demak, umumiy yechim:

y=e"(C, cos Bx+C,sin fx)

Mustagqil yechish uchun mashglar

1-variant
1) IKkkinch tartibli differensial tenglamalarni yeching. y' = x + 1.
2) O‘zgarmas koeffitsentli differensial tenglamalarni yeching. y' — 10y +
25y = 0.

Z-variant
1) Ikkinch tartibli differensial tenglamalarni yeching. v — x = x?
2) O‘zgarmas koeffitsentli differensial tenglamalarni yeching. y" + 24y +
144y = 0.

3-variant
1) Ikkinch tartibli differensial tenglamalarni yeching..y — 2x = 0.
2) O‘zgarmas koeffitsentli differensial tenglamalarni yeching. y — 8y +
7y =10

4-variant
1) Ikkinch tartibli differensial tenglamalarni yeching..y — sinx = 0.
2) O‘zgarmas koeffitsentli differensial tenglamalarni yeching. y' — 7y +
10y = 0.

5-variant

1) Ikkinch tartibli differensial tenglamalarni yeching. .y = cos4x.
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2)  O‘zgarmas koeffitsentli differensial tenglamalarni yeching. y + 2y — 2) O'zgarmas koeffitsentli differensial tenglamalarni yeching. y" + 4y +
3y =0. 4y = 0.
6-variant 12-variant
1) Ikkinch tartibli differensial tenglamalarni yeching. . ¥ =g, 1) Ikkinch tartibli differensial tenglamalarni yeching. y" = cos 6x.
2) O‘zgarmas koeffitsentli differensial tenglamalarni yeching. y -y - 2) Ozgarmas  koeffitsentli  differensial  tenglamalarni yeching.
12y = 0. y +2y =0
7-variant 13-variant
1) Ikkinch tartibli differensial tenglamalarni yeching. . y' = = 1) Ikkinch tartibli differensial tenglamalarni yeching. ¥ = 3x% + 1.
2) O'zgarmas koeffitsentli differensial tenglamalarni yeching. . y' -4y — 2) O‘zgarmas koeffitsentli differensial tenglamalarni yeching. y' + 5y = 0.
21y =0.
14-variant
i 1) Ikkinch tartibli differensial tenglamalarni yeching. y" — 7 = x.
2) O'zgarmas  koeffitsentli  differensial  tenglamalarni yeching.
¥ +4y =0.
15-variant

1) Ikkinch tartibli differensial tenglamalarni yeching..y" = 4 cos 8x
2) O‘zgarmas koeffitsentli differensial tenglamalarni yeching. y* + 14y +
1) Ikkinch tartibli differensial tenglamalarni yeching. y" — 2x* = 0.
2) O'zgarmas koeffitsentli differensial tenglamalarni yeching.

49y = 0.
9-variant
¥ +9y =0.
16-variant

1) Ikkinch tartibli differensial tenglamalarni yeching, y* = 3x* — x°.
2) O‘zgarmas koeffitsentli differensial tenglamalarni yeching. y" — 4y +

1) Ikkinch tartibli differensial tenglamalarni yeching. y" — 7 sin 2x = 0.
2) O‘zgarmas koeffitsentli differensial tenglamalarni yeching. y' — 13y =

10y = 0.
10-variant
0..

1) Ikkinch tartibli differensial tenglamalarni yeching. y —x* = 1. .
17-variant

2) 0'zgarmas koeffitsentli differensial tenglamalarni yeching. y' —22y +
1) Ikkinch tartibli differensial tenglamalarni yeching. y" = 7x2 — 5x
LY+

2) O'zgarmas koeffitsentli differensial tenglamalarni yeching.

121y = 0.
11-variant
4
49y = (.

1) Ikkinch tartibli differensial tenglamalarni yeching. y* = 3x* — x
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18-variant

1)  Ikkinch tartibli differensial tenglamalarni yeching..y" = e™>

2)  O‘zgarmas koeffitsentli differensial tenglamalarni yeching. . y —y+
2y =0.

19-variant
1) Ikkinch tartibli differensial tenglamalarni yeching..y" — 33/x = 0..
2) O‘zgarmas koeffitsentli differensial tenglamalarni yeching. . y* — 2y +
3y =0.

20-variant

1) Ikkinch tartibli differensial tenglamalarni yeching. y* — 2x + :—2 =0.

2) O'zgarmas koeffitsentli differensial tenglamalarni yeching. . y —4y +
13y =0

21-variant
1) Ikkinch tartibli differensial tenglamalarni yeching. y* — 2x* = 0.
2) O‘zgarmas koeffitsentli differensial tenglamalarni yeching. y* — 4y +
20y =0

22-variant
1) Ikkinch tartibli differensial tenglamalarni yeching. y' — 7sin2x = 0.
2) O‘zgarmas koeffitsentli differensial tenglamalarni yeching. y" — 4y +
20y = 0..

23-variant

1) Ikkinch tartibli differensial tenglamalarni yeching. y" = 7x* — 5x .

2) O‘zgarmas koeffitsentli differensial tenglamalarni yeching. . y —4y +
8y=10

24-variant
1) Ikkinch tartibli differensial tenglamalarni yeching..y = e .
2) O‘zgarmas koeffitsentli differensial tenglamalarni yeching. . y' — 4y +
8y = 0.
Z25-variant
1) Ikkinch tartibli differensial tenglamalarni yeching..y" —3yx = 0..

2) O‘zgarmas koeftitsentli differensial tenglamalarni yeching. . y" + 6y +
25y = 0.




V BOB EXTIMOLLAR NAZARIYASI IQTISODIY VA TEXNIKA
MASALALARIGA TADBIQ QILINGAN HOLDA O’QITISHNI
TAKOMILLASHTIRISH.

20-mavzu: Kombinatorika elementlari. Ehtimollikning klassik va
geometrik ta'rifi.

1.Kombinatorika masalasi. Elementlarning turli kombinatsiyalari
va ularning sonini topish bilan bog’liq masalalar kombinatorika
masalalari deyiladi. Bunday masalalar matematika fanining tarmog'i —
kombinatorikada o'rganiladi. Kombinatorika asosan, XVII—XIX asrlarda
mustaqil fan sifatida yuzaga kelgan bo’lib, uning rivojiga B.Paskal,
P.Ferma, G.Leybnis, Y.Bernulli L.Eyler kabi olimlar katta hissa
qgo’shganlar.

Kombinatorikada, asosan, chekli to’'plamlar, ularning gism
to’plamlari, chekli to’plam elementlaridan tuzilgan kortejlar va ularning
sonini topish masalalari o’rganilgani uchun uni to’plamlar
nazariyasining bir gismi sifatida garash mumkin.

2.Yig'indi qoidasi. Kombinatorikada to’'plamlar birlashmasi
elementlari sonini hisoblash masalasi yig'indi qoidasi deb ataladi.
1) Agar AnB =0 bo’lsa,

n(A UB) = n(A) +n(B) (1) bo’ladi.

Ya'ni kesishmaydigan A va B to'plamlar birlashmasi elementlari
soni shu to’plamlar elementlari sonlarining yig'indisiga teng.

2) Agar AnB#2 bo'lsa,
n(A UB) =n(A) + n(B}) - n(ANB) (2}

bo’ladi. Ya'ni umumiy elementga ega ikki to’plam birlashmasi ele-
mentlari soni to’plamlarning har biri elementlari sonlari yig’indisidan
ularning umumiy elementlari sonining ayrilganiga teng. (2) formula m

formulaning umumiy holi bo’lib, (1) formulada ngAnB)=e¢, ya'ni
to’plamlarning umumiy elementi yo'q.

3) Yigindi qoidasi umumiy elementga ega bo’lgan uchta 4, B, ¢ to’'plam
uchun quyidagicha yoziladi: agar angnc = ¢ bo'lsa,

n(AUBUC) = n(A) + n{B) + n(C} - nf{ANB) - n(ANC) - n(BNnC} +
n(AnBnC} (3) bo'ladi.

(1) formuia bilan yechiladigan kombinatorika masalasi umumiy
holda quyidagicha ifodalanadi: agar x elementni k usul, y elementni m usul
bilan tanlash mumkin bo’lsa, «x yoki y» elementni k + m usul bilan tanlash
mumkin.

Masalan, savatda 8 ta olma va 10 ta nok bor bo’lsa, 1 ta mevani 8 +
10 = 18 usul bilan tanlash mumkin.

(2) formula bilan yechiladigan masala: 40 talabadan 35 tasi
matematika imtihonini, 37 tasi rus tili imtihonini topshira oldi. 2-talaba
ikkala fandan «2» oldi. Nechta qarzdor talaba bor?

Yechish. A — matematika fanidan «2» olgan, B - rus tili fanidan «2»
olgan talabalar to’plami bo'lsin.

nf{A})=40-35=5nf{ANnB} = 2.
n({B}=40-37=3n{AUB})=5+3-2=6.
Javob: 6 ta garzdor talaba bor.
(3) formula - yig'indi qoidasi bilan yechiladigan masalani ko 'raylik.

Masala. Sinfda 40 o'quvchi bor. Uning
26 tasi basketbol, 25 tasi — suzish, 27 tasi —
gimnastika bilan shug'ullanadi, bir vagtda

suzish va gimnastika bilan — 15 fta,
basketbol va gimnastika bilan — 16 ta,
suzish va gimnastika bilan
shug'ullanuvchilar — 18 ta. 1 o'quvchi

darsdan ozod. Hamma sport turi bilan nechta
o'quvchi shug'ullanadi? Nechta o'quvchi
fagat 1 ta sport turi bilan shug'ullanadi?
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Yechish. Maslada 3 ta to'plam qaralyapti A — basketbol bilan
shug'ullanuvchilar, B — suzish bilan shug ullanuvchilar, C — gimnastika
bilan shug ullanuvchilar. Bu uch to"plam kesishadi.

Bu 3 to'plam kesishmasidagi elementlar sonini X bilan belgilasak,
quyidagi tenglamaga ega bo’lamiz:

26+ 25— (33 —x) + (18 —x) + 27 — (34 -x) + 1 = 40.

Bu yerda x = 10. Demak, hamma sport turi bilan 10 ta o’quvchi, fagat 1
ta sport turi bilan 10 ta: basketbol bilan — 5 ta, suzish bilan — 2 ta,
gimnastika bilan — 3 ta o’quvchi shug'ullanadi.

Masala. 50 talabadan 20 tasi nemis tilini, 15 tasi inghliz tilini o'rganadi.
Ikkala tilni biluvchi va fagat 1 ta tilni biluvchi talabalar soni nechta bo'lishi
mumkin?

Yechish. Maslada 2 ta to'plam qaralyapti: A —barcha talabalar to'plami,
B — nemis tilini o'rganadigan, C — inghliz tilini o'rganadigan talabalar
to"plami. Masala sharti bo’yicha n(A) =50, n(B) =20, n(C) = 15.

A, B wva Toplamlar orasidagi munocsabatlarni  Eyler-Venn
diagrammalarida quyidagicha tasvirlash mumkin. Ikki tilni biluvchi talabalar
soni B va C to'plamlar kesishmasi elementlari sonini topish bilan bog'lig.
Faqgat 1 ta tilni biluvchi talabalar soni ikki to'plam birlashmasi elementlari
sonini topish bilan boglig.

n{BnC)=0 n(BnC)=15
n(BucC)=35 n(BucC)=20

x—IKkki tilni biluvchi talabalar soni bo'lsa, 0 < x<15 (x€Ng).y —1ta
tilni biluvchi talabalar soni bo’lsa, 20 <y < 35 (y € No).

3.Ko’paytma qoidasi. Chekli to’plamlarning dekart ko'paytmasi
elementlari sonini topishga imkon beradigan qoida ko’paytma qgoidasi
deyiladi.

A = {ai, az .., an} va B = {by,ba, ..., bm} to’plamlar elementlaridan
nechta tartiblangan {a; bg) juftlik tuzish mumkinligini ko'raylik. Barcha
juftliklarni tartib bilan quyidagicha joylashtiramiz:

(ai; b1), (a1; bz), ... (as; bm),
(az; bi), (az; bz), ... (az; bm},
(a"; bi}) (aﬂ; bz); (ﬂm' bm)

Bu jadvalda n ta qator va m ta ustun bo’lib, undagi barcha
juftliklar soni n-mga teng. Bu yerda n = n(4) va m = n(B).

Ko’'paytma qoidasi n(AxB) = n(A} - a(B) ko’rinishda yoziladi.

Ko’paytma qoidasiga oid kombinatorika masalasining umumiy
ko’rinishi: «Agar x elementni m usul, y elementni n usul bilan tanlash
mumkin bo'lsa, (x;y) tartiblangan juftlikni ma usul bilan tanlash
mumkin».

Ikkitadan ortiq to’plamlar uchun bu formula quyidagicha yoziladi:
n(Ai1xAzx..xAz) = n(A1) n(Az} v - {An), (n>2).

Masalan, A shahardan B shaharga 3 yo'l bilan, B shahardan C
shaharga ikki yo'l bilan borish mumkin ho’lsa, A shahardan C shaharga
necha xil usul bilan berish mumkin?

Yo'lning 1-gismini 3 xil, 2-gismini 2 xil yo'l bilan o’tish mumkin
bo'lsa, umumiy yo'Ini 3-2 = 6 usul bilan o’tish mumkin.

Umumlashgan ko’paytma qoidasi: «Agar x elementni m usul bilan, y
elementni, x ni tanlab bo'lgandan so 'ng, n usul bilan tanlash mumkin bo’lsa,
(x;y) juftlikni mn usul bilan tanlash mumkin».

Masala. Nechta turli raqamlar bilan yozilgan ikki xonali sonlar bor?
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Yechish. 1-ragamni 9 usul bilan (1, 2, .., 9), 2-raqamni ham 9 usul
bilan (noldan boshlab o’nliklar ragamidan boshqa ragamlar) tanlash
mumkin. Hammasi bo'lib 9-9 = 81 ta shunday son bor ekan.

Takrorianadigan va takrorlanmaydigan o'rinlashtirishlar va o'rin
almashtirishlar.

1.Takrorlanadigan o’rinlashtirishlar.

Masala. m elementli X to’plam elementlaridan tuzilgan k
uzunlikdagi kortejlar sonini toping,

Yechish. k o'rinli kortej XxXx ..xXX dekart ko'paytmaning
It marta
elementi bo’lib, tartiblangan k-likni (ka-lik deb o’giladi) bildiradi.
Masalani yechish uchun x«x« .. »x dekart ko'paytma elementlari sonini
topish kerak. Bu son a¢X) =m bo'lgani uchun

n{XxXx.xx)=n(X)n(X)-...n{X)=m-m-.-m=m* ga teng.

Demak, m elementli X to’plam elementlaridan tuzilgan k o’rinli
kortejlar soni m* ga teng ekan. Kombinatorikada bunday kortejlarni m
elementdan k tadan takrorlanadigan o‘inlashtirishlar deyiladi. Ularning

soni A_‘,}, bilan belgilanadi. (A — fransuzcha arrangement so’zining bosh
harfidan olingan bo'lib, «o’rnashtirish, joylashtirish ma’'nosini bildiradi.)

K _
AE = m¥
Masala. 6 raqamli barcha telefon nomerlari sonini toping.

Yechish. Telefon nomerlari 0 dan 9 gacha bo'lgan 10 ta ragamdan
tuzilgani uchun 10 elementdan tuzilgan barcha tartiblangan 6 o’rinli
kortejlar sonini topamiz:

Javob: ASy= 106 = 1000000. 6 raqamli telefon nomerlari soni 106 ga
teng.

2.Takrorlanmaydigan o’rinlashtirishlar. Umumiyroq masalani
ko'rib chigaylik: m elementli X to’plamdan nechta tartiblangan k
elementli to’plamlar tuzish mumkin?

Bu masalaning oldingi masaladan farqi shundaki, tanlash k -
elementda tugatiladi. Ularning umumiy soni
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m(m-1)(m - 2) - - (M- K +1)
ko'paytmaga teng. U A% bilan belgilanadi va m elementdan k tadan
takrorlanmaydigan o’rinlashtirishlar soni deb ataladi:
m!
A¥ =m(m — 1)-m—k+1) = m
Buyerda m!=m X (m-1) x.x2x1L
Masalan, sinfdagi 20 o’quvchidan tozalik va davomat uchun javob

peruvchi 2 o’quvchini necha xil usul bilan tanlash mumkin?

Ay = 31%'!_= 20-19 = 380 (usul bilan).

1-ta’rif-elementli to'plamni turli tartiblashtirishlar takrorsiz o’rin
almashtirishlar deyiladi, ularning soni deb belgilanadi va ga teng. Ta'rif
bo'yicha deb olinadi

3.Takrorlanmaydigan o'rin almashtirishlar.

_ fransuzcha “ermutation” — so'zidan olingan bo'lib, “o’rinalmashtirish’

degan ma'noni bildiradi.

Masalan, uchta harfdan 3! =6 ta o’ rinalmashtirish gilish mumkin.

1. Agar chekli X to’plam elementlari biror usul bilan nomerlab
chigilgan bo'lsa, X to’plam tartiblangan deyiladi.

Masalan, X= {X1, Xz..Xm}- Bitta to’plamni turli usullar bilan
tartiblash mumkin.

Masalan, sinf o’quvchilarini yoshiga, bo'yiga, ogirligiga garab yoki
o'quvchilar familiyalari bosh harflarini alifbo bo’yicha tartiblash
mumkin.

m elementli X to’plamni necha xil usul bilan tartiblash mumkin
degan savolga javob beraylik.

Tartiblash — bu elementlarni nomerlash demakdir. 1-nomerni m ta

elementning istalgan biriga berish mumkin. Shuning uchun

283




1-elementni m wusul bilan, 2-elementni 1-element tanlanib
bo’lgandan so’ng m -1 usul bilan tanlash mumkin va hokazo, oxirgi

elementni tanlash uchun faqat bitta usul qoladi, xolos. Tartiblashlarning
umumiy soni

m(m-1}{m -2)-... -2-1= m/{ ga teng.

m! — dastlabki m ta natural son ko’paytmasi {m faktorial deb
o’'qiladi). Masalan, 5!= 1-2-3-4.5 = 120, m/ = P, bilan belgilanadi va
takrorlanmaydigan o'rin almashtirishlar soni deb ataladi.

O'rin almashtirishlarni o'rinlashtirishlarning xususiy xoli deb qarash
mumkin m = n bo’lgan holi.

P belgisi fransuz tilidagi “permutation”, ya'ni “o'rin almashtirish”
so’zining 1- harfidan olingan.

Takrorlanadigan o rinlashtirishlar va o'rin almashtirishlar.

Takrorlanadigan o'rinlashtirishlar (A— fransuzcha arrangement —

«o'rnashtirish, joylashtirish ma'nosini bildiradi) A=m* formula bilan
ifodalanadi.

Masala. 6 ragamli barcha telefon nomerlari sonini toping.
Yechish.41,*=10=1000000.

Ehtimollikning klassik va statistik ta'riflari. Tajriba natijasida
hodisalarning to'la guruhini tashkil etuvchi va teng imkoniyatli n ta elementar
hodisalar ro‘y berishi mumkin bo‘lsin. Biror A hodisaning ro‘y berishi uchun
elementar hodisalardan m tasi qulaylik tug‘dirsin. U holda, klassik ta’rif
bo'yicha A hodisaning ehtimolligi

Py=2
H

tenglik bilan aniglanadi.

Hodisa ehtimolligini statistik ehtimolligi deb, tajribalar ketma ketligida

hodisa ro'y bergan sinovlar sonining o‘tkazilgan barcha sinovlar soniga
nisbatiga aytiladi;
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W)=,
n

bu yerda m - A hodisaning tajribalar ketma ketligida ro‘y berishlari soni, n -
sinovlarning umumiy sont.

Sinovlar soni yetarlicha katta bo‘lganda hodisaning statistik ehtimoli
sifatida nisbiy chastota yoki unga yaqinroq son tanlanadi.

Klassik tarifdan foydalanib, masalalar yechishda kombinatorika
formulalari keng qofllaniladi. Shuni e’tiborga olib, ba'zi kombinatorika
formulalarini keltiramiz.

0O‘rin almashtirishlar deb n ta turli elementlarning o'rin almashtirishlari
soni P, =nl{n!=1-2-3----n) ga aytiladi.

O'rinlashtirishlar n ta turli elementdan m tadan tuzilgan kombinatsiyalar
bo‘lib, ular bir-biridan elementlarning tarkibi yoki ularning tartibi bilan farq
giladi.

Ularning soni

A = o yoki A7 =n(n—-1)(n—2)----(n—m+ 1) formulalari bilan topiladi.
" (n—m)! "
Guruhlashlar - bir-biridan hech bo‘lmaganda bitta elementi bilan farc!
giluvchi n ta elementdan m tadan tuzilgan kombinatsiyalardir. Ularning soni

n!

mo_

T ga teng.

Misol Qutida 7 ta og, 3 ta gora shar bor. Undan tavakkaliga olingan
sharning oq bo'lishi ehtimolini toping.

Yechish: A - olingan shar oq ekanligi hodisasi bo'lsin. Bu sinov 10 ta teng
imkoniyatli elementar hodisalardan iborat bo'lib, ularning 7 tasi A hodisaga

;o 7
qulaylik tug‘diruvchidir. Demak, P(A) = T 0,7.
Misol. Telefonda ragam terayotgan abonent oxirgi ikki ragamni esdan

chigarib qo‘yadi va fagat bu ragamlar har xil ekanligini eslab golgan holda
ularni tavakkaliga terdi. Kerakli ragamlar terilganligi ehtimolini toping.
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Yechish: B - ikkita kerakli ragam terilganlik hodisasi bo‘lsin, hammasi
bo'lib, o'nta ragamdan ikkitadan nechta o'rinlashtirishlar tuzish mumkin
bo'lsa, shuncha, yani 4 =10-9=90 ta turli ragamlarni terish mumkin.
Demak,

11
P(B)=—=—.
(B) %0

=

1o

Misol. Qurilma 5 ta elementdan iborat bo'lib, ularning 2 tasi eskirgan.
Qurilma ishga tushirilganda tasodifiy ravishda 2 ta element ulanadi. Ishga
tushirishda eskirmagan elementlar ulangan bo'lish ehtimolini toping.

Yechish: Sinovning barcha mumkin bo‘lgan elementar hodisalari soni o7
ga teng. Bularning ichidan C? tasi eskirmagan elementlar ulangan bo'lishi

2
hodisasi (A) uchun qulaylik tug‘diradi. Shuning uchun P(4) = %2— S 0,3.

10

Misol. Texnik nazorat bo‘limi tasodifan ajratib olingan 100 ta kitobdan
iborat partiyada 5 ta yarogsiz kitob topdi. Yarogsiz kitoblar chigishining
nisbiy chastotasini toping.

Yechish: W(A) = A =0,05.
100

Misol Nishonga 20 ta o‘q uzilgan. Shundan 18 ta 0'q nishonga tekkani
qayd qgilingan. Nishonga tegishlar nishiy chastotasini toping.

18
Y ish: W(4)=—=0,9.
echis, (A4) 20

Mustaqil yechish uchun misollar.
1-variant

1) a) Korxonada 10 erkak va 8 ayol xodim ishlaydi. Shu korxonadan
bitta xodimni necha xil usulda tanlab olish mumkin?
JEERS T
b) Quyidagi ifodalarning qiymati topilsin: 1) 12" 2 18!’

2)A={1,2,3,4,5,6,7,89,0} to'plam elementlaridan foydalanib 7 ragamli
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barcha passport nomerlari sonini toping.
3) Qutida 5 ta bir xil buyum bo'lib, ularning 3 tasi bo'yalgan.
Tavakkaliga 2 ta buyum olinganda ular orasida:
a) bitta bo'yalgan bolishi;
b) ikkita bo'yalgan bo'lishi;
¢) hechbo'lmaganda bitta bo‘yalgan bo'lishi ehtimolini toping.

2-variant

1) a) 10 ta talabadan iborat guruhga ikkita yo'llanma ajratildi. Bu

yo'llanmalarni necha xil usul bilan tarqatish mumkin?
9!

b) Quyidagi ifodalarning qiymati topilsin: 1) 84+ 3"4"" 2) 9.
2) 1,2,3,4,5 ragamlardan foydalanib nechta besh xonali son yozish
mumkin?
3) Tavakkaliga 20 dan katta bo'lmagan natural son tanlanganda, uning
5 ga karrali bo'lish ehtimolini toping.

3-variant

1) a) Qurilishda 10 ta suvoqchi va 8 ta bo'yoqchi ishlaydi. Ulardan bir
suvoqchi va bir bo’yoqchidan iborat juftlikni necha usulda tanlash
mumkin?
[ini?izimﬂllm*rfllimﬂl;
b) Quyidagilarni isbotlang: ™

2) B={1,2,3,4,5,6,7,8,9,0} to'plam elementlaridan foydalanib 4 ragamli
barcha transport chiptalarining nomerlari sonini toping.

3) Kartochkalarga 1,2,3,4,5,6,7,8,9 ragamlari yozilgan, Tavakkaliga 4 ta
kartochka olinib, ular gator qilib terilganda juft son bo'lishi ehtimolini

toping.
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. H 4-variant lcunlarini necha usulda tanlashi mumkin?
1t ;
| | 1) a) Nazoratchi korxonada ishlab chiqgarilgan 5 ta maxsulot sifatini o Foeae s [—;T-ll—ll_—kl_i
|| “” ketma-ket tekshirishi kerak. Nazoratchi buni nechta usulda amalga Hypl A R
| oshirishi mumkin? 2) 6 orinli aylana shaklidagi stolga necha usul bilan odamlarni

b) ushbu ayniyatni ishotlang.

( joylashtirish mumkin?
3) Qutida 12 ta oq va 8 ta qizil shar bor. Tavakkaliga:

| n! - .
| ‘ [n_mj"';:“[“—liﬂ [n—m+2ln—m+ 1),

i
I ‘ bunda "™ a) 2tashar olinganda ularning turli rangda bolishi ehtimolini toping;
' 2) 4be i i : o .
I ) mor shifokor oldiga necha usul bilan kirish mumkin? b) 8 ta shar olinganda ularning 3 tasi qizil rangli bo'lishi ehtimolini
| ‘ 3) Ikkita o'yin soqqgasi baravar tashlanganda quyidagi hodisalarning PG
I| | roy berish ehtimolini toping:
i
| | ‘ a) Tushgan ochkolar yig'indisi 8 ga teng. 7-variant
|

lm ) Tushgan ochkolar ko‘paytmasi 8 ga teng. 1) a) Talaba 4 ta fan bo’yicha qo’shimcha tayyorlanish uchun ularning
¢) Tushgan ochkolar yig'indisi ularning ko'paytmasidan katta har biriga haftaning bir kunini ajratmoqchi bo'ldi. Talaba hafta kunlarini
fanlarga necha usulda tagsimlashi mumkin?

b) To’qqizta har xil giymatli ragam bilan nechta to'qqiz xonali son

? .‘! S-variant yozish mumkin?

1 |:|

| r“m N 1) a) IShlaE? chigarish korxonasini tekshirish uchun besh kishidan 2) E={1,2,3,4,5,6,7,8,9,0} to'plam elementlaridan foydalanib 4 ragamli
| iborat guruh ajratildi. Shu besh kishidan tarkibida uch kishi bo'lgan barcha talabalik oylik chiptasining nomerlari sonini toping.

3) Qutida 12 ta oq va 8 ta qgizil shar bor. Tavakkaliga:
a) bitta shar olinganda uning oq bo'lishi ehtimolini toping;
b) bitta shar olinganda uning qizil bo'lishi ehtimolini toping;

1 1

| guruhni necha xil usulda tuzish mumkin.
b) Amallarni bajaring: DTN

i' r 2)  5={1,2,3,4,5,6,7,8,9,0} to'plam elementlaridan foydalanib 5 ragamli
‘. i ‘ barcha talabalar talabalik guvoxnomasi nomerlari sonini toping.
| | [ ‘ 3)  Qutichada 6 ta bir xil (raqamlangan) kubik bor. Tavakkaliga bitta- 8-variant

| ” bltt:fld.an barcha kubiklar olinganda kubiklarning raqamlari o‘sib borish 1) a) Xorijiy tillar fakulteti ingliz tili yo'nalishining birinchi kursida 10
| | tartibida chiqishi ehtimolini toping. ta fan o'gitiladi va har kuni 4 xil dars o'tiladi. Kunlik dars necha usul bilan
‘ tagsimlab qo’yilishi mumkin?

;I . b) 12 kishilik ovqat hozirlangan stolga 12 kishini necha turli
| Grvariant o'tgazish mumkin?

i 1) a) Tikuvchili ikasida i ; pore o
H { ikki) kunJini da‘r: lli-k }fa bﬂ:aSlda IShlay.otgan xodimga haftaning ixtiyoriy 2) 12,3456 ragamlardan foydalanib 5 bilan tugaydigan nechta olti
III' ‘| olish uchun tanlash imkoni berildi. Xodim dam olish xonali son yozish mumkin?
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3) Ikkita o'yin soqgasi baravar tashlanganda quyidagi hodisalarning
ro’y berish ehtimolini toping:
a) Tushgan ochkolar ko‘paytmasi 8 ga teng.

b) Tushgan ochkolar yig'indisi ularning ko'paytmasidan katta.

9-variant

1)  a) Butun sonlarning har biri uchta har xil giymatli ragamlar bilan
ifoda qgilinadigan bo'lsa, qancha butun son tuzish mumkin?
b) Muschaqada 6 ta talaba qatnashmoqda. O’rinlarni ular o’rtasida
necha xil usul bilan tagsimlash mumkin?

2) F={1,2,3,4,5,6,7,8,9,0) to’plam elementlaridan foydalanib 7 raqamli
telefon nomerlari soni toping.

3) Ikkita o'yin soqqasi baravar tashlanganda quyidagi hodisalarning
ro‘y berish ehtimolini toping:
a) Tushgan ochkolar yig'indisi 8 ga teng.

b) Tushgan ochkolar ko‘paytmasi 8 ga teng.

10-variant

1)  a) Talaba 6 ta kitobdan 4 tasini necha usul bilan ajratishi mumkin?

b) Tenglik to’griligini isbotlang: & +G =G,

2) Firmada 20 ta qo’y va 24 ta echki bor. Necha xil usul bilan bitta qo’y
va bitta echki tanlash mumkin?

3) Qutida 100 ta lampochka bo'lib, ularning 10 tasi yarogsiz.
Tavakkaliga 4 ta lampochka olinadi. Olingan lampochkalar ichida:

a) yarogsizlar yo'q bo'lishi;

b) yaroqlilari yo‘q bo‘lishi ehtimolini toping.

11-variant

1) a) Talaba 6 ta kitobdan 4 tasini necha usul bilan ajratishi mumkin?

B
b) Tenglik to'g'riligini isbotlang: C+*C=Cr,
2) N={1,2,3,4,5,6,7,8,9,0} to’plam elementlaridan foydalanib podezddagi
eshiklarning 5 ragamli nomerlari soni toping,
3) Yashikda 31 ta birinchi nav va 6 ta ikkinchi nav detal bor.
Tavakkaliga 3 ta detal olinadi:
a) Olingan uchala detal birinchi nav bo'lishi ehtimolini toping.

b) Olingan detallarning hech bo‘lmaganda bittasi birinchi nav
bo'lishi ehtimolini toping,

12-variant

1) a) Ma'lum bo'limda ishlash uchun 20 nafar ishchidan 6 nafar
ishchini ajratish kerak. Buni necha usul bilan amalga oshirish mumkin?

b) Tenglik to’g'riligini isbotlang: Clo*Clo=Ch

2)Uch nusxada algebra bo'yicha o’quv kitoblar, yetti nusxada geometriya
bo’yicha o’quv kitoblar va yetti nusxada trigonometriya bo’yicha o’quv
kitoblari bor. Har bir o'quv kitoblaridan bittadan nusxa olishni necha xil
usul bilan tanlash mumkin?

3) N ta buyumdan iborat partiyada M ta standart buyum bor.
Partiyadan tavakkaliga n ta buyum olinadi. Bu n ta buyum ichida rosa m ta
standart buyum borligini ehtimolini toping.

13-variant

3 -3
1) a)Ifodani soddalashtiring: 2(2n—1) "

b) Kitob javonida 9 ta matematikadan, 4 ta chet tilidan va 6 ta ona
tilidan kitob turibdi. Javondan bitta kitobni nechta usulda tanlash
mumkin?
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2) M={1,2,3,4,5,6,7,8,9,0} to'plam elementlaridan foydalanib 3 raqamli
yengil avtomashina nomerlari soni toping.

3) Yashikda 15 ta detal bo‘lib, ulardan 10 tasi bo‘yalgan. Yig'uvchi

tavakkaliga 3 ta detal oladi Olingan detallarning bo'yalgan bo'lishi
ehtimolini toping.

14-variant

1) a) Musobagada 12 ta jamoa ishtirok etadi. Uchta turli medalni
necha xil usul bilan tagsimlash mumkin?

b) Sehrli mamlakatda uchta shahar bor: A, B va C. A shahardan B
shaharga 6 ta yo'l boradi, B shahardan C shaharga esa - 4 ta yo'l. A
shahardan C shaharga nechta usulda borsa bo'ladi?

2) 100 dan 10000 gacha bo’lgan sonlar orasida uchta bir xil ragam

uchraydigan nechta son mavjud?

3) Xaltachada 5 ta bir xil kub bor. Har bir kubning barcha tomonlariga
quyidagi harflardan biri yozilgan: o, p, I, s, ©. Bittalab olingan va “bir qator
gilib” terilgan kublarda “sport” so'zini o'qish mumkinligi ehtimolini toping.

15-variant

1) a) Gruppada 30 ta o’quvchi bor. Ularning ichidan 3 kishini
kompyuterda ishlash uchun ajratish kerak. Buni necha usul bilan bajarish

mumkKkin?

b) Dukonda 7 ta tur pidjak, 5 ta tur shim va 4 ta tur galstuk
sotilmogda. Pidjak, shim va galstukdan iborat kamplektni nechta usul bilan
sotib olsa bo'ladi?

2) Ikkita o'yin sogqasi tashlanadi. Chigqan ochkolar yig'indisining 7 ga
teng bolishi ehtimolini toping.

3) Oltita bir xil kartochkaning har biriga quyidagi harflardan biri
yozilgan -

a, t, m, I, 5, 0. Kartochkalar yaxshilab aralashtirilgan. Bittalab olingan va
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“bir qator qilib” terilgan to‘rtta kartochkada “soat” so‘zini o‘qish
mumkinligi ehtimolini toping.

16-variant

1) a) Turli rangdagi 5 to’p mato bor. Bu matolardan har bir mato faqat
bitta polosani egallaydigan qilib nechta turli besh rangli bayroglar
tayyorlash mumkin?

b) Agar oltita turli rangli mato bor bo‘lsa, bir xil kenglikdagi
gorizontal polosali uch rangli bayroq nechta usul bilan tikilsa bo‘ladi?

2) M={1,2,3,4,5,6,7,8,9,0} to'plam elementlaridan foydalanib 3 ragamli
yuk avtomashina nomerlari soni toping.

3) Hamma tomoni bo‘yalgan kub mingta bir xil o‘lchamli kubchalarga
bo‘lingan va yaxshilab aralashtirilgan. Tavakkaliga olingan kubchaning

a) bitta; b) ikkita; ¢) uchta tomoni bo'yalgan bo'lish ehtimolini toping.

17-variant

i“_'g.:?z;
1) a) Tenglamani yeching: P
b) “Matbuot tarqatuvchi” dukonida 5 ta tur konvert va 4 ta tur

marka sotilmogda. Konvert bilan markani nechta usulda sotib olishimiz
mumkin?

2) O'n birta odamdan iborat futbol komandasida necha xil usul bilan
kapitan va unga yordamchi tanlash mumkin?

3) Aralashtirilgan 36 talik kartalar dastasidan tavakkaliga bittasi
olinadi. Olingan kartaning a) “tuz” bo'lishini b) rasmli (ya'ni “korol”,
“dama” yoki “valet”) bolishini ehtimoli ganday?

18-variant

1) a) Tenglamani yeching A=A
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b) 25 nafar o’quvchidan tashkil topgan sinfda sinf sardori, sinf
sardorining yordamchisi va yoshlar ittifoqi etakchisini saylash zarur. Har
bir o’quvchi bu vazifalardan fagat bittasini bajaradi deb hisoblansa, saylov

natijalari uchun qancha imkoniyat mavjud?

2) M={12, 3,4,5,6,7,8,9,0} to'plam elementlaridan foydalanib 4 ragamli

yengil va yuk avtomashina nomerlari soni toping.

3) Qutidamtaogvan ta qora sharlar bor. Qutidan tavakkaliga bitta
shar olinadi. Olingan sharning oq bo‘lishi ehtimolini toping.

19-variant
1) a) 20 tabelgidan tashkil topgan alfavit berilgan bo'lsin.

Uzunligi 3 ga teng bo‘lgan va undagi belgilar takrorlanmaydigan so‘zlar
soni nechaga teng?

b) Sinfda 10 ta fan o'qitiladi va har kuni turli 6 xil dars o'tiladi.
Kunlik dars jadvali necha turli usul bilan tuzilishi mumkin? Darslar

takrorlanishi mumkin bo’lsa-chi?

2) Necha xil usul bilan gatorga qizil, gora, ko'k va yashil rangli
koptoklarni qo’yish mumkin.

3) Bitta shashgoltosh (kubik, o'yin soqqasi) tashlangan. Quyidagi
ehtimollarni toping.

a. juft ochko tushishi;

b.5 ochkodan kam bo‘lmagan ochko tushishi.

20-variant

1) a) 20 tabelgidan tashkil topgan alfavit berilgan bolsin.

vagonga 1 nafar hizmatchini tayinlash mumkin

2? Mamlakatda 20 ta shahar bo'lib, har bir shahar avia yo'llar bilan
bog'langan. Bu mamlakatda nechta avia yo'llar bor?

3}. I.kkita tanga tashlangan. Agar A - tangalar bir xil tomonlar bilan
tushishi hodisasi, B - turli tomonlar bilan tushishi hodisasi bo'lsa, qaysi
hodisaning ehtimoli kattarog?

21-variant
1) a)2,7,8 ragamlaridan nechta uch xonali son hosil gilish mumkin?

b) 30 nafar o'quvchisi bor sinfda fan olimpiadasida gatnashish
ucht.m 3 nafar o'quvchidan tarkib topgan jamoani tanlab olishimiz kerak.
Buni nechta usulda amalga oshirish mumkin?

. 2) Komissiya tarkibi 3 ta cdamdan iborat bo'lsa, 20 ta odamdan necha
xil usul bilan komissiya tuzish mumkin?

3) Uchta tanga tashlangan. Ikki marta “gerb” tomoni bilan tushishi
ehtimolini toping.

22-variant
1) a) Tenglamani yeching A=A,

b) 25 nafar o’quvchidan tashkil topgan sinfda sinf sardori, sinf
S'.itrdorining yordamchisi va yoshlar ittifoqi etakchisini saylash zarur. Har
bir o’quvchi bu vazifalardan fagat bittasini bajaradi deb hisoblansa, saylov
natijalari uchun gancha imkoniyat mavjud? ’

2) Uchburchakning tomonlarida 20 ta , 6 ta va 4 ta nuqtalar
belgilandi{Bu belgilangan nuqtalarning hech qaysi uchburchakning uchlari

bo'lmaydi). Uchlari belgilangan nugqtalarda bo'lgan nechta uchburchak

Il Uzunligi 3 ga teng bolgan barcha so‘zlar soni nechaga teng?
i mavjud?
. ‘ b) Tezyurar poezdda 17 ta vagon bor. 17 nafar hizmatchini shu

il | vagonlar orasida nechta usulda tagsimlash mumkin? Bunda har bir 3) 52 talik kartalar dastasidan tavakkaliga uchtasi olinadi. Ularning “3”

“7" va “tuz” karta bo‘lishi ehtimoli qanday?

|
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23-variant
1) a) 20 ta belgidan tashkil topgan alfavit berilgan bo'lsin.

Uzunligi 3 ga teng bolgan va undagi belgilar takrorlanmaydigan so‘zlar
soni nechaga teng?

b) Sinfda 10 ta fan o’qitiladi va har kuni turli 6 xil dars o'tiladi.
Kunlik dars jadvali necha turli usul bilan tuzilishi mumkin? Darslar

takrorlanishi mumkin bo’lsa-chi?

2) Avtomobilning nomeri bir, ikki yoki uchta harfdan va torta
ragamdan iborat bo’lishi mumkin. Agar o'zbek alifbosida 29 ta harf bo'lsa,
nechta avtomobil nemeri mavjud?

3) Telefon ragami 6 ta ragamdan iborat Telefon ragamining: a)
ragamlari turli xil bo'lishi; b) raqamlari 3 ga karrali bo'lishi ehtimollarini

toping.

24-variant
1) a) 20 ta belgidan tashkil topgan alfavit berilgan bo'lsin.
Uzunligi 3 ga teng bo‘lgan barcha so‘zlar soni nechaga teng?

b) Tezyurar poezdda 17 ta vagon bor. 17 nafar hizmatchini shu
vagonlar orasida nechta usulda tagsimlash mumkin? Bunda har bir
vagonga 1 nafar hizmatchini tayinlash mumkin

2) Karta qutisida 52 ta karta bo'lib, bu qutidan 10 ta karta olindi.
Olingan kartalar orasida hech bo'lmaganda bitta tuz bo'lishi uchun bu
hodisani necha marta takrorlash kerak?

3) Qutida fagat ranglari bilan farglanuvchi 22 ta shar bor: 9 ta ko'k, 5
ta sariq va 8 ta og. Qaysi hodisaning ehtimoli kattaroq: qutidan sariq
sharning chigishimi yoki shashqoltosh tashlanganda 5 ochko tushishimi?

25-variant

1) a)2,7,8 ragamlaridan nechta uch xonali son hosil gilish mumkin?
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b) 30 nafar o'quvchisi bor sinfda fan olimpiadasida qatnashish uchun

3 nafar o‘quvchidan tarkib topgan jamoani tanlab olishimiz kerak. Buni
nechta usulda amalga oshirish mumkin?

2)  Har kuni navbatchilikka 2 tadan odam qo'yib 6 kunga 12 ta odamni

tarqsimlab, necha xil usul bilan navbatchilik ro’yxatini tuzish mumkin? (Har
bir odam bir marta navbatchilik giladi)

_ 3) . O'nta biletdan ikkitasi yutuqli. Tavakkaliga olingan 5 ta bilet orasida
bittasi yutugli bo'lish ehtimolini toping.
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21-mavzu: To'la ehtimollik va Bayes formulalari. Bog’lig bo'lmagan
tajribalar ketma- ketligi.

Ehtimollarni go‘shish va ko'paytirish teoremalari.

1-teorema. Ikkita birgalikda bolmagan hodisadan istalgan birining
ro‘y berish ehtimoli bu hodisalar ehtimollarining yig'indisiga teng:

P(A+ B)=P(A)+ P(B).

Natija. Har ikkitasi birgalikda bolmagan bir nechta hodisalardan
istalgan birining ro‘y berishi ehtimoli bu hodisalar ehtimollarining
yig‘indisiga teng:

P(A + Ay +..4 A)=P(A)+ P(A4,) + ...+ P(A)-

MisoL Sexda bir necha stanok ishlaydi. Smena davomida bitta stanok

sozlashni talab etish ehtimoli 0,2 ga teng, ikkita stanokni sozlashni talab etish

ehtimoli 0,13 ga teng. Smena davomida ikkitadan ortiq stanokni sozlashni
talab etish ehtimoli esa 0,07 ga teng. Smena davomida stanoklarni sozlashni

talab etilishini ehtimolini toping.
Yechish: Quyidagi hodisalarni garaymiz.
A - Smena davomida bitta stanokni sozlash talab etiladi.
B - Smena davomida ikkita stanokni sozlash talab etiladi.
C - Smena davomida ikkitadan ortiq stanokni sozlash talab etiladi
A, B va C hodisalar o‘zaro birgalikda emas. Bizni quyidagi hodisa
giziqtiradi: (A+B+C) - smena davomida sozlash uchun zarur boladigan
stanoklar:
P(A+B+C)=P(A)+ P(B)+ P(C)=0,2+0,13+0,07=0,4.
Misol. Yashikda 10 ta qgizil va 6 ta ko'k shar bor. Tavakkaliga 2 ta shar
olinadi. Olingan ikkala sharning bir xil rangli bo‘lish ehtimolini toping.
Yechish: A hodisa olingan ikkala shar gizil bo'lishi, B hodisa esa olingan
ikkala sharning ko'k bo‘lish hodisasi bo'lsin. Ko'rinib turibdiki, A va B
hodisalar birgalikda bo‘lmagan hodisalar. Demak,
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P(A+ B)= P(4)+ P(B).

A hodisaning ro'y berishiga C} ta natija imkoniyat yaratadi. B
hodisaning ro'y berishiga esa C ta natija imkoniyat yaratadi. Umumiy ro'y

berishi mumkin bo‘lgan natijalar soni esa C2 ga teng,

U holda:

g D

C]u+C£= 2 2 :6_0_1

£ 16-15 120 2°
2

P4+ B)=

Misol. Ikki ovchi boriga qarata bittadan o‘q uzishdi. Birinchi ovchining
bo'riga tekkizish ehtimoli 0,7 ga, ikkinchisiniki 0,8 ga teng. Hech bo'lmaganda
bitta o'qning bo'riga tegish ehtimolini toping.

Yechish. A hodisa birinchi ovchining bo'riga o'qni tekkizishi, B hodisa esa
ikkinchi ovchining bo‘riga o'qni tekkizishi bolsin. Ko'rinib turibdiki, A va B
hodisalar birgalikda bo‘lgan, ammo bir-biriga bog'liq bo‘lmagan hodisalar, U
holda P(4+ B)= P(A)+ P(B)~ P(AB) = P(A)+ P(B)- P(4)- P(B) =

=0,7+0,8-0,7-0,8=0,94.

2-teorema. Ikkita erkli hodisalarning birgalikda ro‘y berish ehtimoli
bu hadisalar ehtimollarining ko‘paytmasiga teng:

P(AB)= P(4)- P(B).

Natija. Bir nechta erkli hodisalarning birgalikda ro‘y berish ehtimoli, bu
hodisalar ehtimollarini ko‘paytmasiga teng:

P(A- Ao A) = P(4)- P(4).-...- P(4,).

3-teorema. Ikkita bog'liq hodisalarning birgalikda ro‘y berish ehtimoli
ulardan birining ehtimolini ikkinchisining shartli ehtimoliga ko‘paytmasiga
teng.

P(AB)=P(A)-P(B/ A)= P(B)- P(A/ B).

Natija. Bir nechta bog'liq hodisalarning birgalikda ro'y berish ehtimoli
ulardan  birining  ehtimolini qolganlarining  shartli  ehtimollariga
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ko‘paytirilganligiga teng, shu bilan birga, har bir keyingi hodisaning ehtimoli
oldingi hamma hodisalar ro'y berdi degan farazda hisoblanadi:

P(A - 4, i Y= PCA) P A)P(4 1 A4) .- P(4, [ 44,4, )

4-teorema. Ikkita birgalikda bo‘lgan hodisadan kamida bittasining
ro‘y berish ehtimoli bu hodisalarning ehtimollari yig‘indisidan ularning
birgalikda ro‘y berish ehtimolining ayirmasiga teng:

P(A+ B) = P(A) + P(B)— P(4B).

Apar A va B hodisalar bog'liq bo'lsa ,
P(A+ B)= P(4) + P(B)— P(B)P(4/ B) , bog'lig bo‘lmasa
P(A+ B)= P(4)+ P(B)— P(4)- P(B). formulalaridan foydalanamiz.

5-teorema. Birgalikda boglig bo‘lmagan Ay A, hodisalaridazl
kamida bittasining ro'y berishidan iborat A hodisaning ehtimoli 1dan
'14_];1;;1: garama-garshi hodisalar ehtimollari ko'paytmasining

ayirmasiga teng:

P(A) = 1- P(4)P(4,)...P(4,)

Misol Tanga va kubik bir vaqtda tashlangan. “Gerb tushishi” va “3” ochko
tushishi hodisalarining birgalikda ro‘y berish ehtimolini toping.

Yechish: A hodisa tanganing “gerb” tushishi, B hodisa esa kubik
tashlanganda “3” ochko tushishi bo'lsin. A va B hodisalar bog'liq bolmagan

hodisalar. U holda:
11
P(A-B)=P(A)-P(B)=—-—

Misol. Sexda 7 ta erkak va 3 ta ayol ishchi ishlaydi. Tabel raqamlari
bo'yicha tavakkaliga 3 kishi ajratildi. Barcha ajratib olingan Kishilar erkaklar
bo‘lish ehtimolini toping.

Yechish: Hodisalarni quyidagicha belgilaylik: A hodisa birinchi ajratilgan
erkak kishi, B ikkinchi ajratilgan erkak kishi, C uchinchi ajratilgan erkak kishi.

Birinchi ajratilgan kishining erkak bo‘lishi ehtimoli:
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7
P(A)= W

Birinchi ajratilgan kishining erkak kishi bo‘lganligi shartida ikkinchi
kishining erkak bo'lishi ehtimoli, ya'ni B hodisaning shartli ehtimoli:

6_2
P(B/A)=—==.
(LA =iy

Oldin ikki erkak kishi ajratib olinganligi shartida uchinchi ajratilgan kishi
erkak bo'lishi ehtimoli, ya'ni C hodisaning shartli ehtimoli:

P(C 1 AB) = %
Ajratib olingan kishilarning hammasi erkak ishchilar bo'lishi ehtimoli:
P(ABC) = P(4)- P(BI A)- P(C/ ABy=—--—-—=—.

Misol Ko‘prik yakson bo'lishi uchun bitta aviatsion bombaning kelib
tushishi kifoya. Agar ko'prikka tushish ehtimollari mos ravishda 0,3; 0,4; 0,6;
0,7 bo'lgan 4 ta bomba tashlansa, ko‘prikni yakson bo'lish ehtimolini toping.

Yeshish: Demak, kamida bitta bombaning ko‘prikka tushishi, uni yakson
bo'lishi uchun yetarli (A hodisa). U holda, izlanayotgan ehtimollik quyidagicha
bo‘ladi:

P(A)=1-0,7-0.6-0,4- 0,3=0,95.

Tola ehtimollik formulasi. Bayes formulasi. Biror A hodisa
hodisalarning to'la guruhini tashkil etadigan B,,5;,.... 5, haodisalarning (ular

gipotezalar deb ataladi) biri bilan roy berishi mumkin bo'lsin. Bu gipotezalarning
ehtimollari ma'lum, ya'ni P(B,),P(B,)....P(B,) berilgan. Bu gipotezalarning har
biri amalga oshganida A hodisaning ro‘y berish shartli ehtimollari ham ma'lum,
yani P(4/B),P(A/B,)....P(4 / B,) ehtimollar berilgan. U holda A hodisaning

ehtimoli “to‘la ehtimol” formulasi deb ataluvchi quyidagi formula bilan aniglanadi:

POA)= PGB )P(AI B)+ P(B)P(AI B)+..+ (BPAI B)= P(B)P(A/ B,)

3n
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Misol. Birinchi qutida 2 ta oq, 6 ta qora, ikkinchi qutida esa 4 ta oq, 2 ta
qora shar bor. Birinchi qutidan tavakkaliga 2 ta shar olib, ikkinchi qutiga

solindi, shundan keyin ikkinchi qutidan tavakkaliga bitta shar olindi. Olingan
sharning oq bo‘lish ehtimolini toping.

Yechish: Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:
A - ikkinchi qutidan olingan shar oq.
B: - birinchi qutidan ikkinchi qutiga 2 ta oq shar solingan.
B, - birinchi qutidan ikkinchi qutiga 2 ta turli rangdagi shar solingan.
B - birinchi qutidan ikkinchi qutiga 2 ta gora shar solingan.
B, Bz, Bs - hodisalar hodisalarning to'la guruhini tashkil etadi.

U holda, to‘la ehtimol formulasiga ko'ra:

P(4)=P(B)P(A! B)+ P(B,)P(4] B))+ P(B)P(A B).

Bunda:
¢ _1 cicl 12 2
P(B)=—X=—: = 6 _ L& C 15 3
(8)) Cé” 28’ P(B,)= ész “ga P(Bs)=‘é‘:f=§; P(AfBI):Z;
P(AIBY =2 P(A;B)=l
3 3 2’
U holda:
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gt 2 A L0

== =
28 4 288 28 2 16

Birgalikda bo'lmagan, hodisalarning to‘la guruhini tashkil etadigan B,
B, .. B, hodisalar berilgan va ularning P(B,),P(8,),...P(B,) ehtimollari
ma’lum bo'lsin. Tajriba o‘tkaziladi va uning natijasida A hodisa ro'y beradi
deylik, bu hodisaning har bir gipoteza bo‘yicha shartli ehtimoli, ya'ni
P(A/B),P(A!B,),...P(A/B,) malum. A hodisa ro'y berishi munosabati
bilan gipotezalarning ehtimollarini qayta baholash uchun, boshgacha
aytganda, P(B, / A),P(B, / A),...,P(B, | A) shartli ehtimolini topish uchun
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o5,y = KB AT B)

> P(B,) P(4]B,)

k=1

(i=12,..n),

Bayes formulalaridan foydalaniladi.

b) P(B1/A) ehtimolni Bayes formulasidan foydalanib topamiz:

13
P(BYP(A/B) 28 4 _1
P(B,/ A)= lP(A) LB e
16

Misol Ikkita avtomat bir xil detallar ishlab chigaradi, bu detallar keyin
umumiy konveyerga o‘tadi. Birinchi avtomatning unumdorligi ikkinchi
avtomatning unumdorligidan ikki marta ko'p. Birinchi avtomat o'rta hisobda
detallarning 60 foizini, ikkinchi avtomat esa o‘rtacha hisobda detallarning 84
foizini a’lo sifat bilan ishlab chigaradi. Konveyerda tavakkaliga olingan detal
2'lo sifatli bo'lib chigdi. Bu detalni birinchi avtomat ishlab chiqargan bo'lish
ehtimolini toping.

Yechish: A - detal a'lo sifatli bolish hodisasi bo'lsin. Bu yerda ikkita
taxmin (gipoteza) gilish mumkin: B; - detalni birinchi avtomat ishlab
chigargan, shu bilan birga:

2
P(B) = 3 gateng

Chunki birinchi avtomat ikkinchi avtomatga garaganda ikki marta ko'p
detal ishlab chigaradi.

B, - detalni ikkinchi avtomat ishlab chigargan, shu bilan birga:
P(B) =7
3

Agar detalni birinchi avtomat ishlab chiqargan bo‘lsa, detal a'lo sifatli
bo'lishining shartli entimoli
P(A/ B))=0,6 gateng.

Xuddi shunga o‘xshash:
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P(A/B,)=0,84 gateng.

Tavakkaliga olingan detalning a'lo sifatli bo'lish ehtimoli to‘la ehtimol
formulasiga ko'ra quyidagiga teng:

P{A):P(B,}P(A;’BlhP(B?_}-P(AfBZJ=§-0,6+%-0,84=0,68.

Olingan a’lo sifatli detalni birinchi avtomat ishlab chiqargan bo'lish
ehtimoli Bayes formulasiga ko'ra quyidagiga teng:
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: P(4) 0.68 17°

Mustaqil yechish uchun mashgqlar

1-variant

1) Yashikda 6 ta yashil va 5 ta qizil tugmalar bor, Tavakkaliga 2 ta
tugma olinadi. Olingan ikkala tugmaning ham bir xil rangli bo'lish
ehtimolini toping.

2) Yashikda 1-zavodda tayyorlangan 12 ta detal, 2-zavodda
tayyorlangan 20 ta detal va 3-zavodda tayyorlangan 18 ta detal bor, 1-
zavodda tayyorlangan detalning a’lo sifatli bo‘lishi ehtimoli 0,9ga teng, 2-
zavodda va 3-zavodda mos ravishda 0,6 va 0,9 ga teng. Tavakkaliga olingan
detalning a'lo sifatli bo‘lishi ehtimolini toping.

2-variant

1) Tanga va o'yin sogqasi bir vaqtda tashlanadi. “Ragam tushish” va “4”
ochko tushishi hodisalarining birgalikda ro'y berish ehtimolini toping.

2) Yashikda tayyorlangan 12 ta detal, 2-zavodda
tayyorlangan 20 ta detal va 3-zavodda tayyorlangan 18 ta detal bor. 1-
zavodda tayyorlangan detalning a’lo sifatli bo‘lishi ehtimoli 0,9ga teng, 2-
zavodda va 3-zavodda mos ravishda 0,6 va 0,9 ga teng. Tavakkaliga

1-zavodda
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olingan detalning a’lo sifatli bo'lishi ehtimolini toping.
3-variant

1) Qutida 3 ta oq va 8 ta qizil shar bor. Qutidan tavakkaliga bitta shar,
keyin yana bitta shar olindi. Olingan sharlardan birinchisi oq, ikkinchisi
qizil bo‘lish ehtimolini toping.

2) Birinchi idishda 10 ta shar bo‘lib, ularning 8 tasi oq, ikkinchi idishda
20 ta shar bo'lib, ularning 4 tasi oq. Har bir idishdan tavakkaliga bittadan
shar olinib, keyin bu ikki shardan yana bitta shar tavakkaliga olindi. Oq
shar olinganlik ehtimolini toping.

4-variant

1) Birinchi yashikda 6 ta oq va 14 ta gizil shar bor. Ikkinchi yashikda esa
4 ta oq va 6 ta qizil shar bor. Agar har bir yashikdan bittadan shar olinsa,
hech bo‘'lmaganda bitta sharning oq bo‘lish ehtimolini toping.

2) Birinchi idishda 10 ta shar bo‘lib, ularning 8 tasi oq, ikkinchi idishda
20 ta shar bo'lib, ularning 4 tasi oq. Har bir idishdan tavakkaliga bittadan
shar olinib, keyin bu ikki shardan yana bitta shar tavakkaliga olindi. Oq
shar olinganlik ehtimolini toping.

S-variant

1) Uchta to'pdan otishda nishonga tekkizish ehtimoli mos ravishda
P1=0,9; P:=0,7; P3=0,8, Nishon yakson gqilinishi uchun bitta o‘gning
nishonga tegishi kifoya gilsa, uchala te‘pdan bir vagtda nishenning yakson
gilinish ehtimolini toping.

2) Uchta idishning har birida 6 tadan qora shar va 4 tadan oq shar bor.
Birinchi idishdan tavakkaliga bitta shar olinib, uchinchi idishga solindi.
Uchinchi idishdan tavakkaliga olingan sharning oq bo‘lish ehtimolini
toping.
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6-variant

1) Merganni bitta o'g uzishda nishonga tekkizish ehtimoli P=0,8.

Mergan uchta o'q uzdi. Uchala o‘gqning ham nishonga tegish ehtimolini
toping.

.2] Uchta idishning har birida 6 tadan qora shar va 4 tadan oq shar bor.
Birinchi idishdan tavakkaliga bitta shar olinib, uchinchi idishga solindi.

Uchinchi idishdan tavakkaliga olingan sharning oq bo‘lish ehtimolini
toping.

7-variant

1.] Yashikda 7 ta oq, 4 ta qora va 4 ta ko'k shar bor. Har bir tajriba
qutidan 1 ta shar olishdan iborat. Olingan shar gaytib qo‘yilmaydi. Birinchi

sinashda oq shar A, ikkinchisida qora B, uchinchisida ko'k shar chigish
ehtimolini toping.

.2] Uchta idishning har birida 6 tadan qora shar va 4 tadan oq shar bor.
Blrll.’lchl idishdan tavakkaliga bitta shar olinib, uchinchi idishga solindi.
Uchinchi idishdan tavakkaliga olingan sharning oq bo'lish ehtimolini

toping.

8-variant

1) Qutida 5 ta oq va 5 ta qora shar bor. Tavakkaliga 3 ta shar olinadi.

Olingan uchala sharning ham bir xil rangli bo'lish ehtimolini toping.

2) Uchta idishning har birida 6 tadan gora shar va 4 tadan oq shar bor.

Birinchi idishdan tavakkaliga bitta shar olinib, uchinchi idishga solindi.

Uchinchi idishdan tavakkaliga olingan sharning oq bo'lish ehtimolini
toping.

Q-variant

1) Uchta merganning nishonga tekkizish ehtimoli mos ravishda 0,6; 0,8
va 0,9 ga teng. Uchta mergan baravariga o'q uzganda nishonga hech
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bo‘lmaganda bitta o‘gning tegishi ehtimolini toping.

2) Elektron ragamli mashinaning ishlash vaqgtida arifmetik qurilmada,
operativ xotira qurilmasida, golgan qurilmalarda buzilish yuz berish
ehtimollari 3:2:5 kabi nisbatda. Arifmetik qurilmada, operativ xotira
qurilmasida va boshga qurilmalardagi buzilishning topilish ehtimoli mos
ravishda 0,8; 0,9; 0,9 ga teng. Mashinada yuz bergan buzilishning topilishi
ehtimolini toping,.

10-variant

1) Birinchi qutida 3 ta oq va 7 ta qora shar bor. Ikkinchi qutida esa 6 ta
oq va 4 ta qora shar bor. Agar har bir qutidan bittadan shar olinsa, hech
bo‘lmaganda bitta sharning oq bo’lish ehtimolini toping.

2) Elektron ragamli mashinaning ishlash vaqtida arifmetik qurilmada,
operativ xotira qurilmasida, golgan qurilmalarda buzilish yuz berish
ehtimollari 3:2:5 kabi nisbatda. Arifmetik qurilmada, operativ xotira
qurilmasida va boshqa qurilmalardagi buzilishning topilish ehtimoli mos
ravishda 0,8; 0,9; 0,9 ga teng. Mashinada yuz bergan buzilishning topilishi
ehtimolini toping.

11-variant

1) Texnik nazorat bo'limi buyumlarning yaroqliligini tekshiradi.
Buyumning yarogli bo'lish ehtimoli 0,9 ga teng. Tekshirilgan ikkita
buyumdan faqat bittasi yarogli bo'lish ehtimolini toping

2) Benzokolonka joylashgan shossedan o'tadigan yuk mashinalari
sonining o'sha shossedan o'tadigan yengil mashinalar soniga nisbati 3:2
kabi. Yuk mashinaning benzin olish ehtimoli 0,1 ga teng, yengil mashina
uchun bu ehtimol 0,2 teng. Benzokolonka yoniga benzin olish uchun
mashina kelib to‘xtadi. Uning yuk mashina bo‘lish ehtimolini toping.

12-variant

1) Talabaga kerakli formulani uchta go‘llanmada bo‘lish ehtimoli mos
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ravishda 0,6; 0,7; 0,8 ga teng. Formula: a) fagat bitta qo‘llanmada; b) fagat
ikkita gollanmada; ¢) formula uchala go'llanmada bo‘lish ehtimolini
toping.

2) Benzokolonka joylashgan shossedan o'tadigan yuk mashinalari
sonining o'sha shossedan o‘tadigan yengil mashinalar soniga nisbati 3:2
kabi. Yuk mashinaning benzin olish ehtimoli 0,1 ga teng, yengil mashina
uchun bu ehtimol 0,2 teng. Benzokolonka yoniga benzin olish uchun
mashina kelib to'xtadi. Uning yuk mashina bo‘lish ehtimolini toping.

13-variant

1) Talaba programmadagi 25 ta savoldan 20 tasini biladi. Talabaning
imtihon oluvchi taklif etgan uchta savolni bilish ehtimolini toping.

2) Ixtisoslashtirilgan kasalxonaga bemorlarning o'rta hisobda 30 foizi K
kasallik bilan, 50 foizi L kasallik bilan, 20 foizi M kasallik bilan gabul
qilindi. K kasallikni to'liq davolash ehtimoli 0,7 ga teng, L va M kasalliklar
uchun bu ehtimol mos ravishda 0,8 ga va 0,9 ga teng. Kasallikka gabul
gilingan bemor butunlay sog‘ayib ketdi. Bu bemor K kasallik bilan og'rigan
bo‘lish ehtimolini toping.

14-variant

1) Yashikda 1 dan 10 gacha ragamlangan 10 ta bir xil kubik bor,
Tavakkaliga bittadan 3 ta kubik olinadi. Birin-ketin 1,2,3 ragamli kubiklar
chigish ehtimolini quyidagi hollarda toping:

a) kubiklar olingach, yashikka gaytarib solinmaydji;
b) olingan kubik yashikka gaytarib solinadi.
2) Ixtisoslashtirilgan kasalxonaga bemorlarning o'rta hisobda 30 foizi K
kasallik bilan, 50 foizi L kasallik bilan, 20 foizi M kasallik bilan gabul
gilindi. K kasallikni to‘liq davolash ehtimoli 0,7 ga teng, L va M kasalliklar

uchun bu ehtimol mos ravishda 0,8 ga va 0,9 ga teng. Kasallikka gabul

gilingan bemor butunlay sog‘ayib ketdi. Bu bemor K kasallik bilan og'rigan
bo'lish ehtimolini toping,
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15-variant

1) Biror joy uchun iyul oyida bulutli kunlarning o‘rtacha soni oltiga teng.
Birinchi va ikkinchi iyulda havo ochiq bo'lish ehtimolini toping.
2) Sharlar solingan 2 ta bir xil yashik bor. Birinchi yashikda 2 taog va 1

ta qora shar, ikkinchi yashikda esa 1 ta oq va 4 ta qora ‘shar. bor.
Tavakkaliga bitta yashik tanlanadi va undan bitta shar olinadi. Olingan

sharning oq bo'lish ehtimolini toping.
16-variant

1) Guruhda 10 ta talaba bo’lib, ularning 7 nafari a’lochilar. 4 ta talaba
dekanatga chaqirtirildi. Ularning barchasi a'lochi bo'lish ehtimolini toping.

2) Sharlar solingan 2 ta bir xil yashik bor. Birinchi yashikda 2 taogqva 1

ta gora shar, ikkinchi yashikda esa 1 ta og va 4 ta qora shar. bor.,
Tavakkaliga bitta yashik tanlanadi va undan bitta shar olinadi. Olingan

sharning oq bo'lish ehtimolini toping.
17-variant

1) Buyumlar partiyasidan tovarshunos oliy nav buyufnlar.ni ajratmoqda.
Tavakkaliga olingan buyumning oliy nav bo'lish ehu:nohl 0,8 gail tex?g:
Tekshirilgan uchta buyumdan fagat ikkitasi oliy nav bo'lish ehtimolini
toping.

2) Qutidagi 20 ta sharni (12 ta oq va 8 ta qora) aralashtiri‘sh jafayonida
bitta shar yo'qotib go‘yildi. Qolgan 19 ta shardan tavakkaliga bitta shar
olindi. Olingan sharning oq bo'lish ehtimolini toping.

18-variant

1) Birinchi yashikda 4 ta oq va 8 ta gora shar bor. Ikkinchi yashikfia 19
ta og va 6 ta qora shar bor. Har qgaysi yashikdan bittadan shar olinadi.
Ikkala sharning ham oq chigish ehtimelini toping.

2) Qutidagi 20 ta sharni (12 ta oq va 8 ta qora) aralashtirish jarayonida
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bitta shar yo‘qotib go'yildi. Qolgan 19 ta shardan tavakkaliga bitta shar
olindi. Olingan sharning oq bo'lish ehtimolini toping.

19-variant

1)  Birinchi yashikda 5 ta oq va 10 ta qizil shar bor. Ikkinchi yashikda
esa 10 ta oq va 5 ta qizil shar bor. Agar har bir yashikdan bittadan shar
olinsa, hech bo‘lmaganda bitta sharning oq bo'lish ehtimolini toping.

2) Sharlar solingan 2 ta bir xil yashik bor. Birinchi yashikda 3 ta oq va
2 ta gora, ikkinchi yashikda esa 4 ta oq va 4 ta qora shar bor, Birinchi
yashikdan ikkinchi yashikka 2 ta shar tashlandi. Shundan keyin ikkinchi
yashikdan bitta shar olindi. Olingan sharning oq ho‘lish ehtimolini toping.

20-variant

1) Bitta smenada stanokning ishlamay qolishi ehtimoli 0,05 ga teng.
Uchta smenada stanokning ishlab turish ehtimolini toping.

2) Sharlar solingan 2 ta bir xil yashik bor. Birinchi yashikda 3 ta oq va
2 ta gora, ikkinchi yashikda esa 4 ta oq va 4 ta qora shar bor. Birinchi
yashikdan ikkinchi yashikka 2 ta shar tashlandi. Shundan keyin ikkinchi
yashikdan bitta shar olindi. Olingan sharning oq bo'lish ehtimolini toping.

21-variant

1) Tanga birinchi marta “gerb” tomoni bilan tushguncha tashlanadi.
Tashlashlar sonining juft son bo‘lish ehtimolini toping.

2) Ikki mergan bir-biriga bogligmas ravishda, nishonga garata
bittadan o'q uzishdi. Birinchi merganning nishonga o‘q tekkizish ehtimoli
0,8 ga teng, ikkinchi merganniki esa 0,4 ga teng. O'glar otilgandan keyin
bitta o‘qning nishonga tekkani ma'lum bo'ldi. O‘gni birinchi mergan
nishonga tekkizgan bo‘lishi ehtimolini toping.

22-variant

1)  Otlgan torpedoning kemani cho'ktirib yuborish ehtimoli 0,5 ga teng. Agar
kemani cho'’ktirib yuborish uchun bitta torpedoning mo‘ljalga tegishi yetarli bo'lsa,

4 ta torpedoning kemani cho'ktirib yuborish ehtimolini toping.

2) Ikki mergan bir-biriga bogligmas ravishda, nishonga qgarata
bittadan o'q uzishdi. Birinchi merganning nishonga o‘q tekkizish ehtimoli
0,8 ga teng, ikkinchi merganniki esa 0,4 ga teng. O'glar otilgandan keyin
bitta o‘gning nishonga tekkani ma'lum bo‘ldi. O°gqni birinchi mergan
nishonga tekkizgan bo‘lishi ehtimolini toping.

23-variant

1) Elektr zanjiriga erkli ishlaydigan 3 ta element ketma-ket ulangan.
Birinchi, ikkinchi va uchinchi elementlarning buzilish ehtimollari mos
ravishda quyidagiga teng: P1=0,1; Pz=0,15; P3=0,2. Zanjirda tok bo‘lmasligi
ehtimolini toping.

2) Uchta zavod soat ishlab chiqaradi va magazinga jo'natadi. Birinchi
zavod butun mahsulotning 40 foizini, ikkinchi zavod 45 foizini, uchinchi
zavod esa 15 foizini tayyorlaydi. Birinchi zavod chigargan soatlarning 80
foizi, ikkinchi zavod chiqargan soatlarning 70 foizi, uchinchi zavod
chigargan soatlarning 90 foizi ilgarilab ketadi. Sotib olingan soatning
ilgarilab ketishi ehtimolini toping.

24-variant

1)  Ikki sportchidan har birining mashqni muvaffaqiyatli bajarish ehtimoli
0,5 ga teng. Sportchilar mashqgni navbat bilan bajaradilar, bunda har bir
sportchi o'z kuchini ikki marta sinab ko‘radi. Mashqgni birinchi bo'lib bajargan
sportchi mukofot oladi. Sportchilarning mukofotni olishlari ehtimolini toping.

2) Uchta zavod soat ishlab chigaradi va magazinga jo‘natadi. Birinchi
zavod butun mahsulotning 40 foizini, ikkinchi zaved 45 foizini, uchinchi
zavod esa 15 foizini tayyorlaydi. Birinchi zavod chigargan soatlarning 80
foizi, ikkinchi zavod chigargan soatlarning 70 foizi, uchinchi zaved
chigargan soatlarning 90 foizi ilgarilab ketadi. Sotib olingan socatning
ilgarilab ketishi ehtimolini toping.

25-variant
1) Merganning uchta o'q uzishda kamida bitta o‘gni nishonga tekkizish
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ehtimoli 0,875 ga teng. Uning bitta o'q uzishda nishonga tekkizish
ehtimolini toping. |

2) Samolyotga qarata uchta o‘q otildi. Birinchi o’gning nishonga. teglsch
ehtimoli 0,5 ga, ikkinchisiniki 0,6 ga, uchinchisiniki esa O.,B ga tEflg. Bitta odq
tekkanda samolyotning urib tushirilish ehtimoli 0,3 ga.l, .1kk1jca o'q tekkarf a
0,6 ga teng. Uchta o'q tekkanda, samolyot urib tushiriladi. Samolyotning

urib tushirilish ehtimolini toping.
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Ushbu o’quv qo‘llanma pedagogika oliy ta’'lim muassasalari tabiiy fanlar
va texnika yo’nalishlari 1-bosqich talabalari uchun mo‘ljallangan bo‘lib, tabiiy
hamda texnika fanlar yo'nalish bakalavr bosgich talabalariga yo'nalishi uchun
oliy matematika fanida kerakli mavzu va bo’limlarni kasbga yo’naltirib
o’qitish ishlarini tashkil gilishga garatilgan bo'lib, o’'quv go'llanma orgali oliy
ta'lim muassasalari fan o'qituvchilari va talabalari quyidagi natijalarga
erishishlari ko’zda tutilgan.

chiziqgli algebra elementlari va vektorli algebra elementlari mavzularini
o'qitishda  yangi pedagogik  texnologiyalar yordamida  o’qitishni
takomillashtirish metodlari asosida bilim olishlari va olingan bilimlarini
fanlararo integratsiyasini amaliy mashg'ulotlarda qo'llay olishlari

analitik geometriya elementlari bilan tanishtirishda ishlab chigilgan
metodikalari asosida  analitik geometriyua elementlari mavzularini
o'zlashtirishlari va olingan bilimlarini kasbiy faoliyatga bog'lab amaliy
mashg'ulotlarda qo’llay olishlari lozim

matematik analizga kirish, bir o'zgaruvchi funksiyasining differensial
hisobi, bir o‘zgaruvchi funksiyasining integral hisobi mavzularini fanlararo
bogliglikda o’qgitishni tashkil qilish orqali funksiya hosilasi va integrallari
mavzularini zamonaviy kasbiy faoliyatda qo’llay olish ko'nikmasiga ega
bo’lishlari

oddiy differensial tenglamalar bo’limi mavzularini o'gitishda kasbga
yo'naltirishda bir gatorak texnik, kimyoviy hamda biologic masalalarning
yechimlarini differensial tenglamalar tuzish hamda yechimi orgali masala
Javobini topishni o’rgatish va talabalarning o'rganishlarini nazorat qilish

extimollar nazariyasi igtisodiy va texnika masalalariga tadbiq qilingan
holda o’qitishni takomillashtirish uchun yetarlicha ma'lumotlar keltirilgan
bo'lib, qo’llanmaning asosiy vazifasi sifatida oliy ta'lim muassasalarida tabiiy
hamda texnika fanlar yo'nalishlarida fanlararo bog'liglikda va kasbiy
faoliyatga yo'naltirib darslarni tashkil qilish bo'lib, kasbga yo'naltirish uchun
bir qator misol va masalalar berilgan.

Bulardan tashqari ushbu o'quv go'llanma o'quv dasturining kredik
moodle dasturidagi asosiy vazifalardan, talabalarning mustaqil ta'limini
tashkillashtirish vazifalari asosida shakllantirilgan,
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