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Oliy ta'lim muassasalarida Matematik analiz fani turli hajmda
tayyorlanadipan  mutaxassislikka garab, ma‘lum dastur asosida
ANTRIATE]

Matematile  analizni o'gitishdan kozlangan  magsad
eyt ilavdan thovatdie: talabalarni mantiqiy fikrlashga, matematik
unillarnt amalty - masalalarni - yechishga t|u'!I:|,~;!1g-e1 jumladan,
matemmatileinformatil, — fizik, texnik, iqtisodiy va mexanik
masidabiarning matematilk modellarini qurishga o'‘rgatishdan iborat,
talabalarnl matematik ma‘lumotlar majmuasi bilan tanishtirish,
g taell uslublaving o'rganish, ular orasidagi bog'lanishlarni
bildivish

avshanki, o'quy jarayonida darsliklar, o‘quv qo‘llanmalarining
ahamiyatl katta, Matematik analiz turli hajmda, matemetika,
tatematika va informatika sohalariga mo‘ljallab yozilgan kitoblar
hor, Aynl paytda, jamiyatda barcha sohalarning shiddat bilan
tivojlanayotganligi ularga mos keladigan kitoblarning yozilishini
taqozo etmogda. Shuni e‘tiborga olib, muallifiar matematik analizdan
billmlariga, shuningdek oliy ta'lim muassasalarida “Matematik
analiz” dan o'tkazilgan darslardan hosil bo‘lgan tajribaga tayangan
holda ushbu “Matematik analiz [” nomli o'quv qo'llanmani yozdilar.

Mazlkur  “Matematik  analiz [’ nomli o‘quv  gqo’llanma
“Matematika va informatika” ta’lim yo‘nalishida tahsil olayotgan
talabatar uchun mo‘ljallangan.

O'qquv qo’llanmada mavzularning muayyan ketma-ketlikda va
0'zaro uzviy bog'lanishda bo‘lishiga, ma‘lumotlarni gisga va ravon
hiayon etilishiga, amaliy masalalarni yechishda matematik usullardan
untinli foydalanishga alohida e'tibor qaratilgan.

O'quv qo’llanma haqidagi tanqidiy fike va mulohazalarini
Lildirgan  barcha kitobxonlarga mualliflar  oldindan oz
tiashuldkurlarini bildiradi.



1-BOB. FUNKSIYA

Funksiya matematikaning muhim, ayni paytda asosiy
tushunchalaridan hisoblanadi. U o‘zgaruvchi miqdorlar orasidagi
bog'lanishni ifodalovchi vosita sifatida tushuniladi. Funksiya
yordamida ko‘pincha hodisa va jarayonlar ifodalanib o‘rganiladi.

1-§. Funksiya tushunchasi

1% Funksiyaning ta’rifi

Biz tabiatni kuzatish va o‘rganish jarayonida, shuningdek fan va
texnikaning turli sohalarida turli (har xil) miqdorlarga (masalan,
uzunlik, vaqt, harorat, massa, uchburchaklarning perimetrlari,
uchburchak burchaklari va h.k.) duch kelamiz. Bunda ayrim migdor
(vaziyatga qarab) turli sonlar giymatlarini gabul qilsa, ayrimlari esa
fagat bitta son qiymatga teng bo‘ladi.

Masalan, uchburchaklarning perimetrlari turli son qiymatlarga
teng bo‘lib, perimetr turli miqdorlarni qabul gilaoladigan miqdor,
uchburchak ichki burchaklar yig'indisini ifodalovchi migdor esa fagat
bitta o‘zgarmas songa (u 180°) teng bo‘ladi. Birinchi holda, yani
uchburchak perimetri o‘zgaruvchi miqdor ikkinchi holda, ya'ni
uchburchak ichki burchaklar yig'indisini ifodalovchi migdor esa
o‘zgarmas migdor bo'ladi.

Odatda, o‘zgaruvchi miqdorlar harflar bilan belgilanadi.
Masalan, x,y,z. Bu o‘zgaruvchilarning gabul qiladigan giymatlari
hagiqiy sonlar bo‘ladi.

Agar o‘zgaruvchining gabul gila oladigan giymatlari to‘plami
ma’'lum bo’‘lsa, o’zgaruvchi berilgan hisoblanadi.

Aytaylik, x va y o'zgaruvchilar bo'lib, ularning o'zgarish
sohalari (to‘plamlari) mos ravishta X va Y bolsintx € X, y € Y.

Ta'rif. Agar X to‘plamdan olingan har bir x songa (x € X) biror
f qoidaga ko'ra Y to'plamdan olingan bitta y son (y €Y) mos
qo'yilgan bo'lsa, X to'plamda funksiya aniqlangan {(berilgan) deyiladi.

Bunda: X to'plam funksiyaning aniqlanish (berilish) sohasi,
x —erkli o‘zgaruvchi funksiya argumenti, y —erksiz o‘zgaruvchi,
x ning funksiyasi, f —har bir x ga bitta ¥y ni mos go'yuvchi qoida
deyiladi.

Ta'rifdagi x, y va f larni birlashtirib, y o'zgaruvchi x ning
funksiyasi deyilishini

y=f(x)
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labi yoziladi va “igrik teng ef iks” deb o'giladi.

Oclatda

y = [(x)

linlestyaning anfglanish sohasi D(f) kabi, har bir x € D(f) ga mos
qo'yihgan v ning qlyiattacidan iborat to'plam £(f) kabi belgilanib, y
ety gqlymathaet to'plami (sohast) deyiladi.

Yogorteha ettt gan ta'vifda a ozgaruvchining har bir giymatiga
Voorsparuvehindng bitta qiymating mos qo’yadigan muayyan qoida
Berthaht mubibm, Ko'pincha, amaliyotda (unksiyaning aniglanish

Whast D) haan shu gotdaga ko'ra, ya'ni funksional bog‘lanishning
aralctertga lko'vac topiladi,

el munosabatln

2
y v+ 6, Y =\x-2, y'——x+1
x—3

funlestyalarga misollar bo‘ladi.
Misol, Ushbu

Y =+4—x2

funlestyaning aniglash sohasi topilsin.

| ' Ravshanki, berilgan ifoda ( tenglik) ma'noga ega bo'lishi

i
4—x22>0

ho'lishi kerak. Keyingi tengsizlikni yechib topamiz:
x2—4<0,

(x=2)x+2)<0

—Zd=x <2

Demak, berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi D(f) =[-2,2]
hifLu|L|- ,

Misol, Ushhu
x

y=I® =1
Hinlesiyaning aniglash va o‘zgarish sohalarini toping.
' Ravshanki, bu funksiyaning aniglanish sohasi
D(f) = (o0, +0) =R
ho'ladi, chunki ixtiyoriy x € (—o0,+0) da y = f(x) =
o epa,

avshanki, y = 0 da x = 0 bo‘ladi.

ifoda

x
1+x%




X

Endiy # 0deby = f(x) = tenglikni quyidagicha yozib

olimiz;

14x2

y-(1+x?)=x yoki yx?—x+y=0
keyingi tenglama x ga nisbatan kvadrat tenglama bo‘lib, uning

yechimlari
1+ JT=2y2
2 =T
y
bo‘ladi. Berilgan funksiyaning o'zgarish sohasi ushbu
1—4y?>0

tengsizlikni yechish bilan topiladi:
Cy+1)(R2y—-1) <0,

g (-2so [z
y 2 y 2‘_‘* 2'2.

Demak, funksiyaning o‘zgarish sohasi E(f) = [—% %] bo‘ladi. =

29, Funksiyaning berilish usullari

Funksiya ta'rifidagi mos qo‘yuvchi qoida turlicha bo‘lishi
mumkin.

a) Analitik usul. Bu usulda x o‘zgaruvchining har bir giymatiga
mos keladigan y ning qiymati muayyan formulalar, tenglamalar
yordamida topiladi. Masalan,

Vx?+1
yz—x—, y=+x*+x—-2

Funksiyaning analitik usulda berilishida funksiya bir necha

formulalar yordamida ham aniglanishi mumkin. Masalan,
_ (%%, agarx =0,
= {—xz,agm' x < 0.

b) Jadval usuli. Bu usulda x va y o'zgaruvchilar orasidagi
bog'lanish jadval ko'rinishida bo‘ladi. Bu holda funksiya argumenti x
ning bir necha tayin

X1, Xzs0es Xy
qiymatlariga mos keladigan y ning qiymatlari

Y21 Y2000 ¥
jadval shaklida ifodalanadi.

v) Grafik usul. Bu usulda bog'lanish egri chiziq (grafik)
yordamida bo‘ladi. Funksiyaning grafik usulidan ko‘pincha tajriba
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hilian hop 'l ishlarda, ayniqsa o'zi yozar apparatlardan foydalanishda
qotanitacdi,

Ayiavlile,
v = [(x)
flnlya X« 1 (o' plamda aniglangan bo'lsin. Bu to‘plamdan biror X
sl (oleimontnd) olamiz Vo € X, Modomiki v = f(x) funksiya X
frplamdda andaglongan elam, unda VYo fit / qoida bo'yicha bitta y, son
sy |
[1 Xy = Yy

e vy won vy oo f(x) funlestyaning a Xy nuqtadagi xususiy
it doviladi v

/(xg) Yo

leabid vzt

Muasalan,

_ x? +1

| y=fx) T
lunlestyaning v, = 1 nuqtadagi xususiy giymati

: 12+1

ho'ldli,
4% Funksiyaning grafigi
’ Aytaylik, y = f(x) funksiya X to’plamda (X c R) aniglangan
ho'lib, argument x ning X to’‘plamdan olingan har bir qiymatiga mos
lkeladigan funksiya giymati ¥y (f(x) = y) bo'lsin. Bu x va v lar (x, y)

julthlkni tashkil etadi. Ma'lumki, (x,y) juftlik tekislikda nuqtani
Lanvirlaydi,

Tekislikning bunday nugtalari to‘plami
F={tuy)xeX,y=f(x))

(nuqtadarning  geometrik orni) y = f(x) funksiyaning grafigi
deyiladi. '

Masalan,
y=+/1—x2

tunlestyaning grafigi, markazi (0,0) nuqtada, radiusi R = 1 bo‘lgan
yuqort yarim aylana boladi. (1-chizma).




¥
-7 {? d h Y
1-chizma

Dastlab funksiya grafigini “nuqtalar” bo‘yicha tasvirlashni
keltiramiz. Keyinchanik funksiya grafigini batafsil o‘rganamiz.
Aytaylik, y = f(x) funksiyva X (X < R) to‘plamda (sohada)
aniglangan bo‘lsin. x argumentning X to‘plamdan bir nechta bir-
biriga yaginroq bo‘lgan
X1, X2, X3, e X
qiymatlarini olib, bu nuqtalardagi funksiyaning qiymatlarini topamiz:
Y1:¥2: Y30 -1 Vn
01 = G ¥2 = F(), v3 = F(&3), s ¥n = F(X)).
Natijada
x Xy Xg X3 Xy
¥ W1 Y2 V3 Yn
jadval hosil bo‘ladi. Bu jadvaldan foydalanib
(1, ¥1), (2, ¥2) (3, V30 -0 (s Vi)
juftliklarni tuzamiz. So'ng bu juftliklarni tekislikda nuqtalar sifatida
tasvirlaymiz.

2-chizma

Bu nuqtalarni o‘zaro tutashtirishdan hosil bo‘lgan chiziq y =
f (x) funksiyaning grafigi (taxminiy grafigi) bo'ladi.

8

2-§. Turli xususiyatli funksiyalar

L I"uuluiv.miu;:1‘Iu-gur;llanganligi
Avtaylil, vy = f(x) funksiya X (X € R) to'plamda berilgan
L' Iudn

A shunday o'zgarmas M soni topilsinki, X to‘plamdagi har bir
TR TR AT
f(x) <M
tonpsialilc bajarilsa,  f(x) funksiya X to‘plamda  yuqoridan
Chogaralangan deyiladi.
Apar shunday o‘zgarmas m son topilsaki, X to‘plamdagi har bir
voron uchun .
‘ f(x)=2m
tenpsizlile  bajarilsa,  f(x) funksiya X to'plamda quyidan
chegaralangan deyiladi.
Agar f(x) funksiya X to‘plamda ham yuqoridan, ham quyidan
l hv;:'||l'.|l,u|;:.-||| bo‘lsa, funksiya X to‘plamda chegaralangan deyiladi.
Funksiya  chegaralanganligini quyidagicha ham ta’riflash
mumkin,
| Agar shunday M > 0 topilsaki, X to'plamning har bir x soni
uchun
o f@IsM
tenpsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to'plamda chegaralangan
deyiladi,
Misol. Ushbu
) x
x) =
o G 1+ x2
lllfl]t.‘-.‘ly.’llll E =[0,+00) toplamda qaraylik. Bu funksiyaning F
to’plamda chegaralanganligini ko‘rsatamiz.
<1 Ixtiyoriy x € E son uchun
>0

f(x)=1+x2_

bo'ladi. Demak, berilgan funksiya F da quyidan chegaralangan.
Ravshanki,

X

0 (x—1)2=x%—2x+1,

2x <1+ x2,
x 1
1+x2 — 2°

9




Demalk, ixtiyoriy x € E uchun
1

f®) =157=73
bo‘lib, undan funksiyaning yuqoridan chegaralanganligi kelib
chigadi.

Shunday qilib, berilgan funksiya £ = [0, +) da ham quyidan,
ham yuqoridan chegaralangan. Demak, berilgan funksiya E =
[0, +o0) da chegaralangan. &

Misel. Ushbu

xt+1
y=fx)=—03
funksiyaning E = R\{0} to‘plamda quyidan chegaralanganligini
isbotlaymiz.
Ma'lumki, @ > 0 va b > 0 sonlari uchun
a+b

- o'rta arifmetik giymati,

Vab —o'rta geometrik qiymati
deyilib, ular uchun
a+b

2

>ab

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Shu ma’lumotdan foydalanib topamiz:

Coxtl 5 1 ’ 1
f(x)—7-x +F22 x*’--;—z.

Demak, barcha x € R\{0} uchun
f(x)=2
bo‘ladi. Bu esa berilgan funksiyaning quyidan chegaralanganligini
bildiradi.

2° Monoton funksiyalar

Aytaylik, y = f(x) funksiya X (X c R) to‘plamda berilgan
bo'lsin.

Agar argument x ning ixtiyoriy x, va x, giymatlari uchun x; <
x, bo'lganda f(x;) < f(xy) (f(xy) < f(x,)) tengsizlik bajarilsa,
f (%) funksiya X to‘plamda o'suvchi {gat’iy o'suvchi) deyiladi.

Agar argument x ning ixtiyoriy x; va x, giymatlari uchun x; <
x, bo'lganda f{(x;) = f(x;) (f(x1) > f(x,)) tengsizlik bajarilsa,
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{(x) funksiya X to'plamda kamayuvchi (qat’iy kamayuvchi) deyiladi.
O'suvehi hamda kamayuvehi funksiyalar umumiy nom bilan monoton

funlesiyvalar deyiladi,
Misol, Uslibin
") =—
x —
/ 1+ x?
fnledyandng X = |1, + o) to‘plamda kamayuvchi ekanligi
ik baindn
I X = |1, + o) to'plamda ixtiyoriy x; va x, nuqtalarni olib,
v o vy bo'lsin deylik. Unda
x, X Xy Xy - X2 — Xy — KpXE
() = £y 1 z X 17Xz 2 2X1

T14+x2 1+x2 0 (A4 xD)(1+xD)
Xy =X+ xy X 0n —x) (O —xp)(1—xq - x5)
(1+xH)(A+x2) (1+xHA +x2)
ho'ladi, Keyingi tenglikda
xX; —xy <0, 1—xx,<0
ho'lishini etiborga olib

flx1) = f(xz) >0,
f(xy) > f(xz)

bo'lishini topamiz. Demak, berilgan funksiya [1, + ) to‘plamda
lcamayuvchi.

va'ni

39, Juft va toq funksiyalar
Aytaylik, v = f(x) funksiya X (X < R) to'plamda berilgan
ho'lsin,
Agar X to‘plamning ixtiyoriy x (x € X) elementi uchun
1) —x€k,
2) f(=x)=f(x)
shartlar bajarilsa, f (x) juft funksiya deyiladi.
Masalan,

ey =x? =—

[ JOI= s
juft funksiyalar bo‘ladi. Chunki bu funksiyalar uchun X = (—oo, +0)
to‘plamning ixtiyoriy x € X soni uchun, —x € X ba'lib,

f(=x) = (—x)* = x* = f(x),

11




1
02 +1 wv1 8W

g(—x) =
bo'ladi.

Juft funksiyaning grafigi OY o'giga nisbatan simmetrik
joylashgan bo‘ladi, chunki bunday funksiyalar uchun (x; f(x)) nuqta
funksiya grafigida yotsa, (—x, f(x)) nuqta ham funksiya grafigida
yotadi.

Toq funksiyaning grafigi koordinatalar boshiga nisbatan
simmetrik bo'ladi, chunki bunday funksiya uchun (x, f(x)) nugta
bilan birga har doim (—x; —f (x)) nugta ham shu grafikda yotadi.

49, Davriy funksiyalar

Aytaylik, y = f(x) funksiya X (X € R) to‘plamda berilgan
bo‘lsin.

Agar shunday o‘zgarmas T (T' > 0) son topilsaki, X to‘plamdan
olingan ixtiyoriy x son (x € X) uchun x + T € X bo'lib,

fx+T) = f(x)

tenglik bajarilsa, f(x) davriy funksiya deyilib, T son f(x)
funksiyaning davri deyiladi.

Agar T son f(x) funksiyaning davri bo‘lsa, unda

wiT Gi= £1, £2,...0

sonlar ham shu funksiyaning davri bo‘ladi.

Demak, davriy funksiyaning davrlari ko‘p bo‘ladi. Ular ichida
eng kichik musbat bo‘lgani (agar y mavjud bo‘lsa) funksiyaning asosiy
davri deyiladi.

50, Teskari funksiya

Aytaylik, y = f(x) funksiya X (X c R) to‘plamda berilgan bo'lib,
uning giymatlari to‘plami ¥ bolsin.

Y={yy=f(x)x€X}

Agar Y to’plamdan olingan har bir y qiymatga X to‘plamdagi

yagona x (x € X) giymat mos go'yilsa unda
x=¢)

funksiya yuzaga keladi. Bu funksiyaning aniglanish schasi (to‘plami)
Y bo'lib, qiymatlar to‘plami esa X bo'ladi.

Odatda ¢(y) funksiya f (x) funksiyaga nisbatan teskari funksiya
deyiladi va quyidagicha yoziladi:

12

x=gly) = ‘

v = [(x) funksiyaga unisbatan teskari bolgan x = ()

funlestyani, ko'pincha
f(x)=1y

o bmand v ndshiatan yechish bilan topiladi. )

Manalan, v o 2x funledyaga nishatan teskari funksiya x =
(KNI . , L

Vo ) fntodtyagn teslaart bo'lgan tunksiyaning ;;r;lllgl ;‘u(x)
feenbentya geattghad [ ova HE chioraldar bissektrisasi atrofida 180" ga
vt tbahy st tpasddin hosth ho'ladi,

G Muraldiab funkesiya . N
Aviaylil, v o /(x) funksiya X (X © R) to‘plamda berilgan bo'lib,
i fundedyaning qiymatlari to‘plami F(f) bo‘lsin:
() =1{y; f(x) =y x€eX}

Fndt F(/) to'plamda

u=9Q) _ _
funlestya berilgan bo‘lsin. Unda X to‘p!amdanholmgan har b}t‘ X songa
(v ¢ X) bitta y son (f —qoidagako'ra) va F(f) to'plamc?a‘gt bundayy
sonpa bitta u son (@ —qoidaga ko‘ra) mos qo yilib funksiya
I lanadi:
imiglanadi i

x-=y-u
unl murakkab funksiya deyilib ‘

u=¢(f()
labi belgilanadi. ‘ o
Demak, murakkab funksiya funksiyalar yordamida hosil bo'ladi.

Masalan,
u=+vyx2+1
muralkkab funksiya bo‘lib, u '
w=dy y=x"41
funksiyalar yordamida hosil bo‘lgan.

79, Asosiy elementar funksiyalar, ularning aniqlanish va
o‘zgarish sohalari, grafigi. ‘
|. y=C-o'zgarmas(konstanta) funksiya, bunda C -o'zgarmas

SO,
13




2. y=x"-darajali funksiya, bunda n noldan farqli son.
3. y=a" -ko‘rsatkichli funksiya (a>0,421).
4. y=tog,x -logarifmik funksiya (a>0,441).

5. y=sinx, y=cosx, Y=tgx, y=ctgx -trigonometrik funksiyalar.

6. y=arcsinx, y=arccosx, y=arctgx, Y=arcctgx  -teskari
trigonometrik funksiyalar.

Bu funksiyalar asosiy elementar funksiyalar deb ataladi. Shu

funksiyalarning aniglanish va o‘zgarish sohalarinj hamda grafiklari
bilan tanishamiz.

1. y=C-o'zgarmas funksiya butun sonlar o'gida aniqlangan
bollib uning qiymatlari sohasi birgina € sondan iborat, ya'ni
D(C)=(-mi+), E(C)=C. By funksiyaning grafigi ox o‘qiga parallel
to‘g'ri chiziqdan iborat ekanligi aytib o‘tilgan edi.

2. y=x" -darajali funksiyaning aniglanish va o‘zgarish
sohalari hamda grafigi

n ko'rsatkichga bog‘liq. Masalan, D(x) = D(x*) = D(x*) = (~oop+c0),
E(x)=(~00+00) E(x?)= [:+90) D) = [osrm), £ = Jos#:5)
Ba'zi bir darajali funksiyalarning grafiklari 1-chizmada keltirilgan.

3. »=a'  ko'rsatkichli funksiya (a>0,a%1) ychun:

Da“)=(-wnm), Ea") = (0+2). Ko'rsatkichli funksiyaning grafigi 2-
chizmada tasvirlangan.
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(s & ¥
lf] M \[
{ X‘?
i
[ \) {5 .
f'l I \\\
) ot -
| / ' ¢ !
y=-l7
N e Y
1} X
1-chizma.
¥ i. i’
et
SYTa
P = \\‘_ =
, .
(.r za«:l
ra L
I B
J! \\
& \\
.!/ I -.\‘l\
a 7 x ¢ -
2-chizma.

4. y=tlog,x logarifmik funksiya (¢>0,a#1) uchun:
D(log,x) = (0+0),  E(fog,x)= (o). Logarifmik funksiyaning grafigi
chizmada tasvirlangan.




3-chizma,

4-chizma,

5. y=sinx, y=cosx, Y=lgx, y=ctgx-trigonometrik funksiyalar uchun:

Pl = Dicos) = i), E(sinx)= E(cosn) = [-1: 1], y=gx funksiya son

o'qining (2&+1)—’§ ko'rinishdagi nuqtalaridan farqli, y=cfgr funksiya
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euasono'qining v kr (k-butun son) ko'rinishdagi nuqtalaridan farqli
hiichn nuqgtalarida aniglangan. E(th)=E(crgr)=(—w;+00).
Trigonometedle funlesiyalarning grafiklari chizmada tasvirlangan.

] VERPesiny,  yvedrecosy,  y=aretgx, y=arcctgx -teskari
Etpremme e fnbostyalarndng aniglanish, o'zgarish sohalari hamda
Sl et Biban koyinrog tanshamiz,

Aoty elomentar funksdyalar va muralkdab funksiya
Pushieeie bkt toydalandl clementar funksiya tushunchasiga ta'rif
IHNGHE

drwlt Blementar funksiva — deb asosiy  elementar
fnlestyatardan chioklt sondagi arifmetik amallar va ulardan olingan
miraldeal funledyalacdan tuzilgan funksiyaga aytiladi. Asosiy
olomentar funkesiyalarning o'zlari ham elementar funksiyalar sinfiga
togtinhili,

Yuqorida berilgan nazariyaga asosan elementar funksiyalarga
misollare kelticamiz:
Masalan:

o xd

- TZ.\%}
lunksiyalarning barchasi elementar funksiyalardir.

Z2)y=x, y=x', y=sinx funksiyalar toq y=x',v=x" y=cosx

1) y=tlg(l+sin’y),  p=35600 . y=sin®3

funksiyalar juft funksiyalardir. y=a",y={log,x funksiyalar juft
ham emas toq ham emas.

[o'rinib turibdiki, juft funksiyaning ham, toq funksiyaning ham
aniqlanish sohasi koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik bo'ladi.

1) y=sinx, y=cosx funksiyalar davri 2 » ga teng davriy funksiyalar,
Yy=tgx, y=ctgx funksiyalar esa davri » ga teng davriy
funksiyalardir.

1) y=Jr (1-chizma) funksiya [0, +w) da, y=a'(a=1 (2-chizma)
lunksiya (-eo; +o0)da, y=tog,x (a>1)(3(a)-chizma) funksiya

C'ZBEKISTON RESPUBLIKAS! GLiy TA'Lim,
FAN VA INNOVATSIYALAR VAZIRLIGI
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(0 + =) da, y=sinx (4-chizma) funksiya [g ?ZEJ kesmada, y=cosx
(4-chizma) funksiya [- z; 0] kesmada o'suvchi.

Argumentning katta qiymatiga funksiyaning kichik giymati mos
kelganda funksiya kamayuvchi deyilar ekan.

5) y=x), y=x* funksiyalar (1-chizma) (-« 0) oraligda,
y=a' (0<a<l) funksiya (- +) oraliqda, y=tog,x (0<a<1) (3-

chizma) funksiya (o: +w)oraliqda, y=cosx (4-chizma) funksiya
[0: x]kesmada kamayuvchi.

Masalan, 5(a)-chizmada kamaymaydigan, 5(b)-chizmada
o‘smaydigan funksiyalarning grafiklari tasvirlangan.

i’
@ ¥ i
f —
! [ ™
e | ]I' \\
; | i
R ! |! "\
¥, J' | ~
E I
: ; !
. —
ola o 7 ¢4 £ ¥
5-chizma.

Auditoriyada tahlil qilinadigan misollar .
L. /(x)=x"-3x+4 funksiya berilgan. f{1), 10), f{-1), topilsin.
JAVOBL: f(1)=2, f(0)=4,f(-1)=8.
2. f(x)=x"+4 funksiya berilgan.

Quyidagi qiymatlar topilsin: a)_f(i)b)_ﬂxﬁ)d}f(a+|)e)f(a3]f']

F(2a).

JAVOBI: -

a)f(5)=29.6)f(V3)=T,d)fla+1)=d* +2a+5, ) f(a’)=a' +4,f)_,r”{2r1}=4(ar2 +I]3,
1 x+1 ‘ 1 T

f(x)=2—+j; bo'lsa ey topilsin.
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IAVOR: '

ikl
I Quytdagi funksiyalarning aniglanish sohasi topilsin.

\Ilhl|

LR ||' (v Uh Vo " : |] F'.s;(i"l I 5x 4 (i), g) ¥ =4

vl

IAVORIE a) 9= x® 20, |x|=3; b)x € (—o0;+0); )x+ 1%

¥ ¥ | 1 X8 (=00 (2w i) x € (—o0;4ow)
B Quytdapt tumledyaloroing gratildlart yasalsin,

1
Ly | ! r=v +2v-3 @) y={fog, =
a) yedxed, h) v -Il L,e)y=x-x", d)y=x+2x 3, e)l fc:zx

G, 0) ye8i, by, d)y=sinx, e)y=cossx’, f) y=T7", g),y="tex
funleddyalardan qaysi biri murakkab funksiya.
IAVORBI: ¢
/. Quyidagi funksiyalardan gqaysi birlari juft funl<§iya. a)
- ) A R i J_\IJI_ f) “:X'—l g]
| T l, I].].}J:_\, —l, d)_}::ﬂll’l X+cosxy, e)_] =+x, ] —1+),-4 p
ye2' 42, h)y=¥Yr +1
IAVORI: d), ), g).
i 3
. Quyidagi funksiyalardan qaysi biri toq funksiya. a) y=sin" x,
. 3 5 X =1 G
by tge-x, d)yy=x"-x+l, e}y=+vx +1, f]y=m, g)y=3"-3", h)

JAVOBI: a)
9. Quyidagi funksiyalardan davriy bo‘lmaganini toping.
3 .
a) y=sinx-cosx, b)y=lcosx|, d)y=tg'x, e)y=sinx+4,

JAVORBI: a)




10. Quyidagi funksiyalardan qgaysi birlari[o; "—,:Joraliqda o‘sadi.

a) y=iox, b) ¥ = ctgx, d) y=sinx, e) y=cosx, f) y= xz’ g) i _]

X

JAVOBI: a), d), ).
11. Quyidagi funksiyalardan qaysi birlari(-3; 0)oraligda

kamayadi.

1
a} J"____r?ll b}‘l"= Iq ' d) _V‘:S_‘.; e)y:fg;.

JAVOBI: a), d).

13. Quyidagi funksiyalardan qaysi birlari(o;1) intervalda

chegaralangan.

@) y=x',b) y=sinx, ¢) y=3", ) y=eigr, ) y=L, gy='

h) y={g(l-x),
JAVOBI: b), f), h).

14. Funksiyalarning aniglanish sohasini toping.

15, D= 2x+1 B

JAVOBI, x & (-o-2)u(-21)U (L)

16, §8 =
x+1

JAVOBI., x & (~o0;40)
17. f(x)=aA—x+/¥ 1

JAVOBL. » € (—o0;—1] U [1; 4]
18. y=x’

JAVOBI: x € (— o040)
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19. y=(x-2)’+3
JAVOBI: x (- wpio0) ;
20. y=4-x’

JAVOBI, v ¢ (~;o0)
21, y =+/x

JAVOBI, x € [0; 00)
22, v = 2dx

JAVOBI. x € [0; o)
23, y=-2"

JAVOBI. x &~ ooj40)

; 1-x%,x<0
24./(x) ={

2x+Lx>0
JAVOBI. x € (—o0;40)

Mustagqil yechish uchun mashglar.

Funksiyaning juft va toqligi, davriyligini tekshiring.

1 - 2x" . _ 2x* ‘_2)(2 + 1
el 12, y=5— 13 ¥e—p
2,f _x -l - 2xt
!."1" ) ‘I” I‘a 15 i ¥_3 1.6 ¥ _1_1_]
17, gt 18, yoztt 18, gl
x—=x-1 X" x+1
1 50 A
110, y=—— L11y=-"2% 112, Yoo
K X X -
113, =238 14 yexe 2 115, yoxs
x=2 x-2 x—
21




2-BOB

FUNKSIYA LIMITI

Funksiya limiti oliy matematikaning muhim tushunchalaridan
biri. Bu tushuncha yordamida matematika va uning tadbiqlarida ko‘p
foydalaniladigan funksiya hosilasi tushunchasi kiritiladi.

Avvalo, soddalik uchun natural argumentli funksiya (sonlar
ketma-ketligi) va uning limitini keltiramiz. Keyinchalik ixtiyoriy
argumentli funksiya limitini bayon etamiz.

1-§. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi
Aytaylik, barcha natural sonlar to‘plami
N=1{1,23,..,n..}={n}
ning har bir n elementiga (natural songa) biror f qoidaga ko'ra bitta
tayin x, haqigiy son mos qo'yilgan bo'lsin. Bu holda argumentli n
bolgan funksiya hosil bo‘ladi. Uni natural argumentli funksiya
deyiladi. Demak,

x, = f(n).
Bu funksiya giymatlari
X1 = f(l)! Xz = f(2), CLE ] Xn = f(n), i
lardan tashkil topgan ushbu
X1, X2, X3, e, Xpy oo (8]

to’plam sonlar ketma-ketligi deyiladi.

(1) ketma-ketlikni tashkil etgan

xn @m=12,3..)

sonlar ketma-ketlik hadlari deyiladi: x; —birinchi had, x, —ikkinchi
had va hokazo, x, — n —had (yoki umumiy had). (1) ketma-ketlikni
qisqgacha {x, } kabi belgilanadi.

Ko'pincha ketma-ketliklar umumiy hadlari orqali belgilanadi.
Masalan:

1 1 1 1
1).Xn—w—ll< ],E,E,...;H,.
2].xn=ﬁ: 1,\‘—;2,:‘@“
3).xp, = (-1)": —1,+1, —1,+1,...
Biror {x, }:

X1, X2, X3, ey Xppy oo (1)
ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.
Agar bu (1) ketma-ketlikning hadlari quyidagi tengsizliklarni
XEXSH3S - Sx S (g <xp <A< <Capy <)
22

fationtlantirsa, ya'ni
Ixtiyorty n € N uchun
Xn = Xnt1 (xn < xn+1)
he'lin, (v, } o'suvchi (gat'ly o‘suvchi) ketma-ketlik deyiladi.
A (1) ketma-ketlikning hadlari quyidagi tengsizliklarni
K| @Y 2X3 222, 2 (X 2% >X3>>%, >+)
(panaatlantirsa, ya'ni ixtiyoriy n € N uchun
Xp 2 Xnyr (X > Xpiq)
ivlin, [ v, } kamayuvchi (qat'iy kamayuvchi) ketma-ketlik deyiladi.

Muasalan,
= 1,2,3;..
ity o'savchi,
. 11
TRt Mg

ijnt'ly knmayuvchi ketma-ketliklar bo‘ladi.

('suvchi (qat'ly ofsuvchi), kamayuvchi, (qat'iy kamayuvchi)
etmicketliklar  umumiy nom bilan monoton ketma-ketliklar
iy iladi,

Apar {x,} ketma-ketlikning har bir hadi har doim bitta
#igarmas M sondan kichik yoki teng, ya'ni ixtiyoriy n € N uchun

xp =M
hiv'lum, [ v, } yuqoridan chegaralangan ketma-ketlik deyiladi.
Masalan,
n’+1 25 10
NN
Wutma-ketlik yuqoridan chegalangan bo‘ladi, chunki ixtiyoriy n € N
i
n?+1 1
Xy = 2 =1+ n—z <2
N BT
Apgar {x,} ketma-ketlikning har bir hadi har doim bitta
drarimas m sonidan katta yoki teng, ya’ni ixtiyoriy n € N uchun
Xp=m
ha'lua, [x, ) quyidan chegalangan ketma-ketlik deyiladi.
Muasalan,
1 111
Xn =g 1,—,—','—,
21T
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ketma-ketlik quyidan chegalangan bo‘ladi, chunki ixtiyoriy n € N

uchun
1

n= on-1

>0

w2

bo‘ladi.

Agar {x,} ketma-ketlik ham quyidan, ham yuqoridan
chegalangan bo‘lsa, ya’ni ixtiyoriy n € N uchun

m<x, <M

bo'lsa, {x,} chegalangan ketma-ketlik deyiladi.

Masalan,

1 123
TR ERE R
ketma-ketlik chegalangan bo‘ladi, chunki ixtiyoriy n € N uchun
n

X, = >0
4 + n?
bo‘ladi. Bu esa berilgan ketma-ketlikning quyidan chegalanganligini
bildiradi.
Ma'lumki,
0<(n—2)Y=n*>—4n+4
bolib, undan 4n < n® + 4, ya'ni
n 1
< —
44n?" 4
bo'lishi kelib chigadi. Bu esa berilgan ketma-ketlikning yuqoridan
chegalanganligini bildiradi.
Demak, berilgan ketma-ketlik chegalangan.

29, Ketma-ketliklar ustida amallar

Aytaylik, ikkita {x,, } va {y, } ketma-ketliklar berilgan bo'lsin:
oty X0 X0 ey s Bygions
{.yn}: Y XYarVaroos Yoy o

Quyidagi
X1 +yu Xz + ¥y, X3+ Y3, Xn T Yn, oy
X1 — Y X2 = Yo, Xz = Vz, - Xp = Yo oo
X1 V1, X2 Vo, X3 V30 Xy " Vo oo
X1 Xz X3 Xn

—= 2, LR, m*0n=1,23,..
Yi'v2 'y3 T om " )
ketma-ketliklar mos ravishda {x,} va {y,} ketma-ketliklarning

yigindisi, ayirmasi, ko‘paytmasi hamda nisbati deyiladi va ular
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Xn
| Xn + Yn }; {xn = yn}r {xn ' yn}r {_}
Yn

feabil helgilanadi.

1 Ketmacketlikning limiti
liror a nuqta (haqigiy son) hamda ixtiyoriy musbat £ soni
hudilgan bo'lsin, Ushbu
(a—gate)={x€ERa—e< x< a+¢}
itervil @ nuqtaning atrofi (¢ —atrofi} deyiladi (1-chizma).

1-chizma

lRavshanki, € soni turli giymatlarga teng bo‘lganda a nuqtaning
il atroflari hosil bo‘ladi.

Masalan, a = 1 nugtaning £ = %atroﬁ
1 1 T
(2~Gat-rgaal (20

. E s
a = 0 nuqtaning &= Eatroﬁ

1 1 i 11
(O_E’ U+E)yanl( 10’10)
fitirvaldan iborat bo‘ladi.
Hiror

Itorvaldan;

{21, X525, 1on s Xitgmes
listimiaslotlik hamda a son (nuqta) berilgan bo'lsin.
Fa'vil. Agar a nugtaning ixtiyoriy
(a—¢ga+s)
tiafl (¢ —~ixtivoriy musbat son) olinganda ham {x,} ketma-ketlikning
fitrir hadidan boshlab, keyingi barcha hadlari shu atrofga tegishli
fisitva, a son x,, } ketma-ketlikning limiti deyiladi va
Iimx, =a

n—oco
Lo bodiptlanady,




Ta'rifdagi “{x,,} ketma-ketlikning biror hadidan boshlab keyingi
barcha hadlari a nuqtaning ixtiyoriy (a — &, a+ ¢) atrofiga tegishli”
deyilishini quyidagicha aytish mumkin.

Ixtiyoriy musbat ¢ son olinganda ham, shunday natural n,
topilib, barcha n > n, uchun

a—e<x,<a+c¢
yoki
—&e<xp—a<egyanil|x, —a|<e
bo’lishi kelib chigadi. Bu mulohazalarga ko'ra {x,,} ketma-ketlikning
limitini quyidagicha ta'riflash mumkin bo‘ladi.

Ta'rif. Agar ixtiyoriy € > 0 son olinganda ham shunday natural

son ny topilsaki barcha n > ny uchun
[, —a| < ¢
tengsizlik bajarilsa, a son {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi,
Masalan,
1 111 1
no 2’3’4 "
ketma-ketlikning limiti 0 ga teng bo‘ladi, chunki ixtiyoriy £ > 0 soni
olib, unga ko'ra EI ni topib, so'ng

Xn =

i+
ny = |—
.
deyilsa, unda barchan > n, uchun

1

| | |1_ {}, 1 1<

— = :_—(——_—-—:

M W= nomy o1 ¢
=

bo'ladi. Demak,

lim — = 0,
n—oo N

Ushbu
L,—-1,1,-1,1,-1, ..

ketma-ketlik limitga ega bo‘lmaydi, chunki har ganday a son,
jumladan a ——-5 deyilsa, unda, ravshanki berilgan ketma-ketlikning
biror hadidan boshlab, keyingi barcha hadlari a = gnuqtaning £= %
atrofiga tegishli bo‘lmaydi.

Agar {x,} ketma-ketlikning limiti nolga teng,

limx, =0

n—oo
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ho'lsa, {x, | —cheksiz kichik miqdor deyiladi.
Tasdiq. {x, } ketma-ketlik a limitga ega bo'lishi uchun
Uy =X, —a
faing cheksiz kichik migdor bo‘lishi zarur va yetarli.
Bu tasdigning isboti yuqorida keltirilgan ketma-ketlik limiti
hiamda cheksiz kikichik migdor ta’riflaridan kelib chigadi.
Keltirilgan tasdiqdan
Xp, =a+a,
ho'lishi kelib chigadi.
Masalan,

n 123 n
xn = :_J_J_l"'l v
n+1 234 n+1
lketma-ketlik uchun
n n+1-—-1 1
xn"_— — = ==
n+1 n+1 n+1
' lih,
1
a, = —

n+1
Chelesiz kichik migdor bo‘lgani uchun

limx, = lim
n—oo n—oohn 4+ 1
b L,

Agar har gqanday musbat M son olinganda ham shunday n,
matural son topilsaki, barcha n > n, uchun

[xn| > M
ha'lsa, {x,,} ketma-ketlikning limiti “co” deyiladi
limx, = co,
Mn—oo
Aytaylik,
Xp=mn; 1,2,3,4,..n,..
lluin, Bu ketma-ketlikning limiti oo boladi:
limx, = limn = oo,
n—oo n—co

Hiror {x,}
g NN I R
letmacketlik berilgan bolsin. Bu ketma-ketlik:
1) chekli limitga ega bo‘lishi mumkin,
4) limiti cheksiz bo'lishi mumbkin,
Y limitga ega bo‘lmasligi mumkin.
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Agar ketma-ketlik chekli limitiga ega bo‘lsa, u yaginlashuvchi ketma-
ketlik deyiladi.
2) va 3) hollarda ketma-ketlik uzoqlashuvchi deyiladi.

4°, Yaginlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari
Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar qator xossalarga ega. Ularni
keltiramiz.
1). Agar ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lsa, uning limiti yagona
bo‘ladi.
2). Agar ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lsa, u chegaralangan
bo‘ladi.
3). O‘zgarmas sonning limiti o'ziga teng.
4). Agar {x,} va{ v, } ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo'lib,
limx, = aq, limy, =b
n—oo n—oo
bo‘lsa, u holda
(e xn, G £y (- b, {%} Om #0)
T
ketma-ketliklar ham yaqinlashuvchi bo'lib,
aj. ?{in;{xn T yh= r’;i":gxn * limy, =a+b,

n-—o0
b). lim{x, y,} = limx, - limy, =a-b,
n—oo n—oo n—oo

lim{c-x,}=c-limx,=c-a (c— const)
=0

n—oo

o). lim {22} B _ 8Ly Q)
Aim =P =R = o ;

nooo lyn  tmyn b Yn
bo‘ladi.

5) Agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo‘lib,
ixtivoriy n natural son uchun
Xn SV (n 2 W)
bo'lsa, u holda
limx, < limy, {limx, = lim.yn)
n—oo n—co n—oo n—roco
boladi.
6). Agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar yaginlashuvchi va
limx, = limy, =a
n-—+co n—oo
bo'lib, ixtiyoriy n natural son uchun
Xp < Zp S vy
bo'lsa, {z,,} ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi va
28

limz, =a
] i . . T—oo
ha'ladi, Bu xossaga “ikki mirshab hagidagi teorema” ham deb ataladi.

4", Ketma-ketlik limitining mavjudligi. e —soni.

Bz yuqorida yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning qator
disnalarini keltirdik, Bu xossalar ketma-ketliklarning chekli limitga
¢pi bo'lishi bilan bog'lig.

Ketma-ketlikning gachon chekli limitga ega bo'lishi haqidagi
iisila limitlar nazariyasining muhim masalalaridan hisoblanadi.

Ketma-ketlik limitining mavjudligini ifodalovchi teoremalar
Mmuxnus adabiyotlarda keltiriladi.
| Biz quyida mavjudlik teoremalarining ayrimlarini isbotsiz
(eltiramiz.,

l-teorema. Agar {x,}:

X1, X0, X3, iy Xy ooe
ketma-ketlik o'suvchi bo'lib, yugoridan chegaralangan bo'lsa, {x,}
ketma-ketlik chekli limitga ega (ya’ni yaginlash uvchi) bo'ladi,

Z-teorema. Agar {x,}:

Xops s Wogiawy Ky i
ketma-ketlik kamayuvchi bo'lib, quyidan chegaralangan bo'lsa {x,}
Ketima-ketlik chekli limitiga ega (ya 'ni yaginlashuvchi) boladi.

¢ —soni. Matematikada e deb ataluvchi son muhum rol
#'yuaydi. U maxsus ketma-ketlikning limiti sifatida ta’riflanadi.

Ma'lumki, ixtiyoriy a > —1 va ixtiyoriy natural n > 2 sonlar
tehun

I+a)">14+n-a (%)
tenpsizlik o'rinli bo‘ladi. Uni Bernulli tengsizligi deyiladi.

Ithdi ushbu
1 n
Xp= (1 i —) :
n
5 9 64 (1 + l)’1
,4,27,..., ; e

sonlar ketma-ketligini qaraymiz. Bu ketma-ketlikning o‘suvchi
liamda yuqoridan chegaralanganligini ko‘rsatamiz.

). Ketma-ketlikning o‘suvchiligi
Quaralayotgan
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n

B 1
m=(1+7) = (1+7)

ketma-ketlikning o‘suvchi bo‘lishini ko‘rsatish uchun uning ltotma-ketlikning o‘suvchi ekanligini bildiradi.
|‘|Il B et B oy b). Ketma-ketlikning yugoridan chegaralanganligi
|i|‘ Xp-1= {14 n—1 = (1 + ;) Qaratilayotgan ketma-ketlikning umumiy hadi
| hadlarining nisbatini qaraymiz: 1"
‘ n n—1 Xp=114+—
. B (1 + 1) 14— ) "
$| X1 = T = it hohalaymiz: - e 1
ot (1 -2 -
+ H( n) =1 - 2n 42 20+ I\
i a4+ Iy =1y :(n e ):
III: - ( n ) ( n ) - 2 n 20t n
”I n+1 m+1\"' m—-1\""1 =(2n+1) -(2n+2) B
I = : ( ) ( ) = 2n 2n+1
. n n . n 1 1 1
M 2_4 N ; n—1 — . —
+ =] ~wlw - AR e
!.| Bu tenglikdagi Zn+1 4 Zn +2
||‘| 131 1\ = <
I = - 7 n
H (1_§) —(1+ nz) (1_2nl+ 1) (1_2n1+ 2)
ifodaga Bernulli tengsizlikni qo‘llab topamiz: 1
I (1 _1)?1—1 1 ( 1) 1 < 1" 1\
Il f— >1+n—1)-[——) = —m—=] T
|| I n? ( ni) (1 Zn) (1 2n)
' 11 Bernulli tengsizligidan foydalanib topamiz:
=l-nt= 1 —1\" -1
! -'| k. WE1 (1 N —1," 1 = L1
| Moy N ;;?) = B 2z
i n+1 1 1 Natijada
" ZTn (1 n i n—z) B =
1 ¥ 1 Xn < 'i'—'i' =4
‘. =(1+—)(1-—-—+—-2—)—1+—3>1 75
. n i S . . ..
" bo‘ladi. Demak, bo'lib, undan {x,} ketma-ketlikning yuqoridan chegaralanganligi
“ X5 lcelih chigadi.
>1 Shunday qilib

! Xpn—1
I keyingi tengsizlikdan x,,_; < x, bo'lishi kelib chigadi. Bu [} = [(1 + i)n}
n
n
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ketma-ketlik o‘suvchi va yuqoridan chegaralangan.
Unda 1-teoremaga ko‘ra bu ketma-ketlik chekli limitga ega

bo‘ladi.
[

Ta'rif. Ushbu
ketma-ketlikning limiti e soni deyiladi:
n
lim (1 + —1-) =e.
n—on n
Bunda e lotincha exponentis - “ko‘rsatkich” so‘zining dastlabki
harfini ifodalaydi.
e- irratsional son bo'lib uning tagribiy giymati e ~ 2,7182 ga
teng.
Odatda asosi e bolgan logarifm natural logarifm deyilib ind =
log. A kabi belgilanadi.
Yuqoridagi nazariyaga ba’zi bir misollar keltiramiz:
Ketma-ketlikning umumiy hadi ma’lum bo‘sa u berilgan
hisoblanadi.

Masalan:

|~3|_
g | =
-
00 | -—

1) ,r,,:-;T funksiya {x,,}Z{
beradi.

i
Il
oy

2—]} ketma-ketlikni

2) x,=2n funksiya {x,}={n}={24,6. 24} ketma-ketlikni
beradi.

3) X =1+(-1)" funksiya {x,}=fi+1"}={, 2,0, 2,...+(-1)",. }ketma-
ketlikni beradi.

1) x, = nl funksiya  {x,}= {:;J]*— {l‘ %;;} ketma-ketlikni

beradi.

Barcha misollarda n natural son, ya'ninen,

Ketma-ketliklar o‘suvchi yoki kamayuvchi, yuqoridan yoki
quyidan chegaralangan bo'lishi, yoki aniq biror qiymatga intilishi
mumkin.
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Masalan:
1) o b=t h=4,9.06,...n%,..} -o'suvchi, quyidan chegaralangan
loetma-ketlik.
2) tx,}={1-2n}={-1-3,-5,..} -kamayuvchi, yuqoridan
theparalangan ketma-ketlik.

3) {x)=1-2=t= 123 lo'suvchi, chegaralangan ketma-
‘ ! n+l 234 n+1""]

latlile,

1). :_\-,,}={ ”l} ketma-ketlikning limiti 1 ga teng ekanligi

H+

lea'rsatilsin.

<¢ tengsizlikni

S
<& yoki ‘—;

diyori 0 ni olib |x, - a/=|-"— -1
Ixtiyoriy £>0 son ” e

. 1 . 1
{tizinmiz. Birog n>0, shuning uchun e yoki n> =

- - 1 i 3
Bundan ko‘rinadiki, ~ = ¥(¢) sifatida 5 natural bo'lganda shu sonni

+1 sonni ({x/- x ning butun gismi)

. 1
0'4ini, unatural son bo'lmaganda t
ulinsa, u holda n ning »> ~(¢) tengsizlikni qanoatlantiradigan barcha

iflymatlari uchun

p n —
<& tengsizlik bajariladi. Bu esa ,','flﬁ =1 ekanini

| ]
< yoki |—~-1
u ey ln+1

hildiradi.

2-§. Funksiya limiti

19, Sonlar to‘plamining limit nuqtasi o

Aytaylik, biror haqiqiy sonlar to’plami X va x, nugta (haqigiy
non) berilgan bo'lsin.

Ta'rif. Agar x, nuqtaning ixtiyoriy

(xo—€, x9ote) (e>0)

itrofida X to'plamning cheksiz ko’p nuqtalari bo'lsa, x4 nuqta X
to'plamning limit nugtasi deyiladi.

Masalan:
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1). X = [0, 1] to‘plamning (segmentining) har bir nugtasi shu
to’plamning limit nugtasi bo‘ladi.
2).X = (0, 1) to‘plamning (intervalning) har bir nugtasi va x =
0, x = 1 nugqtalar shu to'plamning limit nuqtalari bo‘ladi.
3).X=N={1,23.} to’plam limit nugtaga ega emas.
Tasdiq. Agar x;, nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsa, u
holda shunday sonlar ketma-ketligi {x,,} topiladiki:
1). Ixtiyoriy natural n da
X, € X, X, * Xy,
2). ?511]’010 Xn = X
bo‘ladi.
Shuni aytish kerakki, tasdigning shartlarini qanoatlantiruvchi
ketma-ketliklar istalgancha bo‘ladi.

2% Funksiya limitining ta'riflari
Aytaylik, f(x) funksiya X to‘plamda (X € R) berilgan bo'lib, x,
nuqta shu to‘plamning limit nuqtasi bo'Isin.

Ta'rif. Agar X to'plam nugtalaridan tuzilgan va x, ga intiluvchi
(vaginlashuvchi) har qanday

() 1,20, X3, 0, X, . 7{11’210:(?1 = X,
| ketma-ketlik olinganda ham Sfunksiya giymatlaridan iborat

UGl £, f(2), f(x3), o, f a0, .
ketma-ketlik yagona A ga (chekli yoki cheksiz) intilsa shu A ga Fx)
funksiyaning x, nuqtadagi (x ning x, ga intilgandagi) limiti deyiladi

va
limf(x) =4
X=Xg
kabi belgilanadi.
Misol. Ushbu
fx)=2x—-1

funksiyaning x, = 3 nuqtadagi limitini topamiz.
Har bir hadi 3 dan farqli bo‘lgan, 3 ga intiluvchi ixtiyoriy {x,,}
ketma-ketlikni olamiz:

limx, =3 (x,#3,n= 1,23, ..).

n—oo

U holda berilgan funksiyaning qiymatlari

i) m=1,2..
bo'lib ulardan tuzulgan ketma-ketlik
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(G} = 20— 1)
hio'ladi. Bu sonlar ketma-ketligining limiti
lim f(x,) = xEE?_;v:tg(an —-1)=2-3—-1=5

xp—3 . )
ho'ladi. Demak, ta'rifga ko‘ra f(x,) = 2x, — 1 funksiyaning x,, = 3
iliagil limiti 5 ga teng bo'ladi:
.{in%f(x) = iirr;(Zx —1)=5.
X — ) )
Ikkita e > 0 va & > 0 (yetarlicha kichik) sonlarni olaylik.
Ma'lumki, x, nuqtaning 6-atrofi
[xo == 6, X + 6)
intervaldan, A sonining £ —atrofi
(A—¢cA+¢)
fintervaldan iborat bo'ladi. N
[ (x) funksiya argumenti x ning x # xg bo'lib, (xq — &, x5 + §)
ntrolga tegishli ekanligini, ya'ni
x € (xqg— 08, xq+8), X # Xp
lo'lishi quyidagicha ifodalanadi: ]
Xo— 0 <x<xp+96, X%F X, 0<‘[x‘~—x9[<6.
Shuningdek, f(x) funksiya mos giymatlarining (A —¢, A+ ¢)
ntroflga tegishliligi, ya'ni
fx)E(A—¢g A+¢e)
ho'lishi quyidagicha ifodalanadi:
A—e< f(x) <A+eg, |f(x)—A|‘<s‘ .
it holda bu ifodalardan foydalanib, funksiya limitini quyidagicha ham
ta'riflash mumkin.
Ta'rif. Agar ixtiyoriy £ > 0son olinganda ham shunday & > 0son
topltsaki, argument x ning
0<|x—2x9| <8 '
tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida
fe—Al<e -
tengsizlik bajarilsa, A son f(x) funksiyaning x, nuqtadagi (x = x,
ilugyi) limiti deyiladi va yuqoridagidek
lim f(x) =A

X—Xq
lahi belgilanadi. . )
Odatda, (xq — &, x9) va (xg, x9 + &) mtervlal]ar (0>0) xq
nigtaning mos ravishda chap va o'ng atrofi deyiladi.
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‘ Agar. funksiya limiti ta'rifida funksiya argumenti x ning
glymatlan Xy nuqtaning chap atrofida bo‘lsa, funksiya limiti chap
limit deyiladi va

im GO = Jim £() = £z~ 0)
X<Xp
kabi belgilanadi.

‘ Agar. funksiya limiti ta’rifida funksiya argumenti x ning
qu:natlarl Xp nuqtaning o'ng atrofida bo‘lsa, funksiyaning limiti o'ng
limiti deyiladi va

im £ = lim £GO) = £(xo + 0)
x>xy

kabi belgilanadi.

Funksiyaning o‘ng va chap limitlari uning bir tamonli limitlari
deyiladi.

Masalan:
x+2, agarx >0

3

1) ={

o x>, agar x < ()

funksiyaning x, = 0 nugtadagi o‘ng limiti
i@,’%f(x) = ii_{r&(x +2)=2
x>0 x>0
chap limiti
limf(x) = iil’%:cS =0
x<0

bo‘ladi. =
Aytaylik, y = f(x) funksiya (—00,+00) oraligda aniglangan
bo‘lsin.

Ta'rif. Agar ixtiyoriy £ > 0 son olinganda ham shunday M > 0
son topilsinki,

o x| > M
tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x larda

o f(x)—A4] <«
tengsizlik bajarilsa, A son f (x) funksiyaning x — oo dagi limiti deyiladi
va

Jg:im fx)=4

kabi belgilanadi.

3%, Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar
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Aytaylik, f(x) funksiya X to‘plamda (X < R) berilgan bo'lib, x,
ihit to'plamning limit nugtasi bo'lsin.
Apar x = xy da f(x) funksiyaning limiti cheksiz:

lim f(x) =
x—X,
ha'lsa, f{x) funksiya x = x;, cheksiz katta funksiya deyiladi.

Masalan:

1
flx) = 7 (x #2)
funksiya x — 2 da cheksiz katta funksiya bo'ladi.
Agar x = xg da f(x) funksiyaning limiti 0 ga teng
lim f(x) =0

X—=Xg
ha'lsa, f{x) funksiya x = x; da cheksiz kichik funksiya deyiladi.
Masalan:
f@) = 22
funksiya x — 0 da cheksiz kichik funksiya bo'ladi.
Tasdiq. Agar a(x) cheksiz kichik funksiya (a(x) # 0) bo'lsa, u
liolda -”{1—” cheksiz katta funksiya bo'ladi.
Agar f(x) funksiya cheksiz katta funksiya bo'lsa u holda 7?_(1;5
cheksiz kichik funksiya bo'ladi.
Tasdiq. Agar x = x; da f(x) funksiyaning limiti A ga teng,
lim f(x)=A

X=Xy
ho'lsa, u holda
f(x) = A+ a(x)
hio'ladi, bunda a(x) cheksiz kichik funksiya (x — x,) va aksincha.
Tasdiq. Agar x — x; da a{x) va f(x) cheksiz kichik funksiyalar
lio'lsa, u holda
() + B0, alx) — ), a(x)-B(x)

funlesiyalar cheksiz kichik funksiyalar bo‘ladi.

3-§. Limitga ega bo’lgan funksiyaning xossalari
Chekli limitiga ega bo‘lgan funksiyalar qator xossalarga ega.
[teyinchalik bu xossalar ko'p, aynigsa funksiyalarning limitlarini
hirablashda foydalaniladi. Xossalarning asosiylarini teoremalar
(atida keltiramiz.
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Teoremalarda keltiriladigan funksiyalar shartlari:

a). X to'plamda (X c R) aniglangan, x, nugta esa shu
| to’plamning limit nuqtasi.
|‘ b). x = x, da chekli limitga ega deb qgaraladi.

” limitlarining yig'indisiga teng:
|l I [fG) +g9(0) = A f Q) + lim g(x).
< Aytaylik,
| " limf(x) =4, limg(x) =R
| X Xg X=Xy
bo‘lsin. Unda
fE)=A+a(x), g =B+p0)
'I.;l bo‘hb:, a(x) va f(x) cheksiz kichik funksiyalar (x - x,) da bo'ladi. Bu
| tengliklardan
I FO) +g() = A+B + [a(x) + f(x)]
| bo'lishi kelib chiqadi.
Ravshanki, x - x, da y(x) = a(x) + B(x) cheksiz kichik
| funksiya bo‘ladi. Demak,
f)+g(x) =A+B +y(x).
bo'lib, undan
;5'3;1 [f ) + g(x)] = [4 + B]
. bo’lishi kelib chiqadi. Bu esa
im [f(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x)
XX X=Xy X=Xy
bo'lishini bildiradi. =
Xuddi shunga o‘xshash
lm [f(x) = g0 = lim f(x) — lim g(x)
X=Xq X—=Xg X=Xy
bo‘lishi isbotlanadi.
Natija. Agar x — x, da f(x) funksiyaning limiti A bo'lsa, u
yagona bo'ladi.
| < Teskarisini faraz gilaylik, ya'ni x = x, da f(x) funksiyaning
| limiti ikkita bo‘lsin:
lim f(x) = 4,
X=Xy
U holda bir tomondan
m [f(x) — f(x)] = limo = o,
x—=xp X-xg

ikkinchi tomondan

im f(x) =B

l
X—=Xxg

:! 1-teorema. Ikki funksiya yig'indisining limiti, bu funksiyalar

im | f(x)—f =limf(x)— Ul x)=A-8B
limI£C0) = FGI] = lim f(x) — lim £ (2)
ha'ladi. Keyingi ikki tenglikdan
A—B=0,yanidA=-~H

lii'lishi kelib chigadi.> y ‘ '

Z-teorema. Ikki funksiya ko'paytmasining limiti bu funksiyalar
{linittarining ffo’payn_'nasiga teng: ‘ y

A f(x)-g(0)] = bm fx)- m g().
< Aytaylik,
limf(x) =4, xfi?;l g(x) =B.

X—=xg
hi'sin. Unda
f)=A+alx), gix)=B+px) o
ho'ladi, bunda a(x) va B(x) lar (x > x,da) cheksiz kichik
linksiyalar.
Ravshanli,
fG)-g(x)=(A+a(x) (B+px)=
=AB+[A-a(x)+ B -B(x)] + alx) - B(x).
Ayni paytda
v(x) =[A-a(x)+B-f(x)] +a(x) B(x)
lloda x — x4 da cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.
Demak,
f(x)-g(x) =A4-B+y(x).
fundan _
lim[f(x)-gx)|]=A-B
X Xg
ho'lishi kelib chigadi. Demak, .
Lim [f(x) - g(x)] = lim f(x) - lim g(x).
X—Xg X—Xg X—=Xg ) .
Natija. O"zgarmas (son) ko‘payuvchini limit ishorasi tashqarisiga
thigarish mumkin: ‘
lim(c-f(x))=c- Dg!.iir;:t}‘(x). ¢ = const.
XX —Xg o ]
3-Teorema. lkki funksiya nishatining limiti surat limitini maxraj
limitlga bo'linganiga teng:

- lim f(x)
., f(x) X Xg :
R 9 limg( (fimaco #0)

<1 Aytaylik,




limf(x)=A, limg(x)=B, B+#0
X—=Xg

bo'lsin. ’
Unda
fx)=A+alx), gx) =B+px)
bo'lib,

f(x)=A+a:(x)_£ [A-f-a(x)_ﬂ_A B-a(x)—A-B(x)
g(x) B+B(x) B |B+p(x) Bl B B2+ B-f(x)

bo‘ladi. Ravshanki, x — x, da

Bra(x)-—A-B(x)

B2+ B B(x)
cheksiz kichik funksiya bo‘ladi. Demak,
im f(x) é ya'ni lim C) ji%f(ﬂ
x-x0g(x) B’ x-x0 g(x) Lim g(x)
bo'ladi.c o
Misollar:
1. Ushbu

iiir}(xz — 5x + 6x)
limit hisoblansin.
< Yugqorida keltirilgan teoremalardan ifodalanib topamiz:
I.tm(x —-5x+6)= Imnx — iLme + lim6 =

x—=1

—Itmx Ezmx—'Simlterﬁﬂl 1~5 1+46=

x—1 x—=1
=2. >
2. Ushbu
o x*—2x-3
lim———
o x=3x2—10+4 21
limit hisoblansin.

<1 Ravshanki,
x*—2x—-3=(x—-3)(x+1),
x2—10x+21 = (x = 3)(x — 7).
Unda
lim x?—2x—3 i (x—3)(x+1)
#3x2 — 10x + 21 x93 x=3)(x-7)
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i X1 lim(x+1) 341 4 ;
_x‘i’é"x—7_zsn§(xw7)_3—7_ i
X—=

ho'ladi.c

4-§. Funksiya limitining mavjudligi
Har qanday funksiya ham limitga ega bo‘lavermaydi. Masalan,
y=x*>+1
funksiya x — 0 da limitga ega bo‘lsa,
y = sinx

fiinksiya x — oo da limitga ega bo‘lmaydi.

Tabiiy ravishda savol tuguladi. Qachon funksiyaning limiti
mavjud bo‘ladi?

Funksiyaning limitini mavjud bo‘lishi hagida teoremalar bor.
Ular asosan maxsus adabiyotlarda bayon etilgan.

Ushbu paragrafda funksiya limiti mavjudligi haqidagi dastlabki
imi'lumotlarni keltirish bilan kifoyalanamiz.

1-teorema. Aytaylik, f(x), g(x), @(x) funksiyalar X to‘plamda
(X < R) berilgan bo'lib, x, nuqta shu to‘plamning limit nuqtasi bo'lsin.

Agar bu funksiyalar uchun:

1). xq nugtaning (x, — 6, xy+ &) atrofida (6 > 0)

f() = g() <o),
2). ;EET}((X) =A, limp(x) =A
—*Xo

X—Xg
ho'lsa, u holda x — x, da g{(x) funksiya ham limitga ega bo'lib,
limg(x) =A
X=Xy

ho'ladi,

2-teorema. Aytaylik, f(x) funksiva X toplamda (X c R)
herilgan, x, nuqta shu to‘plamning limit nugtasi bo'lib,

(xg—b.x5) €X (b>0)

ho'lsin, Agar
[} [(x) funksiya X to'plamda o’suvchi,
!) [ (x) funksiya X da yuqoridan chegaralangan bo'lsa, u holda x —
vy 0
{yir'ni x = xy, x < x¢ da f(x) funksiyaning limiti mavjud bo'ladi.

3-teorema. Aytaylik, f(x) funksiva X to'plamda (X c R)
hertlgan, x, nugta X ning limit nugtasi bo'lib,
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(Xp,x0+b) € X (b>0)
ba'lsin. Agar
1) f(x) funksiya X to'plamda kamayuvchi,
2} f(x) funksiya X da quyidan chegaralangan bo'lsa, u holda
x—=x9—0, (x > x5, x>x0) da f(x) funksivaning limiti mavjud
bo'ladi.

5-§. Muhim (ajoyib) limitlar
Funksiyaning limitlarini hisoblashda quyida keltirililadigan
limitlardan ko'p foydalaniladi. Odatda ular muhim limitlar deyiladi.
10, Ushbu
sinx
lim =1
x=0 X
munosabat o‘rinli. Shuni isbotlaymiz.
Avvalo x  o'zgaruvchining 0<x <g tengsizliklarni

qanoatlantiruvchi giymatlarida

sinx <x < tgx (1)
tengsizliklarning bajarilishini ko‘rsatamiz. Buning uchun tekislikda
markazi (0; 0) nuqtada, radiusi R ga teng bo‘lgan doirani olamiz (1-
chizma).

1-chizma
Bu chizmadan ko'rinadiki, A AOB yuzi
1
S 5 R%sinx,
AOB sektorning yuzi
S—lﬁ
2 2 X,
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VAOH ning yuzi

5 —1R2 t
3_2 gx’

L' lndi, Ravshanki,
51 < SZ < 53.
Nemalk,

1R2‘ <1R2 <1th
2 sSinx 5 X P gx.

- . NS s :
I tenpsizliklarning hamma tomonlarini ;Rz ga bolib topamiz:
sinx < x < tgx.
KKeyingi tengsizliklarning hamma tomonlarini sinx ga (0 < x <
) bo'lish natijasida

x 1
l<——<«
sinx  cosx
lilih chigadi. Bu tengsizliklarni, avvalo
sinx
1> . > cosx

lia'vindshida, so'ng
sinx
0<1—T<1—cosx
lu'rinishida yozib. Agar
1 25in?= < 2sin=< 2 - =
. — COSX = 48IN" — Sin— ==X
o 2 252

munosabatni e’tiborga olsak, unda
sinx

—4<m

Li'Hihi kelib chigadi.
Ixtiyoriy £ > 0 sonni olib, unga ko‘ra § > 0 sonni (uni olingan
| R ”. sonlardan kichik qilib) olinsa, u holda
lx—0|=|x| <&
b hganda
sinx
——1|< x] <t
X
B laddl, T esa
. sinx
lim—— =
x—=0 X
B tihind bildiradi,
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2°. Ushbu .
Iy" li (Iil) li (11 1
lim (1 +;) =e oot o L * E) = B
X-re0 N E
tenglik isbotlansin. Baa X
< Ma'lumki ) lim (1+-) =e
1 X—+oo
xn:(1_+__£) =12 800 TR BT
‘\ i '{ ;, . ¢ C . . TP & . »
ketma-ketlik limitga ega bo‘lib, uning limiti e soni deyiladi: b I: .}1|.|l.vm w451 beisin. Agare Ldepilsa,ix =00 da ¢
n x ) :
tim (1+3)" = e.Endi f(x) = (1+3) I -t
_ n—oo n X lim (]_ + —) = lim (1 “'_) =
funksiyaning x — co dagi limiti e, ya’ni X—+—co x totoo £
1" 1y
Im{itg] = = i (14=5) =
bo'lishini ko‘rsatamiz. ‘ § kel 1
Aytaylik, x > 1 bo'lsin. Agar x ning butun gismini n desak, unda = Et_f’;”m (1 +t_:-—1_) ’ (1 + e 1) =
n<x<n+1 1 (1 1
bo'lib, Jim (1 +—) - lim (1+:=) =
.1 1 1 t—4 o0 t—1 t—+4aa t— 1
n+1 x"n Salad | = grl=g
bo‘ladi. Keyingi ikki munosabatdan ladi. Demalk,
' 1\ L 1\t i 1 1"
(1+n+1) <(1+;) <(1+n+1) xl_'n;( +§) I
bo‘lishi kelib chigadi. . ) ) ) o
Ravshianki Yugoridagi nazariyada aytilgan qonun va qoidalarga ba’zi bir misollar
' ™ fe vty chigamiz:
lim (1 + —) = Misollar:
n—+coo T
] mn o} -1 l-' )4
= lim {(1 + E) : (1 + = 1) ] = L) tim J a\ -2 ekanini tarifdan foydalanib isbotlang.
n—+oo n+ :
) n+1 i 5% I R
= lim (1 4 5 ]) . ,'_g:n (1 + . 1) = ()= :"" funksiyani x=5 nuqtaning biror atrofida, masalan
n—=-fco T 1 n—=+4oo il -
—g-1=¢ (4:1) mtervalda garaylik. Ixtiyoriy £>0sonni olib |[f(x)-#<& ni x#5
3 xRt il guyldagicha o'zgartiramiz:
e (o) Tt et e
3 . ‘". 25 _2‘:L_\’_:?M_z‘z_\+5_2‘:5—4\=| .
= lim (1 P l) ' (1 + _) - et 1] 2 2 x|
n-+oo n n




|5

x>4 ekanini hisobga olsak [x|=x>4 bolib <—-;—'r| kelib chigadi.

— -2

2 e
-3
=25
2
Xo—2X

Bundan ko'rinib turibdiki, s=4c deb olsak, u holda o<qy-51cs
tengsizlikni ganoatlantiradigan barcha x < (4; 6) uchun
x'-25 | ¢

.\'2_—-5:'_2[{;:.3

= funksiyaning x=5

tengsizlik bajariladi. Bundan 2 soni fx) =5 3
hato ¢, &

x_‘
nuqtadagi limiti bo'lishi kelib chigadi.
2) ?‘i;ﬂi == ekani isbotlansin.

flay= ri—Z funksiyani qaraylik. Ixtiyoriy M>0 sonni olsak, | fto)|=

‘—I__2|| >M tengsizlik [x- 2/ < 4; bo’lganda bajarilishi ko‘rinib turibdi. Agar

&= ﬁ deb olinsa, [x-2|< s tengsizlikni ganoatlantiradigan barcha x lar

uchun

_—L}‘ >$:M yoki !1_71 >M tengsizlik bajariladi. Bu esa x—»2 da

flx)=— i—z funksiya cheksizlikka intilishini bildiradi, ya'ni Iin!—]_; -
x— iy —2

.ox+1 i .
3) lim=— =1 ekani isbotlansin.
Fopm o g

x41

S = - funksiyani qaraylik. Istalgan z<0 sonni olsak

X

X

; - 2

: =I-|-|- bo'lib ¥== desak, barcha |x|>N uchun
X &

<

£ P ‘s . ¢ i i x+1
<=e tengsizlik o'rinli bo‘ladi. Bundan 1 soni fiy=22
Ay X

x+1—-x

x+1
WA I
X

funksiyaning «—« dagi limiti bo‘lishi ayon bo‘ladi.

4) Iir_ag:x2 =« ekani isbotlansin,

ftx)=x* funksiyani qaraylik. Istalgan M>0 sonni olib |/ (x) > M
tengsizlikni tuzamiz. »*>M, bundan |4> iz kelib chiqadi. » = iz deb

ki, v > v tengsizlikni ganoatlantiradigan barcha x lar uchun
A tengsizlik bajariladi. Bu lim+* =0 ekanini bildiradi.

J l, agar x>0 bo'lsa,
h) /() ,w'gn.\'w] 0, agar x=0 bo'lsa,

-1, agar x<0 bo'lsa

fiilsdya x=a nuqtada limitga ega emas, chunki fen=-1, s+0y=1 va
[0 ¢ /10y (7-chizma). Bu funksiya 0 dan fargli istalgan nuqtada
Hiniltga epa,

7-chizma.

v —a 3 x=2)(x+2
1 _ i GDG2)
X=-2 x—>2 x=-2

) lim = Iirr:g.(x +2) =
X 4¢0 x>

limx+1lim2=2+2=4,
x—2

x—72

7) lim =2 lim (1-2) = lim1 — lim S =1-0=0.
v ohiE) \ X

xX—roo xX—oo xX—oo x2

W) lim(x +3)(x —4) = Eing(x + 3)!1'1:%(x -4) =




limx + Hm3] [Itmx - hmf} =2+3)2-4)=

X2 X2 X2

@ i‘;”é(l‘*)(2‘—)=£i@(1—;),£i.";(2——)*ﬁ—
0)(2+0)=12

10) xfirll17x2 = 7x££r111x2 =7 (-1)%=7

2x+3
11) ith—;—l ni toping.

x—)

Yechish. lin% (3x+1)=3-2+1=7=#0 . Shuning uchun:
X—

2c+3 lm@x+3) 2.243 7

3 3x+ 1 hm(3x+1) T32+1 7

12) lim == ni toping.

x—3 X3
Yechish. lim(x — 3) = 3 — 3 = 0 bo‘lgani uchun teoremani qo‘llab
x—3

bo'lmaydi. Suratning limiti Iin;,(x +1)=3+1=4+0 bo'lgani
X =¥

= . a5 e Dz F x+1
uchun berilgan ifodaning teskarisining limitini topamiz: Im% — =
) . 3<3

0
fim(x+1)  3+1 4
X—3

Bundan Eimg = oo kelib chigadi, chunki cheksiz kichik funksiyaga
teskari ﬁtr—;f{siya cheksiz katta funksiya boladi.
13) i{f’% sinx = 0 isbotlansin.
Radiusi 1 ga teng aylanani —
garaymiz. 8-chizmadan: x>0 bo'lsa
3 =sinx; AC=sinx, 4B=x (markaziy

burchak o‘zi tiralgan yoy bilan
o'lchanadi), AC<4B yoki sinx<x o~
ekani ayon bo'ladi. x<0 bo‘lganda |
sinx [<|x| bo‘lishi ravshan. 8-chizma.

Shiinday qilib x>0 uchun O<sinx <x va x<0 uchun 0</|sinx |<|x|
tongstzliklarga ega bo'ldik. lim x = 0 ekanligini hisobga olsak

x—=0

Hin win x = Oekanligi kelib chigadi.

(1]
s . X & .
11). hmsm; = 0 isbotlansin.
x =)
‘.... "- sin | ekani ravshan. Lim 0 = lim|sin x| = 0 bo'lgani uchun
d x—0

fenremapa binoan Elm

sin I = 0 yoki iin{% .-;in% = 0 kelib chigadi.
15). Hn{: cos x = 1 ekanligi isbotlansin.

v X I o P
i’ - COSX yoki cosx=1-2sm

X
7 ekanligini e’tiborga olsak

i cosx = Hm(l — Zsinzf) =1-2limsin?==1-2-0*=1
] x—0 2 0

londl ho'ladi. Isbot bo’ldi.

iy

funksiya faqat x=0 nuqtada aniglanmagan, chunki bu

. % i i v @
iibada kasrning surati ham, maxraji ham 0 ga aylanadi, ya'ni P

I vindshpa ega bo'ladi. Shu funksiyaning x— 0 dagi limitini topamiz.
i Hinilt birinchi afoyib limit deb ataladi.
sinx

lim =1
x—=0 X

""" Tunksiyaning grafigi 9-chizmada tasvirlangan.

¥




9-chizma
sin x
¥ . sinx : 1 i
16) lim "% =lim <osx =fjp M0 L _pp S, 11
x—=0 x  x—=0 x x—0 X cosx x—0 X x—0 Ccosxy 1

17) lim S = L S = (i S0P 2 1 =, (m-0‘zgarmas
X

X x—0 X x—0 mx
son).
sinax
. Sinax T
18) lim—=1lim-* =%
x—0 sin fx x=0 sinfic g
X

Quyidagi limit ikkinchi ajoyib limit deb yuritiladi.
lim(1+ -)x =g

X—o0

Agar bu tenglikda 1.4 deb faraz gilinsa, u holda x 5w da a—0

(x=0) Va
B
im(l+a)e=e
a—0
tenglikni hosil qilamiz. Bu ikkinchi ajoyib limitning yana bir ko‘rinishi

v =:[|+ l-] funksiyaning grafigi 10-chizmada tasvirlangan.
X

j »=l —+—%_J;’E
i Yy e
(/.—- T
r/)‘

et
1+1
1 o
10-chizma
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Masialan:

1) Lim (14 2™ = lim (1 +2)"(1 + 2)® =
oo n n

T o0

lim(1+ )“hm(l + )8 =e(1+0)®=e¢

Hn—o0
, ) 3 i
2) :-'.-”’:_I('l + ;)x topilsin.

Yechish, x=3¢ desak, x 5o da s > va

hm(l-l—-—)x‘ itm(]+ )“— ZLm(]—l- )(l+ )(1+ )t—

1 1 1 .
lim(1+ ) lim(1+)im(1l+-) =e-e-e=e?
o0 t7 x—m t7 x—w t

|m'|'|(|i

1) !.'m( )J”’2 = [gm (222 Y = lim (1 +
v iuu X—oo x+1 X =00
= )(x+1]+1 £
vl
2 AFHFE y 2Y — 3.
lim (1 10 ) iam(l+ ) Elm(1+y)—e
1y 1) hm—x lmﬁ—S
X0 X x=0 X

tgsx 5x 5
h) lim ={lim —=-=
v sin7x x—=0 7Xx ¥

Mustaqil yechish uchun mashqlar,

Limitlarni hisoblang.

I i H4x—6 i ' —4x-6
1 im——
vyt =T+ 2 2.2, =2 237y
2x* =3x+1 31ﬁ+2\—5
L, lim = oL 2.4, lm————
e xS x4 2 vom x4 5y 42
2t =3x4x . AxT+3x 45
1) I e 2_6. lm ——
v +3x-5 o Dyt —x+4
v’ 2y 4x? —2)4 4
L7, tim 2 : 2.8. lim
vomdyt =Ty 2 v 2yt 5y 42




2.9, lin

=2t 4 Ty 2

2.11. Ilm—-2
Ca Ry |—2

2.13. hm—-r

e T DY

4 2
g1y, it
e 2xt =Tx" +2
2.19. lim X" +4x° -6
T T 7 42
2.21. lim- 8\ =2
e It x4 2
223, jjy 2 A6
v ! —7J.+2
2.25. lim= o’ i 0
e 3x? —71+2
A
227, gl 448
v 2xt 2
2.29, fim 19 +4x+1
e 5y — Vx4 2

14x% + 4y

L)
+x'

Tyd _
2.15, Ilm—J|r EJH')

0 2y T 2

231 w2 1403

2.33. lim* -

-12x+20
x* +\—6

- 2
2.35, lim X, +3‘”
”l3x +x-2

2.37. lim——

\s'}

2.39. lim= 2

VHA

X -5x+6

X’ —-9v+](]

+x—20
3.\*—1

4
2.10.lim -2 f-‘-%"‘ %

eyt —dx 42

212 lim 6x' +4x° —61

e 2yt 7y +2\,

2.14, lim X —2x+6

m ST~ Tx+ 2

716 fim 3x° —4x+5
o G 4 T4 2

2
2.18. lim 8_\'1 -7x+6
== 0x? 4 Tx 42

2.20. nmi*z‘h'—’

2.22. Iimﬂrﬁ--*—é}r“6
v 2 T2

224 lim 4x* +4\ —6
Sl S L,

2.26. lim X426
R S [

2.28 4\’ 1&2

. lim
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2.30. lim X422
=238~y 42

2.32. lim 3y _61_—45

2.34, lim > =7x=6

=1 64— x

2.36. lim J_r i Zx—-I

2.38. 1.-ij.5““
x-ad x° |6

2.40. lim —F)-E

sr-ty? 3yt 9

4 ", Iu

Yol o
243, X v+ 1

v JB—x—Ja—5x

Jhil? J?+r
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AL i X
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249, lim X 3%

RN T

COSSY —Cosx

A61, T 2
| =cos’ x
S04, lim -
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5x
'O6, lim—

o gin x4 510 7 x
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(o
258, tim-2

i 3Kin 3x
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fim ——

= Jx+d—2e-1
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3-BOB
FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

[‘'unksiya limiti tushunchasi bilan uzviy bog‘langan funksiyaning

Welulesizligini qaraymiz.
1-§. Funksiyaning uzluksizligi tushunchasi.

Aytaylik, f(x) funksiya (a, b) intervalda berilgan va x, nuqta
ulit Intervalga tegishli nugta bo'lsin: x4 € (a, b).

Ta'rif. Agar x = x, da f (x) funksiya chekli limitga ega bolib, bu
it funksiyaning x = x, nuqtadagi qiymati f (xy) ga teng,

lim £G0) = f(xo) ©
—Xo
hit'lsa, [(x) funksiya xo nugtada uzluksiz deyiladi.

'unksiya uzluksizligining bu ta'rifi quyidagi ikki shartning
lilryo'la bajarilishini tagozo etadi:

1). x = x¢ da f(x) funksiya limitining chekli ba‘lishini,

2). bu limit f(x) funksiyaning x, nuqtadagi giymati f(x,) ga
L bo'lishini

Masalan,

f(x)=+/x2+5

linksiya xy = 2 nugtada uzluksiz bo‘ladi, chunki birinchidan x - 2

il
f(x) =+x24+5

luileriyaning limiti chekli:
Iirrzaf(x) = iiné Vx2+5=v4+5=3
X— X—
ikiinchidan, bu limit berilgan funksiyaning x, = 2 nuqtadagi

fiymatiga teng:
f(2)=+22+5=3,
lim f(x) =f(2).

Demalk,

lshbu
1
fx) = x—z,agarx + 0,
0,agarx =20

inlislya xy = 2 nugtada uzluksiz bo‘lmaydi, chunki
. 1
i/ 0) =l =

55



bo‘lib, berilgan funksiyaning x, = 0 nuqtadagi giymati f (x,) =
f(0) = o0:

Lim £ () # £ (xo).
Funksiya limiti ta'rifidagi
lim f(x) = f(x,)
X—Xg
munosabatni quyidagicha
im [f(x) = f(x)] =0
X=X,
yozish mumkin.
Odatda x — x; ayirma argument orttirmasi,

f(x) = f(x)

ayirma esa x, nuqtadagi funksiya orttirmasi deyiladi. Ular mos

ravishda Ax va Af kabi belgilanadi:
Ax = x —xy, Af = f(x) = f(x0)
keyingi tengliklardan
X =Xo+Ax,Af = f(xo + Ax) — f(x,)

bo’lishi kelib chigadi. Natijada

tim f(x) = f(x,)

x=xg
munosabat ushbu

fim 8 =0 @

ko'rinishga keladi.

Demak, (2) munosabat funksiyaning x, nuqtadagi uzluksizliypi
ta'rifi sifatida qabul gilinishi mumkin, ya'ni agar argument x ning x,
nuqtadagi orttirmasi Ax nolga intilganda f(x) funksiyaning
orttirmasi Af ham nolga intilsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksi
deyiladi (1-chizma).

1-chizma

56

Masalan, y = f(x) = ¢ (¢ —o'zgarmas son) funksiya ixtiyoriy
\jy € (=00, +00) nugtada uzluksiz bo'ladi, chunki bu funksiya uchun
Af = f(xo+Ax) — f(xg)=c—c=0
hi'lih,
limAf =lim0=90

Ax=0 Ax—0
ha'laci,

Aytaylik, y = f(x) funksiya (a, b) intervalda berilgan bo‘lsin.

Agar f(x) funksiya (a, b) intervalning har bir nuqtasida uzluksiz
ho'lsa, funksiya (a, b) intervalda uzluksiz deyiladi.

Aytaylik, y = f(x) funksiya [a, b] segmentda berilgan bo'lsin.

Agar f(x) funksiya (a, b) intervalda uzluksiz bo‘lib,

lim fO)=f(a), lm f(x)=f(b)

x—=a+0

ho'lsa, f(x) funksiya [a, b] segmentda uzluksiz deyiladi.

2-§. Funksiyaning uzilishi

Agar f (x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘lmasa, ya'ni funksiya
shu nugtada uzluksiz bo'lish shartlarini bajarmasa, funksiya x,
nigtada uziladi (uzilishga ega) deyiladi. Bunda x, funksiyaning
tzllish nuqtasi deyiladi.

Agar x, nugta y = f(x) funksiyaning uzilish nugqtasi bo‘lsa,
unda  bu nuqtada funksiya uzluksizlik ta'rifidagi shartlarni
bijarmaydi. Ular quyidagicha bo‘lishi mumkin:

1%, Funksiya x, nuqtaning atrofida aniglangan bo‘lib, x,
figtaning o‘zida aniglanmagan bo‘ladi.

Masalan,
) 1
y=fx)= -2
finksiya x, = 2 nugtada aniqglanmagan (2-chizma)
§
o & b
2-chizma
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20, Funksiya x, nuqtada va uning atrofida aniglangan, birog x —
xo da f(x) funksiyaning limiti mavjud emas.
Masalan,
x—lagar—1<x<?2
f) _{Z—Jr,agar 2<x<5
funksiya x, = 2 nuqtada aniqlangan (f(2) = 0) ammo bu funksiya
X = Xo = 2 dalimitga ega emas. (3-chizma)

3-chizma

3% Funksiya x, nugtada va uning atrofida aniglangan hamda
x = x, da funksiya limitga ega

lim f(x)

x-—>x0
ammo bu limit funksiyaning x, nuqtadagi giymatiga teng emas
lim f(x) # f(xo).
X—-xg
Masalan,
sinx 40
—,agar x ;
f) =% 4
2,agar x =0
Bunda x, = 0 nuqta bu funksiyaning uzilish nugtasi, chunki
sinx
lim f(x) = lim =
x—0 x-—0

ammo £(x,) = £(0) = 2. ¥

3-§. Uzluksiz funksiyalar haqgida asosiy teoremalar. Sodda
funksiyalarning uzluksizligi
Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a,b) intervalda berilgan
bo'lib, xq nuqta shu intervalga tegishli nuqta bo‘lsin: x, € (a, b).

I-teorema. Agar f(x) va g(x) funksiyalar x, nugtada uzluksiz
hi'lsa, u holda
a). ¢ - f(x), c = const,
h). j"(x) + g(x),
). f(x) - g(x),
f(x)
.22 (g(x) = 0)
liinksiyalar ham x4 nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
<1 Shartga ko'ra f(x) va g(x) funksiyalar x, nugtada uzluksiz.
nda ta'rifga binoan
lim f(x) = f(xp), lim g(x) = g(x,)
xX—xg X=X

ho'ladi,
Shu  munosabatlardan hamda limitga ega bo‘lgan
lunksiyalarning xossalaridan foydalanib topamiz:
lim (c f(x)) =c lim f(x) = c* f(xp), ¢ — const
XX X—Xg
lim [f() £ g(x)] =
—Xg
= lim f(x) £ lim g(x) = f(x;) + g(x0),
X—Xq x—U.cn
lim [f(x) - g(x)] =
X—Xg
= lim f(x)- lim g(x) = f(xq) - g(xo),
xX—X, X=X

lim f(x)] e flxo)
x-xo Lg(x) EE)TOQ(X) g(xqo)

Keyingi munosabatlardan
f(x)

), f gk, f(x)-g(), T (g(x) # 0)

Iunlesiyalarning x, nugtada uzluksiz bo‘lishi kelib chiqagi.c

2-teorema. Agar y = f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘lib,
i~ @(y) funksiya y, nugtada (y, = f(x,)) uzluksiz bo'lsa,

u=9(f(x)
iiiraldaab funksiya xg nugqtada uzluksiz bo‘ladi.
1 Shartga ko'ra y = f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz. Unda
L lko'ra
lim f(x) = f(xo) = Yo

it tadt Shuningdek, u = @(y) funksiya y,; nuqtada uzluksiz. Unda
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lim o(y) = p(y,)
Y=Yy

bo'ladi. Demak,
im o (fG) = lim o) = 9(0) = o (f (x0))-

X=X

Bu esa ¢(f(x)) murakkab funksiyaning Xo nuqtada uzluksiz,
bo‘lishini bildiradi. =

Mazkur kitobda sodda funksiyalar va ularning xossalari bayon
etilgan edi. Endi bu funksiyalarning uzluksizlik haqgidagi tasdiglarni
keltiramiz.

3-teorema. Barcha sodda funksiyalar o'z aniglanish sohalaridu
(to'plamlarida) uzluksiz bo'ladi.

<1 Bu teoremani isbotlashda funksiya uzluksizligi ta’rifi hamda
yuqorida keltirilgan teoremalardan foydalaniladi.

Quyida sodda funksiyalarning ayrimlarining uzluksizligini
isbotlash bilangina kifoyalanamiz.

1) Aytaylik, y = f(x) = x bo'lsin. Bu funksiya (—oo, +)
oraligda aniqlangan. Bu oraliqda ixtiyoriy x nugtani olamiz Xq €
(=00, +00),

Unga Ax orttirma berib, funksiya orttirmasini topamiz:

Af = f(x+A8x) — f(x) = x+ Ax — x = Ax.

Unda

lim Af = lim Ax =0
Ax—0 Ax—0
boladi. Demak, f(x) = x funksiya (—oo, +0) oraliqda uzliksiz.
2) Aytaylik, y = f(x) =x" (n- natural son). Bu funksiya
(=00, +00) da aniglangan. Ma'lumki,
Xt=xexxc..x
nta
Unda uzluksiz funksiyalarning ko‘paytmasi haqidagi teoremag.a
ko'ra

y=x"
funksiya (—o0, +0) oraligda uzluksiz bo‘ladi.

4-§. Segmentda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalari
Aytaylik, y = f(x) funksiya X to‘plamda aniglangan bo’lsin.
Ta'rif. Agar X to'plamda shunday x* nuqta topilsaki, ixtiyoriy x

X uchun

f() < f(x7)

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x* nuqtada eng katta qiymatga
¢rishadi deyiladi va uning eng katta giymati
f&7) = max f(x)

labi belgilanadi.

Agar X to‘plamda shunday x, nuqta topilsaki, ixtiyoriy x € X
tichun

f(x) = f(x.)

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada eng kichik giymatga
¢rishadi deyiladi va uning eng kichik giymati

fx.) =min f(x)
lkabi belgilanadi.

Endi segmentda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalarini
keltiramiz. Ular teoremalar orqali ifodalanadi.

1-teorema. Agar f(x) funksiya [a, b) segmentda uzluksiz bo'lsa,
funksiya [a, b] da eng katta va eng kichik giymatlarga erishadi.

2-teorema. Agar f (x) funksiya [a, b] segmentda uzluksiz bo'isa,
[unksiya |a, b] da chegaralangan bo‘ladi.

3-teorema. Agar f(x) funksiya [a, b] segmentda chegaralangan
bo'lib, segmentning chetki nuqtalari avab larda turli ishorali
({lymatlarga ega bo'lsa u holda (a, b) da shunday ¢ nuqta topiladiki,
{t<c<b)

fle)=0
bo'ladi,
Yuqorida keltirilgan nazariyadagi qonun qoidalarga ba’zi bir

misollar ko’rib chigamiz:

Masalan:

1) y=xZ funksiya istalgan x nuqtada uzluksiz va shuning uchun
lim«*=x!.  [imx*=3=9.
Lan 17T} k—3}
2) lim 45"% topilsin.
sl
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Yechish. #** murakkab funksiya x =% nugtada uzluksiz bo‘lgani

uchun
lim 4510% = 457 =41 =4
7
bo‘ladi.

. oa¥-1 e
3) ixl_r{% L topilsin.

Yechish. Bu yerda % ko‘rinishdagi anigmaslikka egamiz. a" 1=/

almashtirish gilamiz. U holda «* =141, x=fog,(1+f)bo’lib x>0 dat—0
dava

, a¥*—1 . . 1 . 1
lim =lim — = lim 4———=1lim =
x—=0 X t—0 l0ga{l+t) t—0 ?Iuya(‘1+c) t—0 loga(1+6)T
= 1 =——=log,a = Ina

% T logge ged

Irl_r'% loga(1+t)

bo‘ladi.

e¥—1

Xususiy holda iimé = {ne = 1 kelib chigadi, ya'ni x—0 na
xX—

e’ -1 ~ X

(1+x)P -1

4) lim topilsin.

x—0
Yechish. Bu yerda % anigmaslikka egamiz. (1+x) 1=y

almashtirish olamiz. U holda (1+x)" =1+y, yoki buni ¢ asosga ko'ra
logarifmlasak pin(1+ x) = In (1 + y) bo'ladi. x>0 da y -0 bo’lgani
uchun,

q P A . pl .
i (1+x)F-1 2 T o Iihi pin(l+x) b - phm In(1+x)
r—0 X xr—=0 X x—=0 X In (1+y) x—() X
ey ==P 11 =P,

(1+x)P-1

Shunday qilib, Iin}) = p formulaga ega bo’ldik.
X

X

Iindi asosiy elementar funksiyalarning aniglanish sohalarining
chetlavidagi limitlari hamda ajoyib limitlar jadvalini keltiramiz.

) v oa nuqtada uzluksiz y= f(x) funksiya uchun lim f(x) = f(a)
B Tl o

O Hopp et loo, lim e* =
¥ 10 X—r—00

a1 ho'lganda lim a® = 400, lim a* = 0 bo'ladi.

X400 xX——o00
i} hoact bo'lganda lim a* =0, lim a®* = 4+ bo‘ladi
X—foo X——00 ’
W) ws0 bo'lganda lim x* = 400,  a<0 bolganda lim x® =
: X—+w x—+co
b Ll
) fim Inxy = 4oo, limlnx = —oo.
¥ Vb x=+0
fi) w1 ho'lganda lim logax = 40, lim log,x = —oo
X—oo x—=+0 g =
")l bo'lganda lim log,x = —oo, [i =
=400 Ga : x—L»Tnio‘gax =
| P o— o —
l) i tg x = oo, iqfn tg x = —oo.
y A ] X=—+0
2
' I‘ ' g — % 3 =
| Hm arctgx =—, limarctgx=—=
¥ o) 27 yo—w E 2’
() Hm slna =1 ]l] fien (] + 1-)x _
Vel A 7 xotoo x - €

i a¥=1 Ko
I | ’i.”ff] - = Ina 12) Em% £ = L =lne =1
) xX—

L4y L ”'l_L-_l:p 14) lim Io.gﬂ(l'l'x)__-]-_
= : x=0 X " ina

L) L0 o 1
vl \



4-BOB
FUNKSIYANING HOSILA VA DIFFERENSIALI
1 §. Funksiya hosilasining ta’riflari.
Faraz qilaylik, y= f{x) funksiya (g, b) intervalda aniqlangan va
X, nuqta shu intervalning biror nuqtasi bo'lsin (x,€ (a, b)).
Quyidagi amallarni bajaramiz:
1) funksiya argumenti x, ga Ax orttirma beramiz, bunda x, +
Ax € (a, b) va Ax # 0 bo'lsin.
2) bu orttirmaga mos funksiya orttirmasi Af (Ay) ni topamiz:
Ay = Af = f(x, + Ax) — f(xo)-
3) funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbatini
olamiz:
Ay _ Af _ flretbx)—f(X.)
T (Ax + 0).
Ravshanki, bu nisbat muayyan f(x) va muayyan Ax ning
funksiyasi bo‘ladi.
Ta'rif. y = f(x) funksiya orttirmasi Ay ning argument orttirmasi
Ax ga nisbatining Ax — 0 dagi limiti
Af li f(xo + Ax) — f(xo)
Ax-0 Ax e Ax
f(x) funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi deyiladi va
oy, S0, 5
ol dy P T X0

kabi belgilanadi.
Demalk,

xg +Ax) — f(x
Fx0) = Jim o +8) = fG0)
x—0 Ax
Agar (1) limit chekli bo‘lsa, hosila chekli, (1) limit cheksiz bo‘lsa,
hosila cheksiz deyiladi.

Eslatma. Agar f(x) funksiya (a,b) intervalning har bir

nuqtasida chekli hosilaga ega bo‘lsa, bu f'(x) hosila x ning funksiyasi
bo‘ladi.

Funksiyaning tayin nuqtadagi chekli hosilasi sonni ifodalaydi.

Ta'rif. Agar f(x) funksiya (a, b) intervalning ixtiyoriy nuqtasida
chekli hosilaga ega bo'lsa, f(x) funksiya (a,b) intervalda
differensiallanuvi deyiladi.

Odatda funksiyaning hosilasini topish amali, differensiallash
amali deyiladi.
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Agar,
Xy +Ax = x
tleyilsa, unda
Ax = x —xq
ha'lib,
Ax — 0 da x = x, bo'ladi.
Natijada yuqoridagi (1) ifoda quyidagicha ifodalanadi
. o flxg+Ax) - f(x x) — flx
Fre) = tim T fO) _ | [ &) = fxo)
Ax—0 Ax X—Xg X — Xg
Demak, funksiya hosilasini quyidagicha ham ta'riflash mumkin.
Ta'rif. Ushbu

I f(x) = f(xo)
im ——
X—Xg x — xﬂ
limit f(x) funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi deyiladi:
b ol e X
) = tim L) =S G0) -
X=X X —Xg
Funksiyaning x, nuqtadagi o'ng va chap hosilalari quyidagicha
ti'riflanadi:

f (xo + Ax) — f(xo)
Ax '
fr(xo _ 0) s axl_im f(x() + ﬂx) _f(xl])l

10—0 Ax
Misol. Ushbu

Flot 0= %

y=f(x) =x?
lunksiyaning hosilasi topilsin.
[ a) argument x ga Ax orttirma beramiz:
x+Ax;
b) funksiyaning mos orttirmasi Ay ni topamiz:
Ay = flx+Ax)— f(x) = (x +Ax)?2 —x% =
= x% 4+ 2x+ Ax + Ax? — x? = 2x - Ax + Ax?;
v) 2:) nisbatni tuzamiz;
Ay 2x-Ax + Ax?
Ax Ax
{1) bu nisbatni Ax — 0 dagi limitini topamiz:

= 2x + Ax;

Ay
It lim (2x + Ax) = lim 2x + lim Ax = 2x + 0 = 2x.
Av ol A Ax ) Ax =0 Ax—0
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Demak, berilgan funksiyaning hosilasi
Pt = 2%
bo‘ladi. =
2-§. Hosilaning geometrik hamda mexanik ma’nolari

Aytaylik, f{x) funksiya (a, b) intervalda aniglangan va uzluksiz
bo’lib, shu intervalning x, nugtasida f'(x,) hosilaga ega bo'lsin.

Hosila ta'rifiga ko'ra
f(xo + Ax) = f(x,)

Ax

f'(xo) = ﬂlJin_TJO
bo‘ladi.
Aytaylik, f(x) funksiyaning grafigi I” chizigni (egri chizigni)
tasvirlasin (1-chizma).

1-chizma

Endi ' chizigga uning My, = My (x,, f(xo)) nugtasida urinma

o‘tkazish masalasini qaraymiz. I’ chiziqda M, nuqtasidan fargli
M = M(xo + Ax, f(xo + Ax))

nuqtani olib, bu nuqtalar orqali [/ kesuvchini o‘tkazamiz. |
kesuvchining OX o'qi bilan tashkil etgan burchakni ¢ bilan
belgilaymiz.

Ravshanki, ¢ burchak Ax ga bog‘liq bo‘ladi:

¢ = p(Ax).
Agar M nuqta I' chiziq bolylab, My ga intilganda (ya’'ni Ax—0 da)

kesuvchining limit holati mavjud bo'lsa, kesuvchining bu limit holati I

chiziqga M, nuqtada o‘tkazilgan urinma deyiladi. Urinma to'g'ri
chiziqdan iborat bo‘ladi.
Demak, f{x) funksiya grafigiga M, nuqtada o‘tkazilgan
urinmaning mavjud bo'lishi uchun
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ﬂlimo o(Ax) = a
X
limitning mavjud bo‘lishini ko'rsatish yetarli. Bunda @-urinmaning
()X v'qi bilan tashkil etgan burchagi.
Uchburchak MM, P dan
MP _f"i:f(x@+Ax)—f(xg)

tgp(dx) = —— =
8¢ (Ax) MyP Ax Ax

vit undan
f(xg + Ax) — f(xo)
Ax

@(Ax) = arctg

ho'lishini topamiz.
Funksiya uzluksizligidan foydalanib, Ax—0 da @(Ax) ning
limitini topamiz:

—_ Xo +Ax) — flx
lim ¢(Ax) = lim arctgf( 0 ) —=f{x)
Ax—0 Ax—0 =

Ax
fCo + M%) — f(x0)] svcie Pl
= )

= arctg ﬂlimﬂ 2
X X

Demalk,
Jim, 0
mavjud va y
o= JJi(I_})]Ggo(ﬁx) = arctg f'(xy)
i teng bo'ladi. Keyingi tenglikdan
f'(x0) = tga
bo'lishi kelib chiqadi.

Shunday qilib, f(x) funksiya x, nuqtada f’(x,) hosilaga ega
bo'lsa, bu funksiya grafigiga M, (%0, f (x9)) nuqtada o‘tkazilgan
iirinma mavijud.

FFunksiyaning x, nuqtadagi hosilasi f'(x,) esa bu urinmaning
hirchak koeffitsientini ifodalydi. Urinmaning tenglamasi ushbu

Y= flxo)+ f'(xo)- (x — Xo)
leo'vinishda bo‘ladi.

Endi hosilaning mexanik ma’nosini keltiramiz,

Ataylik, moddiy nuqta to‘g'ri chiziq bo‘ylab (bu to‘g'ri chizigni
OX 0'qi deylik) harakat gilib, M nuqtaga kelganda bosib o‘tilgan yol S
o'lsing OM=S (2-chizma).
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o M
2-chizma

Ravshanki, bu yo'l vagtga bog‘liq bo‘lib, uning funksiyasi bo‘ladi:
S = S5(1). (3)
Odatda (3) tenglama moddiy nuqtaning harakat qonuni
deyiladi.
Agar nugta tvaqt oralig'ida S(t) masofani, t + At vaqtoralig'ida
esa
S(t + At) masofani bosib o‘tgan bo‘lsa, unda At vaqt oralig'ida bosib
o'tilgan yo'l
AS = S(t + At) — 5(t)
bo'lib,
AS S+ AL —S@)
At At
nisbat esa moddiy nuqtaning t hamda t + At vaqt oralig‘idagi
o‘rtacha tezlikni ifodalaydi.
Agar At nolga intila borsa o‘rtacha tezlik moddiy nuqtaning ¢
paytdagi (momentdagi) oniy tezlikni anigroq ifodalay boradi. Demak,
t paytdagi tezlik

S(t + At) — S(¢)
At

V() =S'(t) (4)

V{t) = lim
At—=0
bo‘ladi. Keyingi tenglikdan

bo‘lishi kelib chiqadi.

Shunday qilib, moddiy nuqtaning harakat gonuni § = S(t)
bo‘lganda funksiyaning t nuqtadagi hosilasi $’(t) uning ¢ paytdagi
harakat (oniy) tezligini ifodalaydi.

3-§. Funksiya hosilasini hisoblash qoidalari

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, b) intervalda aniglangan
bo‘lib, ular shu intervalda f'(x) va g'(x) hosilalarga ega bo'lsin.

19. Ikki funksiya yig'indisi va ayirmasining hosilalari

Teorema. Ikki f(x) va g(x) funksiyalar yig'indisi va
ayirmasining hosilalari bu funksiyalar hosilalarining mos ravishda
yig'indisi va ayirmasiga teng bo'ladi:

[fG) £ g()]" = f'(x) + g"(x).
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I Quyidagi belgilashni ko‘ramiz:

F(x) = f(x) + g(x),
hosila ta'rifi va funksiya limiti haqidagi teoremalardan foydalanib
topamiz:

. .. _AF
_ b= alalclllﬂa -
i G0+ 82 9o + A)] = [F () + g(xo)]
Ax—(0 Ax B
— lim fxo + Ax) — f(xp) 5 g(xo + 8x) — g(xy) _
Ax—0 Ax - Ax
= Tt f(xp + Ax) — f(x0) + lim g(xg + Ax) — g(xg) _
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
= f'(x) £ g'(x).
Demak,
F)=[f@)+g®)] =f(x)tg(x). &
Masalan,
y=x*+x

funksiyaning hosilasi
V=02 +x) =)' +(x) =2x+1
ho'ladi.

2%, IKkki funksiya ko‘paytmasining hosilasi

Teorema. [kki f(x) va g(x) funksiyalar ko‘paytmasining
hosilasi

[F(x) - g = f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x)

ho'ladi.

<1 Aytaylik,

| @) = f()- 9(x)

ho'lsin. Funksiya hosilasi ta'rifidan foydalanib topamiz.
P(x + Ax) — O (x) _

Xy = al;icr—lylo Ax
b fOx+Ax)-glx +Ax) — f(x) - g(x)

Ax—0 Ax (S)
Ma'lumki,

Af(x) = f(x + Ax) — f(x),
Ag(x) = g(x + Ax) — g(x).
Ifu munosabatlardan
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flx+ Ax) = Af (x) + f(x),
g(x + Ax) = Ag(x) + g(x).
bo‘lishi kelib chigadi. Unda yuqoridagi (5) ifoda ushbu
D) = i [f () + Af ()] - [9(x) + Ag(x)] — f(x) g(x) _
Pla= L% & -

s FOO) - glx) + F(x) Aglx) + g(x) - Af(x)+ﬂf(x) Ag) —f) g(x) _

x—0 A
fCXJ f() Q(x) e f(X)

ko‘rinishga keladl. Keymgl tenglikdan
Af
d'(x) = g(x) - lim —
() =g(x)- lim —+
Af(x)

+FGO) - i Ag "+ lim Ag() - ) -
f(x)- im im g(x)- ) Rt

—J(x) f(X)-H‘(XJ 9'(x).

llm g(x)-

Demalk,
D) =[f() gl =f'0) - gx) +f(x)-g'(x). &
39, Ikki funksiya nisbatining hosilasi
Teorema. Ikki f(x) va g(x) funksiyalar (g(x) # 0) nisbatining
hosilasi uchun

[f'(x) P g — F() g ®)

gl 9%(x)
bo'ladi.
< Aytaylik,
f(x)
P -
W=
bo‘lsin.

Funksiya hosilasi ta'rifi hamda limitlar hagidagi teoremalardan

foydalanib topamiz:
fix+Ax) f(x)

P(x+ Ax) — P(x) . glx+Ax)  g(x)
Ax = a0 Ax B
fO)+Af(x)  f(x)
g0 +hg) 90 _
8x—0 Ax

P = i,
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. f(x)a(x)+q(x) AFGO) = FO) - g(0) = () - Ag(x) _
px-20 Ax[g(0) + bg (0] - 9 (x)
i 86 AFG) — £ A9 ()
ax-0 Ax[g?(x) + g(x) - Ag(x)]
960 - M) iy Be)
T g (x)+g(x) Aq(x) B
9@ Jim S £ - tim 2GC0
-’-(x)+g(x) l:m Ag(x)
[0 9~ F() - g @

g*(x)
Demalk,
; FeT ) g —f(x)- Q(X)
Pe =05 - 7

4°, Murakkab funksiyaning hosilasi.

Aytaylik, u = @(x) va y = f(u) funksiyalar berilgan bo'lib, ular
yvordamida

y = fleX)
murakkab funksiya hosil gilingan bo‘lsin.

Teorema. Agar u= @(x) funksiva x nuqgtada u' = ¢'(x)
hosilaga ega bo'lib, y=f(u) funksiya u nuqtada (u = (p(x)) f'(w)
hosilaga ega bo'lsa, u holda y = f(¢(x)) murakkab funksiya x
nuqtada hosilaga ega va
v = ') - uf, yani y' = f'(p(x)) - @' (x) bo'ladi.

a Aytaylik, @(x) # const bo'lsin. Bu holda, Ax # 0 bo‘lganda

Au=Ap(x) = p(x+Ax) —@(x) # 0
bo'ladi. Ayni paytda
Ay = Af(w) = fu+Au) - f(u)

Ay Ay Au

Ax  Au Ax
ho'ladi. Bu tenglikda Ax—0 da (bunda Au ham nolga intiladi) limitga

a'tih topamiz:

ha'lib,
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liméz— li (ﬂy—%)— li Y AW i '
ﬁx—»{) Ax o ﬂxll]{) au ﬂx - Q;TU-E,[- ) ﬂ]ir'—riloa S f (@(1’)) ¥ (p (X).
Demak,
1= (fle@®)) = (o) 9'c.
Masalan,

y=(x*—3x+2)3
funksiya uchun
u(x) =x2—-3x+2, fw) =ud
bo‘lib, teoremaga ko‘ra

f@GN] = £ (u) - u' (x)

[(x* =3x+2)3)" =3 (x2 = 3x + 2)2- (2x-3)

ya’'ni
bo‘ladi.

5°. Teskari funksiyaning hosilasi
Aytaylik, y = f(x) funksiya (a, b) da berilgan, qat'iy o‘suvchi
(gat'ly kamayuvchi) va f'(x) hosilaga ega bo'lib, f'(x) # 0 bo'lsin.
) ‘].bTeorema. y = f(x) funksiya x = @(y) teskari funksiyaga ega
o'lib,

1
P'o) ==
f(x)
bo‘ladi.

< Aytaylik, y = f(x) funksiyaga teskari bo'lgan funksiya x =
@(y) bo'lsin.

x=@(y) fun‘ksiya argumentiga Ay(Ay # 0) orttirma beramiz.
Unda x = ¢@(y) funksiya ham Ax orttirmaga ega bo'lib, y = f(x)
funksiya qat’iy monoton bo‘lganligi uchun Ax # 0 bo‘ladi. Ravshanki,

Ax 1
Ay~ By’
Ax

Agar Ay—0 bo'lsa, unda 4x ham nolga intiladi. 4x—0 (funksiya
uzluksiz bo‘lganligi uchun).
Ma'lumki,
y Ax : .
psay L@ P =0
Bu munosabatdan foydalanib topamiz:
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Ax 1 1

lim

oy=0hy By TG
Ax—0 OX
Demak,
. 1
Masalan,
=R

funksiyaga teskari funksiya x = y? bo'lib
i 1 _ 1 _ 1 _ 1
YTYTOY 2y 2vx
ho'ladi.

4-§. Sodda funksiyalarning hosilalari. Hosilalar jadvali

Funksiya hosilasi ta'rifi hamda hosila hisoblash qoidalaridan
foydalanib sodda funksiyalarning hosilalarini topamiz.

1°. Darajali y = x™ (n € N) funksiyaning hosilasi.
y = x" funksiya argumenti x ga Ax orttirma berib, funksiya
orttirmasini topamiz:

Ay = f(x + Ax) — f(x) = (x + Ax)™ — x™.
Nyuton binomi formulasiga ko'ra
Ay =(x+Ax)" —x" =

nin—1 ; .
3 (x” +nx" L. Ax + L,——)x“_z “AXE 4+ (ﬂ.x)”) —x" =

2!
nn—1
=nx"1-Ax + __'g'_)xn—z cAxZ 44 (/_\JC)H

21
ho'ladi.
W g Ay . .
Endi = nisbatini tuzamiz:
X

Ay nx™teAx +—n(nz|_ L - (Ax)"

Ax Ax
nn-—1 .
= nx"! %xn"z “Ax A+ e (M)
So'ng Ax — 0 bu nisbatning limitini

A . nn-—-1 .
lim — = lim [nan? +gx“‘ﬁ g (Ax)n_]] -
Axv-+0Ax  Ax—0 21

=g x0T,
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Demalk,
1

y' =" =n-x™L
2°. Ko'rsatkichli funksiyay = a* (a > 0,a # 1) ning hosilasi
Avvalo y =e* funksuyaning hosilasini topamiz. Funksiya
argument x ga Ax orttirma berib funksiya orttirmasini
ﬂ}/ = ex+ﬂ.x —e¥* = ex(eﬂx — 1)’
so‘ng uni Ax ga bo'lib, ushbu
Ay e*(e*™ —1)
Ax Ax
nisbatni topamiz. Endi,
Ay e* (e —1)
lim — = lim ——=
Ax—=0Ax  Ax—0 Ax
limitni hisoblaymiz. Bu limitni hisoblashda Ax - 0 da e2* — 1~Ax
bo'lishidan foydalanamiz.

Cefef—1) s e —1 .. Ax .
lim ———=¢*: lim =e%: lim — = e*.
Ax—0 Ax Ax-0 Ax Ax—0 Ax
Demalk,
lim = =e*, ya'ni y =(e*) =e*
Ax—0 Ax !
Endi y = a* funksiyani qaraymiz. Ma'lumki,
aX = pXxIna

bo'ladi. Murakkab funksiya hosilasi formulasidan foydalanib
topamiz.
(a¥) = (exlna)' = e*Me. (x .lna)’ = e*2 (Ing) = (elna)x =
= a* - Ina.
Demak,
(a®) = a*-Ina (a>0, a+ 1).

3°. Logarifmik funksiya y =log,x (a>0, a# 1) ning
hosilasi
Avvalo y = Inx funksiyaning hosilasini topamiz: Ravshanki,

x+ Ax Ax
gzln(x-l-&x)—lnx:lﬂ % :]n(1+7)

Ax Ax Ax Ax
Ma’'lumki, Ax — 0da

14

Axy  Ax
ln(l +—) ~—
x

ho'ladi. Shuni e'tiborga olib topamiz.

Ax Ax
A In (1 + ?) w5 1 _
lim — = lim ——————> = lim — = lim —=—.
Ax—0Ax  Ax—0 Ax Ax—0 Ax  Ax—0Xx X
Demak, ]
y' = (Inx) =g
Endi
v =log, x
funksiyani qaraymiz. Ravshanki,
_ Inx
log, x = T
Unda
, (lnxy" 1 (Inx) = 11
(o) = () =fna ' = 7
ho‘ladi. Demak,
(IOga x)' = g

4°, Trigonometrik
y=sinx, y=cosx, y=1gx, y=ctgx

funksiyalarlarning hosilalari.

Ushbu

y =sinx
funksiya argument x ga Ax orttirma berib, funksiya orttirmasi
Ay = sin(x + Ax) — sinx

ning Ax ga nisbatini qaraymiz:

. Ax Ax
4y sin(x +Ax) —sinx 2 sin—-cos (x +7) _
lﬂ—' B Ax N Ax

- . Ax
sin—- Ax
= e -cos(x+?).
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So'ng Ax—0 da limitga o‘tib, bunda
sina
lim =1

a—=0 «
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bo‘lishidan foydalanib topamiz:

. Ax . A
. Ay " sin—- Ax . Sin—-
sDodx  aro| Ax ¢%° (x + 7) = % Ax
2 2
) Ax
- lim cos (x +—) =
Ax—0Q 2
=1-cosx.
Demak,
y' = (sinx)" = cos x.
bo’ladi.
Xuddi shunga o'xshash y = cos x funksiyaning hosilasi

y' = {cosx) = —sinx
bo‘lishi topiladi.
Endi y=tgx va y=ctgx funksiyalarning hosilalarini
topamiz. Bunda ikki funksiya nisbatining hosilasini hisoblash
goidasidan foydalanamiz:

, . sinx\' (sinx) -cosx—sinx-(cosx)
y'=(tgx)' =|——]) = 5 =
oS X cos?x
cosxcosx —sinx - (—sinx) cos®x + sin®x 1

cos? x cos?x cos?x
Demak,
"= (tgx) =
y g cos?x
Shuningdek,
! ! . o — ~ . 7 !
. . (cosxy’  (cosx) -sinx—cosx (sinx)'
y' = (ctgx) = (= = — -
sinx sin? x
—sinx-sinx —cosx-cosx —(sin®?x + cos?x) 1
sin? x sin? x sin? x
bo'ladi.
Demak,
£ r 1
y' = (ctgx)' = ————.
sin? x

59, Teskari trigonometrik
y = arcsinzx,
Yy = arccosx,
funksiyalarning hosilalari.

y=arclgx, y = arcctgx
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Aytaylik,
y =arcsinx
ho'lsin. Ma'lumki, bu funksiyaga nisbatan teskari funksiya

T i
x = siny, (—ESyS -2—)

lho'ladi. Ravshanki, (—%%) da
x'=cosy (cosy # 0)

Teskari funksiyaning hosilasini hisoblash goidasidan

foydalanib topamiz: . i " ) 1
y'=(aresing) = N = tosy T Ji-simty Vi-%2

Demak,

1
y' = (arcsinx)' = —ﬁ—_—_-z-
i

Xuddi shunga o'xshash
y = arc coS X

funksiyaning hosilasi .

"= (arccosx) = ——
y'=Grecos) ="
ho'lishi ko'rsatiladi.
Endi
y = arc tgx
funksiyaning hosilasini topamiz.
Ma'lumki, y = arc tgx funksiya
il
x =tgy ( 2 <X 5
(unksiyaga teskari funksiya bo‘ladi. o
Teskari funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan

foydalanib topamiz: . . 2 i B
y = (a?‘Ctng:f@_y)_’: 1T Y T T gry T 1+

cos®y

Demak,
1

14 x%

y' = (arctgx)' =

Xuddi shunga o'xshash
y =arcctgx
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funksiyaning hosilasi
1

y' =(arcctgx) = -
1+ x2

bo'lishi ko‘rsatiladi.
. Sodda funksiyalar hosilalari uchun topilgan formulalarni
jamlab, ularni jadval sifatida keltiramiz (bunda u=u(x))

1L (c)'=0, c=const, '

2. x*) =a-x*1, (@) =g-u*1 u,

3. @) =a*-lna, (a*) =a“-lnag- u',

4. (e*) =e*, (e¥) =e*-u'
5. (l0gax)' = —=Zlogse, (logau)' =—u';
6. (sinx)' = cos x, (sinw)' =cosu-u'; Hine
7. (cosx) = —sinx, (cosu) = —sinu- 1;’;
8. (Fq x)! - -co%;' (C'g u)' = coslzu ) ’;
g (ctg2)' =~ Cetgu)' =~ gt
11. (arc stnx)’zﬁz, (arc sinuw)’ =hi_uz.-u’;
. (arc cos x? = :‘W‘ (arccosu)' = -—;V,_i?- u’;
12. (arc tg x)' = T (arctgu) = 1—;? ‘u';
13. (arcctg x) = — ] (arcctgu) = — 1+1u2 <l

5-§. Funksiyaning differensiali. Differensial hisobning asosiy
teoremalari

1°. Funksiya differensiali

: [(\yt?))/l)ik, f (x) funksiya (a,b) da berilgan bo'lib, Xp nuqtada
Xo € (a, b)) differensiallanuvchi, ya’'ni chekli i
g y ekli f'(xo) hosilaga ega

Hosila ta’rifiga ko‘ra

, ] Xo +Ax) — f(x Af(x
bo‘ladi, bunda Aﬂx - fﬂx o

y xX-argument orttirmasi, A 5 i
s (xo) esa funksiya
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Limitning xossalaridan foydalanib bu tenglikni quyidagicha

yozish mumkin:
A0 = £1(xp) + ar(A),
hunda Ax - 0 da a(Ax) — 0. Keyingi tenglikdan
Af(xo) = f'(x) Ax + a(8x) Ax  (6)
ho'lishi kelib chigadi.

Shunday qilib, f(x) funksiya x, nuqtada f'(x,) hosilaga ega
['(xg) #0 bolsa, bu funksiyaning orttirmasi Af(x,) ikki
((o‘shiluvchidan iborat bo‘ladi.

Qo‘shiluvchilardan birinchisi Ax ga nisbatan chizigli (f' (x,) Ax)
bo‘lib, Ax — 0 da cheksiz kichik funksiya bo‘ladi, qo'shiluvchilardan
ikkinchisi a(Ax) Ax esa, Ax — 0 da yuqori tartibli cheksiz kichik
ho'ladi.

Ta'rif. (6) ifodadagi f'(x,) Ax ko'paytma f(x) funksiyaning x,
nuqtadagi differensiali deyiladi va df (x,) kabi belgilanadi.

Demak, ta'rifga ko'ra

df{xo) = f'(xq) Bx

Eslatma. Agar f(x) funksiya (a,b) itervalning har bir x

nuqtasida f'(x) hosilaga ega bo'lsa, unda

df (x) = f'(x)Ax
deb olinadi, bunda Ax funksiya argumentining ixtiyoriy x nuqtadagi
orttirmasi.

Xususan, f(x) = x bo‘lganda bu funksiyaning differensiali

df(x) = f'(0)Ax = (x)'Ax =14Ax = Ax
ho'lib,
dx = Ax
bo‘ladi. Bu hol o'zgaruvchi (argument) x ning orttirmasi Ax ni uning
differensiali dx bilan almashtirilish mumkinligini ko‘rsatadi. Bu esa
f(x) funksiyaning x nugtadagi differensialini
df (x) = f'(x) dx

ko'rinishida ifodalash mumkinligini bildiradi.

Funksiya differensialining bu ifodasi hamda hosilalar jadvalidan
(oydalanib sodda funksiyalarning differensiallari jadvalini keltiramiz:

1.d(x%) = a x* 1dx,

2. d(a®) =a* “lna-dx,

3.d(e*) = e* - dx,
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4.d(log, x) = i]oga e dx,
5.d(Inx) = idx,
6.d(sinx) = cos xdx,

7.d(cosx) = —sinxdx,

8. d(tgx) = wizx dx,
9.d(ctgx) = - dx
10.d(arc sinx) = ﬁ dx
11.d(arc cosx) = — ﬁ dx,
12.d(arc tgx) = — 1;2 dx,
13.d(arc ctgx) = — — dx.

2°.  Differensiallashning sodda qoidalari. Murakkab
funksiyalarning differensiali

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a,b) da aniglangan bo'lib,
ixtiyoriy x € (a, b) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Unda
1 d(c -f(x)) =c-df(x), ¢ =const,
2) d[f (x) £ g(x)] = df (x) £ dg(x),
3) dlf(x)-g(x)] = g(x) - df(?f); f ) - dg(x),
4 d [f(X) _ g(x)dfCX)Z fx) .g(x)' (gGx) # 0).

g(x) g*(x)

Bu qoidalar sodda isbotlanadi. Ulardan birini masalan 2)-ni
isbotlaymiz.

Shartga ko'ra f(x) va g(x) funksiyalar differensiallanuvchi,
ya'ni f'(x) va g'(x) hosilalarga ega.

Aytaylik, F(x) = f(x) + g(x) bo‘lsin. Unda

F'IQ) = [f(x) + g(x)]" = f'(x) + g'(x)
bo‘ladi. Keyingi tenglikning ikki tamonini dx ga ko‘paytirib
F'(x)dx = f'(x)dx + g'(x)dx

va'ni
dF(x) = df(x) + dg(x)
bo‘lishini topamiz. Demak,
dlf(x) + g(x)] = df (x) + dg(x).
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Aytaylik, y = f(u), u=¢@(x) funksiyalar yordamida y =
f (¢(x)) murakkab funksiya hosil qilingan bo‘lsin. Bu fu) va ()
funksiyalar hosilalarga ega deylik. Murakkab funksiyaning hosilasini
topish qoidasiga ko‘ra

y'= o)) = fp(x) ¢'(x)
bo'ladi. Ravshanki,
y'dx = f'(9(x)) - ¢’ (x)dx.

Unda

dy = f'(¢(x)) - do(x)
(dy = f'(u) du)
bo'lishi kelib chigadi.

Demak, funksiya murakkab bo‘lgan holda ham funksiya
differensiali funksiya hosilasi f'(u) bilan argument differensiali
ko‘paytmasidan iborat bo‘ladi.

Ikkala holda:

D y=f(),
2) y=f), u=¢k)
ya'ni
y = fle)

funksiya differensiali:

1) dy = f'(x)dx,

2) dy = f'(w)du
bir xil ko'rinishga ega. Odatda, bu differensial ko‘rinishining
invariantligi deyiladi.

3°. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi

Aytaylik, y = f(x) funksiya (a, b) intervalda aniglangan bo‘lib
¥ € (a,b) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiyaning
prafigi 3—chizmada ko‘rsatilgan egri chizigni tasvirlasin.

B1




3-chizma

Endi egri chizigning (x,f(x)) va (x + Ax, f(x)) nugtalarni mos

ravishda F va B bilan belgilaymiz. Unga
FC = Ax, BC = f(x + Ax) — f(x) = Ay
bo‘ladi. f (x) funksiya x € (a, b) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lgani
uchun u shu nugtada f'(x) hosilaga ega bo‘ladi. Demalk,
f(x) funksiya grafigiga uning F = F(x, f (x)) nuqtasiga o‘tkazilgan L
urinma mavjud va bu urinmaning burchak koeffitsienti
tga = f'(x)

bo‘ladi.

Urinmaning BC bilan kesishgan nuqtasini D bilan belgilaylik.

FDC uchburchakdan topamiz:

DC-—t
Fc—ga.

Keyingi tengliklardan
DC = tga - FC = f'(x) - Ax

bo'lishi kelib chigadi.

Demak, f (x) funksiyaning x nuqtasidagi differensiali

dy = f'(x) - Ax

funksiya grafigida F = F(x, f(x)) nuqtaga o'tkazilgan urinma
orttirmasi DC ni ifodalaydi.

Bu funksiya differensiallining geometrik ma'nosidir.

4°, Funksiya differensiali va taqribiy formula

Nazariy va aynigsa amaliy masalalarni yechishda tegishli
funksiyalarning nuqtadagi giymatlarini hisoblash zaruriyati tug'iladi.
Ko'pincha, bunday funksiyalar murakkab bo'lib, ularning nuqtadagi

qiymatlarini topish ancha giyin bo‘ladi. Bu hol funksiyaning
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IIII||l..Il.[.i]"‘i qiymatini taqribiy hisoblash (ularni hisoblash uchun
taqribiy formulalar topish) masalasi yuzaga keladi.

Funksiyalarning differensiali esa taqribiy formulalarni topish
fmlkonini beradi.

Aytaylik, y= f(x) funksiya (a,b) da aniglangan bo'lib, x €
(a, b) nuqtada f'(x) hosilaga ega va f'(x) # 0 bo'lsin, u holda

Ay = Af = f(x + Ax) — f(x)

funksiya orttirmasi uchun
| a’\;.f |.' f'(x)Ax + a(x) - Ax = df + a(Ax) - Ax = dy + a(Ax) - Ax
10 ladli.

Ay  f'(x)-Ax +a(dx) - Ax 7 a(x)
ey - =14+—
- dy f(x) - Ax f(x)
bo'ladi, bunda Ax - 0 va a(Ax) — 0. Keyingi tenglikdan
Ay
lim — =
Ax—0 dy
ho'lishi kelib chigadi. Bu tenglik ushbu
Ay = dy

munosabatga (taqribiy tenlikka) olib keladi.
Ravshanki, Ax ning gancha kichik bo‘lishi bu tagribiy
tenglamaning aniqligini shuncha oshiradi.
Yuqoridagi taqribiy formulani quyidagicha
foc+an) ~f) +f @) b (7)
lko'rinishida yozsa ham bo‘ladi. (7) formuladan tagribiy
hisoblashlarda foydalaniladi.

6-§. .Differensial hisobning asosiy teoremalari
_ Ma'lumki, y = f(x) funksiya (a, b) da aniglangan va x, € (a, b)
hao‘lib, ixtiyoriy x € (a, b) uchun
@S () 2 )
ho'lsa, f(x,) miqdor f(x) funksiyaning (a,b) dagi eng katta (eng
liichik) giymati deyiladi. -

Teorema. (Ferma teoremasi). Agar y = f(x) funksiya c
intgtada (¢ € (a, b)) ozining eng katta (eng kichik) qiymatiga erishib,
hit nugtada f'(c) hosilaga ega bo'lsa, u holda

| flle)=0
haladi,
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Aytaylik, f(x) funksiya x =¢ nuqtada o'zining eng Kkatta
giymatiga erishsin:

f) < f(© (8)

Endi ¢ nuqtaga shunday orttirma beramizki, ¢ + Ax shu (a,b)

intervalga tegishli bo'lsin:
c + Ax € (a,b).

Unda (8)
flc+ M= f(o)
bo'lib
Ayzf(c+ﬂx)—f(c) <0
bo'ladi.

Shartga ko'ra f (x) funksiya c nugtada f'(c) hosilaga ega.
Hosila ta'rifiga ko'ra

f'(c) = lim 2

Ax—0 Ax
ho'ladi.
Agar Ax > 0 bo'lsa, unda
.f.’l_y <0
Ax
bo‘lib,
) =l O 9
fie)= ARSI )
bo'ladi.
Agar Ax < 0 bo'lsa, unda
Ay
! — 1 e 1
f'@= )im-—=0 (10)
bo‘ladi.
Yugqoridagi (9) va (10) munosabatlardan
1'()=0

bo‘lishi kelib chigadi.

Teorema. (Lagranj teoremasi). Agar f(x) funksiya [a,b]
segmentda uzliksiz bo'lib, (a, b) intervalda f'(x) hosilaga ega bo'lsa,u
holda a bilan b orasida shunday ¢ nuqta (a < ¢ < b) topiladiki,

B~ f@
= ()

bo'ladi.

Aytaylik, y = f(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz bo'lib,

uning grafigi 1-chizmada tasvirlangan AB egri chizigni ifodalasin.
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1-chizma

A va B nuqtalardan o‘tuvchi to‘g'ri chizigning 0X o'gining
imushat yo'nalishi bilan tashkil etgan burchakni ¢ deylik.Unda bu
Lo''ri chizigning burchak koeffitsientini tg¢ bo’ladi.

AB egri chizigdan shunday C nuqta bo'lishini tasavvur etish
““.“I.Iki“ki’ egri chizigga shu nuqtada o‘tkazilgan L urinma AB to‘g'ri
chizigga parallel bo‘ladi. Bu L urinmaning OX o'qining musbat
yo'nalishi bilan tashkil etgan burchagini a deylik. Uning ham burchak
koeffitsienti tga bo‘ladi.

Ma'lumki, ¥ = f(x) funksiya hosilasining geometrik ma’'nosi

tga = f'(c) (1D
ho‘ladi, bunda € nuqta AB egri chiziqdagi € nuqtani abssissasi.
AB to'ri chiziq bilan L urinma parallel bo‘lgani uchun
tgp = tga (12)
ho‘ladi.

Chizmada keltirilgan ADB to‘g'ri burchakli uchburchakda
. AD =b—a, BD = f(b) — f(a), LA = @.

Shu uchburchakdan

BD f(b)—f(a)
t ———
AT, R — (13)
i'lishini topamiz.
Yuqoridagi (11), (12), (13) munosabatlardan
fh)—fla) _
=1
hio'lishi kelib chigadi.
; Natija. Agar f(x) funksiyaning (a, b) intervaldagi hosilasi nolga
iy

ff(x)=0, x€(a,b)
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bo'lsa, u holda funksiya (a, b) da o’zgarmas bo'ladi:
fix)=C, C=const

Natija. Aytaylik, y = f (x) funksiya uchun Lagranj teoremasining

shartlari bajarilib,
fla) = f(b)
bo'lsin. U holda a va b lar orasida shunday ¢ nuqta (a < ¢ < b)
topiladiki,
flle)y=20

bo'ladi.

Endi Lagranj teoremasidan umumiyroq bo‘lgan teoremani
ishotsiz keltiramiz.

Teorema. (Koshi teoremasi). Aytaylik, f(x) va g(x)
funksiyalar.
1) la,b] segmentda uzliksiz,
2) (a,b) intervalda f'(x) va g'(x) hosilalarga ega,
3) (a,b)dag'(x) =0 boflsin.

U holda a bilan b lar orasida shunday ¢ nuqta (a <c <b)
topiladiki,

fB) = f@ f©
gb)—g(@ g'()

bo'ladi.

Yugorida keltirilgan nazariyadagi qonun qoidalarga ba’zi bir
misollar ko’rib chiqgamiz:
Masalan, tekis harakatda o'tilgan yo’lning shu yo'lni o'tishga
ketgan vaqtga nisbati uning tezligini bildirib u o'zgarmasdir.

Lekin tabiatdagi yoki jamiyatdagi ko’pchilik hodisalar notekis
kechadigan jarayonlardir.

Masalan, og’ir moddiy nuqtaning bo'shliqda og'irlik kuchi ta’sirida
erkin tushushi masalasini garaylik. Fizikadan ma’lumki, bo'shligda
moddiy nugtaning erkin tushishi qonuni

S==42 (1)

2 |0g

munosabat bilan ifodalanib, bu erda ¢ erkin tushish boshlanishidan
hisoblangan vaqt, S ¢ vaqgtdao'tgan yo'l, g erkin tushish tezlanishi,
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i #9810/ cex”. Bu harakat notekisdir. Notekis harakatning tezligi
fagat vaqtning aniqg momentiga tegishli bo’ladi. Ya'ni vagtning har bir
momentidagi oniy tezlik haqida gapirish kerak bo’ladi. Oniy tezlikni
:n-in[nh:.‘.]xh uchun quyidagi ko'rinishdagi limitni hisoblash kerak
oL,
_ e S .
o e @)
Ilml.ufum, o'zgaruvchi miqdor ning o'zgarish tezligini topish
Ill.lH;l.kl.‘-‘l, matematika fanining eng ahamiyatli tushunchalaridan biri
hosila tushunchasiga olib keladi.

Masalan: 1) y=x? funksiya hosilasi hisoblansin. x ga Ax orttirma
berib Ay ni topamiz:

AV = F(x+Ax)— fF(x)=(x+Ax)? —x7 =2x-Ax + Ax?
Ay 2x-Ax + Ax® Ax(2x + Ax)

riE A = Ax = 2x -+ Ax

Ay

y'=(x*) =1i =1i - =2x
lim - = lHim@x+ax) = 2x

Shunday qilib, (x*)" =2x ekan.

2). Hosila ta'rifidan foydalanib f=—r ZX] funksiyaning hosilasini
ax+
loping.

Yechish. Ixtiyoriy Ax orttirma uchun funksiya orttirmasini
lopamiz:

A+ Ax) 2 - 6x° + 6xA_r+ 2x 4+ 2Ax —6x° —6xAx - 2x 2Ax
Hx+A)+1 3x+1 (Bx+3Ax+1D(3x+1) - Gx+3Ax+D3x+ 1)

Tenglikning ikkala tomonini 4% 8a bo'lamiz:

Ay

Ay 2
Ar o (Bx+3Ax+D(3x+1)

Itu nishatning Ar — 0da limitini hisoblaymiz:

pi 2

AV ga
Ay IHT} Gr+3tr+ DOGx+1)  GBxrD®

V== lim-
ok &

Shunday qilib,
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(_zx_] . E
Y= 3x+1)  Gx+1)

3)  f{x)=x* funksiyaning x=1 nuqtasiga o‘tkazilgan urinma
tenglamasi tuzilsin.

Yechish. xo=1, yo=f{xo)=12=1, Mo(1;1). Ma'lumki /'(x)=(x")'=2x
1 (xo)= s (1)=21=2
Urinma tenglamasi:
y=yy = Hx— X0
y-1=2(x-1)=y=2x-1
Javob: y=2x-1

s'(t)=v tezlik, S yo'ldan t vaqt bo'yicha olingan hosiladir. Shu
xulosani hosilaning mexanik ma’nosi deyiladi.

: . 1 - di
4) Moddiy nuqta .S=,.f(a):m gonun bo'yicha harakatlanadi
Nugta harakatining t=2¢ dagi tezligini toping.

Yechish.

)=t LEHN=LE) @b L2 2
hratl ]

11

= lim Wi A lim ——
T3 A)h 03(3+H) 9
oy =|-H=1:
el _‘ [}‘ 9
5) »=(x* +3x-1)' funksiyaning hosilasini toping.

Yechish.y = (x* +3x-1)')= 4t +3x -1 3= = 4x'+3x-1)'(3x" +3).

6) y=5i'__"3f funksiyaning hosilasini toping.
X +

Yechish.
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Gin " x j(\" + I)— sin’ x(x" +1)' _ 2sin * ¢ (sin _tj_(r" + l)— sin® x-3x° _
(1) (1)
2sin cosx +1)-3c% sin’x_ sinx (" )= 3¢’ sin” x

G 1) (e Fr

7) y=(10+3x%)7;
Yechish: ' =7({10+3x2)6(10+3x%y =42x(10+3x2)6
8) y=(3x2-1)19; y'=10(3x2-1)%3x2-1y =10(3x?-1)°6x=60x(3x2-1)?

Murakkab ko‘rsatkichli, trigonometrik, teskaritrigonometrik
funksiyalarning hosilalari va Roll, Koshi teoremalariga misollar
kko'ramiz.

1) Ko‘rsatkichli funksiyalarning hosilalari

f

yv ’ x
a)y=a', ny=xlng, —=lna, y.=ylna=a"-Ina.
¥
6)yy=e*, y'=e".
) y=a", u=u(x), y'=a" Ina-u
2) Trigonometrik funksiyalarning hosilalari

a) y=sinx, y' =cosx, (sinu) =cosu-u'

6) y=cosx, y' =-—sinx, (cosu) =—sinu-u’

!

u
I =fgx, ¥ = , ten) = ——
) y=18x, ) o x (igu) o x
1 u'
Qyy=cigx, Yy =———_, letgu) =-—5—
sin” x ) smn” x
Misol.
Vo resIin Y, y' =7
1 I 1 1

Coomin y ey = (aresinx)’ =

(siny) <cosy - +f1—sin® y \fl_?
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im
;
| H

--,ﬂda cos y>0 bo‘lganligi uchun «+» ishora olindi.

Shunc!ay (.Ullb (arcsinx)' = 1=:.-.

5
l1—x

demak; (arcsina)’ == «=u(x). Shunga o‘xshash:

I

, u
{arccos ) =——
J1-u?

{arctgu )’ =

1+u’

ccti [ 2
{arcctgu ) i

ekanligini ko‘rsatish mumkin.

Quyidagi ko'rinishdagi y=(cosx)" ,y=x""y=x"y=(log,x)" va
shunga o'xshash funksiyalar murakkab ko‘rsatkichli funksiyalardir.
Bunday funksiyalarning hosilasini topishda berilgan funksiya
logarifmining hosilasini topishdan iborat bo‘lgan usulni qo‘llash
ko'pincha hosilani birmuncha soddalashtiradi.

Masalan. 1) y=«" funksiyani logarifmlab hosilasini topishdan
quyidagi formulaga ega bo'lamiz:
Y o=u v vl
bunda # = u(x) va v=v(x).
2) y =(sin4x)" funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. Tenglamani ikkala tomonini logarifmlaymiz:
In y=x" Insin 4x.
Bu tenglikning ikkala tomonini x bo‘yicha differensiallaymiz:

(In 1) ={x*)-Insindx+x'(Insin 4x

Bundan
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cosdx.

sin 4x

Y 3¢ Insindx +4x° -
¥

Soddalashtiramiz:

y' = (sin4x)" (3x Insin 4x +4x’crg4x).

3) Ellips tenglamasi.

{x = g cost

y = bsint
(bsint)’ bcost b
r o B, LY AR — o
yL=7 =————=——cig!
*  (acost)’ —asint a

4) [1:5] kesmada f(x)=x"—6x+100 funksiya uchun Roll teoremasi
hajariladimi.

Yechish. f{x) funksiya x ning barcha qiymatlarida uzluksiz va (1;5)
oraliqda differensiallanuvchi hamda [t:5] kesmaning chetki
qiymatiarida /()= 1(5)=9 teng, shuning uchun Roll teoremasi shu
lkesmada bajariladi.

5) /() =x"va gx)=x" funksiyalar uchun Koshi formulasi yazilsin
va ¢ topilsin.

Yechish. /'(x)=3x", gn=2x, [fb)= B, flay=da’, alb)= b, glay=a*,

o) =3¢, g'(e)=2¢ bo'lgani uchun =—-— ;
f'(c)=3¢", g'(¢)=2¢ bo'lgani uc ) -2@ £

Koshi formulasi quyidagi ko‘rinishga ega boladi.

p-a 3 (b-alp’ +hava’) 3
2 2 VA e (T

hi —g 2! —(b—a}{b+a} 27

24p* + ha + 2)
Bundan, (.':-& b }.
b ra)

7-§. Yuqori tartibli hosilalar
1°. Funksiyaning yuqori tartibli hosilasi tushunchasi
Aytaylik, f(x) funksiya (a, b) itervalda aniglangan bo‘lib, uning
Ixtiyoriy nuqtasida x € (a, b), f'(x) hosilaga ega bo'lsin. Bu ')
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funksiyani (f'(x) ham x o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘ladi) g(x)
funksiya orgali belgilaylik:
gx)=f'(x), (x€(ab)),

Ta'rif. Agar x, € (a,b) nugtada g(x) funksiya g'(x,) hosilaga
ega bo'lsa,bu hosila f(x) funksiyaning x, nuqtadagi ikkinchi tartibli
hosilasi deyiladi va "' (xy) kabi belgilanadi.

Demak, f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi uning
birinchi tartibli hosilasining hosilasi bo‘ladi:

FoE= () -

Xuddi shunga o‘xshash f(x) funksiyaning 3-tartibli, f"'(x), 4-
tartibli £V (x) va h.k. tartibli hosilalari ta'riflanadi.

Umuman, f(x) funksiyaning n-tartibli hosilasi f™(x) dan
olingan hosila f(x) funksiyaning (n + 1)-tartibli hosilasi deyiladi va
F+ 1 (x) kabi belgilanadi:

fED ) = (F™ ().
Odatda, f(x) funksiyaning
O 1Y (), e
hosilalar uning yuqori tartibli hosilalari deyiladi.

Eslatma. f(x) funksiyaning x nuqtada (x € (a, b)), n —tartibli
hosilasining mavjud bo‘lishida bu funksiyaning shu nuqta atrofida
1,2, ..., (n — 1) tartibli hosilalarining mavjud bo‘lishi talab etiladi.

Funksiyaning yuqori tartibli, masalan n-tartibli (n = 2)
hosilasini topish uchun, hamma oldingi tartibli hosilalarini hisoblash
kerak bo‘ladi.

Ayrim funksiyalarining yuqori tartibli hosilalarini bir yo‘la
topish mumkin.

Misol tariqasida ba'zi-bir sodda funksiyalarning n —tartibli
hosilalarini topamiz.

1)y=x% (x> 0,a € R). Bu funksiyaning hosilasini ketma-
ket hisoblaymiz:

y'= (@) =a-x,
v = Y = (a2 = (p—1)-x*"%
y"' = ") = (ala — Dx*2) = a(a — 1)(a—2) - x*73.
Bu funksiyaning n-tartibli hosilasi uchun ushbu
x*)Y W =g-(a—1D(a—2)..(a—n+1)- x¥7
formula o‘rinli bo'lishini matematik induksiya usuli yordamida
ko'rsatish giyin emas.
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Xususan, f(x) = x~! funksiyaning n —tartibli hosilasi.

(Tl) (—1 )n
F ) = (%) _ 0w =S

ho'ladi. o ‘
2.y =Inx (x> o) funksiyaningn —tartibli hosilasini topamiz.

Ravshanki, ;
y'=(nx) =—
Unda yuqoridagi munosabatlarga ko (ra :
n--1
yw == (o) =
~y L (pe—1)}
I ol o 3L N
xTL

ho'ladi. ‘ o .
3.y=a* (a >0, a# 1) bollsa. Bu funksiyaning hosilasini

ketma-ket hisoblaymiz:
y' =a*Ina,
=(y') =(a"-In ﬂ)
— ax Ina-lna = a*ln’a,
y" =" = (a*In*a) = a*inta;
Bu munosabatlarga qarab y = a* funksiyaning n —tartibli
hosilasi uchun ushbu,
y™ =g*-In"a '
formulani yozamiz. Uning to‘g'riligi matematik induksiya usuli
yordamida isbotlanadi. Demalk,
y(n) e, (ax){n) = a*-In"a
gususan, (e¥) = e* bo'ladi.
4.y = sinx bo'lsin. Ma’ lumk1
y' = cosx

bo'ladi. Uni quyidagicha yozib olamiz:
y' = (sinx)’ = cosx = sin (x + 2)
So'ngy = sinx funk51ya111ng keying tartibli homlalanm hisoblaymiz:

= (cosx)' = —sinx = sin(x + 2 -—)
S = (=sinx) = — cosx = sin(x +3-5)

93




y™) = (—cosx) = sinx = sin(x + 4 g).
Bu ifodadan esa y = sinx funksiyaning n-tartibli hosila uchun
4
y™ = (sinx)™ = sin(x +n 5

formula kelib chiqgadi. Uning to'g'riligi matematik induksiya usuli
bilan isbotlanadi.

Demak,
(sinx)™ = sin(x +n -g).
Xuddi shunga o‘xshash
(cosx)™ = cos(x +n - g)
boladi.

2°. Ikkinchi tartibli hosilaning mexanik ma’nosi
Aytaylik, moddiy nuqta M to‘g‘ri chiziq bo'ylab § = f(t) qonun
bilan harakatlansin, bunda t —vaqt, S esa o‘tilgan yo'l.
Ma’lumki, bu harakat qonuning ¢ vaqtdagi oniy tezligi
S'@®) =f'(t) = v(r)
bo'ladi.
Aytaylik, ¢t vaqtda moddiy nuqtaning tezligi ¢ + At vaqtdagi
tezlik esa
v(t) + Av
bolsin, ya'ni moddiy nuqta tezligi At vaqt oralig'ida Av ga o‘zgarsin.
Unda ushbu
Av
At
nisbat At vaqt oralig'dagi o‘rtacha tezlanishini ifodalaydi. Bu
nisbatning At — 0 dagi limiti
. Av
&% A
t vaqtdagi moddiy nuqgta harakatining tezlanishi deyiladi va u a bilan
belgilanadi.
. Av
a!g—;mu_/_g — &
Ravshanki

. Av ,
ﬂl}g})a = v'(t).
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Agar v = §'(t) ekanligini e'tiborga olsak, unda
v'(t) = (5'@) =5"()
ho'lishini topamiz. Demak,
a'=8"(t}), - o
ya'ni S =S(t) harakat qonunining ikkinchi tartibli h.051!'351
.h.-n‘akaming tezlanishini ifodalaydi. Bu ikkinchi tartibli hosilaning
mexanik ma'nosidir.

3°. Sodda qoidalar. Leybnits formulasi ' N

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a,b) da aniglangan bo'lib,
v € (a,b) nuqtada n —tartibli F@(x), g™ (x) hosilalarga ega
ho'lsin. U holda

1[c-f)]®™ =c- fM(x), ¢ = const,

D = £ (x)+g™ (x)

2[f() + g™ = P ()+g" (), |

3IF) - gI® = FP ) g0 + GG g @)+
HEZFT2) - " () + -+ CEFOTO (@) - 9O ) + -+ £ () - g ()

‘n

ho'ladi, bunda

i nn—1)...n—k— 1).
b = k!

Yugoridagi nazariyadagi qonun va qoidalarga ba’zi bir visellar
ko'ramiz:

Masalan.

1) y= ln{.\'+J,rT+ a’) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini
toping.

Yechish. Dastlab hosilalar jadvalidan foydalanib birinchi tartibli
hosilasini topamiz:

hY
} X
Lol dn®) "!—'[“—:J=
/! — - lx+x +a | = = s =
: v +a? U T Jxl+a
| st va’ 1
v \Ilr.lb.';'-{i: Jxtral \l'lx" +a

{{osil bo‘lgan natijadan yana hosila olamiz:
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o =y = ) =

Jrtia?

1

=—E(.rz+a’) T 2= a1

Toa?

_2) S(t)i2t3-3.t2+5 (m) qonun bilan to‘gTi chizigli harakat
gilayotgan jismning t=2 sek momentdagi tezlanishini toping.

Yechish. S(t)=6t2-6t, S'(t)=12t-6
$"(2)=12 .2-6=18

Javob: 18 m/sek?

3) a) y=0,5x*, y" =7 b) y=ekx, yln=? k-const
¥ =2x%3, y' =kekx
y"=6x v =kZekx
y"=12x ylm=jnpkx

4) y=sinx funksiyaning n- tartibli hosilasini toping.
¥ =cosx =sin(x + f-r-),
2
¥" = cos(x + E) =sin{x+2- E}_
2 27

Yechish., ¥ = cos(x +2- —725) = sin(x +3- 2,
2

o} _ Gose i -
yoi=cos(x+{n—1—) =sin(x +n- £).
o 9,

5) Oshkormas holda
P+ yt =64
tenglama bilan berilgan y funksiyaning yva y* hosilalarini toping.

Yechish._ y o‘zgaruvchi x ning funksiyasi deb hisoblab, berilgan
tenglamani ikkala qismini x bo'yicha differensiallaymiz:
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2x+ 2w =0,
Bundan y - -*. Topilgan birinchi »* hosilani yana x bo‘yicha
y

differensiallaymiz:

TR
V=0 =t
¥
lindi v = -~ ekanini hisobga olib,
y
y—x(=—)
P
¥

ni hosil gilamiz.
Shunday qilib, v"= —-"'z—:}x!— yoki ¥ = 6; chunki shartga ko‘ra
vyt =64, ‘ -
6) »-re*2x funksiya differensialini toping.
Yechish. Oldin berilgan funksiyaning hosilasini topamiz:

N | it
3 =81g’ 2y ———— = 81g’ 2xsec’ 2.
cos” 2x

U holda
dv = Btg’ 2x -sec’ 2xdx.
7) y=sin3x, dy=?
dy=(sin3x) dx=3cos3xdx
Oxirgi tenglikdan » = 7(x)=dy/dx ekanligi kelib chigadi.

8) y=x(nx-1 funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini
toping.

Yechish.Berilgan funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli
hosilalarini topamiz:
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y=Inx-1 +.\'-—l~= Inx, "= i
x x
Demak,
3
dy =Inxdx,d x = di
x
9) y=cosx, d2y=?

dy=-sinxdx, d?y=-cosxdx?
Agar y=f{x}, x=¢(t) bo'lsa d’y ganday hisoblanishini ko‘rib chigamiz:
dy=y'dx, bunda dx=¢" (t)dt

. d?y=d(dy)=d( y' dx)=d () dx+ y' d(dx)= y" dxdx+ y' d?x= y" dx?+ y'
.ZX )
10) y=cosx, x=Int bo'lsa, d2y=?

Yechish. dy= v dx=- %m t=- sinxdx

3 =

Z
! ;‘2 3
L s 2 CE i =
d'y= COSI[ = ) Fsinx: 5= —cosxdx’ —sinxd’x, chunki 1t -d’x.

Auditoriyada tahlil gilinadigan misollar.
1 - 8. Hosila ta'rifidan foydalanib funksiyani hosilasini toping.

1. f{x)=5x+3 JAVOBI: 5; 2. fix)=5-4x+3x" JAVOBI: 6x-4;

3. f=x"-x"+2x JAVOBL: 3x2-2x+2; 4. f(xy=x+Jx  JAVOBI:
1

14+

2Jx
i} o :

5: elxjwvliTEe ]AVOB].m 6. j(_x)=% JAVOBI:
7

(x=1)

4—-3x
7.gx)=5=-  JAVOBL: - 8. g(x) =+ JAVOBL: -2 ;
=

0
2+x Q)" ;

Quyidagi funksiyalar uchun: a) Hosila ta'rifidan foydalanib
(unksiyani hosilasini toping. b) fva 7~ funksiyalarning grafigi
yasalsin.

0, f(v=3*-1 JAVOBI: 6x;
|
2y -1

11 v-3¢ _2¢* +3x—1 hosila ta'rifidan foydalanib funksiyani hosilasini

10. f(x)=+*—1  JAVOBL:

toping.
JAVOBI: 27¢° —4x43

Jadval asosida funksiya hosilasi olinsin.

12. f(x)=x" JAVOBI: 4x' ; 13. f(x)=x*  JAVOBI: 6x°

al—

JAVOBI: 4x’ —12x; 15. rir)=r

14, y=x"- 6x7 +4
JAVOBI: %r;

16. f(x)=3x" JAVOBI: 1257+ 17. flx)=x""  JAVOBI:

1000x%%?

18. F{.:'}z(&x"l?x"} JAVOBI: 294x¢. 19. y= L2 |'__:—_1 JAVOBI:

6-2¢-x’
x-l

20 -=y JAVOBI: " 21 v=—‘G—— JAVOBI:
B, X — " (I+x2)

{1 3_\""_}&

p! \'(1 +ox° )2

22. gls)=[s* +s+1)s? +2) JAVOBI: 45" +3s* +65+2

e T & 4 1 T 10

3 =2t —— 437 - AVOBIl: — — 3 S pbxs—

23, y=2x —+3 -5 J 3\/_x+f+6lx"

b=t =4 Jl'ﬁ.+—4-—§ 8 .~ 12
24. P & JAVOBI: le—gx*Jx’ =3 -—Jin]x|+5/x2




25, _1.-=7_‘-..,_i_§fl_-"_+é ]AVOB] ‘J.'____E,E.__ 4-+5II1}XI '6/}(2
x° X oy Si.l'r__t

26.y=3c -3¢ +19 JAVOBI: 15x% — > 22
X A 2vx x3

27. y=x’-8x+9 parabolaga (3-6) nuqtadan o‘tkazilgan urinma
tenglamasi tuzilsin. JAVOBI: , = 2

o R et 1 s .
28. ‘V—G_-f-x_z) funksiyaga (1;5) nugtada o‘tkazilgan urinma

L3

tenglamasi tuzilsin. JAVOBI: y = s

29. y=x'+2x-2 egri chiziqqa abssissasi r, =1 bo‘lgan nuqtadan
o'tkazilgan urinma va normalning tenglamasi tuzilsin. JAVOBI:

y=5x—4-;y=—-§x+~:-

30. y=3g2x+1egri chiziqga abssissasi «x _f bo‘lgan nuqtadan
o‘tkazilgan normalning tenglamasini yozing. JAVOBIL:y = —%x +
Z 41

12

31. Moddiy nuqtaning t vagt ichida bosib o‘tgan masofasi

1 1
S=—r'——¢"+2r+1 ga
4 3 &

teng. Berilgan nuqtaning tezligini toping. JAVOBL: v =¢* 2 42

32. OY o'qi bo'yicha ikkita moddiy nugta u, - %4 va x, =%:3—12; +3

qonun bo‘yicha harakatlanadi. Qanday vagtdan keyin ularning tezligi
teng bo'ladi. JAVOBI: (=2

33. Moddiy nuqta s5=:'-3’+2-4 gonun bo‘yicha harakatlanadi.

Nuqta harakatining ¢t=2sek. dagi tezligini toping. JAVOBI: 22
34. Moddiy nuqta s=4/'-2+11 qonun bo‘yicha harakatlanadi. Necha
sekunddan keyin uning tezligi 190 m/c ga teng bo'ladi. JAVOBI:
=165

Murakkab funksiyaning hosilasi topilsin.
100

. 5
35, 3= 2B(Hx+5)

36. JAVOBI: 8(x +6)—2(4x +5)In4x + 5)

(x+6) {4x+5)x+6)
log,(3x —7) 3 ?
" etgl JAVOBI: 3cos7x” +42x" In{4x +5)

(3x~7)In5cos? Tx'ctg? 7x°
37.f(x)=sinx funksiyaning hosilasi /'(x)=cosx ekanligi isbotlansin.
38. [0:8] kesmada f(x)=¥8x-x* funksiya uchun Roll teoremasi
bajariladimi.

JAVOBI: Bajariladi.

39.Roll teoremasini s(x)=Vx* funksiyaga [-11] kesmada tadbiq gilish
mumkinmi?

JAVOBI: Tatbiq qilib bo‘lmaydi, chunki x=0 bo‘lganda hosila
mavjud emas.

40. f(xy=x"-6x+100 funksiya uchun [1,5] oraligda Roll teoremasi
o‘rinlimi?

JAVOBI: Q‘rinli
41. [-1:0] va [0;1] kesmada f(x)=x-x* funksiya uchun Roll teoremasi
o'rinlimi?
x ning ganday qiymatida o‘rinli bo‘ladi?

]AVOBEx:iﬁ;.

42. f(x)=3(x-8) funksiya uchun [o;10] kesmada Logranj teoremasi
o'‘rinlimi?
JAVOBI: O'rinli emas.

43. f(x)=x" va p(x)=x* funksiyalar uchun Koshi formulasini yoying va
¢ nuqtani toping.

Parametrik ko‘rinishdagi funksiyaning birinchi tartibli hosilasi
topilsin.
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=41 -1 ]AVOB[: 3242t 45. {y =2sin’¢

[
g 2041

44 JAVOBI: - gt

x=2cos !

46. {-" '::1";” JAVOBL: —'(3t+2)

/t e

47.{ PEEEC AGGR[ A

=t =2t 2t
Mustaqil yechish uchun mashgqlar.

Hosila ta'rifidan foydalanib funksiyani hosilasini toping

4.1, y=2x"+5x"-Tx—4

A3 peds
45. y=g
4%, yai
42, y=it’
4 yeids
4.6, y=x*+dx
4.8. y=x'-2x+5

Funksiyalarning urinma tenglamasi va normal tenglamasini
tuzing :

49. y=x'-5v+7x-2 egri chizigning (1) nuqtasida o‘tkazilgan
normalning tenglamasini yozing.

4.10. y=x"-6x+2 egri chiziqqa abssissasi x=2 nuqtada o‘tkazilgan
urinma tenglamasi tuzilsin.

4.11. }-'=%—x-{ segri chizigga abssissasi x=4 nuqtadan o‘tkazilgan
urinma tenglamasini yozing.

4.12. _t-‘=%—2?x+60 egri chiziqqa abssissasi x=2 nuqtada o‘tkazilgan

urinma tenglamasini yozing,
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1.13. y g e chizigga abssissasi x=1 nuqtada o‘tkazilgan
trinma tenglamasi tuzilsin.

1
Y

4.14. ‘0 - =1 egrichiziqqa M(-9;-8) nuqtada o‘tkazilgan urinmaning

tenglamasi tuzilsin,

. 8
1,15, y= ¥ lokonga (zulfga) x=2 nuqtada o‘tkazilgan urinma

tenglamasi tuzilsin.(y = - % +2)

k)
X v o . o 4 = A
1.16. y= - egri chiziqqa abssissasi x=-2 nuqtada o‘tkazilgan urinma
tenglamasi tuzilsin.

4.17. y* =x* egri chiziqqa abssissasi x=0 va x=1 nugtalarda o‘tkazilgan
urinma tenglamasi tuzilsin.

4.18. y =sin x sinusoidaga x =7 nuqtada o‘tkazilgan urinma tenglamasi
tuzilsin.

4 .
1.19. = giperbolaga x=1 va x=-4 nuqtalarda o‘tkazilgan urinma
tenglamasi tuzilsin,

4.20.  y=4x-+ funksiyaga Ox o'qi bilan kesishgan nugtalarida
0'tkazilgan urinmalarning tenglamasi tuzilsin.

4.21. y*=4-x funksiyaga Oy o'qi bilan kesishgan nugtalarida
0'tkazilgan urinma tenglamasi tuzilsin.

A.22. y=x-ax+sparabolaga Oy o'qi bilan kesishgan nugtalarida
0'tkazilgan urinma tenglamasi tuzilsin.

1.23. v= ‘4 parabolaga abssissasi x=2 nuqtada o‘tkazilgan urinma
tenplamasi tuzilsin,

D24 v = 3" -5x* +7x -2 egri chizigning (1) nuqtasida o‘tkazilgan urinma
tenplamasini yozing.
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4.25. y=x'—6x+2 egri chizigqa abssissasi x=2 nuqtada o‘tkazilgan
normal tenglamasi tuzilsin.

a

4.26. _v=%—x+5 egri chiziqqa abssissasi x=4 nugtada o‘tkazilgan

normal tenglamasini yozing.

4

4.27. \—VT 27v+60egri chizigqa abssissasi x=2 nuqtada o‘tkazilgan

normal tenglamasini yozing.

4.28. v=§_‘f"—é.\‘1 egri chiziqga abssissasi x=1 nuqtada o‘tkazilgan

normal tenglamasi tuzilsin.

Funksiya hosilasini jadval asosida toping.

429, yo20—sx*+7xid; 430, y=xarcigs; T ’?
£32. yeidi=2; 433. }==E‘-:j_ilj; 4.34. y:%.x"f"}
4.35. y=1g'x9. v=cos’x; 4.36. y=sin(2x+3); 437 y=lghx
4.38. y=sin'}; 4.39. y=tn{ +5); 4.40. y- ‘-::x ;
4.41. y="1; 442, y=mlx' +35); 443, y=V1-327;

4.44. y-2x' -1 egri chizigning gaysi nuqtasidan o‘tkazilgan urinma
o‘qi bilan % burchak tashkil etishini aniglang.

4.45.Moddiy nuqta /()= -6 —5 qonun bo‘yicha harakatlanadi. Nuqta
harakatining t=2cek. dagi tezligini toping.

4.46. Moddiy nuqta /(r)=2*-:+1 qonun bo‘yicha harakatlanadi. Nuqgta
harakatining t=2cek. dagi tezligini toping.

Teskari funksiyalarning hosilalasini toping.

447, y =(x—-4) arcctg3x’
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arcsin” 4x

1,449, ) :
arcig{5x — 3)
451, v=arctg’5x(In(x - 4))
41,53, » {x—3)" arccos 5x*
4,55, y= =
Jx+s
457, y=(x-2)" arcsin 5x*
4.59, i Sarcig{2x +3)
{x+ 1)J
4.61. y- Tarceos(4x - 1}
(,\'+2)‘1
4.63. y=Teremtiz+l)
(x—4)
4.65. y=5" arccos 5x
4.67. y= arcsin(2x—7)
(,\' + 2)4
1.50. y=4x— ?}6 arcsin 3x°
1.52. y=(x+5) arccos’ 5x
y = zm:cl:)st-J x_!
4,54, 9+ x*
1.56. y=Jxarcsinx
1.58. v =arkig
a’ —x?
1.60, r(f‘{‘.l'gl_ Jx
x
) 3t N
1.62. v = arcsin = b

1,64,

X e
V' = XArCCcos e N

105




466 = arr.':‘g\,E
Vi+x

4,68. y =arcsin \/l_ ~0,2x"

Murakkab funksiya hosilasini toping. 4.69. y= o
4.71. y=x"g’x

4.73. y=x"sinlx

4.75. y=x"
4.77. y=x"
4,70, p=x"
4,72, yv={cosx)™"
4.74. y=(nx)
4.76. y=2x"
4.78. y=(cosx)"
4.79. p=(sinx)™
481, y=x"
4,83, p=x*
4.85. y=(ax+2)

4.87. y=(cos5x)""
4.89. v={g3x)"
491, y=(ctgse)™
4.93. y=(in{x+7))"*™
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1,98, .

4,95, p = (cra(7x+ )"

4.80. v ={(cos7x)"
182, y=x"
4.84. y = (inx)
4.86. y=(cosx J°
1.88. y=(Vsxe3)"
1.90. v = (sin 5x)
1.92. y=(rgsx)™"
494, = ({__tgxg )

1.96. y= (;gx}«m

Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi olinsin.

4.97 {! =Incos2¢

y=smn2t

x=x—0"
b

o 175
:g(g )

4.101. e

4.103. { il

y=—cos 4t
2

| 1
1,105, {i: il

y= ]n(r2 + [)

[.\' (gt
1

e

st

107



|
J IH ) v =20 —sin2t
4.100. 4,108, "
‘ —aretgl V=8t

”: sl MNP
| 1 inf 4.110. J.x _f-;-/25m2£
I 4.102 ﬂ"slilf [.1.__CO53f
| ‘” . cos! )

i " +sin 4.112. ]_x:ri_,_z.,
| ])'=r"8r +1
| p—— J =§r’+5r+:

| i x 2( smr ) v=l;'5 +.I
| 4.106. {v=21 o 2t %
| ufslint 4116. u_arcsm

| 4.107. { . { -
i v = fCost ¥ = arccos2t

I

| ! 4.109. A_cos 1.118. {\_I e
Ll y=1-sint

, x=ctgt

I x=t+sint 4.120.

! 4111, {y:l—cost ~ corts
| 1.122.

4.113. T r _ { 2+.r

4115, [F=cos¥ 1.124. {X - wa' » Oshkormas fu nksiyaning birinchi tartibli

{\ =sin 3¢ y=sin" 2
. hosilasini toping.4.125. x’ + " -3 =0 4.126.
Il 4.117. {‘ K i’m 5 arctgy = 4x+ 5y

¥y= mbr

! ' 4.127. y? —x=cosx 4.128. 3x+siny=5y
| 2
1 4119.47° 4.129. 1gy=3x+5y 4130,y = gy
[ lf_(_.()b
! | 4131, y=¢ +4x 4.132.my-%=7
I 4121, {‘—“; 1 s
| B 4.133. 1" = ax-Ty AT e Py
x= au)'_-. {
f 4.123. { -2 4.135. sin yv=Tx+43y 4,136, v +x’ =siny
I y=2sin’¢
| N 137. 1gv=4y-5x 4,138, y=Tx—ctey
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QSIS SR R NG e =t B . .

I 4.139. xy=6+cosy 4.140. 3y =7+ %" 5-BOB
I o . ) e o FUNKSIYA HOSILASINING TADBIQLARI
' 'i O.sh.korn?as va pe.u‘ametrlc ko'rinishdagi funksiyalardan ikkinchi 1-§. Funksiyaning monotonlik oralig'ini aniglash
‘ tartibli hosila olinsin. Aytaylik, y = f(x) funksiya (a, b) intervalda aniglangan bo'lsin.
| s e g W S 2. cost rrcosl y=2: Ma'lumki, ixtiyoriy x,,x; € (a,b) nugtalar uchun x; <x,
| 4141 543y 3y=7;  ALAL 7 =cos] s ffm o5 bo'lganda f(xy) < f(x) (f(x1) < f(xz)) bolsa, f(x) funksiya
EAAE, eyt itns A4S e 4.146. {X;‘*m’df . (a, b) intervalda o‘suvchi (qat'iy o'suvchi), x; < x; bo‘lganda f(x;1) =
H y=cos't [(x;) (f(xy) > f(xz)) bo'lsa, f(x) funksiya (a,b) intervalda
. e T F i I(.'unayuvchi (qat'iy kamayuvchi) deyiladi.
i 4.147. g 0 4.148. {y‘: ek 4.149. %y:;_lm ; Odatda f(x) funksiya (a,b) intervalda o'suvchi yoki
I ; amayuvchi bo'lsa
.'ll-l Ft_ml(siyalarning birinchi tartibli differensialini toping4.150. l}-(_x;y[inksli:?; (a,,b) intervalda monoton, (a,b) interval esa f(x)
_ | FiR=i=t funksiyaning monotonlik intervali deyiladi.
g 4,152, flx)=-4x" Endi funksiyaning hosilasidan foydalanib, uning berilgan
' N intervalda o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lishini topamiz.
4.154. [lx)=x" 4304 Teorema. Agar f(x) funksiya (a,b) intervalda f'(x) hosilaga
| .Ii 4155, gle)= 526 46 eqa bo'lib, ixtiyoriy x € (a,b) da
; “ ffx)=z0
4.157. it)=06" bo'lsa, u holda funksiya (a, b) intervalda o'suvchi bo'ladi.
- ‘ . i < Aytaylik, f (x) funksiya (a, b) da f'(x) hosilaga ega bo'lib,
.| 4151 +)=3a" flx)=0
b 1 bo'lsin.
‘ | 4.153. r(t)=5t * (a,b) intervalda ixtiyoriy xy va x nugtalarni olib, x; < x;
- bo‘lsin deylik. Ravshanki, [x; ,x;] segment (a,b) intervalga tegishli
‘ , 4.156. y=4r° ho'ladi:
1L Jo g N o um [x; ,x2] € (@, b).
|‘ 4.158. r{.g:}:;—;“ Ikkinchi tartibli differensiali topilsin. Bu [x;, x,] segmentda f(x) funksiya Lagranj teoremasining
shartlarini bajaradi. Unda shu teoremaga ko'ra shunday ¢ nuqta
Il 4.159. ¥ :(_r"-M.\' # t’))1 4.160. y= cmS(fg.l'\] (_(I e xz)]topiladiki. . 4 !
4.161. y=+smnx 4.162. y=1g3r fG) = fx) _ £, yami
| i I. i Xy —Xq _
il flx2) = f(xq) = f1(€) (x2 — x1)
. bo'ladi. Shartga ko'ra
flle)=0 va x;—x;>0,
unda keying tenglikdan
i) — £Grr) = 0, yami () < f(x2)




bo'lishi kelib chigadi. Demak, x; < x, bolganda f(x;) < f(x,)
bo‘ladi. Bu esa f(x) funksiyaning (a, b) intervalda o‘suvchi bo'lishini
bildiradi.

Teorema. Agar f(x) funksiya (a,b) intervalda f’(x) hosilaga
ega bo'lib, funksiya (a, b) intervalda o'suvchi bo'lsa, u holda ixtiyoriy
x € (a, b) nuqtada f'(x) = 0 bo'ladi.

< (a, b) intervalda ixtiyoriy x nugtani olib, unga shunday Ax
orttirma beramizki, x + Ax nuqta ham shu (a, b) intervalga tegishli
bo'lsin. Shartga ko'ra, f(x) funksiya (a, b) intervalda o'suvchi. Unda
Ax > 0 bo‘lganda f(x) < f(x + Ax) bo'lib,

fx+Ax)—f(x) =0
bo‘ladi. Demak,

Ax>0daf(x+Ax)—f(x)=0
Ax <0 da f(x+Ax)— f(x) <0.
Ikkala hol uchun ham
f(X+AX)—f(X)20
Ax

bo‘ladi. Hosila ta'rifiga binoan

x+ Ax) —

Keyingi ikki munosabatdan (a, b) intervalda f'(x) > 0 bo'lishi
kelib chigadi.c>
Natijada  (a,b) intervalda differensiallanuvchi  f(x)

funksiyaning shu intervalda o‘suvchi bo‘lishi uchun ixtiyoriy x €
(a,b) da

ffx)=0
bo‘lishi zarur va yetarli.
Yuqorida  keltirilgan  teoremalarga o‘xshash  quyidagi
teoremalar ham isbotlanadi.
Teorema. Agar f(x) funksiya (a,b) intervalda f'(x) hosilaga
ega bo'lib, ixtiyoriy x € (a, b) da
fl) <0
bo'lsa u holda funksiya (a, b) da kamayuvchi bo'ladi.
Teorema. Agar f(x) funksiya (a,b) intervalda f'(x) hosilaga
ega bo'lib, funksiya (a,b) intervalda kamayuvchi bollsa, u holda
ixtiyoriy x € (a, b) nugtada

ffix) <0
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ho'ladi.

Natijada, (a,b) intervalda differensiallanuvchi  f(x)
funksiyaning shu intervalda kamayuvchi bo‘lishi uchun ixtiyoriy x €
(a,b) da

flx) <0
ho'lishi zarur va yetarli.

2-§. Funksiyaning ekstremumlari

1°.Funksiya ekstremumlari tushunchalari.

Aytaylik, f (x) funksiya (a, b) intervalda aniglangan x, € (a, b)
va shu nuqtaning atrofi

(xg — 6, x9+08) =
={x€ER: xg— O <x<xy+ 6}
(8 > 0) ham (a, b) intervalga tegishli
(xg—6, xg+08) c(ab)

bolsin.

Berilgan f(x) funksiyaning x, nuqtadagi giymati f{x,) bilan
shu funksiyaning

(xg — 8,x9 + 9)

atrofdagi  qiymatlarini  solishtirish  funksiya  ekstremumi
tushunchasiga olib keladi.

Ta'rif. Agar ixtiyoriy x € (xq — 8, xg + &) uchun

f) < f(x)

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada lokal maksimumga
erishadi deyiladi, x, funksiyaning maksimum nuqtasi, f(x,) esa
funksiyaning maksimum qiymati deyiladi.

Funksiyaning maksimum giymati

max{f(x)}
kabi belgilanadi, ya'ni
£ (x0) = max{f (x)}
Ta'rif. Agar ixtiyoriy x € (xo — 8, xo + &) uchun
f(x) = f(x0)

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada lokal minimumga
erishadi deyiladi, xo funksiyaning minimum nuqtasi, f(x,) esa
funksiyaning minimum qiymati deyiladi. Funksiyaning minimum
(fiymati

min{f(x)}
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kabi belgilanadi, ya'ni
o f(x) = min{f (x)}.

‘ Funksiyaning maksimum va minimum giymatlari umumiy nom
bilan uning ekstremumlari deyiladi.

'Eslatma f(x) funksiya (a, b) intervalda bir nechta maksimum
va minimumlarga ega bo‘lishi mumkin.

25, Fuqksiya ekstremumga erishishining zaruriy sharti

Aytaylik, f(x) funksiya (a, b) da aniglangan bo‘lib, x4 € (a, b)
bo'lsin. ,

Teorema. Agar f(x) funksiya x, nugtada ekstremumga erishsa
va shu nuqtada funksiyaning hosilasi mavjud bo‘lsa,u holda

filx)=0
bo'ladi.

) b ’f(x) funksiya x, € (a,b) nuqtada maksimumga
erishib, f'(xy) mavjud bo'lsin. U holda ta'rifga binoan ixtiyoriy x €
(xg — 8,x¢ + &) € (a, b) uchun

_ f(x) £ f(x0)
tengsizlik bajariladi.

Rav.shank‘i, bu holda, f(x,) garalayorgan funksiyaning (x, —
8,xp +6) dagi eng katta giymati bo‘ladi. Unda ma’lum Ferma
teoremasiga binoan

| f'(xg) =0
bo‘ladi.>

N Xuddi shunga o'sshash f(x) funksiya x, € (a,b) nuqtada
minimumga erishib, f'(x,;) mavjud bo‘lganda ham

o f'xe) =10
bo'lishi isbotlanadi.

’Eslatnjla. f(x) funksiyaning biror x* € (a, b) nuqtada hosilasi
m.:_w;ud bo'lib, f(x*) = 0 bo'lishidan, uning x* nugtada ekstremumiga
erishishi har doim kelib chigavermaydi. )

Masalan,
fx) =x°
funksiya uchun
f'(x) =3x?
va x = (0 nuqtada
flxg)=0
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bo'lsa ham bu funksiya x = 0 nuqtada ekstremumga erishmaydi
(ma’lumki, funksiya qat'iy o'suvchi).
Demak, yuqorida keltirilgan teorema funksiya ekstremumga
orishishning zaruriy shartini ifodalaydi.
Eslatma. Hosilaga ega bolmagan nuqtada ham funksiya
ekstremumga erishishi mumkin. Masalan,
fx) = Ix
funksiya x, = 0 nuqtada hosilaga ega emas, ammo u shu nuqtada
minimumga erishadi.
Odatda funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nuqtalar
funksiyasining statsionar nuqtalari deyiladi.
f(x) funksiyaga ekstremum giymat beradigan nuqtalar:
1. Funksiyaning statsionar nuqtalar.
2. Funksiyaning hosilasi mavjud bolmagan nuqtalar.
3.
3°.Funksiya ekstremumga erishishining yetarli shartlari
Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) da berilgan, uning har bir
nuqtasida hosilaga ega va x, € (a, b) nuqtada funksiyaning hosilasi
nolga teng:
f'(xg) = 0.
X, nuqtaning shunday (xq — 8, %o + 8) atrofini olamizki,
(xg — 6,x9+8) € (a,b)
bo'lsin.
a) Agar ixtiyoriy x € (xg — 9, xy) da f'(x) >0, ixtiyoriy
x € (xg, Xo + 6) da f'(x) <0, ya'ni f'(x) hosila xo nuqtani “o'sishida”
ishorasini “+” dan “—" ga o'zgartirsa, f(x) funksiya X nuqtada
maksimumga erishadi.
f(x) funksiyaning (xo — 8, %) da hosilasi musbat f'(x) > 0.
Demak, funksiya (xo — &, xo) da o'suvchi. Unda
(xo — 6,%0) da
fxo) = f()
tengsizlik bajariladi. f(x) funksiyaning hosilasi x € (xg,xo + ) da
manfiy f’'(x) < 0. Demak, funksiya x € (%0, xo + &) da kamayuvchi.
Unda
x € (xg, Xo + 8) da f(xp) = f(X)
tengsizlik bajariladi. Demak, x € (xo — &d,x, +d8)da

flx) = f(xo)
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bo‘ladi. Bu esa f(x) funksiya x; nugtada maksimumga erishishini
bildiradi.

b) Agar ixtiyoriy x € (xq —d,%9) da f'(x) <0, ixtiyoriy
x € (xo, xp + 8) da f'(x) > 0, ya'ni f'(x) hosila x, nugtani “o‘sishda”
ishorasini “—" dan “+" ga o‘zgartirsa, u holda f(x) funksiya x,
nuqtada minimumga erishadi.

f(x) funksiyaning hosilasi (x, —§,x5) da f'(x) < 0. Demak,
funksiya (xq — 8, xo) da kamayuvchi.

Unda (xy — 6, %) da

f(x) = fxo)
tengsizlik bajariladi.
f(x) funksiyaning f'(x) hosilasi (xg x¢ + 6) da f'(x) > 0.
Demalk, funksiya (xg xq + 6) da o‘suvchi. Unda [xu, Xg + 6] da
f(x) = f(xo)
tenglik bajariladi. Demalk, ixtiyoriy x € (xq — 4§, x, + &) da
f(x) = fxp)
bo'ladi. Bu esa funksiyaning x, nugtada minimumga erishishini
bildiradi.
¢) Agar ixtiyoriy x € (xp —8,x5) da f'(x) >0, ixtiyoriy
X € (%9, x9+8) da f'(x) >0, yoki ixtiyoriy x € (xo—&,%,) da
f'(x) < 0, ixtiyoriy x € (x, xo + 6) da f'(x) < 0 bo‘lsa, ya'ni f'(x)
hosila x4 nuqtadan “o‘tishda” ishorasini o‘zgartirmasa, u holda f(x)
funksiya x, nuqtada ekstremumiga erishmaydi. Chunki bu holda
funksiya (x,-9, x4 + &) da o'suvchi yoki kamayuvchi bo‘ladi.
Natijada f (x) funksiya ekstremumini topishda quyidagi qoidaga
kelamiz:
1) Funksiya hosilasi f'(x) topiladi.
2) f'(x) = 0 tenglama yechiladi. Aytaylik, bu tenglamaning
yechimlaridan biri x, bo'lsin f'(x,) = 0.
3) x, nugtaning chap atrofi (x; — 8, x5) va o‘ng atrofi (xg, xy +
d) da f'(x) hosilaning ishorasi aniglanadi va yuqorida keltirilgan a)
va b) tasdiqlar tadbiq etilib ekstremum topiladi.

£ (x) [l | f(x f (x0)
=) +8)
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0 yoki & - Maksimum
mavjud - + Minimum
emas

0 yoki + + Ekstremum
mavjud = - mavjud
emas emas

4°. Funksiya ekstremumini topishda yuqori tartibli
hosilalardan foydalanish. Yuqorida keltirilgan ekstremumning
yetarli sharti sanaladigan nugtaning o'ng va chap tomonlarld_agl
‘:mqta]arida funksiya hosilasi f(x) ning ishorasini aniglash bl}iall.
bog'liq. Ko'pincha x, nuqtaning atrofida f'(x) ning ishorasini
aniglash qiyin bo'ladi. ‘ .

Qaralayotgan funksiya x; nuqtada yuqori tartibli hosilalarga ega
bolsa, hosilaning x, nuqtadagi giymatining ishorasiga qarab
funksiyaning ekstremumini aniglash mumkKkin. .

Aytaylik, f(x) funksiya (a, b) intervalda aniglangan bo'lib, x €
(a, b) bo'lsin. ‘ ‘

Teorema. Agar f(x) funksiya xg nuqtaning (x0-0, xg +.(5).
atrofida  ((x¢-8, xo + &)< (a, b)) birinchi va ikkinchi tartibli
£'(x), f"" (x) hosilalarga ega bo'lib,

I) f"(x{)) = 0 . . . . . 3 - n

2} xo nuqtada funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi "' (x)
uzluksiz va f" (xo) # 0 bo'lsin, u holda .

aj f"(x) > 0 bo'lganda f(x) funksiya xo nuqtada minimumga
erishadi. ’

b) f"(x0) < 0 bo'lganda f(x) funksiya xo nuqtada maksimumga
erishadi. .

Teorema. Agar f(x) funksiya x, nuqtaning ((xg-6, xo + 6)C
(a, b))
n-tartibli £ (x) hosilaga ega bo'lib, _

1 FG)=0, f()=0mfT D) =0 fM(xo)#0
bo'lganda, n —juft son bo‘lsa funksiya ekstremumga ega bo'ladi va
[ (x,) >0 bolganda f(x) funksiya x, nuqtada minimumga,
[ (x,) < 0 bollganda f(x) funksiya x, nuqtada maksimumga
erishadi.
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2] n —toq son bo'lganda f (x) funksiya x, nugtada ekstremumga
ega bo'lmaydi.

5°. Funksiyaning [a, b] segmentdagi eng katta va eng kichik
qiymatlari. f(x) funksiya [a, b] segmentda aniglangan va u shu
segmentda differensiallanuvchi bo‘lsin. Ravshanki, f(x) funksiya
[a,b] da uzluksiz bo'ladi. Unda ma’lum teoremaga ko‘ra funksiya
[a, b] da eng katta va eng kichik qiymatlarga erishadi, ya'ni [a, b]
segmentning shunday qiymatlari topiladiki, bu nuqtalardagi
funksiyaning giymatlari eng katta (eng kichik ) bo'ladi.

Funksiyaning eng katta giymati quyidagicha topiladi:

1) f(x) funksiyaning (a,b) intervaldagi maksimum
qiymatlari topiladi. Funksiyaning barcha maksimum qiymatlari
to'plami

{maxf (x)}
bo‘lsin.

2)  Funksiyaning [a, b] segmenti chegaralaridagi, ya'ni x = q,
x = b nuqtalardagi qiymatlari f (a) va f (b) hisoblanadi.

So‘ngra

{maxf(x)}
to‘plamning barcha elementlari bilan f(a) va f(b) lar tagqoslanadi.
Bu giymatlar ichida (orasida) eng kattasi f(x) funksiyaning [a, b]
segmentdagi eng katta giymati bo'ladi.

Shunga oxshash funksiyaning [a, b] segmentdagi eng kichik
qiymati topiladi.

6°.Hosilaning funksiya limitini topishga tadbiglari. Lopital
qoidalari

Biz  oldingi boblarda, ma’lum shartlar bajarilganda
funksiyalarning limitini hisoblashni bayon etdik.

Bazi hollarda bunday shartlar bajarilmaganda, ya’ni.

1) x = x5 da f(x) =0, g(x) =0, da % ning limiti (uni %

ko'rinishidagi anigmaslik deyiladi);
2) x = xgda f(x) = 400, g(x) = +oo, da% ning limiti (uni E
ko'rinishidagi aniqmaslik deyiladi) ni topishda funksiyaning

hosilalariga asoslangan qoidaga ko‘ra hisoblash mumkin bo‘ladi.
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Bunday usul bilan funksiya limitini toppish Lopital goidalari
deyiladi.

1°. x » xyda f(x) = 0,g(x) = 0, dag{-x—)ning limiti

Teorema. Aytaylik, f(x), va g(x) funksiyalar (a,b) da
aniqlangan bo'lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

F{x)

il
limf(x) =0,
Xl
limg(x) =0,
X—=a

2). Ixtiyoriy x € (a,b) da f'(x) va g'(x) hosilalar mavjud.
3). Ixtiyoriy x € (a,b) da g'(x) # 0.

4). Ushbu
"(x
u:m)—r,—(—) =A (AER)
x=a g'(x)
mavjud. U holda ’
X
il ) o By

wag(x) xag'(x)
bo'ladi. o )
f(x) hamda g(x) funksiyalarning x =a nuqtadagi giymati
nolga teng, ya'ni
f(@)=0,9(a) = 0
deb olsak, natijada

lim /() = 0 = f(a),

X—a

lim g{x) = 0 = g(a)

x—a ;
tengliklar o‘rinli bo'lib, f(x) va g(x) funksiyalar [a, b] da uzluksiz
bo'ladi. Ixtiyoriy x € (a, b) nuqta olib, [a, x] segmentdz.i f(x)va ggx)
funksiyalarni qaraymiz. Koshi teoremasiga ko‘ra a bilan x orasida
shunday c(a < ¢ < x) nuqta topiladiki,

f@) = f@ _f©

gx) —g@ g'()
tenglik o'rinli bo‘ladi. Bu tenglikdan esa

fe) _f'©
gx) g'(©)
ho'lishi kelib chigadi. Ravshanki x = a da x — ¢ bo'ladi. Demak,
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@) _ f'(©)

lim = lim
x—a g{x) x-cg'(c)
flx)

2° x - xgda(x) — o0, g(x) > o, da i ning limiti

Teorema. Aytaylik, f(x), va g(x) funksiyalar (a,b) da
aniglangan bo'lib,quyidagi shartlarni bajarsin:
1) Ji."::::rnﬂ f(x) =00, limg(x)=o0,
—* X—=a

2) Ixtiyoriy x € (a, b) da, f'(x), va g'(x) hosilalar mavjud va

o g'(x) #0.
; x)
e
U holda
lim f) = imﬂygz
x—a g(x) x—a g’(x)
bo'ladi.

Yugqoridagi nazariyalar asosida ba’zi bir misollarni ko'rib
chigamiz:

Misollar. 1) ¥= 2" ~Inx funksiyaning monotonlik intervallari va
kritik nuqtalarini toping.

Yechish. Berilgan funksiya x>0 da aniglangan. Uning hosilasini
topamiz:
}_,:4_{_1: dx* -1

x x

V' =0,4x = 1=0, bundan x, = -, x, = ——

B3 | —
2]

[
=75 kritik nuqta funksiyaning aniglanish sohasiga kirmagani

] |
uchun uni tashlab yuboramiz. Topilgan =35 kritik nugqta

- - - - I I
funksiyaning aniqlanish sohasini [055] va [5*“’] intervallarga bo‘ladi.

Bu intervallarda »" hosilaning ishorasini aniglaymiz.

m f1 5 1
’d] [I)_E] da y [E]z__E{U b) (-2—;+w) da y'(l]:_’:‘;}U

K
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Bu esa birinchi intervalda funksiya kamayuvchi, ikkinchi intervalda
o'suvchi ekanini bildiradi.

2) v=(x+2)' funksiyaning ekstremumini toping.
Yechish. Berilgan funksiyaning hosilasini topamiz.
y=3x+2). y=0 x==2

x, =-2 nuqtada berilgan funksiya ekstremumga ega emas, chunki x>-
2 da y= {x+2}3 >0, x<—2days= (.r 1 2}1 <o, x=-2day={x+ 2) =0

Demak, funksiyaning hosilasini nolga aylantiradigan nuqtaning
mavjud bo‘lishi funksiyaning ekstremumi mavjud bo‘ladi, deyish
noto‘g’ri ekan.

3) y=x" funksiyaning monotonlik intervallarini aniglang.

Yechish. » hosilani topamiz: ,=2x. x<0 da y'<o0 va funksiya (-=:0)
intervalda kamayadi; x>0 da »'>0 va funksiya (0;+ =) intervalda o‘sadi;

4) y = 4x +sinx funksiyaning monotonlik intervallarini aniglang.

Yechish. , hosilani topamiz: »'= 4 +cosx. Barcha xe(-m+w) uchun
=0 bo‘lganligi sababli berilgan funksiya (-»:+ ) intervalda o'sadi.

2

5) y=1-Vx* funksiyaning hosilasi P x=0 nugtada
I

cheksizlikka aylanadi. Funksiya x=0 nuqtada maksimumga ega.

6). y=2x'—9x* +12x+1 funksiyaning monotonlik intervallarini va
ekstremumini toping.

Yechish. a) Berilgan funksiya (-«<;+«) intervalda aniglangan va
differensiallanuvchi.

b) Funksiyaning hosilasini topamiz: »'=6x" —18x+12.

v) Kritik nugtalarini topamiz: 6x  —18x+12=0; x* =3x+2=0;

xi; =51‘P-— :ii-!-; x, =1, x, = 2-kritik nuqtalar.
' 2
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y=6(x—1)(x—2) hosilaning  ishorasini intervallar  usulidan

foydalanib tekshiramiz.

i

n
=

Yohem e ———
Iy
2

1
—
w
4]
I
+
o~

B e e

[

2-chizma

Demak, (~o:1) va (Z+@) intervallarda >0 bo‘lgani uchun bu
intervallarda funksiya o‘sadi, (i; 2) intervalda ,'<o bo'lgani uchun bu
intervalda funksiya kamayadi. x=1 kritik nugtaning chap tomonidan
o'ng tomoniga o'tishda hosila ishorasini musbatdan manfiyga
o‘zgartirganligi uchun x=1 kritik nuqtada funksiya maksimumga ega.
x=2 kritik nugtaning chap tomonidan o‘ng tomoniga o'tishda hosila
ishorasini manfiydan musbatga o'zgartirganligi uchun bu kritik
nugtada funksiya minimumga ega (2-chizma).

i = YN =6, Yy = ¥(2) =3

7) f(x)=2x"-21x" +T2x+6 funksiyaning [2: 5] kesmadagi eng katta
va eng kichik giymatlarini toping.
Yechish. a) Funksiyaning [2; 5] kesmadagi kritik nuqtalarini topamiz
vabu nugta-larda s'(x) hosilani hisoblaymiz. f'(x)=6x* —42x+72. f'(x)=0
tenglamani yechamiz:

6x? —42x 472 =0 x% —Tx+12=0;x, =3, x, =4-Kritik nuqtalar.  Kritik
nugta-larning har ikkalasi berilgan kesmaga tegishli. Funksiyaning
x, =3 va x, =4 nuqtalardagi qiymatlarini hisoblaymiz:

f(3)=2-3-21-3" +72:3+6 =87, fdy=2-4"-21-4"+72:4+6=380.

b). Funksiyaning [2: 5] kesmaning oxirlari x =2 va x=s nuqtalardagi
qiymatlarini hisoblaymiz:

f12)=2-2"-21-2"+72-2+6=82, f(5)=2-5"-21-57 +72-5+6=91.
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Topilgan qiymatlar 82, 87, 80, 91 dan eng kichigi 80 berilgan
(unksiyaning [2; 5] kesmadagi eng kichik giymati, ulardan eng kattasi
91 uning shu kesmadagi eng katta giymati bo‘ladi.

findi 2-tartibli hosila yordamida ekstremumini topishga misol
keltiramiz:

8) y=x+2cosx funksiyaning [0:27] kesmadagi ekstremumini
toping.

Yechish. a) Birinchi tartibli hosilani topamiz: v'=1-2sinx.

h). (0.2) intervalga tegishli kritik nuqtalarni topamiz: 1-2sinx=0;
T S

Hin X = -]—, X ==, X, =—-=
2 6 - 6

v) Ikkinchi tartibli hosilani topamiz: y'=-2cosx.

p) Ikkinchi tartibli hosilaning x, =‘:— Ba x, =ST"’r kritik nuqtalardagi
i) ¥

ishoralarini aniglaymiz.

x P NE) - 5z se A3 &
o F) e o E =222 o 32, | == |5 2eos=— =2 —=+3>0
_f[ﬁ] 56 - f(é] cos(j J3>

2

Demak berilgan funksiya xl=§ nugtada maksimumga va_\-_,=5é5
i)

nuqtada minimumga ega bo‘ladi.

¥

< ma

6 6 6 6

e

2
3 5 5 5 ;
ijln:y_{ = E‘-'ZCOS—H:E—’Z._ 131,?8.
6/ 6 6 6 2

33
:}'[E]=£+2L:{‘FS£=%+2-£=£-I-J:‘_ﬁ%2,23,

-‘-_1

9) s(x)=x* funksiyaning ekstremumini toping.

Yechish. Bu funksiya butun sonlar o‘qida aniglangan va
differensiallanuvchi.

4) Birinchi tartibli hosilani topamiz: f'(x) =4x".

i) Hosilani nolga tenglashtirib uning ildizlarini topamiz: f'(x)=0;
A0 x= 0-kritik nuqta.
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v) Ikkinchi tartibli hosilani topamiz: f"(x)=12x".

Kritik nugtada ikkinchi tartibli hosila nolga teng, ya'ni
f0y=12-0* =0. Demak, garalayotgan hol uchun ikkinchi yetarlilik
sharti bajarilmaydi. Birinchi yetarlilik shartiga murojaat etib
topamiz: x<0 da s(v<o0 va x>0 da s(x)>0.Shunday qilib, x=0 kritik
nuqtaning chap tomonidan o‘ng tomoniga o'tishda hosila ishorasini
manfiydan musbatga o‘zgartirganligi sababli x=0 nuqtada funksiya
minimumga ega.

Demak, kritik nuqtada ikkinchi tartibli hosila mavjud bo'lib u
noldan farqli bo‘lgandagina ikkinchi yetarlilik shartidan foydalanish
mumkin ekan. Agar kritik nugtada ikkinchi tartibli hosila nolga teng
bo‘lsa yoki mavjud bo‘lmasa, u holda ikkinchi yetarlilik shartidan
foydalanib bo‘lmaydi.

Shunday qilib, differensiallanuvchi  y- s(v funksiyaning
ekstremumini quyidagi sxema asosida izlash magsadga muvofigdir.

1. Funksiyaning hosilasi ;s topiladi.

2. Kritik nuqtalar topiladi:

a) s(x) =0 tenglamaning hagqiqiy ildizlari topiladi.

b) x ning s'(x) hosila mavjud bo‘lmagan yoki cheksizlikka aylanadigan
giymatlari topiladi.

3. Yetarlilik shartlarining birortasidan foydalanib topilgan kritik
nuqtalarning har birida funksiyaning maksimum yoki minimumga
ega ekanligi yoki ekstremumning mavjud emasligi aniglanadi.

4. r(x) funksiyaning ekstremumi mavjud kritik nugqtalaridagi
givmatlarini hisoblab uning ekstremumi topiladi.

3-§. Ekstremumlar nazariyasining masalalar yechishga
tadbiqi.

Ekstremumlar nazariyasi yordamida geometriya, mexanika va
hokazolarga doir ko‘pgina masalalar yechiladi. Shunday
masalalarning ba'zilarini yechish usuli bilan tanishamiz.

1-Masala. Uzunligi 120 metrlik panjara bilan bir tomondan uy
bilan chegaralangan eng katta yuzga ega to'g'ri to‘rtburchak
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shaklidagi maydon o‘rab olinishi kerak. To'g'ri to‘rtburchakli
maydonning o‘lchovlari (bo'yi va eni) aniqlansin,

Yechish. Maydonning uzunligini x, enini y, yuzini § orqali
belgilaymiz. U holda to'g'ri to'rtburchakning yuzini topish
lormulasiga ko‘ra maydonning yuzi s -« bo'ladi.

S yuz hozircha ikkita erkli o‘zgaruvchilar x vay ga bog‘liq. Ulardan
birortasini ikkinchisi orqali ifodalash uchun masalaning shartidan
loydalanamiz. Shartga ko‘ra maydonning bir tomoni tayyor uy
(devor) bilan, qolgan uch tomoni uzunligi 120m panjara bilan
chegaralanishi lozim, ya'ni x+2y - 120. Bundan «-120 -2, kelib chiqadi.
X ning ushbu giymatini S yuzni topish formulasiga qo‘yamiz. U holda
§=(120-2y)y=120p-2y° bitta erkli o'zgaruvchining funksiyasi hosil
bo'ladi. Endi shu s, funksiyaning eng katta qiymatini topamiz.

S(n)=120-4y, s"(y)=(120 -4y = 4,

S(y)=0 yoki 120-4y=0 dan 4y=120; v=30 yagona kritik nuqta
kelib chigadi.

§"(30)=-4 <0 bo'lgani uchun ikkinchi yetarlilik shartga ko‘ra
x=30 giymatda funksiya maksimumga ega. Bu yagona maksimum
uning eng katta qiymati ham bo‘ladi. Shunday qilib bir tomoni uy
bilan qolgan uch tomoni 120 m uzunlikdagi panjara bilan
chegaralangan to‘rtburchak shaklidagi maydonlar orasida eni y=30m,
bo'yi (uzunligi) x=120-2-30=60m bo‘lgan mayden eng katta
8 =60-30m* =1800m° yuzga ega bo'lar ekan.

2-Masala. 180 soni ko‘paytmasi eng katta va ulardan ikkitasi 1:2
nisbatda bo‘lgan uchta qo‘shiluvchiga ajratilsin.

Yechish. Faraz qilaylik 180 =x+v+z ko‘rinishda tasvirlansin.
Shartga ko'ra x,y,z sonlardan ikkitasi, masalan x,y 1:2 nisbatda, ya'ni
\ |
y 2!
180 =3x+2z,2=180-3x hosil bo‘ladi. Demak 180 = v+ 2x+ (180 -3x)
ko'rinishdagi uchta x, 2x, 180-3x qo'shiluvchilarga ajratildi.
Shularning  ko‘paytmasiy = x-2x-(180 - 3x) = 360x* - 62 ifodaning eng
lcatta giymatini topishimiz kerak.

y=2x bo'lishi lozim. U holda 180=x+2x+z yoki
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V(x)=T20x~-18x"; y"(x) =720 =36x; y'(x)=0 yoki 7205 -18x° =0; dan
720

x-(720 ~18x)=0; x#0bo‘lgani uchun 720-18x=0; x= == =40 kritik giymat

kelib chigadi. y'(40)=720-36-40<0 bo‘lgani uchun ikkinchi yetarlilik
shartiga binoan x=40 giymatda y=x-2¢-(180-3x) funksiya eng katta
giymatga ega bo‘ladi.

Demak, y=2x=2-40=80, z=180-3x=180-3-40=60. Shunday qilib, 180
soni 40, 80, 60 sonlarning yigindisi ko‘rinishida tasvirlanganda
qo‘shiluvchilardan ikkitasi 1:2 nisbatda bo‘lib, qo‘shiluvchilarning
ko‘paytmasi eng katta bo‘lar ekan, ya'ni y,,. =40-80-60 = 192000 .

3-Masala. Marvaridni bahosi uning massasi kvadratiga
proporsional. Ishlov berish vaqtida marvarid ikki bo‘lakka ajralib
ketdi va natijada eng ko'p qiymatini (bahosini) yo'qotdi.
Bo‘laklarning massalari topilsin.

Yechish. Marvaridning massasini m, bahosini z, bo‘laklarning
massalarini m,,m,(m, +m,=m) va ularning baholarini mos ravishda
-,.z, orqali belgilaymiz. U holda butun marvaridning bahosi z=a-m’
bo‘laklarning baholari esa z, =a-m’,z,=a-m, bo'ladi, bunda «>0-
proporsionallik koeffitsienti. Shartga ko'ra, butun marvaridning
bahosi -—«-m® bilan siniq ikki bo‘lak marvaridning bahosi
a-m®+a-m orasidagi farq v=a-m’- a-(m” +m,") eng katta ekanligi
bizga ma’lum, m=m, +m, yoki m, =m—m, ekanini hisobga olsak
y=a-m —a-(m’ +m,)= a-m —a-mll —a(m—m) =
=a-m —a-m,: —a-mt+2amem, —avmlz =2a-(mm, -—m]l}
kelib chiqadi. Bu yerda «, m o‘zgarmas miqdorlar, m 3ca o‘zgaruvchi
miqdordir. Endi y(n,) funksiyaning eng katta giymatini topamiz.
¥'=2a(m—2m );p" =4 y'(m) =10 yoki m—2m =0 dan m, -:% kritik giymat

kelib chiqadi. __p"[%}:—ﬂfaco bo'lgani uchun ikkinchi yetarlilik

funksiya m =2  qiymatda

shartiga ko'ra  y=2almm - 2m,’)
maksimumga ega bo‘ladi. Demak, marvarid teng (ml = m, =”ﬂ ikki

bo‘lakka bo‘linganda o‘zining eng ko‘p bahosini yo'qotar ekan.
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4-Masala. Jism v, =60m/sek tezlik bilan tik yo‘nalishda yuqoriga
otilgan. Jismning eng yuqori ko‘tarilish balandligi topilsin.

Yechish, Fizika kursidan ma'lumki tik yo‘nalishda yuqoriga v,
Im.«;hlang‘lich tezlik bilan otilgan jismning harakat tenglamasi

! .,0,_% bo'ladi. Bunda H-otilgan jismning yerdan balandligi,

¢ = 10m/sek® erkin tushish tezlanishi, ¢ esa sarflangan vaqt. Masalaning
shartiga asosan v, =60m/sek va binobarin, # =60 -5 Endi  shu #)
funksiyaning eng katta giymatini topamiz. #'(¢) = 60105 H"(1) =-10

H'()=0 yoki 60-10:=0 dan 10r=60, +=6 kritik nugta kelib
chigadi. #"(6)=-10<0 bo’lgani uchun ikkinchi yetarlilik shartiga
asosan =6 giymatda # -e0r—5: funksiya maksimumga ega bo‘ladi.

Shunday qilib v, =60.m/cex tezlik bilan yuqgoriga tik otilgan jism taqriban
6 sek.dan so'ng eng yuqori H=180m balandlikka ko'tarilar ekan.

5-Masala. Asosi a va balandligi h bo‘lgan uchburchakka eng katta
yuzli to'g‘ri to'rtburchak ichki chizilgan. To‘g'ri to‘rtburchakning yuzi
aniglansin. |

Yechish. ABC(4-chizma) uchburchakka ichki chizilgan to'g'ri
to'rtburchakning tomonlarini x vay orgali belgilaymiz. U holda to‘g'ri
to‘rtburchakning yuzi s-=x bo‘ladi. ABC va 4,58 uchburchaklarning
o'xshashligidan

AB, _CM
AR CC, (1)
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il 4-chizma.

|
‘ | proporsiya kelib chigadi. Masalaning shartiga ko‘ra 48=qCC =h.
‘ | Belgilashimizga asosan AB =x,  BE=MC, =y, CM =CC,-CM =h-y

bo‘lgani uchun (1) munosabat quyidagi ko'rinishga ega bo'ladi.
| x_h-y

| r
| a h

bundan x= ‘: (h- y) kelib chigadi. x ning ushbu giymatini s = » gaqo'yib

, s="n-yly= -‘:—(ny— +*) bir o‘zgaruvchining funksiyasiga ega bo‘lamiz.
| 1

| ! Endi shu s¢») funksiyaning eng katta qiymatini topamiz.

i 44 2a
"(p)=(h=2y) S =—".
bl S = v S =—
‘i I sy =0 yoki f(!;—'zy) -0 dan h-2y=0, )-‘:%T kritik giymat kelib
| T 2

| ‘ _ chigadi.

{| 5 2 . . .
| ,5[;‘] _:;H' - 0 bo‘lgani uchun ikkinchi yetarlilik shartiga ko‘ra s(»
| 1

! funksiya y=%’ da maksimumga ega bo'ladi. Bu yagona maksimum

|.| uning eng katta giymati ham bo‘ladi. Shunday gilib uchburchakka
|

ichki chizilgan to'g'ri to‘rtburchaklardan asosi x= %(h—_y): ;i[h— g) = ;
1
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va balandligi y:f; bo‘lgan to'rtburchak eng katta yuzga ega bo'lar

ekan. Bu to‘rtburchakning yuzi esa s = F;i bo'ladi.

6-Masala. Gipotenuzasi 24 sm, burchagi eo® to‘g'ri burchakli
uchburchakka asosi gipotenuzada bo‘lgan to'g'ri to‘rtburchak ichki
chizilgan. Shu to'g'ri to‘rtburchak eng katta yuzga ega bo'lishi uchun
uning tomonlari ganday bo'lishi kerak?

Yechish. To‘gri to‘rtburchakning tomonlarini x va y orqali
belgilaymiz. U holda uning yuzi s-w bo'ladi. Endi y ni x orqali
ifodalaymiz(5-chizma).

5-chizma.

Shartga ko'ra <4=60°, 2c=%‘. Demak sz=30". Ma'lumki to'g'ri
burchakli uchburchakning 30° li burchagi qarshisidagi tomoni

pipotenuzaning yarmiga teng. Shuning uchun ,*!C:%B-z%=12{sm}.

To'g'ri burchakli uchburchak MNC ning 30° li burchagi garshisidagi
MC tomoni uning gipotenuzasi x ning yarmiga teng, ya'ni Mf_“:;.

M

Demak v :AC—MC=IE—%. adpp dan ap === Pifagor teoremasiga

ko'ra y? = DM? = AM? ~ AD? = AM* - L'Z”] -3 an yoki
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—

=22 Ay _—Lf?’.[lz— {]T-Ji[e—l‘-] bo‘ladi.
2 2 4

o { %
Demak, to'g'ri to‘rtburchakning yuzi s :xyz.n"?:[ﬁ—i]:ﬁLﬁr—il—]
boladi.

Endi shu sc funksiyaning eng katta giymatini topamiz.

S’(x}:\f?_m[ﬁ—%)_, S"(.ﬂ:—-?;.?'(x):ﬂ yoki 6—-';--:0 dan x=12 kritik

giymat kelib chigadi. 5°(12)= —% <0 bo'lgani uchun ikkinchi yetarlilik

shartiga ko'ra

Sty =+3

(e_r—é)-_- Jj[ﬁ—ﬂx funksiya x=12 qiymatda maksimumga

ega bo‘ladi.

Shunday qilib, uchburchakka ichki chizilgan va bir tomoni uning
24 sm li gipotenuzasida bo‘lgan to‘g'ri to‘rtburchaklardan tomonlari
x=12, » -.ﬁ[s—-]:']:- 3J3 ga teng bo'lgani eng katta yuzga ega bo‘lib,

iy

S =12.3J3=3643 (»m*) ga teng ekan.

7.Masala. ABCD kvadrat berilgan. Uning uchlaridan bir xil Aa, Bb,
Cc, Dd kesmalar ajratilganvaa, b, ¢, d nuqtalarni birlashtirib kvadrat
hosil gilingan. Aa ning ganday giymatida abcd kvadratning yuzi eng
kichik bo‘ladi.(6-chizma).

Yechish. 4e=x aB=+¢ deb belgilasak, aB8=(-x va Pifagor
teoremasiga kora ab’=x’+(f-x) =x'+ 0 =20rex’ =200 200k ¢ bo'ladi.
Tomoni ab ga teng abcd kvadratning yuzi s=ab® ga teng. Demalk,
§=2¢ 20+, Endi shu s funksiyaning eng kichik giymatini

topamiz. §'(x) = 4x -2/, 8"(x) =4.5'(x) =0 yoki 4x-26=0 dan x=i;: i’iﬁ kritik
giymat kelib chigadi. S’G]—-zt:»u bo‘lgani uchun ikkinchi yetarlilik

shartiga binoan s-2+"-2cx+¢* funksiya xzé giymatda eng kichik

giymatga ega bo‘ladi. Shunday qilib, ABCD kvadratga masalaning
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shartida ko‘rsatilgandek qilib ichki chizilgan kvadratlardan ABCD
lvadrat tomonlarini o'rtasini birlashtirib hosil gilingan kvadrat eng
kichik yuzga ega bo‘lar ekan. (6-chizma).

6-chizma.

8-Masala. Tagi kvadrat shaklidagi, hajmi 108 m? ga teng ochiq
hovuzning o‘lchovlari shunday aniglansinki, uning devorlari bilan
tagini goplash uchun mumkin gadar oz material sarf etilsin.
Hovuzning o'lchovlari deganda uning tagini tomonlari va balandligi
(chuqurligi) tushuniladi.

Yechish. Hovuz tagini tomoni x orqali va hovuz balandligini i orqali
belgilaymiz. U holda hovuz parallelepiped shaklida bo‘lgani uchun
uning hajmi v - x*» bo‘ladi. Shartga ko'ra 1 =108 . Hovuz tagi «*, devori
avh yuzga ega bo'lgani uchun jami §=x*+4xh yuzni material bilan
qoplash lozim. S yuzni birgina erkli o‘zgaruvchining funksiyasi

. 108 . :

sifatida ifodalash uchun s =108 tenglikdan topilgan /="% giymatni

unga qo‘yamiz. U holda §=x" +4meg=_r'1' + 2 kelib chigadi. Endi shu
) X x

s(x) funksiyaning eng kichik giymatini topamiz.

32 . 864
Sx)= Zx—gg ST(x)=2+ i (x> 0).
W X

131




43 3 _ - ;
S(=2x--—-=0 dan 2x'-432=0;x =216, x=6 kritik nugta kelib
X
e s . _ 864 Qs L b
chiqgadi. Ikkinchi hosila s°(6)= 24220 bo‘lgani uchun ikkinchi

yetarlilik shartiga asosan x=¢ giymatda s(x)=x’ 22 funksiya eng
X

kichik giymatga ega bo‘ladi.

Demak, hajmi 108 m3 ga teng ochiq hovuzning tagi 6m kvadratdan
iborat, balandligi +# =-1~§(§ =3m bo‘lgandagina uning devorlariga ishlov

berish uchun eng kam material sarflanar ekan. Ya’'ni hovuzning
o‘lchovlari 6m x6m=3m bo'lishi lozim ekan.

9-Masala. Trapetsiyaning kichik asosi va yon tomonlarining har
biri a ga teng. Uning katta asosi shunday aniqglansinki, trapetsiyaning
yuzi eng katta bo'lsin(7-chizma).

7-chizma
Yechish. Chizmaga binoan trapetsiyaning katta asosi 2x+a ga teng.
Trapetsiyaning balandligini h orgali belgilaymiz. Ma'lumki

trapetsiyaning yuzi asoslari yig'indisining yarmi bilan balandligi
ko'paytmasiga teng, ya'ni

2x+a+a
2

h={x+a)h

Pifagor teoremasiga ko'ra chizmadan 4=V’ -+ bo‘lgani uchun
trapetsiyaning yuzi = (x+apa” =<’ bo‘ladi. Endi shu sx)

funksiyaning eng katta giymatini topamiz.

—~ 3 -X @t =X —xx+a) —2.(3_ —ar-}-rz_l
‘\d(-\‘) = \/ﬂ" —-xt+ (I + (1)_ ==— .I. — = : y
Jat =% Va —x Va -x

, aeld v42d _atla.
s'(x)=0 yoki —2x*—ax+a =0dan %~ —4 -4

. —%. x,=-a kelib chiqadi. Masalaning shartiga kora x>0
x,==; %2
2

bo‘lgani uchun x= % kritik giymatga ega bo‘lamiz. Hosilani

- Z[x = ﬂ-](x +a)

2
S'(x)=— <

e ko'rinishda tasvirlasak xq% bo‘lganda
a —x

«~%.0 va sto>0 ekani kelib chigadi. Xuddi shuningdek x>§
2

. - ; . _E e
bo‘lgandasix)<0 ekani kelib chigadi. sn hosila x=2 kritik
giymatning chap tomonidan o‘ng tomoniga o‘tganda 0‘?.: .1sh0ras.1n|
«+» dan «-» ga o'zgartiradi. Shuning uchun birinchi yetarlilik shartiga

e 3 a = : "
kora §=(x+ana —x' funksiya x=2 giymatda maksimumga ega

bo‘ladi. Bu yagona maksimum uning eng katta giymati ham bo'ladi.
. o P :
Shunday qilib trapetsiyaning katta asos 2xta=2, ta= 2a bo‘lganda u

eng katta yuzga ega bo'lar ekan.

10-Masala. Yarim doiraga asosi yarim doira diametridan .ihorat
ho‘lgan trap etsiya ichki chizilgan. Trapetsiyaning asosiga yoplshgan
burchagi qanday bo‘lganda trapetsiyaning yuzi eng katta bo ladi(8-
chizma).




|
|
[ 2
'
|
ol :
X d2-x o
8-chizma

Yechish. Doiraning diametrini d, trapetsiyaning balandligini h,
trapetsiya yon tomonining katta asosidagi proeksiyasini x, shu
tomon bilan asos orasidagi burchakni » deb olamiz. U holda
trapetsiyaning kichik asosi d-2x, balandligi #=x1ge va yuzi

d+d-2x
2

S= h=(d-x)xtga bo'ladi. lkkinchi tomondan chizmadan

Pifagor teoremasiga ko‘ra

. (dY (d : 3 :
h =(§J _(E"IJ =dx-x" ga ega bo'lamiz. Bunga s =xsge qiymatni

qo'ysak

yigla=d-x-x xigta+x =d x x 2{1 +{g2a)= d-xx =d,x=dcos’a

2

cos™ a

kelib chigadi. Shunday qilib,

sina

S=(d-x)xtga= (a’--a’r:os2 a}dcas2 o = a’(l—cos2 a:}dcosa-sina =d’sin’ @cosa

COS¢¥
bo'ladi.

Endi S(a)=d’sin’ acosa funksiyaning eng katta qiymatini topamiz.
Sa) = d:(sin" o cosa} = dz(_"asin2 acos’ a —sin’ a) = d”sin” e cos’ o:(3 - fgza')

S'(@)=0 yoki d*sin* zcos* ef3-1g°a)=0 dan sin*acos’a=0 bo'lgani
uchun 3-g’a=0; tg’a=3ga=+J3 kelib chiqadi. Shartga ko'ra

O<a <§ bo'lgani sababli tga = ﬁ, a=60" kritik giymatga ega
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. 0_ fa .2 L
bolamiz. 0<a<60" bo'lsa tga<g6l =3, 187 <3,3-1g%a >0 va

§'(er) =d"sin® @eos’ a(& - fg"‘rz) =0 bo'ladi.

60" <o <90" bo‘lganda 60" <tga S <iga; 3<ig’e; 3-tg'a<0 bo'lib,
§(@)<0 boladi, chunki y=tgx funksiya o‘suvchi. s funksiyaning
hosilasi « = 60* kritik giymatning chapidan o'ngiga o‘tganda ishorasini
“4+” dan “-" ga o'zgartirganligi uchun birinchi yetarlilik shartiga binoan
funksiya @=60" bo‘lganda uning yuzi eng katta bo'lar ekan.

11-Masala.Tunnelning ko‘ndalang kesimi bir tomoni yarim
doiradan iborat to'gi to‘rtburchak shakliga ega. Kesim perimetri
25m. Yarim doira radiusi qanday bo‘lsa, kesim yuzi eng katta
bo‘ladi(9-chizma).

R

9-chizma

Yechish. Aylana uzunligini topish formulasi (¢=2=R) ga hin‘oz?n.
yarim doiraning uzunligi & (R-yarim doiraning radiusi). .Togrl
to‘rtburchakning asosini x, balandligini y orqali belgilasak kes;mtung
perimetri shartga ko'ra {«) bo'ladi. Kesimning. yuzi .to'g'rl
to'rthurchak yuzi bilan yarim doira yuzining yig'indisidan iborat,
ya'ni S-—xyﬂ'—%m'?: (#) bo'ladi. r=2r bo'lgani uchun (¢) dan

2R+ 2y + AR =25 y= 12,5—”—;2—!6 kelib chigadi. y ning topilgan giymatini (

o e W i
#) ga qo‘yamiz. U holda §= 21{[1 25-=~ R] SR
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=25R - (ﬁ+2)i{i+%fd€3 bir o‘zgaruvchi R ning funksiyasi kelib chigadi.

Endi shu s(#) funksiyaning eng katta qiymatini topamiz.
S'(R)=25-2n+2)R+R; S"(R)= 2n+2)+ m=—r—4=—{r+4), s®)=0
yoki 25-2(z +2)R+2R =0 dan 25- 7R 4R =0; R = 2—54 =35 kelib chiqadi.
b

S"(R)=—(z+4)<0 bo'lgani uchun ikkinchi yetarlilik shartiga
asosan funksiya R=3,5m bo‘lganda tunnel kesimining yuzi eng katta
bo'lar ekan.

12-Masala. A zavodga yaqin bo‘lgan joydan berilgan to‘g'ri chizig
bo'yicha B shaharga garab temir yo'l o‘tkazilgan. Agar bir tonna
yukni bir km ga tosh yo‘l bo‘yicha tashish temir yo‘l bo'yicha
tashishga qaraganda m marta gimmatroq bo‘lsa, 4 dan B ga yuk
tashish eng arzon bo'lishi uchun, A zavoddan temir yo‘lgacha tosh
yo'lni temir yo'lga nishatan ganday « burchak ostida o‘tkazish
kerak?(10-chizma).

1

D z pr

10-chizma

Yechish. A zavoddan temir yo'lgacha masofani b (AD=b), D dan B
gacha masofani q, tosh yo'l bilan temir yol orasidagi burchakni «
orqali belgilaymiz.

1 tonna yukni tosh yo'lda 1 km ga tashish uchun d so'm sarf
bo'lsin. U holda 1 tonna yukni temir yo‘lda 1 km ga tashish uchun 4

i

so‘m sarflanadi. Yuk A dan B gacha AC km tosh yo‘lda, CB km temir
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yo'lda tashiladi. a4cp dan trigonometrik funksiyalarning ta'rifiga

kora quyidagilarga ega bo'lamiz.
AD P b DC
AC =S T sin sina’ AD

=ciga; DC = ADciga = balgax

Demak CB = DB - DC = a—betger . Shunday qilib tashilgan yuk Adan B

. bd ) .
L b - i’ iy 2 . o = il 2 l‘ n]
gacha AC=—— km.ni tosh yo‘lda o‘tib uni tashishga o, som
‘ . \ ) d
CB=(a-bctge ) km.ni temir yolda o tib uni tashishga (a- b(:r,s:a);— s0'm

i1

carflanadi. U holda yukni tashish uchun hammasi bo‘lib

)‘"((x]:jg—+(¢r—bc£ga’)£ so‘m pul sarflanadi. Endi a, b, d m larni
’ in o mn

51

o‘zgarmas hisoblab /(a) funksiyaning eng kichik giymatini topamiz.

1
1 — —cosa
—mcosa
=hd —— " = mbd B
sina msin‘a sin®a si

bdcosee  bd
- L

fe)=0  yoki

n'e

1 i : s - .
1 _cosa=0 dan cosar = @ =arccos— kritik qiymat kelib chiqadi.
m m Ht

coser funksiya [0; {J da kamayuvchi ekanini hisobga olsak
' 2
I € A - .
a <arccos— bo‘lganda cosa > —;
m m

— — QOS5 1 , .
o cosa <0 [y =mhd B ——— <0 va ¢~ em:cos.; bo'lganda
m ! sin” &

1
CoS < —;
i

1 -
1 _ceses0, [flo)>0 kelib chiqadi. Hosila «=arccos™ kritik

nuqtaning chapidan o'ngiga o‘tganda ishorasini “-" dan. “+"ga
o‘zgartirganligi uchun birinchi yetarlilik shartiga ko‘ra funksiya shu
qiymatda minimumga ega bo'ladi.

Shunday gilib yukni A zavoddan B shaharga tashish eng arzon

| —
bo‘lishi uchun tosh yo'Ini temir yo'lga a =arccos - burchak ostida

qurish lozim ekan.




Hususiy holda yukni tosh yolda tashish temir yo‘ldagiga

qaraganda 5 marta gqimmat bo‘lganda eng kam xarajat qgilish uchun Jog
s . : 1 . . ¥
tosh yo'Ini temir yo‘lga «=arccos—~78" burchak ostida o‘tkazish i
K k ek ] Usmma
era an.
€ - "i\*\ y= i) 1 Urinma
: : . . . i ; 4 X .
Endi Lopital qoidasiga misollar ko’raylik: If‘ E\ : “-::_./ :
- i | ! !
Misollar. 1) j; —(5'“?’--‘1=(P‘) - ! : —t S I
Y i =G5 = (5) = limp ™5 - 3 - ] b r
0] a b
Z 1 i 1y . I
2) VM - lm SR = lim e =0
oy T O SRS = T L 1-chizma &chinma
)l.\l}.}lctgx .1,]-'_1:51(4‘!3;:)' B l.ll.p X “hod l,l_l:‘:[.}‘ 1 N L s 5 = :
3-Ta'rif. Uzluksiz funksiya grafigining qavariq gismini botiq
Dlim xInx =(0-e0) = lim:—r:,x =(£J =lim E:l;—x: =lim —lif/{c'? = gismidan ajratuvchi nuqtasi grafikning egilish nugtasi deyiladi. (3-
=il v alhy X ag —r - x weslly X 2
S [ : chizma).
=limx=90
= 2lnigy BeCx JJ 4
3] 21n fux }ir? i_a’ mix 4 i",;' r:_‘:
2)“1‘};1 (tgx)*=>* = l]l’p e lrostny _ lil?eucosx =g 2 = 2 /v“_“'x
s eh 2T / \ Railish m‘lq]::!f
/
L1y cosx rd
g 2uprse g X L
e T =e "7 =e"=
-
Eslatma. Qeog oo-0q 07 yva w0 0 ko‘rinishdagi limitlarni hisoblash 0 x

uchun ularni avval g yoki i ko‘rinishdagi anigmasliklarga keltirib,

so‘ngra Lopital qoidasi qo‘llaniladi

4-8. Funksiya grafigining qavariqgligi va botiqligi. Egilish nuqta.

(@ 6) intervalda differensiallanuvchi y=f(x) funksiyaning
grafigini garaymiz. y=/(x) funksiya grafigining (s b) intervaldagi
urinmasi deyilganda grafikning abssissasi (a; 4) intervalga tegishli
istalgan nuqtalaridan grafikka o‘tkazilgan urinmalar tushuniladi.

1-Ta'rif. Agar funksiyaning grafigi uning ixtiyoriy nuqtasidan
o'tkazilgan urinmadan pastda (vuqorida) joylashgan bo’lsa, (a; b)
intervalda differensiallanuvchi y= f(x) funksiyaning grafigi shu («: 5)

intervalda qavariq (botiq) deyiladi (1,2-chizmalar).
138

3-chizma

Funksiya grafigining botiqlik, qavariqglik intervallari hamdg
grafikning egilish nuqtalarini aniglash funksiyaning ikkinchi tartibli
hosilasidan foydalanib amalga oshiriladi.

1-Teorema. Agar (a: b) intervalning barcha nuqtalarida s (x)
mavjud va  s'(x<0 bo'lsa, u holda («b) intervalda y=/(x)
funksiyaning grafigi qavariq bo'ladi.

2-Teorema. Agar («: b} intervalning barcha nuqtalarida 7
mavjud va =0 bo'lsa, u holda (a#) intervalda = s
funksiyaning grafigi botiq bo'ladi.
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3- Teorema. (Burilish nuqtasi mavjud bo’lisining yetarli sharti
). Agar funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi f"'(x,) = 0 bo'lsa yoki
mavjud bo'lmasa va x, nuqtadan o'tayotganda s'(x) 0’z ishorasini
o'zgartirsa, x = x, absisali nugta »-s(x egri chizigning burilish
nugtasi bo'ladi.

Masalan. 1)y=x"-9<"+5x+43 funksiya grafigining qavariqlik,
botiglik intervallarini hamda egilish nugtalarini toping.

Yechish. Ikkinchi tartibli hosilani topamiz:

y=3x"—18x+5, y'=6x-18. Ikkinchi tartibli hosilani nolga tenglashtirib
hosil bo‘lgan tenglamani yechamiz: y'=0, 6x-18=0, x=3,

x<3 da y"=6(x-3)<0 bo‘lganligi sababli (-«=:3) intervalda
funksiyaning grafigi qavariq bo‘ladi.

x>3 da »'=6(x-3)>0 bo‘lganligi sababli (3.+=) intervalda grafik
botig bo‘ladi.y(3)=3"-9-3" +5.3+43=4 ekanligini hisobga olsak #,(: 4)
nugta grafikning egilish nuqtasi ekanligi kelib chigadi.

2) y=Inx funksiya grafigining qavariglik, botiglik
intervallarini hamda egilish nuqtalarini toping.

Yechish. y = In x funksiya (0,+ =) intervalda aniglangan. Ikkinchi

tartibli hosilani topamiz: y' = (Inx)' = %, _;-”:(l] .——i, <0 Ikkinchi
X x-

tartibli hosila (0.+=) intervalda manfiy bo‘lganligi sababli y =Inx

funksiyaning grafigi bu intervalda qavariq bo‘ladi. Grafik egilish

nuqtaga ega emas.

5-§. Egri chizigning asimptotalari
4-Ta'rif. Agar y= f(») funksiya grafigining o‘zgaruvchi nuqtasi
grafik bo‘ylab cheksiz uzoqlashganda undan biror to‘g'ri chiziqgacha
masofa nolga intilsa, bu to‘g'ri chiziq y=/(x) funksiya grafigining
asimptotasi deb ataladi.

Boshqgach aytganda, egri chiziq asimptotasi deb shunday to'g'ri
chiziqqa aytiladiki, egri chizigda yotuvchi M nuqta egri chizig bo’ylab
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xarakat qilib koordinata boshidan cheksiz uzoglashgani sari M
nuqtaning bu to‘g’ri chizigqacha bo‘lgan masofasi nolga intiladi.

Asimptotalar gorizontal, vertikal (ya'ni 0Y o‘qqa parallel) hamda
og'ma (ya'ni OY oqgqa paralel bolmagan) asimptotalarga ajratilib
o'rganiladi.

Agar lim f(x) yoki lim f(x) limitlardan hech bo’lmaganda

x—=xn+0 x—x5—0
bittasi cheksiz (+0co yoki — ) bo'lsa, x = x,, to'g'ri chizigqa y= (0
funksiya grafigining vertical asimptotasi deyiladi.

Agar shunday k vab sonlari mavjud bo'lib, x - o (x - —oc0) da
f(x) funksiya f(x) = kx+ b+ a(x), lim a(x) = 0 ko'rinishda

Xx—00
ifodalansa, y — kx + b to’g'ri chizigqga y=f(x) funksiya grafigining
og‘ma asimptotasi deyiladi. Bu yerda

k = lim ”i—") b = lim (f(x) — kx)
! X—00

X—=Co

Xususan, agar k=0 bo'lsa, y = b to‘g'ri chizigga f{x) funksiya
grafigining gorizontal asimptotasi deyiladi.

Izoh. y = f(x) funksiya grafigining asimptotalari x — +co dava
x — —oo xar xil bo’lishi mumkin. Shu sababli k va b ni aniglashda
x — 400 va x > —oo hollarini alohida qarash lozim.

a).Vertikal asimptotalar. Vertikal asimptotaning ta'rifidan,
agar tim ()= yoki tim [(x)== yoki timf(x)== bolsa, u holda x=x,
to‘g'ri chiziq y=r(v egri chizigning asimptotasi ekanligi kelib
chigadi; va aksincha, agar x=x, to'g'ri chiziq y= s egri chizigning
vertikal asimptotasi bo‘lsa, u holda yozilgan tengliklardan biri albatta
bajariladi.

Demak, y- s(x egri chizigning vertikal asimptotalarini topish
uchun argument x ning s(x funksiyani cheksizlikka aylantiradigan
giymatlarini topish kerak ekan

( 4-chizma).

141




Masalan. 1) y=x- 2 funksiya grafigining vertikal

asimptotasini toping.

Yechish. lim {x ~*~2—) = 00, shu sababli x= - 3 to'g'ri chizig
x+3

x——3

grafikning vertikal asimptotasidir.
2) y=age funksiya grafigining vertikal asimptotasini toping.

Yechish.  tim cgx=w, bo‘lganligi sababli funksiyaning grafigi

cheksiz ka'p vertikal asimptotalarga ega:

b) Og'ma asimptotalar. - /() funksiyaning grafigi 0Y o'qqa
parallel bo‘lmagan asimptotalarga ega bo‘lsin. U holda bu
asimptotaning tenglamasi y-kc+s ko'rinishga ega bo'lishi ravshan.
Xususiy holda & =0 bo‘lganda 0X o'q:; parallel gorizontal asimptota
hosil bo‘ladi. k va b parametrlarni aniglashga kirishamiz. Grafikning
M nugtasidan asimptotaga MN perpendikulyar o‘tkazamiz(4-
chizma). Asimptotaning ta'rifidan tm MV =0 ekani kelib chigadi.

. MN ; MN S ;
AM MN dan —— =cosa yoki bundan MM = hosil bo‘ladi. « [o::tz
M M cose 2
o‘zgarmasligini hisobga olsak ¢im MM =—— tim MN =0 bo'ladi.
b COSr o=
[
i 8
i |
i .
¥ .
i
i |
| j e
. _ - — .
5 / : J%
| / :
4-chizma
Shu sababli
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A’lil M = _Va.s'x'mpfn.fu - Ayf'?)wf)mr = (;a' T })) i f(‘x) Ba

" 7 AN
imMM = lim (kx +b = f(x)) = 0

X—00

Bundan lim x (k +E—f——(x2) =0
Xx—o X X
Ma'lumki ikki ifodaning ko‘paytmasi nolga teng bo‘lishi uchun
kamida ulardan biri nolga teng bo‘lishi lozim. Shuning uchun oxirgi

tenglikda x - +«, shu sababli lim (k +f_—— !-(f—)) = ( bo’ladi.

x—oo

lim 2 = 0 ekanini hisobga olsak

X—oo X
i f(x) . 5
lim (k= ="2) = 0 yoki bundan k = tim % hosil bo'lad,
X—00 X

tenglikdan b = th_}r& (f(x) — kx) gaegabo’lamiz. Bunga k ning
topilgan giymatini qoysak b topiladi.

Masalan. ;= %:I—l funksiya grafigining asimptotalarini toping.

2
Yechish. xiirzll %:00, bo‘lganligi sababli x=-1 to‘g'ri chiziq

grafikning vertikal asimptotasidir. y = kx++ og‘ma asimptotani
izlaymiz.

. : s 1
o I T gy B g i i ; U+ 140
x—eco X x—oo X(x+1) Koo x2{'x+;_c) X— 00 (x+§) 1+0 -
1,

_ g : xZ+1 . xP41-x?-
b—.!tm(f(x)~kx)=hm( _ —I-x)=hm#:
x—oo x—om WX+l x—roo x+1

1
. 1-x P
=lim — = lim ¥5=—-1.

x—oo X+1 x—om 14—
x

Demak, y=x-1 to'g'ri chiziq grafikning og'ma asimptotasidir.

6-§. Funksiyani hosila yordamida to‘la tekshirish va
grafigini chizish.
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Funksiyani hosila yordamida tola tekshirish deyilganda
quyidagilar nazarda tutiladi.

1. Funksiyaning aniglanish sohasi, juft yoki togligi, davriyligi
tekshiriladi.

2. Funksiyaning uzilish nuqtalari, uning grafigining koordinata
o‘glari bilan kesishish nuqtalari aniglanadi.

3. Funksiyaning monotonligi va ekstremumlari tekshiriladi.
a) ' birinchi tartibli hosilasi topiladi;

b) birinch tartibli hosilani nolga tenglab, mavjud bo‘lmagan va kritik
nuqtalar aniglanadi;

v) har bir kritik nuqtadan chap va o‘'ng tomonda f'(x) ning ishorasi
aniglanadi; funksiya x1,xz va X3 kritik nuqtalarga ega bo‘lsa:

1) agar x; kritik nugtaning chap tomonida hosilaning ishorasi musbat,
o‘ng tomonida manfiy bo‘lsa, bu nuqtada f(x) funksiya lokal
maksimumga ega;

2) agar x 2 kritik nugtaning chap tomonida hosilaning ishorasi manfiy,
o‘'ng tomonida musbat bolsa, bu nuqgtada f{x) funksiya lokal
minimumga ega;

3) Agar xs kritik nugtaning chap va o‘ng tomonida hosilaning ishorasi
bir xil bo‘lsa, bu nugtada funksiya ekstremumga erishmaydi.

4. Qavariq va botiglilik intervallari, burilish nuqtasi aniglanadi;
a) birinch va ikkinchi tartibli hosila olinadi;

b} ikkinchi tartibli hosilani nolga tenglab ildizlarni topamiz. Shu
nuqtalar atrofida ikkinch tartibli hosila ishorasining o‘zgarish
gonunini aniglaymiz:

1) intervallarda >0 ishora musbat bo'lsa egri chizig- botiq;
2)) intervallarda <o ishora manfiy bo‘lsa egri chiziq -qavariq;

5. Funksiyaning asimptotalari topiladi;
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a) funksiya ikkinchi tur uzilishga ega bo'lsa; i f(x)=»=x=a

it o G el
b) k= I.".E _,r._:) , b= hﬂ} (/(x)- &) limitlar mavjud va chekli bo‘lsa, u holda

y=kx+b to'g'ri chiziq egri chizigning og'ma asimptotasi bo‘ladi;

v) y =kx+b og'ma asimptota tenglamasini aniqlashda k=0 bo‘lsa, u
holda y=b to‘g'ri chiziq gorizontal asimptota bo'ladi;

6. Bu ma'lumotlar grafikni chizish uchun kamlik gilsa, qo’shimcha
zarur bo‘lgan hisoblashlarni bajarish kerak;

7. Yugoridagi ma’'lumotlarga ko'ra funksiya grafigi yasaladi.

I;:slatma. Grafikni yasashda uning koordinata o‘qlari bilan
kesishish nuqtalarini topish foydalidir.

‘ Eslatma. Grafikni yasash oldidan funksiyaning juft yoki toqligini
aniglash foydalidir. -

Masalan. y=¢* funksiyaning grafigi chizilsin.
Yechish. 1. Funksiya (~«; +) intervalda aniglangan.
2. Funksiya butun son o‘qida uzluksiz.

¢ >0 bo‘lganligi sababli x<0 da y>0 va x>0 da w<o bo'ladi.
Demak funksiya (-;0) intervalda o‘sadi, (0;+«) intervalda esa
kamayadi.

4. Fu'nksiyaning hosilasini nolga tenglashtirib, hosil bo‘lgan
tenglamani yechib funksiyaning kritik nuqtalarini aniglaymiz: -
y'=-2x-¢"* =0. Demak, x=0 kritik nugta.
Bu kritik nugtaning chapidan o’'ngiga o‘tganda hosila ishorasini

musbatdan manfiyga o‘zgartirganligi uchun x=0 nugtada funksiya
maksimumga ega. y,. =p0=¢"=1,

5. Ikkinchi tartibli hosilani topamiz:
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Buni nolga tenglashtirib yechsak grafikning egilish nugtalarining
abssissalari hosil bo'ladi.

e bo‘lganligi uchun 2(x*-1)e* =0 tenglamadan 2x*-1=0,
I 1
ga ega bo'lamiz. Demak grafikning x, = - V& =g

¥ =

MI— w

f
issali [ - L ot talari uning egilish nugtalaridir.
abSSlSSElll( JEJZ] va (J_ J_] nuq geg

(—::0'—---1.-] va [I-:;+m] oraliglarda >0 bo‘lgani uchun grafik bu

L V2) T

oraliglarda botig, [—_; %) oraligda ,"<o0 bo‘lgani uchun bu oraliqda
V2o

grafik qavariq.

6. Funksiya x ning barcha giymatlarida aniglanganligi uchun
uning grafigi vertikal asimptotalarga ega emas. Grafikning og'ma
asimptotalarini aniglaymiz.

1
1’, =0, b= Limly—k- r} Cim( -0 t} bim— =0

x
T-m el

v &
k= fim==fim—— = fim
ey xvE X T xc-‘

Demak, y -0, ya'ni Ox o'q grafikning asimptotasidir.
- funksiyaning grafigi Gauss egri chizig‘i deb ataladi.

U 5-chizmada tasvirlangan.

i

5-chizma
Auditoriyada tahlil gilinadigan misollar.

1. Berilgan S yuzga ega barcha to'g'i to‘rtburchaklardan
kvadrat eng kichik perimetrga ega ekanligi isbotlansin.
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Ko'rsatma. Tog'ri to’rtburchakning bir tomonini x desak, ikkinchi
tomonini __v—é_, perimetri pP=2- [.x+ ] bo‘ladi. JAVOBI:
v \f[S; i=\|'llg‘

2. P perimetrli barcha to‘g'ri to'rtburchaklar orasidan kvadrat
eng katta yuzga ega ekanligi isbotlansin.

Ko‘rsatma. To‘g'ri to‘rtburchakning bir tomonini x, ikkinchi
lomonini y=§—x, yuzi §=x- (; - rJ bo'ladi. JAVOBI:
PP

4

v=—; p=

3. Uchburchakning asosi a ga, perimetri esa P ga teng.
Uchburchakning qolgan ikki tomeni shunday aniqlansinki, uning yuzi
eng katta bo'lsin.

Ko‘rsatma. Uchburchakning ikkinchi tomoni b=x desak, uchinchi
tomoni ¢=P-a-xbo’ladi. Geron formulasiga ko‘ra uchburchakning

yuzi § = [P(P-a)P-b)P-c) yoki, belgilashimizga binoan,
§=JP(P—a)P-x)Na+x), (0<x<P)

Im'ladi § yuzning eng Kkatta qiymatini topish kerak. Buning uchun
f(x)=(P-x)a+x) funksiyaning eng katta giymatini topish yetarli.

JAVOBI: b:c:f";”, ya'ni uchburchak teng yonli bo'lishi

kerak.
4. Uchburchakning bir tomoni @ ga va uning qarshisidagi

burchagi « ga teng. Uchburchakning qolgan ikki burchagi shunday
aniglansinki, uning yuzi eng katta bo‘lsin. JAVOBI:

v+ (r-ak y = (r-a), uchburchak teng yonli bo'ladi.

5. v hajmga ega yopiq silindrik idish(bak) tayyorlash talab
etiladi. Idishni tayyorlashga eng kam material sarflanishi uchun
uning  olchamlari ganday bo‘lishi  kerak? JAVOBI:

[ / - . 0 3 -
i \/ )'} . H =2R, H:R=2 bunda R silindr radiusi H esa balandligi.
LI
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6. S to'la sirtga ega silindrning hajmi eng katta bo‘lishi uchun
uning (radiusi R va balandligi H) olchamlari ganday bo‘lishi kerak?

JAVOBI: &= \E— H=2R H:R=2

7. Berilgan hajmga ega to‘g'ri doiraviy konusning yon sirti
2 .a:-¢'-1:2:3 munosabat bajarilgandagina eng kichik bo'lishi
ishotlansin. Bu yerda r-konus asosining radiusi, #-konusning
balandligi, ¢ - konusning yasovchisi.

JAVOBI: r =1 %’—.h:#ﬁ,e:ﬁ-n 71: p ik =123
T T b

8. 0‘lchovlari 80sm=50sm bo‘lgan to'g'ri to'rtburchakli tunuka
berilgan. Tunukaning to‘rtta uchidan kattaligi bir xil kvadratlar kesib
olinib, golgan gismdan qopqogsiz to'gri to’rtburchakli quti yasalgan.
Qutining hajmi eng katta bo'lishi uchun kesib tashlangan kvadratning
tomoni ganday bo'lishi kerak? J:10sm.

9. Berilgan doiraga eng katta yuzga ega to'g'ri to‘rtburchak ichki
chizilsin.

JAVOBI: tomoni Rv2 bo‘lgan kvadrat, bunda R doiraning
radiusi

10. Berilgan sharga yon sirti eng katta bo‘lgan tsilindr ichki
chizilsin.

2 N sl
JAVOBI: .='=?R, n=+2R, bunda r doiraninng radiusi h esa
uning balandligi.

Lopital goidasini qo‘llab limitni toping.

o ox =Tx 4 dx+2 ;B . ¥
lim - — lim 7 8
ol x —5yv+ 4 : 12_ i, !I'l{]"'X} i 13. PmI] 3
w2 '
) " o xe? . 1-cosx
i nfl-x) . b o e
14. a3 15. ste’ | 16, = e =y ;
_ x-—arctg . tgx—sinx B it |
i 6"‘1 8 T ad I"u lim —
17, e - : 18. =" x—sinx . 19, =% s 3x
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Quyidagi egri chiziglarning egilish nugtalari hamda botiglik va
(avariglik intervallari aniglansin.

20..,1-'=x?. JAVOBIL:  (-=;0) intervalda grafik
(avariq, (0; +=) intervalda grafik botigq, (0; 0) grafikning egilish nuqtasi.

21. y=4-x%, JAVOBIL: (-« +«) intervalda grafik
(avarig.

22, y=x"-3x"-9x+9, JAVOBI:  (-=:1) intervalda grafik

qavarig, (;+e) intervalda grafik botig, (i -2) grafikning egilish
nugqtasi.

23. y=x", JAVOBI: Grafik hamma yerda botiq.
24. y=1gx. Javob: (n7; 0) grafikning egilish nuqtalari.

Quyidagi egri chiziglarning asimptotalari topilsin.

25. y:x-jz. JAVOBI: x=2, y=o0.
26. y=e"—1. ]AVOBI: x=0, y=0.
27. y=tux. JAVOBI: x=0.

28. v =62t +x', JAVOBI: y=x42.
29. ,v=¢-+[_ffi}2. JAVOBI: y=p, y=c.

Mustaqil yechish uchun mashgqglar.

Funksiyani birinchi va ikkinch tartibli hosila yordamida
ekstremumlarini tekshiring.

4
y= 3{%—_:?}

\ =

£ s y=x'—9x" +24x-15
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y=x"—§x"
53
y={z-3p(x-2)
5.5.
bl Ao
57. *° 3V a
¥ = —x'=2x
5.9.
J-"——4X+I3
5.11.
=y =357 +4
5137
y=x'—8x +16
5.15.
1 a ]
y=—4x +0x —3x— =
5.17. 2
y=xt=2x"+3
5.19.
y=x' - It 2
5.21.
V= Lo_ap
5.23.7 >

Berilgan y=f(x) funksiyaning [a;b] kesmadagi eng kata va eng

kichik giymatlarini toping.

y¥=— s — [-I:]]

x—~x+l
5.25.
' = \.lr.\'_—xT: —2;2'
i ;-2
xt+4a 7
5207~ = b

531 y=(.¥—.r?')€", [-2:1]

150

y=2x" +3x? =12x-5

54.°
s _3-‘:x4—8x3'+l6x1
sig .,..-:%(2_6—6;‘1 ~18x+15)
.:l_xz__'\._
540.7 8
=(x+1)x-2)
512,07
y=x'—9x" +24x-7
5.14.
i L o
y=x ~x —dx+2
5.16. .
L x'—12x
5.18.7 16" "1
r=lx+ 2 x—1 :
50,7 "o A
yo=84 20" —4x*
5.22.

y=2x" =151 +36x

5.24.°

i w‘.; [];2]

5.26.° <
528 0=t
=x¢ -2:0
530.0 )
={x-le" |03
5az2. 7" LA

l:_x___; 2’2
533, 5=
’ =e.'a"_’:; 1;3
5.35.° 2]
._€3x+1_ i
g7 9= v T
r=xle™ —4:0
5.39." s
541.77" e ‘ H
Vo= I_n_£; [1:4]
543.°  x :

U P e O
5.45.

S [1]
y = — +COSX] 0 —
547." 2 2

y=108x—x"; [- ;4]

4
v="b+7  [16:20]
549." 4

i I+lnx P .{,}
534. L
X -8
y=2o 3

yv=xlnx; [Ll}
5.38. Ca

v =2y i I |;3]

5.40. S

gy A8
VR e [
sug, o0 bl
5.48.

PR DE S L
5.50. o b

Quyidagi funksiyalarni gavariq, botiq va egilish nuqtalarini toping.

5.51. y=x"-2x+10,

ey A
T4 x

5.55. y=1+3x"—x'

BEH g

2+x

5.59. w= 2 +J:'2 —L‘.- .
2

5.52, y=—"r
1+ x°
5.54. y=——o
I+x

5.56. y=1+3x" —x*

5.58. y=(x-1)

5.60. y=5- 3 —x




5.63. y= *

1—x7

5.65. f(x) =212

x" =9

5.67. fx=¥2xr-1

569.7 " & °

571. 7 ¥

873 ey 2

-4

5T5 yewak s

x4 2

5.64, v=x"-3x+2
5.66. f(x)=-2X =5
X+x—-0

y= {‘—1
5.68. iyl

Funksiyalarni hosila yordamida to‘liq tekshiring va grafigini

yasang.
) x—1
F= Xt =25
5.76
_ 2x°
578. 457 -1
proe b
580." x-9°
v = <

582.0 o-1

5847 G-

5.86.° 4x

5.88. 7 x+2

_2-4
T i—4y?
5.77.
Jiie Ei"'] 3
5.79. %
4x°

5817 @1
5830 ¥-2x
585.7 " &
587.7 X+l

5.89.

5:98; *

5.100.
5.102.

5.104.

5.106.

5.108.

5.110.

X 340
=l

p=x—falx+1),

x*—-x—6

Zx

.V =
V= xle”
y=In(x’ —2x+2)

y=2x—arcsin x

I
[ = —

]\I'[.ti +5x

=

599, ¥ +2x-3
bx

5.101. y= "5
x

5.103.y=x" +6x+4

LISy

:l+x

5.107. ¥y =X +arctgx

X

16+x°

5.109. y=

5101.;U}=.*+f
b
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