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SO‘Z BOSHI

Matematik analiz fanini o‘qitishda mutaxassislar oldida turgan muhim
fuammolardan biri ma’lumotni taqdim yetishning darajasini tanlash, uzviylikni
fn'minlash asosida talabalarning bilim ko‘nikmalarida paydo bo‘lishi mumkin
bo'lgan bo‘shligni to‘ldirish, mavzulami o‘qitishdagi takomillashgan uslublarni
ihlab chiqish, talabalarning mantigly tafakkurini rivojlantirish va zarur bilim,
ko'nikmalarini hamda amaliy ko‘nikmalarini shakllantirish o‘rtasida to‘g‘ri
iivezanalni o‘rnatishga alohida e’tibor garatishdan iboratdir.

Bugungi kunda oliy ta’lim muassasalari talabalarini matematik analiz fanini
0'#zlwahtirishlari uchun bir qator innovatsion metodlar yaratish, matematik analiz
fnini o'qitishda samaraga erishish usullari ishlab chigish, fanning bo‘limlari va
favzularini o‘gitish metodlari ustida bir nechtalab ishlar amalga oshirilmogda.
Lahbu o’quv qo‘llanma pedagogika oliy ta’lim muassasalari matematika va
flbrmatika  yo’nalishlari  talabalari  uchun mo‘ljallangan  bo‘lib, quyidagi
viizitnlarning hal qgilishga garatilgan:

Bulardan tashqari ushbu o’quv qo’llanma o’quv dasturining kredik moodle
danturidagi asosiy vazifalardan, talabalarning mustaqil ta’limini tashkillashtirish
viazilnlari asosida shakllantirilgan,

Ushbu o’quv qo’llanma Davlat ta’lim standartlariga mos keladi va fanning
0'quy dasturlariga to‘la javob beradigan tarzda bayon qilingan.

Qo‘llanmaning har bir bo‘limi zarur nazariy tushunchalar, ta’riflar, teoremalar
Vi formulalar  bilan boshlangan, ularning mohiyati misol va masalalarning
yechimlarida tushuntirilgan, shu bo‘limga oid amaliy mashg‘ulot darslarida va
fiustaqil vy ishlarida bajarishga mo‘ljallangan ko‘p sondagi mustahkamlash uchun
fnshqlae berilgan. Har bir bo‘limning oxirida talabalarning mustaqil ishlari uchun
topshiriglar variantlari keltirilgan. Qo‘llanmani yozishda pedagogika oliy o‘quv
yurtlarining bakalavrlari uchun matematik analiz fanining amaldagi dasturida tavsiyva
({ilingan adabiyotlardan hamda o‘zbek tilida chop etilgan zamonaviy darslik va o‘quv
ijo*llanmalardan keng foydalanilgan.

Mualliflar o’quv qo’llanmani takomillashtirishda (yaxshilashda) bergan foydali
maslahatlari uchun mas'ul muharrir va taqrizchilarga, hamda matnni tahrir gilgani
uchun .U, Jo’rayevga 0"z minnatdorchiliklarini bildiradilar,

O’quv qo’llanmani tayyorlashda xato va kamchiliklar bo'lishi mumkin. Xato
vie kamchiliklar hagidagi  fikrlaringizni feruzakiamov28@omail.com  elektron
munziliga jo'natishlaringizni so'raymiz Qo‘llanma haqgida bildirilgan fikr va
imulohazalar mamnuniyat bilan gabul gilinadi.

Mualliflar
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1 BOB
TO’PLAMLAR. TO’PLAMLAR USTIDA AMALLAR.

L.1. To‘plamlar

1°.To‘plam tushunchasi. To‘plam matematikaning boshlang‘ich, ayni paytda
inuhim tushunchalaridan biri. Uni ixtiyoriy tabiatli narsalarning (predmetlarni)
fi'lum  belgilar bo‘yicha birlashmasi (maimuasi) sifatida tushuniladi. Masala,
]n:.*mulitgi kitoblar to‘plami, bir nuqtadan o‘tuvchi to‘gri chiziglar to‘plami,
' 8x 1 6=0 tenglamaning ildizlari to*plami devilishi mumkin.

To'plamni  tashkil  etgan  narsalar uning  elementlari  deyiladi.
Matematikada to‘plamlar bosh xarflar bilan, ularning elementlari esa kichik xarflar
bilan belgilanadi. Masalan, 4,B,C - to‘plamlar, @,b,c-to*plamning elementlari.
Iti"zan to’plamlar ularning elementlarini ko‘rsatish bilan yoziladi:

A={24,681012},
N={123,..n..}

Z={..-2-1012,..}

Apar a biror 4 to‘plamning elementi bo‘lsa, g€ A kabi yoziladi va «a
dloment A to’plamga tegishli» deb o‘qiladi. Agar @ shu to‘plamga tegishli
bi'lmasau a ¢ A kabi yoziladi va «a clement A4 to‘plamga tegishli emas» deb
'(ladi. Masalan, yugoridagi to‘plamda 10 € A,15¢ 4 .

Apar A chekli sondagi elementlardan tashkil topgan bo’lsa, u chekli to’plam,
il holda cheksiz to’plam deyiladi. Masalan, A= {2,4,6-.3,10,12} chekli to’plambir
fitigjtaclan o’tuvchi barcha to’g’ri chiziglar to’plami esa cheksiz to’plam bo’ladi.

l-ta’rif. 4 va B t(o’plamlari berilgan bo’lib, A to’plamning barcha
-;rn-|!:1ﬁ|:i{l:tri B to’plamga tegishli bo'lsa, 4 to’plam B ning gismi (gismiy to’plam)
deyiladi va

A< B (yoki B> A)
lkuhi yoziladi.

A 10’planing elementlari orasida biror xususiyatga (bu xususivatni P bilan
helpilaymiz) ega bo‘ladiganlari bo*lishi mumkin. Bunday xususiyatli elementlardan
fuzilgan to‘plam quyidagicha

{x e A| P}
belgilanadi. Ravshanki,
{xed|P}c 4
ho Tadi,
_— Apar A 0’plam elementlari orasida P xususiyatli elementlar bo’lmasa, u
palehn
{xed| P}

Bitta ham clementga ega bo‘lmagan to*plam bo‘lib, uni bo*sh to‘plam deyiladi.




Bo‘sh to‘plam & kabi belgilanadi. Masalan, x° + x +1 = Otenglamaning hagqiqiy

ildizlaridan iborat 4 bo’sh to’plam bo’ladi:
@z{x&zﬂxz +x+2=0}_
Har qanday A to’plam uchun
AcA, Jc A4
deb garaladi.
Odatda, A4 to‘plamning barcha qismiy to‘plamlaridan iborat to’plam F(A)

kabi belgilanadi. Masalan, 4= {]a,b,cg to’plam uchun
F4)={la}.{b}. lch{a.b} {a.c}, fb.c} fa.b.c} 2}
bo’ladi.

2-ta'rif. 4 va B to’plamlar berilgan bo’lib,
Ac B, BcA
bo’lsa, A va B bir biriga teng to’plamlar deyiladi va
A=B
kabi yoziladi.
Demak, A=28 tlenglik 4 va B to‘plamlarning bir xil elementlardan tashkil
topgan[iﬂgini bildiradi.
2". To’plamlar ustida amallar. ikki 4 va B to’plamlar berilgan bo’lsin.
3-ta'rif. 4 va B to’plamlarning barcha elementlaridan tashkil topgan £
to’plam A4 va B to'plamlar yig'indisi (birlashmasi) deyiladi va AUB kabi
belgilanadi:
E=AUB.
Demak,bu holda ae AUUB dan ac A4, yoki ae B, yoki bir vaqtda ae A,
ae B bo’lishi kelib chigadi.
4-ta’rif. 4 va B te’plamlarning barcha elementlaridan tashkil topgan F
to’plam A4 va B to’plamlar ko’paytmasi (kesishmasi} deyiladi va A[)B kabi
belgilanadi:
F=ANB.
Demak,bu holda @€ A() B dan bir vagtda a€ 4, ae B bo’lishi kelib chigadi.
S-ta'rif. 4 to’plamning B to’plamga tegishli bo’lmagan barcha
elementlaridan tashkil topgan & to’plam A to’plamdan B to’plamning ayirmasi
deyiladi va 4\ B kabi belgilanadi:
G=A4\B
Demak, a€ 4 \B dan ae A, a¢ B bo’lishi kelib chiqadi.
6-ta'rif. A to’plamning B ga tegishli bo’lmagan barcha elementlaridan va
B to’plamning ga tegishli bo’lmagan barcha elementlaridan tuzilgan to’plam A va

B to’plamlarning simmetrik ayirmasi deyiladi va AAB kabi belgilanadi:
AAB =(A\B)U(B\ 4).
Demak, @ € AAB po'lishidan a € A,a ¢ B yoki a € B , ag A bo'lishi kelib
chiqadi.

7-ta'rif. Aytaylik, ac€ A ,aeB bo’lsin. Barcha tartiblangan (a,b)

ko'rinishdagi juftliklardan tuzilgan to’plam 4 va B to’plamlarning dekart
ko'paytmasi deyiladi va Ax B kabi belgilanadi. Demak,

AxB={(a,b)|lac 4,be B} .

8-ta’rif. Aytaylik, S va A to’plamlar berilgan bo’lib, 4 — S bo’lsin. Ushbu
S\A4
(0'plam A to’plamni S ga to’ldiruvchi to’plam deyiladi va CA yoki CsA kabi
belgilanadi:
CA=5\4.

To’plamlar ustida bajariladigan amallarning ba'zi xossalarini keltiramiz.

A,B va D to’plamlari berilgan bo’lsin.

1) 4S8, BSDy1sa, 4 p bo'ladi;

2) AU A=A, AnA= A4 bo’ladi;
3) ACB bo’lsa, AUBR=B, AnB=A bo’ladi;

HYAUB=BUA, AnB=Bn A bo’ladi;
sJ(AuB)uD:Au(BuD),(AnB)ﬁD:A’m(BmD) bo’ladi:

6) A4S bo’lsa, ANCA=;
1) C(AuB)=CANCB bunda ACS,BCS ANCA=0T :

8) C(ANB)y=CAUCB, bunda A S,BcS .

Bu xossalarning isboti yuqorida keltirilga ta'riflardan kelib chigadi.
I-misol. Ushbu
(ANBYU (BN D =(AUB)\(4N B) (1)
tenplik isbotlansin.
ac(A\ BYU(B\ A) bo’lsin. U holda
ac(A\B):aed, agB
yolo
ae(B\A): aeB, ag A
bo'ladi. Bundan esa
ac(AUB), ag(ANB)
Ly ' Ly,
as(AUB\NANE)
bo'lishi kelib chigadi. Demak,
(A BUB\ A (AUB\ (AN B). @)
Aytaylik, a € (AU B)\(4N B) bo’lsin.
Ll B,
a¢(ANB):ag Aae B yokiae dag B yokiag A,ae B
9




bo’ladi.

Bundan esa
ac A\B yoki ae B\ 4

bo’lib,
ae(A\Byu(B\ 4)

bo’lishi kelib chiqadi. Demak,
(AUB)\(AF‘\B)C(A\B)U(B\A}_ 3)

(2) va (3) munosabatlardan (1) tenglikning o’rinli bo’lishi topiladi.
To’plamlar ustida bajariladigan amallarni bayon etishda to’plamlarning ganday

tabiatli elementlardan tuzilganligiga e'tabor gilinmaydi.

Aslida, keltirilgan amallar biror universal to’plam deb ataluvchi to’plamningr
qismiy to’plamlari ustida bajariladi deb qaraladi. Masalan,natural sonlar to’plamlari
ustida amallar bajariladigan bo’lsa, universal to’plam sifatida barcha natural

sonlardan iborat ¥ (o’plamni olish mumkin.
3°. Matematik belgilar. Matematikada tez-tez uchraydigan so’z va so’z

birikmalari o’rnida maxsus belgilar ishlatiladi. Ulardan muhimlarini keltiramiz:

1) «agar ... bo’lsa. u holda ... bo’ladi» iborasi «=> » belgi orqali yoziladi;

2) ikki iboraning ekvivalenti ushbu « < » belgi orqali yoziladi;

3) «har qanday», «ixtiyoriy», «barchasi uchun» so’zlari o’rniga «¥ » belgi
ishlatiladi;

4) «mavjudki», «topiladiki» so’zlari o’rniga « 3» mavjudiik belgisi ishlatiladi.

1.2. Haqigiy sonlar

Son tushunchasi uzoq o‘tmishdan ma'lum. Odamlar sanash taqozosi bilan
dastlab 1,2,3,... - natural sonlarni qo‘lla-ganlar. So‘ngra manfiy son, ratsional son va
nihoyat, haqigiy son tushunchasi kiritilgan va o‘rganilgan.

Biz o‘quvchiga o‘rta maktab, kollej va litseylarda matematika kursidan natural,
butun, ratsional sonlarni, ular ustida bajariladigan amallarni, amallarning xossalarini,
shuningdek to‘gri chiziqda (sonlar o‘qida) geometrik ifodalanishini ma'lum deb

hisoblaymiz.
Haqiqiy sonlarning matematik analiz kursida muhimligini e'tiborga olib, ular

haqidagi ma'lumotlarni talab darajasida bayon etamiz.
1°. Ratsional sonlar va cheksiz davriy o‘nli kasrlar.

Faraz qilaylik, & biror musbat ratsional son bo‘lsin. Bo‘lish qoidasidan
foydalanib p butun sonni g ga bo‘lamiz. Agar p ni ¢ ga bo‘lish jarayonida biror

qadamdan keyin qgoldiq nolga teng bo‘lsa. u holda bo‘lish jarayon to‘xtab, 2 ase
q

i+'nli kasrga aylanadi. Odatda, bunday o‘nli kasr chekli o‘nli kasr deyiladi. Masalan,

L4 knsrda 59 ni 40 ga bo’lib,unu 1,475 bo’lishini topamiz:
2 =1,475.
40

Agar p ni ¢ ga bo‘lish jarayoni cheksiz davom etsa, ma'lum gadamdan keyin
yugorida aytilgan qoldiglardan biri yana bir marta uchraydi, so‘ng undan oldingi

fngamlar mos tartibda takrorlanadi.
Odatda bunday kasr cheksiz davriy o‘nli kasr deyiladi. Takrorlanadigan

tiqamlar (ragamlar birlashmasi) o‘nli kasrning davri bo‘ladi.

Masalan, 1 kasrda 1 ni 3 ga bo’lib, 0,333... bo’lishini topamiz;

Ushbu
0,333..., 1,4777..., 2,131313...

lanrlar cheksiz davriy o‘nli kasrlardir. Ularning davri mos ravishda 3, 7,13 bo‘ladi
vii bu cheksiz davriy o‘nli kasrlar quyidagicha
0,(3), 1,4(7), 2,(13)

youeiladi;
0,(3)=0,333...
L4(T) =1,4777...
2,(13) =2,131313.. . .
Shuni ta'kidlaymizki, davri 9 ga teng bo‘lgan cheksiz davriy o‘nli kasmi chekli
o'nli kasr gilib yoziladi.
Masalan,

0,4999... =0.4(9) =0.,5,
2,71999... =2.71(9) =272 .
Har qanday chekli o‘nli kasrni nollar bilan davom ettirib cheksiz davriy o‘nli
lanr ko‘rinishida yozish mumkin.
Masalan,

1,4 =1,4000... =1,4(0)
0,75 = 0,75000... =0,75(0) .

13




q

ifodalanadi. Aksincha, har qanday cheksiz davriy o‘nli kasmi £ ko‘rinishida yozish

q
mumbkin.

Masalan, ushbu
0.(3)=0,333... , 7,31(06) =7,31060606 ...
cheksiz davriy o*nli kasrlarni qaraylik. Avvalo ularni
3 3 3

0, 3 =0+———+—--+___
& 10 10% 10°
1 6 6

3
T306)=7+—+— 4 —+— 4
10 10 10* 10°
ko‘rinishda yozib, so‘ng cheksiz kamayuvchi geometrik progres-siya yig‘indisi
formulasidan foydalanib topamiz:

. g

0,3)=0333.=-10__3 10 1
1 10 973
10
A
4
7.31(06) = 7,31060606.. = 1), _10° 731 1 6 _
100, 1 100 100 99
-
|

=—l—[73[+3 205
100 33) 132

Demak, ixtiyoriy ratsional son cheksiz davriy o'nli kasr orqali va aksincha,
ixtiyoriy cheksiz davriy o*nli kasr ratsional son orqali ifodalanadi.

2°. Hagqiqiy son tushunchasi. Cheksiz davriy be‘lmagan o'nli kasrlar ham
bo‘ladi. Bu kesmalarni o‘Ichash jarayonida yuzaga kelishini ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik, biror / kesma hamda o‘lchov birligi, masalan metr berilgan
bolsin. J kesmaning uzunligini hisoblash talab etilsin.
Aytaylik, 1 metr ./ kesmada 5 marta butun joylashib, kesmaning J, qismi ortib
qolsin. Ravshanki J, ning uzunligi 1 metrdan kam bo‘ladi. Bu holda J kesmaning
uzunligini taxminan 5 m. ga teng deb olish mumkin:

J uzunligi =5 m.

Demak har ganday 2 ratsional son cheksiz davriy o‘nli kasr ko‘rinishida

SO S -
Ajgir bu aniglik yetarli bo‘lmasa, o*lchov birligining s qismini, ya'ni 1 dm. ni olib,

inl o, kesmaga joylashtiramiz. Aytaylik, 1 dm. J, kesmada 7 marta butunlay
fuylashib, J, kesmaning J, qismi ortib golsin. Bunda J, ning uzunligi 1 dm. darf
klghik bo‘ladi. Bu holda J kesmaning uzunligi taxminan 5,7 m ga teng deb olinishi
mumking
J uzunligi =5,7m.
IBu jarayonni davom ettira borish natijasida ikki holga duch kelan.liz.: .
I) biror gadamdan keyin, masalan n+1 qadamdan keyin o‘lchov birligining

I (ismi ./, kesmaga ¢, marta butunlay joylashadi. Bu holda o‘ichov jarayoni

o' xlatilib,
J uzunligi=5,7...qa,
T |
mofa rageant
o' lishi topiladi. .
2) o‘lcham jarayoni to‘xtovsiz davom (cheksiz davom) etadi. Bu holda J
kesmaning uzunligining aniq giymati deb ushbu
5, T il s
vheksiz onli kasr olinadi:
J uzunligi =5,7..cr, ...

Aytaylik, to‘g‘ri chizigda biror O nuqta (koordinata boshi) hamda o‘lchoy
biiligi tayinlangan bo‘lsin. U holda O nuqtadan o‘ngda joylashgan har bir P
nuglaga, OF kesmani o‘lchash natijasida hosil bo‘lgan ushbu ey, a;...,... ushbu
vheksiz o‘nli kasrni mos qo‘yish mumkin. Bunda

a, e NU{0}, ¢, €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} ,n=1.

Bu moslik o‘zaro bir giymatli moslik bo‘ladi. Ravshanki, yuqoridagi cheksiz
a'nli kasrlar orasida cheksiz davriy o‘nli kasrlar bo‘lib, ular manfiy bo‘lmagan
ratsional sonlar bo‘ladi. Qolgan kasrlar esa ratsienal senlar be‘lmaydi. _

I-ta'rif. Ushbu a =g, ax,..,,.... . ko‘rinishidagi cheksiz o’nli kasr manfiy
ho'lmagan haqiqiy son deyiladi, bunda

a, e NU{OY, «,<4{0,1,2,3.4,5,6,7,8,9},n=1.

Agar I n20;a, >0 bo'lsa, u musbat haqiqiy son deyiladi.

Manliy haqiqiy sonning «—» ishora bilan olingani musbat haqgiqiy son sifatida
t'rilanadi. N A ‘

I$archa hagiqiy senlardan iborat to‘plam R harfi bilan belgilanadi.
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ade joylashgan Q nuqtaga QO kesmaning uzunligiga teng x
Barcha natural sonlar to‘plami v, ratsional soniar to’plami 0, hagiqiy () nugtadan chapda joylashgan Q nugtag

sonlar to’lami R uchun N C O c R bo’ladi Winining minus ishorasi bilan olingan — x soni mos qo’yiladi;
; &0 nugtaga nol soni mos qo‘yiladi.

I 2-ta’rif. Ushbu R\ O to*plam elementi (son) irratsional son deyiladi. Arximed aksiomasi. Ixtiyoriy chekli hagiqiy a soni uchun shunday natural m

Biz yuqorida, davri «9 ga teng bo‘lgan cheksiz davriy o‘nli kasrni chekii o*nij

. . z ] 7 : s niind topiladiki,

|.I ' kasr qilib olinishini aytgan edik. Buning oqibatida bitta son ikkj ko‘rinishga, masalan, ; m>a

|
Il 1 soni ot lndi,
It 2 Aylaylik,
! L 5000... A=, 00 .., > 0, _
| ‘ bo'lsin, m = e, +1, me N deb olinsa, unda 3-ta'rifga binoan a <m bo’ladi.
| | -;—: 0,4999 Kurs davomida tez-tez uchrab turadigan hagqiqiy sonlar to‘plamlarini

leltiramiz.
Aylaylik, ae R,be R,a<b bo’lsin:
[, bl={xeR|la<x< b} — segment deyiladi,
(a,b)={x € R|a < x <b} —interval deyiladi,
Iu.h_) ={xe R|a<x<b} — yarim interval deyiladi,
(ab]={xeR|a<x< b} — yarim interval deyiladi. o
| | 4= 0%..q,....., Inda @ va b sonlar [a,b], (a,b), [a,b), (a,b] larning chegaralari deyiladi.

| ! b=By.Bps-.5,.... Shuningdek,
I | haqiqiy sonlar berilgan bo*Isin.
I || 3-ta'rif. Agar Yn>0 da @, =/f, ya'ni (_ o0, a)= {xeR|x<a},
I | QO :ﬁﬂi al :ﬁl’ az 2182""3 o, :ﬁ”,___
| A : — (— 0, 00) =R
il bo’lsa, @ va b sonlar teng deyiladi va @ =4 kabi yoziladi.
4-ta’rif. Agar deb qaraymiz. o o s
X =fy @ =By @, = @z Faraz qilaylik, a va b ixtiyoriy haqiqiy sonlar bolib, a < b bo‘lsin. U holda
07 o =hL =04, T Fyaee '

I ko‘rinishlarga ega bo‘lib qoladi.

Il Umuman, oy, ,...c, (o, #0) ratsional son ushbu,

! 1) X0, (a, —1)999...,

I 2) Qo ) Uy, 000, ikki ko‘rinishda yozilishi mumkin. Haqigiy sonlarni
(l solishtirishda ratsional sonning 1)- ko‘rinishidan foydalanamiz.

' Ikkita manfiy bo‘lmagan

[a,+oo):{xe R|x=a},

| tengliklarning hech bo‘lmaganda bittasi bajarilmasa va birinchi bajarilmagan tenglik (a.b)=2
7=k da sodir bo‘lsa, u holda: s 'laeli,
@ > 3, bo’lganda a soni 5 sonidan katta deyiladi va a> b kabj belgilanadi. Hagiqatdan ham, o
@ <f, bo’lganda @ soni 5 sonidan kichik deyiladi va a<p kabi FTI e e
belgilanadi. b= 0. 5800,
Aytaylik, to‘gri chizig, unda tayin olingan O nuqta (koordinata boshi) va
il o’lchov birligi berilgan bo‘lsin. bO'lib, 20 uchun _ ; <8
Hagqiqiy sonlar to‘plami R bilan Lo°g’ri chiziq nuqtalari orasidagi bir qiymatli Ay = fos &y = Pty =, va am‘ o
moslik o*rnatish mumkin: bo'lvin, Apar k& natural son ® dan katta sonlar ichida eng kichigi bo‘lsa. (e, <9)

O nuqtadan o‘ngda Jjoylashgan p nuqtaga OF kesmaning uzunligiga teng x
soni mos qo’yiladi (x son P nuqtaning koordinatasi deyiladi);
14
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r=ah,a Qz'"amamﬂ (a.i + l)
ratsional son uchun a <r < b bo’ladi.Demak, (a,5)=

1.3. Hagqigiy sonlar to ‘plamining chegaralari

Haqiqiy sonlar to‘plamining chegaralanganligi, to‘plamning aniq chegaralari
tushunchalari matematik analiz kursida muhim rol o‘ynaydi.

1°. Sonlar to‘plamining anig chegaralari. Biror £c R to‘plam berilgan
bo‘lsin.

1-ta'rif. Agar E to’planing shunday x, elementi (x, € E) topilsaki, £
to’plamning ixtiyoriy x elementlari uchun

X =x,
tengsizlik bajarilsa, ya'ni
Ix, € E, Vxek: x £ x,

bo’lsa, x, soni E to‘plamning eng katta elementi deyiladi va

kabi belgilanadi.
2-ta'rif. Agar £ to’plamning shunday x, elamenti (x, €E) topilsaki, £
lo’plamning ixtiyoriy x elementlari uchun
X2xq
tengsizlik bajarilsa, ya'ni
Iy ek, Vxe€E: x>x,

bo’lsa, x, soni £ to‘plamning eng kichik elementi deyiladi va

Xg =min £
kabi belgilanadi.
Masalan,
max{l, l —l-, TR l, =1
23 n
min {1,2,3,...,n,...}=|
bo’ladi.

3-ta'rif. Agar shunday M soni (M & R) topilsaki, £ to’plamning ixtiyoriy x
elementlari uchun
x=M
tengsizliklar bajarilsa.ya'ni

IMeR, VxeE: xsM
hiii'lun, £ to'plam yuqoridan chegaralangan deyiladi, M soni to‘plamning yugqori
dlivgarnsd deyiladi. . ’ o
d-tn'rif. Agar shunday m soni (m e R) topilsaki, £ to’plamning ixtiyorty x
plessentlar uchun
x=m

enpateiklar bajarilsa,ya’ni
dmeR, VxeE: xzm

fii'lan, £ to‘plam quyidan chegaralangan deyiladi, m soni to‘plamning quyi
clingarasd deyiladi. ' ‘ ‘ -

[tavshanki, to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, uning yuqori chegara ar!
ghlislz ko'p, shuningdek quyidan chegaralan-gan bo‘lsa, uning quyi chegaralari
dholoilz ko'p bo*ladi. .

S.dn'vif. Agar Ec R to‘plam ham quyidan, ham yugoridan chegaralangan
bt s, £ ehegaralangan to‘plam deyiladi. ‘

G-1a'rif. Apar ixtiyoriy M soni (M € R) olinganda ham shunday x, elementi
(v, o L) topilsaki,

Xy =M
sl 2k bajarilsa, ya'ni
VMeR, Ix,eE: xy>M

[ [, £ to*plam yuqoridan chegaralanmagan deyiladi. _

7ta'vif. Agar ixtiyoriy m soni (m € R) olinganda ham shunday x,elementi
(v, o ) topilsaki,

Xg<m
twipnlzlik bajarilsa, ya'ni
VYme R, Ix,el: xy,<m

fi' [u, £ to*plam quyidan chegaralanmagan deyiladi.

Musalan,

1) £, ={...,—2,—1,0} to‘plam yugoridan chegaralangan;

% o

24, =11, 2,3, tofplam quyidan chegaralangan;

WL 1, I-, l ...p lo‘plam cheparalangan;
‘ 2°3

1) Ey = {x e R[> 0} to*plam FuGgrdap heeSIRRAgaT; oLy oty

§) b, ={xe R | x <0} to*plam 43}-1@%6%?56\3%&%@%\8@%%!@
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tushunchalarini keltiramiz.

Aytaylik, £ < R to’plam va a € R soni berilgan bo‘lsin.

8-ta'rif. Agar

1) a soni kK to’plamning yuqori chegarasi bo‘lsa,

2) E to‘plamning ixtiyoriy yuqori cheparasi M uchun a<AM tengsizlik
bajarilsa, a soni E to‘plamning aniq yuqori chegarasi deyiladi va sup £ kabi
belgilanadi:

a=sup £ .

Demak, E to‘plamning aniq yuqori chegarasi, uning yuqori chegaralari orasida
eng kichigi bo‘ladi.

9-ta'rif. Faraz qilaylik, £ c R to’plam va b € R soni berilgan bo‘lsin.

Agar

1) b son E to‘plamning quyi chegarasi bo‘lsa,

2) E to*plamning ixtiyoriy quyi chegarasi m uchun b > m tengsizlik bajarilsa,
b soni £ to‘plamning aniq quyi chegarasi deyiladi va inf £ kabi belgilanadi:

b=inf E.

Demak, E to‘plamning aniq quyi chegarasi, uning quyi chegaralari orasida eng
kattasi bo‘ladi.

“sup™ va “inf” lar lotincha “supremum” va “infimum” so‘zlaridan olingan bo‘lib, ular
mos ravishda eng yugori, eng quyi degan ma'nolarni anglatadi.

I-teorema. Faraz gilaylik, £ R to’plam va @€ R soni berilgan bo‘lsin. a

soni £ to*plamning aniq yuqori chegarasi bo‘lishi uchun

1) a soni E to‘plamning yuqori chegarasi,

2) a sonidan kichik bo‘lgan ixtiyoriy @ (& <a) uchun E to’plamda x>«
tengsizlikni qanoatlantiruvchi x sonining topilishi zarur va yetarli.
Zarurligi. Avtaylik,
a=supk
bo‘lsin. 8-ta'rifga binoan:

1) Vx & E uchun x<a, ya’ni @ soni E to‘plamning yuqori chegarasi;

2) a soni yuqori chegaralar orasida eng kichigi. Binobarin, & dan kichik o
soni uchun x> o bo’lgan x € £ soni topiladi.

Yetarliligi. Teoremaning ikkala sharti bajarilsin. Bu holda, ravshanki, o <a
shartni qanoatlantiruvchi har ganday e« soni E to‘plamning yuqori chegarasi
bo‘lolmaydi. Demak, a- to‘plamning yuqori chegaralari orasida eng kichigi. Unda
ta'rifga ko‘ra

a=sup £
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Endi sonlar to‘plamining aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralari

b i

Sl ghunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi. ‘

1 teorema. Faraz gilaylik, £c R to’plam va be R soni berilgan bo’lsin. &
sinil A o' plamning aniq quyi chegarasi bo‘lishi uchun

i) 6 woni £ to*plamning quyi chegarasi,

'} b wonidan katta bo‘lgan ixtiyoriy B (8 >¥b) uchun E to’plamda x < f3
fennlellint qanoatlantiruvehi x sonining topilishi zarur va yetarli.

Istinima. Apar £ < R to*plam yuqoridan chegaralanmagan bo‘lsa, u holda

supE=+40 |
iy il chegaralanmagan bo‘lsa, u holda
inf ££=—a0

dely alinadi,

2" Aniq chegaralarning mavjudligi.

Aytaylik,

& =0y, OO . O,
itnbit haglgiy son bo®lsin, bunda
g e NULOY, o, eNy={0,1,2,3 456,789, nzl
Ui

I o, &y
@, =0y, 0,0, =d, +E+‘I—-(-]—2" "'+10n’
@, o, o, +1
!)" =f1{,,a;a2...(a“ #e l}:ao +E"i' 102 10"

tiltanal sonlar uchun
f!!.’ i 124 < b}’!

N i ‘ ‘ o

Idemak, ixtiyoriy hagiqiy son olinganda shunday ikkita ratsional son topiladiki,
iliidin birl shu haqgiqiy sondan kichik yoki teng, ikkinchisi esa katta bo‘ladi. o

findi  sonlar to‘plamining aniq chegaralarining mavjudligi haqgidagi
tnteimalarni keltiramiz, . ;

A-teorema. Agar bo‘sh bo‘lmagan to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘lsa,
Wil mnig yuqori chegarasi mavjud bo‘ladi.

o teoremani

Ec|0,+w), EzQ

ti pluin uchun isbotlaymiz.

/' to'plam yuqoridan chegaralangan bo“lsin:

IMe R, Yxekb: x= M.
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Arximed aksiomasini e'tiborga olib, M e N deyish mumkin.
Endi E to’plam
i | a=a,,aa,.. (xe E)

elementlarining butun gismlaridan, yani @, laridan iborat to‘plamni F, deylik:
I Fy ={a, e NU{0} | a=a,aa,..€E}.
il | Bu to‘plam ham yuqoridan A soni bilan chegaralangan va F, =@
i,' | Ravshanki, F, c NU{0}. Bundan F, to‘plamning chekli ekanligini topamiz.
||.I | Demak, F, to‘plamning eng katta elementi mavjud. Uni ¢, deylik:
) | max f, =¢, (1)
] | E to’plamning
|| | Co, a0, ...
n ‘ ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to‘plamni £, deb olamiz:
(il
|| | Ey ={cy.aa,...€ E}.
|| | Ravshanki, £, c E, E, =&
| Endi E; to’plam

Co- Q...

elementlarining «, laridan iborat to‘plamni olib, uni F; deylik:
.'| Fi={oy €{0,1,2,...9} | ¢y, ... € E, }.
[ Bu chekli to*plam bo‘lib, £ #Q bo‘ladi. Shuning uchun uning eng katta

J elementi mavjud. Uni ¢, deb olamiz:
| | max f =¢, (2)
£, to’plamning
| €, €150y,
' ko'rinishdagi barcha elementlaridan iborat to'plamni E, deb olamiz:
£y ={cy,c,5...€ E,}.
| Ravshanki, EckEy, E #@.
| Endi £, to’plam
| Co» O, 5.
|'.I. elementlarning a, laridan iborat to‘plamni olib, uni £, deylik:
I Fy={oy € {0,12,..9} | cyrc, 00, .. € E,}.
| Bu to*plam ham chekli va F, =& bolib, uning eng katta elementi mavjud:
( max f, =¢, (3)
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1 W' plamning
€0,C1C30 ...
Eiininhiddugl barcha elementlaridan iborat to‘plamni £, deb olamiz:
E, ={cy.cic,05...€ E}
I jurmyonni davom ettira borish natijasida
a=C4,¢/Cy..C, ..

Beglgly noi host! bo‘ladi.

Pidi 40 to'plam va bu @ son uchun I-teoremaning ikkala shartlarini
Bt ntin ko' rentamiz:

I Yugoridagi (1) munosabatga ko‘ra V ay,000,a;,...€ E uchun @, <,
e

AUNE ey < ¢, bo'lsa, u holda &y, 008, ... < a bo’ladi.

N i e, bo'lsa, u holda Co,X,A;... € By bo’lib, (2) munosabatga ko’ra
o b

Apar ary < e, bo‘lsa, u holda Q. 0. < a bo’ladi.

A ey = ¢, bo‘lsa, u holda €1, ... € E; bo’lib, (3) munosabatga ko’ra
Wy &ty bo'ladi,

it jarayonni davom ettirish natijasida ikki helga duch kelamiz:

W1 shnday topiladiki 72 0 topiladiki,

Ay =Cy, A =Cp,.. &y =C,y, A, <C,

bl (i, L, < a bo’ladi.

L) ixtiyorly #>0 da @, =c, bo’lib, &y, e, ... = a bo’ladi.

Domak, har doim e, &, ... < @ munosabat o‘rinli bo*ladi;

') ¢t wondan kichik bo‘lgan ixtiyoriy

B :ﬁO’ﬁlﬂZ"'ﬁu'“
By nonnl olaylik:
,6’0,ﬁlﬁz...ﬁ”mﬁcu,clcz.“cn...

Ui shunday » > 0 topiladiki,
)BU =Cps «81 =Cpy oo ﬁ—l =Cpas IGH {C"

Bl Shuni ¢tiborga olib, Wy e £, — E uchun

X > ﬁf}’ﬁlﬂl'“ﬁn"'

Bt iRhing topamiz,
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Shunday qilib teoremada keltirilgan E to’plam va a soni uchun 1-teoremaning
ikkala shartining bajarilishi ko‘rsatildi. Unda 1-teoremaga muvofiq £ to‘plamning
aniq yuqori chegarasi mavjud va
a=supls

bo‘lishi kelib chiqadi.

Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.

4-teorema. Agar bo‘sh bo‘lmagan to‘plam quyidan chegaralangan bo‘lsa,
uning aniq quyi chegarasi mavjud bo‘ladi.

Eslatma. To‘plamning aniq quyi hamda aniq yuqori chegaralari shu to*plamga
tegishli bo*lishi ham mumkin, tegishli bo‘lmasligi ham mumkin.

1.4. Hagqiqiy sonlar ustida amaliar

1", Ikki haqiqiy sonlar yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati. Avval
aytganimizdek, ratsional sonlar ustida, xususan chekli o'nli kasrlar ustida
bajariladigan amallar va ularning xossalari ma'lum deb hisoblaymiz.

Aytaylik, ikkita musbat

a=ag,00,..0,...

b=By.BByB, .

hagiqiy sonlar berilgan bo‘Isin. Unda # > 0 bo’lganda ushbu

* a4 | a a,
Ay = Ao, Ay @y =g +—+ —
10 10° 10
" a, a a, +1
a, =dag,aa, .. {a,+)=a, + 2+ 2 4+~
v ot el ¥ )= ¥ 102 10"
ratsional sonlar uchun
a;,ﬁaﬁa;;, (1)
shuningdek,
U IG] !82. ﬁn
b, = A, =P — 4+ 4+ 3
w = Bo> BBy, = By TRET 10"
3 )6| /82 JBH +1
b, = B, At D)= By +—+ =+ —
w = Bo- BB (B, +1) =4, 0 T 1o? 10"
ratsional sonlar uchun
b, <b<h, (2)

bo*ladi.

Findi (1) va (2) tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ratsional sonlarning yig‘indisi
d by dadan iborat {a, + 4} “plamni qaraymiz. Ravshanki, bu to*plam yugoridan
Chvgiialangan, Unda 4-ma'ruzadagi 3-teoremaga ko‘ra {a:, +b;,} to‘plamning aniq
S chiogarnsi mavjud bo‘ladi.
L', {a, +b,} to‘plamning aniq yuqori chegarasi g va b haqiqiy sonlar
cltiedint doyiladi va a+ b kabi belgilanadi:
a+b=sup{a, +b,}

#zl
EL V(1) tongsizliklarni qanoatlantiruvehi ratsional sonlarning ko‘paytmasi a, -4,
s tharat {a, -h;} to‘plamni qaraymiz. Bu to‘plam yuqoridan chegaralangan
Bl Blwindng uchun uning aniq yuqori chegarasi mavjud bo*ladi.
Lantvin | a, b} to’plamning aniq yuqori chegarasi @ va b haqigiy sonlar
Byt deyiladi va a- b kabi belgilanadi.

a-b= Sup{a;: g b;‘r }'

PE

LU v () tenpsizliklarni qanoatlantiruvehi ratsional sonlarning nisbati —Z lardan

“n

il

i } (0" plam yuqoridan chegaralangan bo*ladi.

b [

Aoti'elr, ] ] lo*plamning aniq yuqori chegarasi a sonning 5 songa nisbati
’H

a_ a,
— =8Upy ==
B s

Avinylik @ va b musbat haqigiy sonlar bo‘lib, @ > b bo’lsin.

i ’

1

R :‘; kabi belgilanadi.
]

A vl {a, b, ) to'plamning aniq yuqori chegarasi a sonidan b sonining
ayvbemand deyilodi vao g —b kabi |)C|%]|Ell‘ladi.
d—b=supla, —b}

IR
=0
Vnlatmin, 1) [aqigiy sonlar ustida bajariladigan qo‘shish, ko*paytirish, ayirish
c b wmadtaein to*plamning aniq quyi chegarasi orgali ham ta'riflash mumkin.
Mindan @ v b haqiqiy sonlar yig‘indisi quyidagicha ta'riflanadi:

23




a+b=in1;{a; +b}.
Haqiqiy sonlarda, yuqorida kiritilgan amallar o°rta maktab matematika kursida
o‘rganilgan amallaming barcha xossalarga ega.
2% Haqigiy sonning darajasi. Avval haqigiy sonning 0-hamda r- darajalari
(# € N ) quydagicha
"=a-a-...a, (nenN)

S —

nta

B
1l

aniglanishini ta'kidlaymiz.
Teorema (isbotsiz). Faraz qgilaylik, a> 0 va ne N bo'lsin. U holda shunday

yagona musbat soni topiladiki,

bo‘ladi.
5-ta'rif. Musbat haqigiy & soninning » darajali ildizi deb ushbu
X2
tenglikni ganoatlantiruvchi yagona x soniga aytiladi va
1
x=Ya=a"
kabi belgilanadi.
Aylaylik, a musbat haqigiy son, » esa musbat ratsional son bo‘lsin:
ax>0, r=£?—, mneN.
"

Bu holda a sonining r - darajasi quydagicha
1

a’ = (am);}
aniglanadi.
6-ta'rif. Faraz qilaylik, a>1, >0 haqigly sonlari berilgan bo‘lsin, «
sonining b — darajasi deb ushbu {a“”l‘ } to*plamning aniq yuqori chegarasiga aytiladi:

a* =supla® | bunda b, = £,y Bar By b= Pos P Bore s

=

3°.Haqiqiy sonning absolyut qiymati. Aytaylik x € R son berilgan bo‘lsin.

Ushbu
x, agar x>0 bo'lsa,
|x| B {—x, agar x <0 bo'lsa,
migdor x sonining absolyut giymati deyiladi.
Hagqigiy sonning abselyut qiymati quyidagi xossalarga ega:
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L v e K owon uchun
|,\']2(J, ]x[:]—x[, x <|xl, - x<|x|
st e o',

Ij'\l & —a<x<a,

[f[va ¢ ~a<x<a, (a>0)

i ve N pve R sonlar uchun
ey < + [y,
b= =31,
b =[x,

X

}J

_H

- k] (y :,rf'_O)
¥/

b il

B Simialiining wboti bevosita sonning absolyut giymati ta'rifidan kelib chigadi.

Elisdan B, Illll'-‘ll|!lll’_.\? --I-y‘ ﬁ‘xl—l—’yi bo*lishini isbotlaymiz.
Avtaylik, ¥ y > 0 bo’lsin. Unda |x+yf=x+y be’ladi. xEle, yﬁ]yi
sl o'thorga olib topamiz:
|x+y[=x+y£]x|+ry'.
Fidt vy < 0 bo’lsin,
Flidi ‘ v _]J| “Ax+y)=(—x)+(—y) bo’ladi.—x S|x|, —yE‘y‘
BBt o'tiborga olib topamiz:
]x + y| =(*x)+(—y)£]x|+|y|A
Foandeol, Ushbu
|3x—]|£12x—1|+|x] (3)
el v ning gqanday giymatlarida orinli bo‘ladi?
Heniing abolyut giymati xossasidan foydalanib topamiz:
[Bx—1]=|@x -1+ <|2x 1] +[].
Phaiiink, (1) tengsizlik ixtiyoriy x € R uchun o‘rinli boladi,
e mantiy bo'lmagan hagigiy sonlar to‘plamini R, bilan belgilaylik.

Wavalinnkl, & o R,
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Har bir x € R haqiqiy songa uning absolyut qiymati lxl ni mos qo‘yish bilan

ushbu
f:x—)lxj (f:R—>R)
akslantirishga ega bo‘lamiz.
Demak haqiqiy sonning absolyut giymati R to’pplamni R, to‘plamga
akslantirish deb garalishi mumkin.
Ixtiyorly x € R, y € R sonlarni olaylik. Ushbu
=1
miqdor x va y nuqtalar orasidagi masofa deyiladi va d(x, y) kabi belgilanadi:
d(x,y)=|x—}|.
Masofa quyidagi xossalarga ega:
Dd(x,y)=0 va d(x,y) =0 x=y,
2)d(x,y) =d(y,x),
3d(x.z)<d(x,y)+d(y,z), (z€R).
4", Bernulli tengsizligi. Nyuton binomi formulasi. Ixtivoriy
X = —1(x € R)hamda ixtiyoriy # € N uchun ushbu
(I+n) =1+nx )
tengsizlik o‘rinli.
Bu tengsizlikni matematik induktsiva usuli yordamida ishotlaymiz.
Ravshanki, # =1 da (4) tengsizlik (tasdiq) orinli bo*ladi
l+x=14x
Endi ne N da (4) munosabat o‘rinli deb, uni #+1 uchun ham o‘rinli
bo‘lishini ko‘rsatamiz. (4) tengsizlikning har ikki tomonini 1+ x ga ko’paytirib
topamiz:
A+)™ 2(1+nmx)-(1+x) =1+ +Dx+n’ 21 +(n+Dx
Matematik induktsiya usuliga binoan (4) munosabat ixtivoriy # € N uchun
o‘rinli boladi.(4) tengsizlik Bernulli tengsizligi deyiladi.
Endi Nyuton binomi formulasini keltiramiz.
Ma'lumki, a € R, b R da

(a+b) =a* +2ab+b°
(a+b) =a’ +3a’h+3ab” +b’

bo‘ladi. Umuman, ixtiyoriy n € N da

(a+b)y' =C.-a"+C,-a™ -b+..+C*-a"* . B* +..+

+Clab™ +C" b" = ZC:a"_kbk )
k=0
L Ll bunda
L =1
o ptlal ~mUn) YRE R

k!

() tenglik ham matematik induktsiya usuli yordamida isbotlanadi.

Ravshanki, n=1 da C{-a+C| -b=a+b. Demak, bu holda (5) tenglik
a'tinli, Endi (5) tenglik # uchun o‘rinli bo‘lsin deb, uni #+1 uchun ham o‘rinli
hi'lishini ko‘rsatamiz. (5) tenglikning har ikki tomonini a+b ga ko*paytirib

Lz
(CI-!-(!?)”'H =g ni+l e Z( Ck+1 n+!—k ‘bk +bk+i.
Iavahanki,
k bl _ n(n—1).. n—k— 2)) _
Chad ™= e (n—tk-D+k)=
nn+D)((r+D)-D..(n+1)—(k-1)) —ct
kl n+l
Demalk,
(a+by" =a" + Zcm, LB ™ = Zf T e

I i, Bu esa (5) tenglik # +I bo‘lganda ham bajarlhbhlm ko‘rsatadi.
Odatda (5) tenglik Nyuton binomi formulasi deyiladi.
5", Ichma-ich Jjoylashgan segmentlar printsipi, Ma'lumki, ushbu
{xe R: aixsb} :[a,b]
' plam segment deb ataladi.

Aytaylik, [al,!)]] va [az, bz] segmentlar berilgan bo‘lsin. Agar

[a,,bl] c:[az,bz]
liii T, ]rJ N ] segment [az,bz] segmentning ichiga joylashgan deyiladi. Bu holda
(o, < b, < b bo'ladi.

Teta! ||I Agpar
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[al,bI], [az,bz],...., [an,bﬁ],...
segmentlar ketma-ketligi quyidagi
[a.5]>]a.B,] 2. 2]a,.5,] >
munosabatda,ya’ni Vee N da
[an > bn] = [an+1= br:r+1]
bo‘lsa, (6) ichma-ich joylashgan segmentlar ketma-ketligi deyiladi.

Teorema. Aytaylik,
[al,bl],[az,bz],.....,[an,b"],....
segmentlar ketma-ketligi quyidagi shartlarni bajarsin:
1) Vre N : [a”,bﬂ] = [am,bn,p, ]
2) Ve>0, In,eN, n>n,: b,—a, <&bo’lsin.
U holda shunday c¢&€R mavjud beo‘ladiki, ce [a",b"], (n=12,3..)
bo’lib,bunday ¢ yagona bo’ladi.

Teoremada qaralayotgan segmentlar ketma-ketligi ichma-ich joylashgan
segmentlar ketma-ketligi bo‘ladi. Ravshanki, bu holda ushbu
afa,<ay<..<a,<b,<b _ <.<b <h

munosabat bajariladi.

Endi a,,a,,...,a, sonlaridan tashkil topgan

E= {ai,az,...,a"}

to‘plamni qaraymiz. Bu to‘plamning yuqoridan chegaralanganligini ko‘rsatamiz.

Ixtiyoriy natural m sonini olib, uni tayinlaymiz.

Agar n<m bo’lsa, [am,bm] & [an,b”] bo’lib, a, <a, <b,<bh,, yani
a, <b, bo’ladi.

Agar n>m bo'lsa, [a”,b”] c [am,bm] bo’lib, a, <a,<b, <5, ya'ni
a, <b, bo’ladi.

Aniq yuqori chegara haqidagi teoremaga ko‘ra

supE=c (ceR)

mavjud bo‘ladi.

To‘plamning aniq yuqori chegarasi ta'rifiga binoan

Vne Ndaa, <c vaVme N dac<b, bo’ladi.

Demak,

VYneN dace [an,bﬂ].

Apar  shu  nuqtadan  farqli va  barcha  segmentlarga  tegishli

i (e'e [a",bn], Vn € N) mavjud deb qaraladigan bo‘lsa, unda
b,—a,>lc—c|>0

ha'tib, bu teoremaning 2-shartiga zid bo*ladi.

Demak, c=¢'.

Odatda bu teorema ichma-ich joylashgan segmentlar printsipi deyilib, u
liqiqiy sonlar to*plamining uzluksizlik (to‘liglik) xossasini ifodalaydi.

Quydagi tengliklarni isbotlang:

I AN\ B)= AN B 16. Ac B= ALCc BUC
L B)O(BNAY={4U BN A~ B) 17. BcAAC=A\B=A=BuUC
I (A BNC = A\(BuLC) 18. AcC = AU(BAC)=({ALB)NC
I A\ B)AC={A4nCN(BAC) 19. AAN(BACY=(4\ By (4\C)
S ANBA(AUB)=1 20. (4\B)xC = (Ax O\ (BxC)
G, A\B=AnR 21. Ax(B\C)= (4x B\ (A% C)
1, A\B=AuB 22. (AUB)xC =(AxC)U(BxC)
AV B)=anB 23. Ax(BAC)=(4x B)n(4xC)
Do(avane =(ven(sc) 24. (A B)x(C A D)= (AxC)n(Bx D)
10, AN(BAC)= auC 25. Ac B=>AxC c BxC
L ANC e (A B)u(BAC) 26. AUBCC= AxB=(dxB)n(CxB)
12 (4o BYAauB)=4UB 27 {4xB)(Bx A)=CxC=>A=B=C
IV AcBcC=AUB=BAC 28. AUB=ANB
M A B=A\CcB\C 29. AnB=AURB
15 4c B=AnCcBAC 30. (4 BY= A'B
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11 BOB
SONLAR KETMA-KETLIGI

2.1. Sonlar ketma-ketligi va ularning limiti

1". Sonlar ketma- -ketligi tushunchasi. Biz birinchi bobda ixtiyoriy £
to’plamni F to’plamga akslantirish:
fESF
tushunchasi bilan tanishgan edik.
Endi E=N, F=R deb, har bir natural # songa biror haqiqiy x, sonni mos
qo’yuvchi
fin—x,, (n=1,23,.) (1)
akslantirishni qaraymiz.
1-ta'rif. 1- akslantirishning akslaridan iborat ushbu
ST S ST, e (2)
to‘plam sonlar ketma-ketligi deyiladi. Uni 1x,} yoki x, kabi belgilanadi.
x, (n=1,2,3,...) sonlar (2) ketma-ketlikning hadlari deyiladi.

Masalan,

3) x, =J_ i \/5, 3 3, o Un, ...
4) xp=1: L1 L1,
5) 0,3;0.33; 0,333 0.333.3; .

lar soular ketma-ketliklaridir.
Biror {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.
2-ta'rif. Agar shunday o‘zgarmas M soni mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy

x,(n=12,3,.) uchun x, M tengsizlik bajarilsa (ya'ni
AM, VneN:x,<M bo’lsa), {x,} ketma-ketlik yuqoridan  chegaralangan
deyiladi.

3-ta'rif. Agar shunday o‘zgarmas m  soni mavjud bolsaki,ixtiyoriy
x,(n=12,3,.) uchun x,=m tengsizlik bajarilsa (ya'ni, dm, VnelN:x,zm

no

bo’lsa), {x,} ketma-ketlik quyidan chegaralangan deyiladi.

d-ta'rif. Agar {x,} ketma-ketlik ham yuqoridan, ham quyidan chegaralangan
hatln (yani  3m, M, ¥ neN:m<x, <M  bo’lsa), {x,}  ketma-ketlik
dhegnralangan deyiladi.

I-misol. Ushbu x, = (n=1,2,3,...)

4+n*

letma-ketlikning chegaralanganligi isbotlansin.
Ravshanki, Viee N uchun

0

Xn,:

4+n’
ho'ladi. Demak, qaralayotgan ketma-ketlik quyidan chegaralangan.

Ma'lumki,

0<(n-2)" =n* -4n+4
lio'lib,unda 4n <4+ #* ya'ni,
AR 1

441> 4
ho'lishi kelib  chiqadiBu  esa  berilgan ketma-ketlikning  yuqoridan
Uhegaralanganligini bildiradi Demak, ketma-ketlik chegaralangan.

S-ta'rif. Agar {x,} ketma-ketlik uchun

YMeR, dn,eN: x, > M

bu'lsa, ketma-ketlik yuqoridan chegaralanmagan deyiladi.

2". Sonlar ketma-ketligining limiti. Aytaylik, # < R son hamda ixtiyoriy
Mmushal & berilgan bo‘lsin.

h-ta'rif. Ushbu

Uja@)={xeRla-e<x<a+e)=(a—¢, a+s)

(6'plam ¢ nuqtaning & - atrofi deyiladi.

IFaraz gilaylik {x,} ketma-ketlik va ¢ € B soni beril-gan bo‘lsin.

T-a'rif. Agar ixtiyoriy £ >0 son olinganda ham shunday n, natural soni
mavjud bo‘lsaki, # > n, tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha natural sonlar uchun

|x, —al<e 3)
tengsizlilk bajarilsa, ya'ni
Vex0, 3nyeN,Va>n,: |x, —al<e
ho'lsa a son {x,} ketma—kcl'likning limiti deyiladi va
=limx, yoki n—>w da X, >a

H—y®

lubi belgilanadi.
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Ravshanki, yuqoridagi (3) tengsizlik uchun
|x, —al<ea—-e<x, <a+e
ya'ni, x, el (a), (n>n,) bo‘ladi. Shuni e'tiborga olib, ketma-ketlikning limitini
quyidagicha ta'riflasa bo*ladi.
8-ta'rif. Agar a nuqtaning ixtiyoriy U, (a) atrofi olinganda ham {x,} ketma-
ketlikning biror hadidan keyingi barcha hadlari shy atrofga tegishli bo‘lsa, @ son
{x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi.
Yuqorida keltirilgan ta'riflardan ko‘rinadiki e ixtiyoriy musbat son bo‘lib,
natural #,, soni esa £ ga va qaralayotgan ketma-ketlikka bog‘liq ravishda topiladi.
2-misol. Ushbu
x,=¢ (ceR n=1,23,.)
ketma-ketlikning limiti ¢ ga teng bo‘ladi.
Hagqigatan ham, bu holda ¥ £>0 gako’ra m; =1 deyilsa, unda Vn > #, uchun

x, ~q=0<¢ bo’ladi.Demak, limx, =limc=¢

H—po Lo =

1

3-misol. Ushbu x, =— (n=123,..)
H

ketma-ketlikning limiti 0 ga teng bo‘lishi isbotlansin:

!iml ={}.
n—yao p
Ravshanki,
1 ol
n n

. 1 o
bo’lib, 4 <& (£>0) tengsizlik barcha »> — bo’lganda o’rinli.Bu holda
n £

My t[—[-] +1
£

deyilsa, ([a]—a sonidan katta bo‘lmagan uning butun gismi), unda Vn>p, uchun
1

——0<e

"

|
lim—=0.

n—n pp

4-misol. Aytaylik. a€ R, |a|>1 bo’lsin.U holda

bo’ladi. Ta'rfga binoan

1
lim—=0

n—m g "

I’ hishi isbotlansin.

[a| =1+3 deylik.Unda & = |a|—] >0 va Bemnulli tengsizligiga ko‘ra

(1+8)" z1+nd>nd
lio'lib, Vne N da

Lot
"
bo'ladi.Demak,
L_(] :L<g (>0)
a” a"
tengsizlik barcha
1
n>—
&6
bo'lpanda o’rinli. Agar
1
nn =} +]
&d
doyilsa,Ravshanki, ¥r > n; uchun
’-L -0j<e
a”
o' ladi.Demak,
1
lim—=0
Hyz a“

n
S-misol. Ushbu x, =—] (n: 1,2, 3,..,]
n

letma-ketlikning limiti 1 ga teng bo‘lishi isbotlansin.
Ixtiyoriy & >0 son olamiz. So‘ng ushbu

lx, -1 <&
tenpsizlikni garaymiz. Ravshanki,
R n
I, —1| = |2 1| = 2
n+l n+l
Unda yugoridagi tengsizlik
n
—<E
n+l
lt'rinishga keladi. Keyingi tengsizlikdan
33
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]
n>—-—1
£

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, limit tarifidagi n, € N sifatida n, = [l— IJ—H olinsa
£

(>0 gako’ra n, € N topilib), ¥» > #, uchun [x.—1| <& bo’ladi.Bu esa

lim—- =1
n—x g+ |
bo‘lishini bildiradi,
6-misol. Faraz qilaylik, a € R, |a|> 1 va & € R bo’lsin.U holda
lim™ =g
H—sm "
bo*lishi isbotlansin.
I
Shunday natural k£ sonni olamizki k>« +1 bo’lsin, Endi Ja]z‘)l bo‘lishini
] 4
¢tiborga olib, |al¥=1+6, ya'ni & =lal* =1>0 ya'ni deymiz. Unda Bernulli
tengsizligiga ko‘ra
lal*=(1+38)" 214+ n6 > ns
bo’lib, V ne N da

bo’ladi.Bu holda

deyilsa, ¥ 1> n, uchun

bo’ladi.Demak, lim ™ = 0.

n— a’”
7-misol. Ushbu lim Iﬁ'—? =0
nesw gy
tenglik isbotlansin.
Ravshanki, ¥ £ >0 va ¥ ne N uchun
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Oﬁig—n(&‘ S lgn<ne <@ n<l™ o M-
n (1{}&‘}”

b 'lndi. Agar 10 > 1 be'lishini e'tiborga olsak, 6-misolga ko‘ra

—0

n—oda
(10°y

¢lcanini topamiz. Unda ta'rifga ko‘ra 1 soni uchun

dnyeN, Va>n,: ]
(IUS)M
I . _
I ladi, Shunday gilib, ¥ 72> n, uchun B ¢ bo’ladi. Demak, lim-22=0.
n v ]

8-misol. Ushbu x, =(-1)" (#=12,3,..)
ketma-ketlikning limiti mavjud emasligi isbotlansin.

T'eskarisini faraz gilaylik @ limitga ega bo‘lsin. Unda ta'rifga binoan,

Ve>0, dn,eN, VYu>n,: |[(-1)" -al<e

ho'ladi.

Ravshanki, # jult bo’lganda [l —a| <& , n toq bo’lganda |(-1)—a|<e, ya'ni
[l a| <& yani boladi. Bu tengsizliklardan foydalanib topamiz:

29(l-a)y+(1+a)|g1—al+|1-al<2¢e.

Bu  tengsizlik £>1  bo‘lgandagina o'rinli. Bunday vaziyat
# = sonining ixtiyoriy bo‘lishiga zid. Demak, ketma-ketlik limitga ega emas.

Teorema. Agar {x"} ketma-ketlikning limiti mavjud emasligi isbotlansin.

Teskarisini faraz gilaylik, {xﬁ1 }ketma—ketlik ikkita @ va b (aib) limitga ega
ho'lsin:

limx, =a, limx,=5 (a=h)

H—roa =z
Limitning ta'rifiga ko'ra
Ve>0, TnyeN, Vazn,: |x, —al<es,

Ve>0, InyeN, Vn>n: |x,-bl<s

bho'ladi,
Agar 1, va n, sonlarning kattasi # desak,unda ¥n># da

x,—b|<e

|x, —a|<e,

ho'lib
x, —al+|x, —b]<2¢
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bo’ladi.
t Ravshanki, | a—b|=|a~x, +x, -b|<|x, —a|+|x, -8|.

I Demak, V' £>0 da |a—b| <2 bo'libunda a =5 bolishi kelib chiqadi.

ail 2.2. Yaqinlashuvchi ketma-ketlikiarning xossalari

| {x.} sonlar ketma-ketligi berilgan bo’Isin.
|'|| ! 1-ta’rif. Agar {x,,} ketma-ketlik chekli limitga ega bo’lsa, u yaqinlashuvehi
ketma-ketlik deyiladi.
1°. Yaqinlashuvchi ketma-ketlikning chegaralanganligi. Tengsizliklarda
| ‘ (| limitga o’tish.
| |‘|| I 1-teorema. {x“} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo’lsa, u chegaralangan bo’ladi.
| Isbot. Aytaylik,
limx, =a {(a e R}

oy
'M || bo’lsin. Limit ta’rifiga ko’ra
. ||!i.| Ve>0, 3n, e N, Vn>n,: |x,—al<e
| I bo’ladi.Demak, > 5, uchun
| a-s<x,<a+e
| | bo’ladi.Agar

I max {Ia—.s], la+é|, lal |25h s 'x””H:M

' l deyilsa,u holda, Y7 € N ychun

L |x,|< M

. tengsizlik bajariladi. Bu esa {x, } ketma-ketlikning chegaralanganligini bildiradi.
| 2-teorema. Agar {x”} ketma-ketlik yaqinlashuvchi va

limx, =a
H—rx

bo’lib, @> p (a<g) bo’lsa, u holda shunday €N topiladiki, ¥n > i, bo’lganda
|l X, >p (x,<q)
| bo’ladi.
' Isbot. Aytaylik,
limx, =a, a>p (pe R)

| bo’lsin. £ >0 sonining ixtiyoriyligidan foydalanib, & < g - p deb qaraymiz.
f , Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan, ¥V >0 uchun, jumladan, 0 <c<g— p
[ uchun.shunday n, € N topiladiki. W > #1, bo’lganda
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|x,—al<e & -—-g<x,—a<e¢
har' lndi. Ravshanki,
O<g<a-p=p<a-cg,
—ELX, —d<EDA—E <X,
W tengsizliklardan Vn > #, bo'lganda
X, >p
bo'lishi kelib chigadi.
(1< ¢ hol uchun ham teorema yuqoridagidek ishot etiladi).
3-teorema. Agar {x, } va {y, } ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo’lib,

1) limx, =a, limy, =&

Ny =
2)VneNuchun x, <y (x,2y,)
bo'lsau holda a<bh  (a=b) bo’ladi.

Isbot. Shartga ko’ra
limx, =a, limy,=5.

H—m H—p
Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan:
Ve>0, In e N, Vs ny: |x“ —a| £&
Ve>0, IngeN, Vn>n, lv, —bl<e
ho'ladi.
Agar ny = max{n,, n,} deyilsa, unda Vn > A, uchun bir yo’la
lx, —d<e, |y, -bl<e
tenpsizliklar bajariladi.
Ravshanki,
Ix,—d<e © a-g<x,<a+e,
v,—bl<e & b-c<y,<b+e.
Bu tengsizliklardan hamda teoremaning 2-shartidan foydalanib topamiz:
d—&<x, =y, <b+g.
lLeyingi tengsizliklardan
a-g<b+e, a—-b<le
Vit V& >0 bo’lgani uchun @a—A<0,ya'ni a<bé bo’lishi kelib chigadi.
Xuddi shunga o’xshash, limx, =4, limy, =6 hamda ¥YneN uchun

H—rx H—
vy = v, bo’lishidan a = b tengsizlik kelib chigishi korsatiladi.
d-teorema. Agar {x, | va {z, } ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo’lib,
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].J ]lmxﬂ =d, limz" =

P P
2) Vne N uchun x, =y, %z,
bo’lsa,u holda {y, } ketma-ketlik yaginlashuvchi va
limy, =a
P
bo’ladi.
Isbot. Shartga ko’ra
Limit ta’rifiga binoan:
Ve>0, In, e N, Va>n,: [x, —ad<s,
Ve>0, In, e N, Yn>n, |z, —d<e
bo’ladi. Agar n, =max{n,, n, } deyilsa,unda Wn > #y uchun
a-e<x,, z,<a+e
tengsizliklar bajariladi. Teoremaning 1-shartidan foydalanib topamiz:
A-&<x,<y, <z, <a+eg.
Keyingi tengsizliklardan
a-&<y,<a+e, yani |y, —d<e
bo’lishi kelib chigadi. Demalk,
limy, =a.
e
Shuni isbotlash talab gilingan edi.
1-misol. Ushbu }!me{{/; limit topilsin,
Ravshanki, barcha #>2 bo’lganda
U >1
bo’ladi. Aytaylik,
Wn=1+a,
bo’lsin. Unda
Yn=(+a,) (1)
va /n =(1 +a,) bo'ladi.
Bernulli tengsizligidan foydalanib topamiz:
&——-(l+a“)”21+n-a">n-a”. (2)
(1) va (2) munosabatlardan

vin

|<%<[1+-\[I—;)2

fuipsizliklar kelib chiqadi. Agar

1\
liml+—| =1
n @m( .\/;J
lanini ¢'tiborga olsak, unda 4-teoremaga ko’ra
lim4/n =1
b lighini topamiz.
. 11 |
2-misol. Ushbu lim#/1+—+—+ ... +—
Ny 2 3 1
[t topilsin.
Ravshanki,
1 I
l+l+l+...+l>l+l+l+...+—:n-—=l,
2 3 n n B n n n

1+l+l+.,.+ld+1+l+‘..+]:n.
n

1 !
1< I+—I-+l+“.+— <4fn.
2 3 n
. - 11 1y
4-lcoremadan foydalanib topamiz: }1‘1_52 qk 1+ 5 + 5 ok —=L

2", Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar ustida amallar. Faraz qilaylik, {x"}

Domalk,

hwmda { v, } ketma-ketliklar berilgan bo’lsin:
{xn} : -’C|, va x3: wees Xpgenn
{575 S5 7P TN R, TR

Quyidagi
Xp+Ys X+ Ve, X3t Vs, ey X, F Vyae

Xy =V Xy = Yo, X3 = Vis s Xy = Voo
XM X Fas X3 Ve X, o V0
b
B S LB, #0, n=123,)
y] yZ Vs y:f



ayirmasi, ko’paytmasi hamda nisbati deyiladi va ular
x
{xn +yn.}= {X" _yn}s {xu 'yn}? {i}
yﬂ'
kabi belgilanadi.
S-teorema. Aytaylik {x, } va { Yo } ketma-ketliklari berilgan bo’lib,
limx, =a, limy, =b, (ae R beR)

—pon L A

bo’lsin.U holda # — o da (c‘xn)—ﬁc-a;

Zn, oy g (6=0), ya'ni

]

X, +y, >a+b; X, ¥, —>ab;

a) VeeR da lim(c-x, )=c-limx,
n—da

s

b) lim(x, +y, )=limx, + limy, ;
M e =¥y

¢} limgx, -y )= limx, - limy,;
e —pi H—po0

bo’ladi.
Teoremaning tasdiqglaridan birini, masalan c)-ning isbotini keltiramiz.
Teoremaning shartiga ko’ra,

hmx” =a, Iunyn =h.
=y H—pac

Ravshanki,
[x”-y”—-ab]=]xn-y“—a‘yﬂ+a-yﬂ—-b[5 1
<[5, =al-,] +lel-y, -8} *
{», } ketma-ketlik yaginlashuvchi bo’lganligi sababli u l-teoremaga ko'ra
chegaralangan bo’ladi:
M >0, YneN: |y|<m.

Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib topamiz:
’ £ . ;
Ve >0 berilgan hamda W ga ko’ra shunday ay e N topiladiki, Va> Ay

uchun

ketma-ketliklar mos ravishda {x,} va {y,} ketma-ketlik-larning yig’indisi,

b Lol

£ " i 1
Bhuningdek, —- ako’ra shunday n, € N topiladiki, ¥a > n, uchun
' B z(lﬁ If‘l g ¥ ny p 0

£
[J";:_bj<21+]a|
il

Apar ny = max{n,, ny} deyilsa,unda V> s, uchun bir yo’la

£ £ ’
= =t —b 4
bo—d<ip bu-t< 201+]d) @
vy el
(3) va (4) munosabatlardan

Ix”-y"—ab[{—e-—-Mﬂa]- f__<¢
2M 2t +|a])
B 'lishi kelib chigadi. Bu esa
limx, -y, =ab

' lishini bildiradi.

3", Cheksiz kichik hamda cheksiz katta miqdorlar. Faraz gilaylik, {a',,}
ketma-ketlik berilgan bo’lsin.

2-ta’rif. Agar {a‘__, } ketma-ketlikning limiti nolga teng, ya’ni

lime, =0

ho'lsa, {e, | - cheksiz kichik migdor deyiladi.
Masalan,
I
@,=— va a,=¢q", (|q]<1)
"
ketma-ketliklar cheksiz kichik migdorlar bo’ladi.
Aytaylik, {x, } ketma-ketlik yaginlashuvchi bo’lib, uning limiti @ ga teng bo’lsin:

limx, =a.

U holda e, =x, —a cheksiz kichik migdor bo’ladi. Keyingi tenglikdan

lopamiz: x, = a+e,. Bundan esa quyidagi muhim xulosa kelib chigadi:

{x,} ketma-ketlikning a (a € R) limitga ega bo’lishi uchun &, = x, —a ning
uheksiz kichik migdor bo’lishi zarur va yetarli.
ILotma-ketlikning limiti ta’rifidan foydalanib quyidagi ikkita lemmani isbotlash giyin

N,
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1-lemma. Chekli sondagi cheksiz kichik miqdorlar yigindisi cheksiz kichik
migdor bo’ladi.

2-lemma. Chegaralangan miqdor bilan cheksiz kichik miqdor ko’paytmasi
cheksiz kichik migdor bo’ladi.

3-ta’rif. Agar har qanday M soni olinganda ham shunday natural My soni
lopilsaki, barcha 7> n, uchun
|x,|>M
tengsizlik bajarilsa, {xn } ketma-ketlikning limiti cheksiz deyiladi va

limx, =co
Ny

kabi belgilanadi.

Agar {xu} ketma-ketlikning limiti cheksiz bo’lsa, {x, }eheksiz katta miqdor
deyiladi.

Masalan,

x,=(-1)"-n
ketma-ketlik cheksiz katta miqdor bo’ladi.
Endi cheksiz kichik va cheksiz katta migdorlar orasidagi boblanishni

ifodalovehi tasdiglarni keltiramiz:

1) Agar {x, } cheksiz kichik migdor (x, #0) bo’lsa, u holda {—]—} cheksiz

*n

katta migdor bo’ladi.

2) Agar {xu} cheksiz katta migdor bo’lsa, u holda {—-]-—} cheksiz kichik

I!!

migdor bo’ladi.
2.3. Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti

1°. Monoton ketma-ketlik tushunchasi. Aytaylik. {x, }:
X Xarsny Xy sie (1)
ketma-ketlik berilgan bo’lsin.
1-ta’rif. Agar (1) ketma-ketlikda Ve N uchun X, =x,,, tengsizlik bajarilsa,
{x,} o'suvchi ketma-ketlik deyiladi. Agar (1) ketma-ketlikda Vne N uchun

X, <X, tengsizlik bajarilsa, {x,} qat’iy o’suvchi ketma-ketlik deyiladi.

Fw'nit Agar (1) ketma-ketlik Vne N uchun x 2x,,, tengsizlik bajarilsa

(4,1 linmbyuvehi ketma-ketlik deyiladi. Agar (1) ketma-ketlikda ¥ne N uchun
Y g lonpaizlik bajarilsa, {x,} qat’iy kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi.

fomisol, Ushbu x, _ptl 2 3 4

3 5. e

no 1723
butiekatlik gatly kamayuvcehi ketma-ketlik bo’ladi.
[Hagiqatdan ham, berilgan ketma-ketlik uchun

_n+l _n+2
™ g o oml T n+1
B, Ve & uchun
n+2 ua+l1 -1
Xy — Xy =——— ———=— ()

n+l  n nn+l)
Bi'ludi Unda x,,, < x, bo’lishi kelib chigadi.
Yuqoridagi ta’riflardan quyidagi xulosalar kelib chigadi:
D agar {x, } ketma-ketlik o’suvchi bo’lsa, u quyidan chegaralangan bo’ladi:
')ompar {x, ) ketma-ketlik kamayuvchi bo’lsa, u yuqoridan chegaralangan
B el
O'suvehi hamda kamayuvehi ketma-ketliklar umumiy nom bilan monoton
Eetinketliklar deyiladi.

2
n
Jemisol, Ushbu K. =

(n=123,.)
n o
ketmuketlikning gat’iy o’suvehi ekanligi isbotlansin.
i ketma-ketlikning #n—hamda (s + 1) —hadlari uchun
. u* —1— 1
"ot i+l
(n+1)° ]
[ 3 == 2
{(n+1) +1 (n+1)" +1
B laedl, avshanki,
1 1
Ty — -
(n+1)* n

Sl tengsizlikni ¢'tiborga olib, topamiz;
1 1

- (S —
(n+17 +1 P

x)Hl =

"o
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Demak, ¥Yne N uchun x, <x,,,. Demak, uchun . Bu esa qaralayotgan ketma-

ketlikning gat’iy o’suvchi bo’lishini bildiradi.

2°. Monoton ketma-ketlikninshg limiti. Quyida mono-ton ketma-
ketliklarning limiti haqidagi teoremalarni keltiramiz.

1-teorema. Agar {x,} ketma-ketlik

1) o’suvchi,

2) yuqoridan chegaralangan bo’lsa, u chekli limitga ega bo’ladi.
Aytaylik, {x,} ketma-ketlik teoremaning ikkala shartlarini bajarsin. Bu ketma-
ketlikning barcha hadlaridan iborat to’plamni £ bilan belgilaymiz:

F 0 R T, R
Ravshanki, £ yuqoridan chegaralangan to’plam bo’lib, £ # (J. Unda to’plamning
aniq chegarasining mavjudligi hagidagi teoremaga muvofiq, sup £ mavjud bo’ladi.
Uni a bilan belgilaylik:
supf=a.

Ixtiyoriy £ > 0 sonini olaylik. To’plamning aniq yuqori chegarasi ta’rifiga
binoan:

1) Ve N uchun x, <a

2) Ix, €k, X, >d—&
bo’ladi. Ayni paytda Vn>n, uchun x, =2x, tengsizlik bajarilib, x, >a—&
bo’ladi.

Natijada Vn>n, uchun a-e<x,<a+e yani |a— x”| <& bo’lishini
topamiz.

Demak {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega va

limx, =a=supE.

2-teorema. Agar {x,} ketma-ketlik
1) kamayuvchi,
2) quyidan chegaralangan bo’lsa, u chekli limitga ega bo’ladi.
Bu teorema yugqorida keltirilgan teoremaning isboti kabi isbotlanadi.
3-misol. Ushbu
al
"=
ketma-ketlikning limiti topilsin.
Ravshanki, ¥a=1 uchun x, >0 bo’ladi. Bu ketma-ketlikning x,,, va x,

hadlarining nisbatini qaraymiz:

Xpy (D! Al on4l ( n J’*
——= —= -n" = <l.
X." {n+]);r+! n}: (n+])n+1 ﬂ+]

Iemak, x,,, <x,. Bundan esa berilgan ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligi
bl 1'llll|lllii.
Ayni paytda V=1 da
O0<x, <x
iiinonabat o'vinli bo’ladi. Demak berilgan ketma-ketlik chegaralangan. 1-teoremaga
bit'ie (v, } ketma-ketlik chekli limitga ega. Uni a bilan belgilaymiz:
imS=a. (a20)

N—p ng"

il ushbu x, —x, | ayirmani garaymiz. Bu ayirma uchun

n" (n+1 ”_H"
Xy =Xy = Xy — Xy (ﬂ"l“ l),, =Xy (}‘1 L 1)”
2" —a" n'
>x, - =x,- =%
n (f’!"l‘ l)n " (P?-‘r l)n i+l
TR TIERTITT
xn = 2"crfr-i-l
i Hnhi kelib chigadi. Keyingi munosabatlardan topamiz:
limx, = 2limx,,,, azla
H—3x) f1—»a
Itavshanki, bu holda a = 0 bo’ladi.
Lk,
]
lim-= = 0.
- n"
A" ¢ soni. Ushbu
l "
X, :[l+;] . (n=12,3,..) (1)

Fotmeletlikni garaymiz.
P'nsdiq. (1) ketma-ketlik o’suvchi bo’ladi.

Worthigan ketma-ketlikning x,,, hamda x, hadlarining nisbatini topamiz:
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(H-!—Z)HH -.P‘.’” B
(n+1)"™ - (n+1)"

Bernulli tengsizligiga ko'ra;

S () n+l

Natijada ¥rne N uchun

yani, x,., >x, ya’ni, bo’lishi kelib chigadi.
Tasdiq. (1) ketma-ketlik chegaralangan bo’ladi.
Ravshanki, £ >1 uchun
Kl=1-2-3- - (k=1)-k=22.2.2. .2=0k

Endi Nyuton binomi formulasidan foydalanib topamiz:
l) =14} " +CF- —E—+...+(_.
T -

mlr—1)..(n—k+1)

Demak, Vine N uchun 0<x, <3 bo’ladi.
Monoton ketma-ketlikning limiti hagidagi teoremaga ko’ra

ketma-ketlik chekli limitga ega.
3-ta’rif. (1) ketma-ketlikning limiti e soni deyiladi:

Bu e soni irratsional son bo’lib.

e=2,7182818284 59045 ...
s ey

2.4. Fundamental ketma-ketliklar. Koshi teoremasi

I, Oismiy ketma-ketliklar. Boltsano- Veyershtrass teoremasi. Aytaylik,
Ll i U I (1)

Eetimketlik berilgan bo’lsin. Bu (1) ketma-ketlikning biror #;, nomerli Xp, hadini

fliitz, So'nra nomeri n, dan katta bo’lgan #, nomerli x,, hadini olamiz. Shu usul
liftan &, Yy, va h.k. hadlarni tanlab olamiz. Natijada nomerlari
R <k <k <.<h <..
fenguizliklarni ganoatlantiruvehi (1) ketma-ketlikning hadlari ushbu
Xps Xppsons Xy o e (2)
Fotinieketlikni hosil giladi.
(41 ketmaeketlik (1) ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi deyiladi va {x, } kabi
Lol Hnnadi,
Magalan,
2,4, 6,8, ...,
L5308 Ty
1, 4,9, 16, ...
botmncketlik 1, 2, 3, 4,... 5. ... ketma-ketlikning qismiy ketma-ketliklari,
LLL..,L..
il by = 1
ketmuketliklae 1, =11, -1, ..., (=", ... ketma-ketliklar ketma-ketlikning gismiy
Fetmin-ketliklari bo’ladi.
ILeltiriigan tushuncha va misollardan bitta ketma-ketlikning turli gismiy ketma-
Fatlilclarl bo lishi mumkinligi ko’rinadi.
Ideorema. Agar {x,} ketma-ketlik limitga ega bo’lsa, uning har ganday
(iinly ketma-ketligi ham shu limitga ega bo’ladi.
I4 teoremaning isboti ketma-ketlik limiti ta’rifidan kelib chigadi.
Estatma, Ketma-ketlik gismiy ketma-ketliklarining limiti mavjud bo’lishidan
Borilgan ketma-ketlikning limiti mavjud bo’lishi har doim ham kelib chigavermaydi.

Masalan, 1, =1, 1, =1, ., (=)™, . ketma-ketlikning qismiy ketma-ketliklari
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=L =L w1
larning limiti bo’lgan holda ketma-ketlikning o’zining limiti mavjud emas.
2-teorema (Boltsano-Veyershtrass teoremasi). Har qan-day chegaralangan
ketma-ketlikdan chekli songa intiluvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.
{x,} ketma-ketlik berilgan bo’lib, u chegaralangan bo’lsin: Bu holda {x,}
ketma-ketlikning barcha hadlari [a, 5] da joylashgan deb garash mumkin:
x,ela, b, n=123,..

[ a+b} [a—i—b ]
a, g i b
2 2

segmentlarga ajratamiz. {x,} ketma-ketlikning cheksiz ko’p hadlari joylashganini

la, ] segmenti

. T .. b- ;
a,, by] deymiz.Ravshanki, [a@,,b ] nin uzunligi g 4 ga teng bo’ladi.
10 1> & g >

Yuqoridagiga o’xshash [a,, 5] segmentni

a +b a, +bh
. [

segmentlarga ajratamiz. Berilgan ketma-ketlikning cheksiz ko’p sondagi hadlari

b—a
e

bo’lganini [a,, b,] deymiz.Bunda [a,, b,] ning uzunligi ga teng bo’ladi.

Bu jarayonni davom ettirish natijasida ushbu

[a,, b, [a,, 428 — [a., b1, .
segmentlar  ketma-ketligi hosil bo’ladi. Bu segmentlar ketma-ketligi uchun
[a, b ]12la,, by]> .. Dfa,, b 1> ... bo’lib, k— w0 da

—d

Y —0

b, —a, =

bo’ladi.
Ichma-ich joylashgan segmentlar printsipiga ko’ra
ﬂlim_a;, =gim_bk =C (CeR)
bo’ladi.
Endi {x,} ketma-ketlikning [a,, 5,] dagi birorta X, hadini, [a,, b,] dagi

birorta x, hadinini va h.k. [a,, b, ] dagi birorta x, hadini va h.k. hadlarini olamiz.

Natijada {x,} ketma-ketlikning hadlaridan tashkil topgan ushbu

X

Xps Xpys ooes X (m <m <..<n <)

s

qismiy ketma-ketlik hosil bo’ladi. Bu ketma-ketlik uchun
a, <x, <b, (k=12 .)

B libunda & — oo da x, = C yani gimx”k =C ba’lishi kelib chigadi.
—»an

", Fundamental ketma-ketliklar. Koshi teoremasi. {x,} ketma-ketlik
Bt gnn bo’lsin.
I-t4’rif. Apar har ganday £>0 olinganda ham shunday natural #, soni
inpilnakd, barcha # > ny va m > #y uchun
|x, —x,|<¢e

ipnialile  bajarilsa (ya’ni Ve > 0, 3y eN, Ynzn,, Vm> o |x

=Xy |<E

li'lun), {x,} fundamental ketma-ketlik deyiladi.
M
n+1
fndamental ketma-ketlik bo’ladi.

Iaqigatdan ham, berilgan ketma-ketlik uchun

Masalan, x, =

(n=12,.)

n m

n+l m+1

n+m 1
|x.-r_x =

m[:

1
mmoonom

| 2
h'lib, Ve >0 gako'ra n, :]}:‘ +1 deyilsa, Vi >n,, Vm>m, bo’leanda
£

1 1
|x, =x, < —+—<¢g
H

o My

n L

L' 1y,

d-tcorema. (Koshi teoremasi). Ketma-ketlikning yaginlashuvchi bo’lishi
iehun uning fundamental bo’lishi zarur va yetarli.

Zarurligi. {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo’lib, limx, =a be’lsin. Limit

H—rx

t'rifiga binoan

£
Ve>0, 3mye N, Vasn,:|x, —al<=.
2

Shuningdek, VYm>n,:|x, vaqu- bo’ladi.Natijada Vu>n,, Vm>n,

tidhin
Ixﬂ' _xH.’ I# x!l _-a+a—xm [ﬂxﬂ _a[—!—lx?ﬂ _-a1<£
B linhi kelib chigadi. Demak, {x,} fundamental ketma-ketlik.
Yetarliligi. {x,} fundamental ketma-ketlik bo’lsin:

— X, | <&

"

Ve>0, 3ny e N, Yn>ny, Vm>n,: |x

"
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Agar m > n, shartini qanotlantiruvchi m tayinlansa,unda
|%.—%, |ce &%, ~eggx, %, 48

bo’lib, {x, } ketma-ketlikning chegaralanganligi kelib chiqadi.

Boltsano-Veyershrass teoremasiga binoan bu ketma-ketlikdan yaginlashuvchi

qismiy {x, } ketma-ketlikni ajratish mumkin:  limx, =a.
Demak,
Ve>0, 3k, eN, Vh>ky: |x, —al<e
bo’ladi.

Agar m = n, deyilsa,unda
|x,—x, |<€
bo’ladi. Keyingi ikki tengsizliklardan
|x, —al= x, —x, tx, —aldx,—x, |+| X, —a |<2¢

bo’lishi kelib chigadi. Demak, i]:ir:lxﬁ =a.

3" Ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari. {x,} ketma-ketlik
berilgan bo’lsin. Bu ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligining limiti {x,} ning
qismiy limiti deyiladi.

2-ta’rif. {x,} ketma-ketlik gismiy limitlarining eng kattasi berilgan ketma-
ketlikning yuqori limiti deyiladi va

limx,,
n—«

kabi belgilanadi.
{x,} ketma-ketlik gismiy limitlarining eng kattasi berilgan ketma-ketlikning
quyi limiti deyiladi va
limx,

kabi belgilanadi.
Masalan, ushbu {x,}:1, 2, 3, 1, 2, 3, 1, 2, 3,... ketma-ketlikning yuqori limiti

quyi limiti esa

bo’ladi.Umuman, {x,} ketma-ketlikning quyi hamda yugqori limitlari quyidagicha
ham kiritilishi mumkin.

Aytaylik, {x,} ketma-ketlik berilgan bo’lib, 4 bu ketma-ketlikning qismiy
limitlaridan iboral to’plam bo’lsin. Unda bu ketma-ketlikning quyi limitini
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—o0; {x,} agar chegaralanmagan bo'lsa
lim x, =liminf x, =< inf 4;quydagi chegaralangan bo'lsa va 4 # (—x)
J oo 4= {+00} bo'lsa

1=

ol olishimiz mumkin
{x,} ketma-ketlikning yuqori limitini esa
—o0; {x,} agar chegaralanmagan bo'lsa

limx, = limsupx, =qsup A:quydagi chegaralangan bo'lsa va 4 # (—oo)

tbam fhn

+o0; A={+} bo'lsa
deh qarash mumkin.
Endi quyi hamda yugori limitlarning xossalarini keltiramiz.
Biror {x,} ketma-ketlik uchun limx, =a bo’lsin.U holda V& >0 olinganda
hiin:
|) shunday #n, € N topiladiki, Va>n, da x,<a+e¢
2) ¥V, € N uchun & va #; larga bog’liq shunday »'>n, topiladiki,
v, »a—& bo’ladi.
Bu xossalar quyidagilarni anglatadi: V& >0 tayin olganda, birinchi xossa {x,}
letma-ketlikning fagatgina chekli sondagi hadlarigina
X, <a+teg
tenpsizlikni ganoatlantirishini, ikkinehi xossa esa bu ketma-ketlikning
X,>a—&
tengsizlikni ganoatlantiruvchi hadlarining soni cheksiz ko’p bo’lishini ifodalaydi.
Agar {x,} ning cheksiz ko’p sondagi hadlari @ + & dan katta bo’lsa, u holda
il 1 & sonidan kichik bo’lmagan 6 (b= a+¢) ga intiluvchi {x,} ketma-ketlikning

iflumiy ketma-ketligi mavjud va bu Iim x,=a gazd.

Demak, @ + £ dan o’ngda ketma-ketlikning ko’pi bilan chekli sondagi hadlari
yolndi,
Modomiki,

limx, =a
ey

¢hn,unda {x,} unda ning gismiy limitlaridan biri ¢ ga teng:

limx, =a
ke *

S



Limit ta’rifiga ko’ra bu {x,, } ketmaketlikning, demak, {x,} ning ham
cheksiz ko’p sondagi hadlari @ - dan katta bo’ladi.

Eslatma. Biror a soni yuqoridagi ikki shartni qanoat-lantirsa, u {x,} ketma-
ketlikning yuqori limiti bo’ladi.

Faraz qilaylik, biror {x,} ketma-ketlik uchun
limx, =4

=¥

bo’lsin.U holda Ve > 0 olinganda ham:

1') shunday 1y, € N topiladiki, Vn>n,dax, >h—g

2)¥meN uchun £ va m larga bog’lig shunday »' >n; topiladiki,
X, <b+& bo’ladi.

Quyi limitning bu xossasi yuqoridagidek isbotlanadi.

Ketma-ketlikning quyi hamda yugori limitlari xossalaridan foydalanib,
quyidagi teoremani isbotlash giyin emas:

4-teorema. {x,} ketma-ketlik C limitga ega bo’lishi uchun

limx, = '!_i’ix,, =

bo’lishi zarur va yetarlidir.
Berilgan ketma-ketliklarning yuqori va quyi limitini toping(1-15). Limitni
hisoblang (16-30).

Lox=1-1 16. lim 2000
i Lt O e |
2. x,,=(‘I) +]+(2_]) 17. lim\m+l—-\/;)
3 fi—ww
¥ 2. 1
3. %, =1+—"_cos"Z 18. Iim-—_J”_s’""'
1 2 Wb n+1
olr1) L (=2) 43
Aox, =121 131 19, lim——=2. 72
Ly + ( } + ( } “_E{_z}nr'l +3m
= _ 2 "
5. x, =n—l~cos—-—2nﬂ‘ 20. Iim-—-—.-_Ha Paj Bl ,ﬂa]-c],[b[d}
el 3 B E R R L
6. x,=(-1)'n 21. 1i —l,—+—2,-+.._+-'?;l)
rares (NE i
w=1
7. x, =l+nsin2% 272, ;iml_EJri__er(“ 1) ??J
2 “eEROR R H
8. x, Z—n[2+(— I}"J 23. lirn[1: +—2-;_+____ + ('1_";)_J
iy g | .

2nm

(I 4-1) 1) +sinZ2
n 4

n
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= COs
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in? ==
1 4

v ",ll'l+2ﬂ{‘-l}"

L 2n

24.

25.

26.
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1
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wwel D0 20 27 2
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Il BOB
FUNKSIYA VA UNING LIMITI

‘ 1! 3.1. Funksiya tushunchasi

‘ | 1° Funksiya ta’rifi, berilish usuliari. Biz yuqorida E to’plamni F to’plamga
akslantirish

, [ E=F

‘ I | ni o’rgangan edik.
:‘ i Endi £=F, F=R deb olamiz. Unda har bir haqiqiy x songa biror haqigiy y
.‘ | sonni mos qo’yuvchi

‘ || f: F>R {er)y)
| | | akslantirishga kelamiz. Bu esa funktsiya tushunchasiga olib keladi.
‘ | Funksiya tushunchasi o’quvchiga o’rta maktab matematika kursidan ma’lum.
“; Shuni e’tiborga olib funksiya hagidagi dastlabki ma’lumotlarni disqaroq bayon
: etishni lozim topdik.
Aytaylik, X ©R,Y c R to’plamlar beriigan bo’lib, x va y va o’zgaruvchilar
mos ravishda shu to’plamlarda o'zgarsin: xe X, yeV.
! I-ta’rif. Agar X' to’plamdagi har bir x songa biror /  qoidaga ko’ra ¥
| I to’plamdan bitta y son mos qo’yilgan bo’lsa, X to’plamda funksiya berilgan
| ‘ | (aniqlangan) deyiladi va Jix—=y yoki y=f(x) kabi belgilanadi. Bunda X -
| funksiyaning aniqlanish to’plami (sohasi), } - funksiyaning o’zgarish to’plami
‘ | (sohasi) deyiladi. x- erkli o’zgaruvchi yoki funksiya argumenti, ¥ esa erksiz
| ‘ | o’zgaruvchi yoki funksiya deyiladi.
' Misollar. 1. X =(-c0,+), ¥=(0,+) bo’lib, / qoida
fixop=x*+1
‘ bo’lsin. Bu holda har bir xe X gabitta x* +1€¥ mos qo’yilib,
| | y=x>+1
‘ I i funksiyaga ega bo’lamiz.
‘ ; 2. Har bir ratsional songa 1 ni, har bir irratsional songa 0 ni mos qo’yish
[ natijasida funksiya hosil bo’ladi. Odatda, bu Dirixle funksiyasi deyilib, u D(x) kabi
| 1 belgilanadi:
‘ ‘ 1, agar x ratsional son bo'lsa
J D(x) ={

0, agar x irratsionalson bo'lsa
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Shunday qilib, y = f(x) funksiya uchta: X to’plam, ¥ to’plam har bir xe X
it bitta y € ¥ ni mos qo’yuvchi f qoidaning berilishi bilan aniglanar ekan.

I'araz qgilaylik, y=f(x) funksiva X — R to’plamda berilgan bo’lsin. xpeX
fugtaga mos keluvchi y, migdor y:f(x) funksiyaning x =x, nuqtadagi xususiy
qlymati deyiladi va f(JcD):y0 kabi belgilanadi.

Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini olamiz. Tekislikdagi (x,7(x))
nigtalardan iborat ushbu

(G O ={(x () xe X fx)er )
(0'plam y= f(x) to’plam funksiyaning grafigi deyiladi. Masalan,
gl (xEX:[—2,2D
funksiyaning grafigi 1-chizmada tasvirlangan.
J A

¥

~1\£_{|

I-chizma.
I'unksiya ta'rifidagi f qoida turlicha bo’lishi mumkin.
a) Ko’pincha x va y o’zgaruvchilar orasidagi bog'lanish formulalar

yordamida ifodalanadi. Bu funksiyaning analitik usulda berilishi deyiladi. Masalan,
y=v1-x*
funksiya analitik usulda berilgan bo’lib, uning aniqlanish to’plami
X ={xeR|-1gxs1}=[-1,1]

C I‘“h.;c va y o'zgaruvchilar orasidagi bog’lanish quyidagi formulalar yordamida
herilpan bo’lsin:
1, agar x>0 bolsa,
y=re= {—[,agar x <0 bollsa.
Bu funksiyaning aniqlanish to’plami X:R\{U} bo’lib, giymatlar to’plami
ona ¥ =1{—1,1} bo’ladi. Odatda bu funksiya y =signx kabi belgilanadi.
b) Ba’zi hollarda xe X, ye! o’zgaruvchilar orasidagi bog’lanish jadval

orqali bo’lishi mumkin. Masalan, kun davomida havo haroratini kuzatganimizda, ¢,
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quyidagi jadval hosil bo’ladi.

{— BaKT ’ 1 £ 4, L J

T'— xapopar T T; T T

Bu jadval ¢ vaqt bilan havo harorati T orasidagi bog’lanishni ifodalaydi, bunda f -
argument, 7" esa ¢ ning funksiyasi bo’ladi.

¢) X va y o’zgaruvcgilar orasidagi bog’lanish tekislikdagi biror egri chiziq
orqali ham ifodalash mumkin (2-chizma).

ﬂ! x I

2-chizma.
Masalan, 2-chizmada tasvirlangan L egri chiziq berilgan bo’lsin. Aytaylik,
[ a,b] segmentdagi har bir nugtadan o’tkazilgan perpendikulyar L chizigni fagat bitta
nugtada kessin. Vxe[a,b] nuqtadan perpendikulyar chiqarib, uning L chiziq bilan
kesishish nugtasini topamiz. Olingan x nuqtaga kesishish nuqtasining ordinatasi y ni
mos qo’yamiz. Natijada har bir xe[a,b] ga bitta mos qo’yilib, funktsiva hosil
bo’ladi.
Bizga, f£(x) funksiya X,cR to’plamda, £(x) funksiya esa X, cR
to’plamda aniglangan bo’lsin.
Agar
1) X=X,
2) Vxe X, da f,(x)= f,(x)
bo’lsa, fl(,x) hamda fz(x) funksiyalar o’zaro teng deyiladi va f,(r)=f_,(x) kabi
belgilanadi
2°. Funksiyaning chegaralanganligi. f(x) funksiya X <R to’plamda
berilgan bo’lsin.

vaqtda havo harorati 7;, ¢, vaqtda havo harorati T, va hk. bo’lsin. Natijada

2-ta’rif. Agar shunday o’zgarmas M son topilsaki, ¥Yxe X uchun fx)<m
lengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to’plamda yuqoridan chegaralangan
deyiladi. Agar shunday o’zgarmas m soni topilsaki, Yxe X uchun f(x)>m
lenpsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to’plamda quyidan chegaralangan deyiladi.
3-ta’rif. Agar f(x) funksiya X to’plamda ham yuqoridan, ham quyidan

theparalangan bo’lsa, f(x) funksiya X to’plamda chegaralangan deyiladi.
1+x°

- funksiyani qaraylik. Bu funksiva R da
1+x

I-misol. Ushbu f(x)=

vheparalangan bo’ladi.

1+x?

1+ x?

Pemak, berilgan funksiya R da quyidan chegaralangan.
Ayni paytda, f(x) funksiya uchun

Ravshanki, Vxe R da f(x) = > 0.

I 2 2
flx)= + =1+
T8 1+x* 1+x? 1+x*
bo'ladi.Endi
2 I
0<(x* -1 =x*-2x2 41 = 2x¥<x* 41 = e
x +1 2

1 3
bo'lishini e’'tiborga olib, topamiz: f{x) <1 -I-E:E.

Bu esa f(x) funksiyaning yuqoridan chegaralanganligini bildiradi. Demak,
berilgan funksiya R da chegaralangan.

4-ta’rif. Agar har qanday M >0 son olinganda ham shunday X, € X nuqta
topilsaki,

f(xu)>M

lengsizlik bajarilsa, f(x] funksiya X to’plamda yuqoridan chegaralanmagan
deyiladi.

3" Davriy funksiyalar. Juft va toq funksiyalar. f(x) funksiyaX R

to’plamda berilgan bo’lsin.
5-ta’rif. Agar shunday o’zgarmas 7 (7T#0) son mavjud bo’lsaki, Vxe.X

uchun
1) x-TeX,x+TeX

2) flx+7)=f(x)
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Bunda T=0va 7> xga bog’lig bo’lmagan son.

Masalan, f(x)-—-sinx, F(x)=cosx funksiyalar davriy funksiyalar be’lib,
ularning davri 27 ga, f(x)=1gx, Fx)=ctgxfunksiyalaming davri esa 7 gateng.

Davriy funksiyalar quyidagi Xossalarga ega:

a) Agar davriy f(x) davriy funksiya bo’lib, uning davri 7' (7#0) bo’lsau
holda

T,=nT (n=%1,%2))

sonlar ham shu funksiyaning davri bo’ladi.

b) Agar T, va T, sonlar f(x) funksiyaning davri bo’lsa, u holda 7; +7, =0
hamda 7, -7, (7; =T, ) sonlar ham f(x) funksiyaning davri bo’ladi.

c) Agar f(x] hamda g{x) funksiyalar davriy funksiyalar bo’lib, ularning har
birining davri 7 (7'#0) bo’lsa,u holda

F0)+2(). A)-g(). 1) 2ls). —é{% (2(x)=0)

funksiyalar ham davriy funktsiyalar bo’lib, T son ularning ham davri bo’ladi.
2-misol. Ixtiyoriy 7" (7 s 0) ratsional son Dirixle funksiyasi
D(x) :{ 1, agar x‘ratsi(?na] son bo'lsa,
0, agar x irratsional son bo'lsa.
ning davri bo’lishi ko’rsatilsin.

7(7 #0) rawsional son bo’lsin. Rayshanki, ¥ xeR irratsional son uchun
x+7T— irratsional son, ¥ xe R ratsional son uchun x4+ 7 ratsional son bo’ladi.
Demak,

DG+ T) :{ 1, agar x.ratsi(')nal son bo'lsa,
0, agar x irratsional son bo'lsa.
Shunday qilib, ¥ x e R, T - ratsional son bo’lganda
D(x+T)=D(x)
bo’ladi.
Ma'lumki, ¥ xe X (XCR) uchun — xe X bo’lsa, X to’plam O nugtaga
nisbatan simmetrik to’plam deyiladi.

O nugqtaga nisbatan simmetrik be’lgan X to’plamda f(x) funksiya berilgan

bo’lsin.

bo’lsa, f(x) davriy funsiya deyiladi, 7" son esa f(x) funksiyaning davri deyiladi.

b-ta’rif. Agar VxeX uchun f(-x)=/(x) tenglik bajarilsa, £(x) juft
lnksiya deyiladi. Agar ¥V xe X uchun f(~x)=-7(x) tenglik bajarilsa, f(x) toq
hinksiya deyiladi.

Masalan, f(x)=x"+1 juft funksiya, f(x)=x"+x esa toq funksiya bo’ladi.
Ushbu f(x)=x" —x funksiya juft ham emas, tog ham emas.

Agar f(x) va g(x) juft funksiyalar bo’lsa, u holda

S+ 20, £()-el). 1) g, % (2x)=0)

lunksiyalar ham juft bo’ladi.
Agar f(x) va g(x) toq funksiyalar bo’lsa, u holda

) +g(x), f(x)-glx)
lunksiyalar toq bo’ladi,

165, L8 (gle)v0)
linksiyalar esa juft bo’ladi.

Juft funksiyaning grafigi ordinatalar o’qiga nisbatan, tog funksiyaning grafigi
i kordinatalar boshiga nisbatan simmetrik joylashgan bo’ladi.

4". Monoton funksiyalar. Faraz qilaylik, f(x) funksiya X — R to’plamda
berilgan bo’lsin.

Taa’rif. Agar Vx,x,€R uchun x, <X, bo’lganda Jx) < f(x)
tenguizlik  bajarilsa, f(x) funksiya X to’plamda o’suvchi deyiladi. Agar
VX, X, € X uchun x, < x, bo’lganda J(x) < f(x,) tengsizlik bajarilsa, F(x)
funlksiya X' to’plamda qat’iy o’suvchi deyiladi.

B-a’rif. Agar Vx,x,€X wuchun x <x, bo’lganda F)= f(x)
lenpuizlik bajarilsin, f'(x) funksiya X to’plamda kamayuvchi deyiladi. Agar
VXX, € X uchun X, < x, bo’lganda J{x)> f(x,) tengsizlik bajarilsa, F(x)
funksiya X' to’plamda gat’iy kamayuvchi deyiladi.

O’suvechi hamda kamayuvchi funksiyalar umumiy nom bilan monoton
tunksiyalar deyiladi.

x

d-misol.  Ushbu  f(x)= funksiyaning X = [L -f-oo) to’plamda

I+x°
limanyuvehi ekanligi isbotlansin.
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[l,+co) da ixtiyoriy X, va X, nuqtalarni olib, X, < X, bo’lsin deylik.

‘ Unda

I B K % XA XX
. Jx)—-f(x) 1+x|9, 1+x22 (I+xf)(l+x22)

‘ | _xl_xz+x:'xz(xzﬁjﬁ):(x:_xz)(l_xr'xz)

| - (1+x]2)(1+x22) (l+x]2)(l+x22)

‘ lll bo’ladi. Keyingi tenglikda
I I x,—x2<0, [-—)C]'XQ{O

! bo’lishini ¢'tiborga olib,
il ()= f(x,)>0
ya'ni, f(x,)> f(x,) ekanligini topamiz. Demak.

Il X <x, = f(x)> f(x,).
'||| Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar X c R to’plamda o’suvchi
| ,I‘ (kamayuvchi) bo’lib, C = const bo’lsin. U holda

, a) f(x)+C funksiya o’suvchi (kamayuvchi) bo’ladi.
11| b) C>0 bo'lganda C- f(x) o’suvchi,C <0 bo’lganda C- f(x)
i ‘ | kamayuvchi bo’ladi.

{ ] d) f(x)+g(x) funksiya o’suvchi (kamayuvchi) bo’ladi.
' ‘ | 5". Teskari funksiya. Murakkab funksiyalar. y = f(x) funksiya X c R

to’plamda berilgan bo’lib, bu funksiyaning giymatlaridan iborat to’plam

".I Yf:{f(x)]xeX}

|
- ‘ | bo’lsin.

| ‘ ' | Faraz gilaylik, birer qoidaga ko'ra Yj to’plamdan olingan har bir y ga X

. to’plamdagi bilta x mos qo’yilgan bo’Isin. Bunday moslik natijasida funksiya hosil
‘ bo’ladi. Odatda bu funksiya y = f(x) ga nisbatan teskari Junksiva deyiladi va

‘ |l x=f"(y) kabi belgilanadi.
Masalan, y:%x-l—] funksiyaga nisbatan teskari funksiya x=2y—1

' bo’ladi.

Yuqorida aytilganlardan y = £(x) da x argument, yesa x ning funsiyasi,
tkarl x = £~'(y) funksiyada Y argument, x esa J ning funksiyasi bo’lishi
la vinadi,

Qulaylik uchun teskari funksiya argumenti ham, uning funksiyasi bilan
holgilanadi: y = g(x).

V= f(x) ga nisbatan teskari g(x) funksiya grafigi f(x) funksiya grafigini
I va 111 choraklar bissektrisasi atrofiida 180" ga aylantirish natijasida hosil bo’ladi.

Aytaylik, Y, to’plamda u = F(y) funksiya berilgan bo’lsin. Natijada X
(0'plamdan olingan har bir x ga Y, to’plamda bitta y:

x>y (=1,
vin l'l, lo’plamdagi bunday ¥ songa bitta u :

F:y—u (u=F(y)
fon mos qo'yiladi. Demak, X to’plamdan olingan har bir X songa bitta w son mos
(j0'yilib, yangi funksiya hosil bo’ladi: u=F(f(x)). Odatda bunday funksiyalar
furakkab funksiya deyiladi.

3.2. Elementar funksiyalar

lilementar funksiyalar kitobxonga o’rta maktab matematika kursidan ma’lum.
IV quyida elementar funksiyalar haqidagi asosiy ma’lumotlarni bayon etamiz.

1”. Butun ratsional funksiyalar. Ushbu
y=aytax+ax’+.+a, x" +ax"

ko rinishdagi funksiya butun ratsional funksiya deyiladi. Bunda ay, a,,...d, —
'zparmas sonlar, # € N . Bu funksiya R = (-<3:>,—H:0) da aniglangan.

Butun ratsional funksiyaning ba’zi xususiy hollari:

1) Chiziqli funksiya. Bu funksiya

y=ax+b (a#0)

ka'vinishga ega, bunda a,b - o’zgarmas sonlar.

Chizigli funksiya (—0000) da aniglangan @ >0 bo’lganda o’suvchi, @ <0

b lganda kamayuvchi: grafigi tekislikdagi to’g’ri chiziqdan iborat.



y. G:tﬂ . H Y ;

; ™ A
/T\fbg : i j*jg \ g
/ \ X id=g

2-chizma
b) Kvadrat funksiya. Bu funksiya
y=ax’+bx+c (a#0)

ko'rinishga ega, bunda a,b,¢ — o’zgarmas sonlar.
Kvadrat funksiya R da aniglangan bo’lib, uning grafigi parabolani ifodalaydi.
Ravshanki,

> B —dac
y=ax’+bx+c=a Jc+i e
2a 4a

Parabolaning tekislikda joylashishi @ hamda D = b —4ac larning ishorasiga
bog’lig bo’ladi. Masalan @ >0, D >0 va a <0, D < 0 bo’lganda uning grafigi 2-

chizmada tasvirlangan parabolalar ko’rinishida bo’ladi.
2°. Kasr ratsional funksiyalar. Ushbu

g tax+ax’+..+ax
By +bx+b,x* +..+b x"

ko'rinishdagi funksiya kasr ratsional funksiya deyiladi. Bunda a,,d,.....d, va
by by....., b, - 0’zgarmas sonlarn € N, m € N . Bu funksiya

= (—o0,+e0)\ {x [ By +Bx+..+b,x" = 0}
to’plamda aniglangan.

Kasr ratsional funksiyaning ba’zi xususiy hollari:
a) Teskari proportsional bog’lanish. U

y:g (x#0 a=const)
x

ko’rinishga ega. Bu funksiya

X =(~0,0)U(0,+<0) = R\ {0}

rt Ty
u J )
0 % e

i

i plimda aniglangan, toq funksiya, a ning ishorasiga qarab funksiya (—00,0) va

3-chizma

(0% oraliglaming har birida kamayuvchi yoki o’suvchi bo’ladi (3-chizma)
) Kasr chizigli funksiya. U ushbu
ax+b
cx+d

L finduhgga epi. Bu funksiya

X:R\{—f‘i} (c#0)
C

e plamdda aniglangan.
Ivahanki,

_ax+b  bc-— aa’ | a
Cex+d ¢ d o

o be— ad a
ik, v + 7, =— . y=—
X+ 5 ( —z P= }’ c)-

§ 1 a < A .
Hivbip peadiping yp = = funksiya grafigi yordamida chizish mumkin.
X

A Darajali funksiya. Ushbu
y=x (x=0)
betitiihdagt funksiya darajali funksiya deyiladi.
W funksiyaning aniglanish to’plami a ga bog’liq. Darajali funksiya (0,00)
i a0 ho'lganda o’suvchi, a <0 bo’lganda kamayuvchi bo’ladi. y=x
ity prafigi tekistikning (0,0) va (1,1) nuqtalaridan o’tadi.

63




4-chizma

4°, Ko’rsatkichli funksiya. Ushbu

y=a
ko'rinishdagi funksiya ko’rsatkichli funksiya deyiladi. Bunda ae€ R, a>0, a#1.
Ko’rsatkichli funksiya (—oo,c:o) aniglangan, Vx€ R da ¢" >0,a>1 bo’lganda
o’suvchi; 0 < a <1 bo’lganda kamayuvchi bo’ladi.
Xususan, @ = € bo’lsa, matematikada muhim rol o’ynaydigan y =e" funksiya

hosil bo’ladi.
Ko’rsatkichli funksiyaning grafigi Ox o’qidan yugorida joylashgan va

tekislikning (0,1) nuqtasidan o’tadi.

5-chizma

5. Logarifmik funksiya. Ushbu

y=log,x
b vinluhdagi funksiya fogarifinik funksiva deyiladi, Bunda a >0, a #1 .
Logaeifmik  funksiya (0, —i—oo) da aniglangan, y=a" funksiyaga nisbatan
tonbirly ef > 1 bo’lganda o’suvchi, 0 <a <1 bo’lganda kamayuvchi bo’ladi.
logarifmik funksiyaning grafigi (Jy o’qining o’ng tomonida joylashgan va
ek inlikning (1,0) nuqtasidan o’tadi.

o 4

X

3
azl .
P
N
i

<ot
M"’“-w

6-chizma
6", T'vigonometrik funksiyalar. Ushbu
Y =sinx, y =cosx, y=1gx, y = clgx,
Y =S€CcX, Y =Ccosecy
Hinhutyalar trigonometrik funksiyalar deyiladi.
Voosiny, y=cosx funksiyalar R= (—oo, +oo) da aniglangan, davriy
figilntyalar va ularning eng kichik musbat davri 2z ga teng. Bu funksiyalarVx € R

i
—l<sinx<l]l, —1<cosx <l

B Ly,
Lihbu v = fgx, funksiya

X :R\{xeR[x:QkH)%; kzo,il,iz,“}

e plnda aniglangan dvriy funksiva va uning eng kichik musbat davei 7 ga teng.
L inhb y= L‘[gx funksiya X = R \ {x € Rlx = flcf(; k = Osil,ﬁ,....}

o prlamidn sniglanpan davriy funksiya va uning eng kichik musbat davri ham =z ga

LRI
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[ s 3 1 1 1
| ifodalanadi: crgx=—/, secx= , Cosecx = —
fgx cosx sinx

Cigx, secx, cosecx funksiyalar sinx, cosx, fgx lar orgali quyidagicha

Him ushbu
|

| e —e” e'+e” & —e” e

I 1) : :

—y ? . =
2 2 e'te " et —e"
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| -' I 7-chizma '

il 7°. Giperbolik funksiyalar. Ko’rsatkichli y=e¢" funksiya yordamida tuzilgan

Wibalyilar giperbolik (mos ravishda giperbolik sinus, giperbolik kosinus, giperbolik
B wiperbolik katangens) funksiyalar deyiladi va ular quyidagicha

v -X X =X x —=X X -
et —e e +e e —e e +e
Shx = - S =— e =——, gty =——
2 e +e et —¢
Bl st

W' Teskari trigonometrik funksiyalar. Ma’lumki, y=sinx funksiva R da
aiklanpan viuning giymatlari to’plami

Y, =[-L1]

L

/A T T
Apnt ¥ €| ——,— | bo’lsa, u holda X = ——.,— | va 1’} =[—l,¥]
22 22

' plaiilarning elementlari o’ zaro bir giymatli moslikda bo’ladi.
o min oy funksiyaga nisbatan teskari funksiya  y = arcsin x kabi belgilanadi.




Wekilgan y=f(x) funksiyani aniglanish va giymatlar sohasini toping.So’ng uning
irintipghnd chizing,

o 14 x
(NI ?}\/ ¥ 16. y=4/lgegx

|—x
J e y-x' 17. y=+/sin2x+ sin3x,(ﬂ£x£27r}
T () 18. y=v2+x-x*
i ¥ Jui|:(.-."r.\":] 19. y=1g(1-2cosx)
8, 3w Voony? 20. y =arccos 2x,
I+ x~

" R 3
hy “‘-[ m r] 21. y= arcsin[]g%]

Jx

oy : =(-1)
s x 2. y=61
Iy mresin == 23
N Ay=x+[2_x]
W arecod2siny) 24, y=+fx—x?
{1 AT l]!,ll.‘(}.‘i([j_“,.\‘)] 25. 3= L
o 2x—1
Ly (e o) xsin 26. y=cigrx
N ;n‘ccus{Z') 27. y=(x +]x{XI -x)
FV v weesingl - x) + 1g(ig x) 28. y=+2"" fsinwx
R T RS 1 29, y=ll-x-|1+4
L5, v log, log, log, x 30 y=x+ \Esgﬂ{sin;rx)

8-chizma
3.3. Funksiya limiti

Shunga o’xshash y =cosx, y =fgx, y =cfgx funksiyalarga nisbatan teskari

funksiyalar mos ravishda
V=arccosx, y=arcigx, y = areclgx,

1", To’plamning limit nuqtasi. Aytaylik, biror X = R to’plam va x, € R
gt bertlpan bo’lsin.
kabi belgilanadi. -tn'ril. Apar X, nuqtaning ixtiyoriy
Ushbu = arcsin x, y = arccosx, y = arclex, y = arccl funksiyalar
b% b y X, ¥ &x ¥ U,(x)=(x,—&,x,+&) (Ve>0)

teskari trigonometrik {unksiyalar deyiladi. frathdn X 1w i arali
Yugoridagi 8-chizmada barcha teskari trigonametrik funksiyalarni grafiklari it o’plamning %, nuqtadan farqli kamida bitta nugtasi bo’lsa, ya'ni
tasvirlangan. Ve>0,dxe X, x#x,:|x—x|<e

GY




bo’lsa, X, nuqta X to’plamning /imit nugtasi deyiladi.
Misollar. 1. X:[O, l] to’plamning har bir nuqtasi shu to’plamning limil
nugqtasi bo’ladi.
2. X =(0,1) to’plamning har bir nugtasi va x=0,x=1 nugqtalar shu

to’plamning limit nuqtalari bo’ladi.
{ 111 } o _ _
3. X=<1],——,—, et to’plamning limit nugtasi x, =0 bo’ladi.
234
4 X=N-= {1,2,3.“} to’plam limit nuqtaga ega emas.
2- ta’rif. Agar X, nuqtaning ixtiyoriy
Ul (x,) =(xg.%, +&) (U_(x) =(x,—£.,%)) (Ve>0)

o’ng atrofida (chap atrofida) X to’plamning kamida bitta nuqtasi bo'lsa, X, nuqta
X to’plamning o 'ng (chap) limit nugtasi deyiladi.

3-ta’rif. Agar ixtiyoriy ¢ € R uchun

U.(+0)={xe R|x>c}

to’plamda X to’plamning kamida bitta nuqtasi bo’lsa, "+o0" X to’plamning limit
«nugqta» si deyiladi.

Agar ixtiyoriy ¢ € R uchun

U (-0)={xeR|x<c}

to’plamda X to’plamning kamida bitta nugtasi bo’lsa, "—c0" X to’plamning limit
«nugta» si deyiladi.

Keltirilgan ta’rif va misollardan ko’rinadiki, to’plamning limit nuqtasi shu
to’plamga tegishli bo’lishi ham, bo’lmasligi ham mumkin ekan.

I-teorema. Agar X, € R nugta X < R to’plamning limit nugtasi bo’lsa, u

holda X, nugtaning har ganday
U (x)=(x,—&,x,+2) (Ve>0)
atrofi X to’plamning cheksiz ko’p nuqtalari bo’ladi.
Isbot. x, nugta X to’plamning limit nuqtasi bo’lsin. Teorema tasdig’ining
teskarisini faraz gilaylik: x, nugtaning biror U (x,) atrofida X' to’plamning chekli
sondagi x|, x,,.., X, nugtalarigina bo’lsin. U holda

X =X b I X =X, G} =0

min {| x, — x,
deb olinsa, x, nuqtaning U/;(x,) atrofida X to’plamning x, dan fargli bitta ham

nuqtasi bo'lmaydi. Bu esa x, nugta X to’plamning limit nugtasi bo’lishiga ziddir.
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ieorema. Agar X, nugta X < R to’plamning limit nuqtasi bo’lsa, u holda

sty nonlar ketma-ketligi {x”} topiladiki,

) Ve N dax, eX, x, #X,;
) n—roo da x, —>x, bo’ladi.
Isbot. x, € R nugta X — R to’plamning limit nuqtasi bo’lsin. Unda I-ta’rifga
lkpsi
Vex0, Ix, e X, x, %X |x,—X,|<&

b el Jumladan,
g=1 uchun Ix, € X, x #x,: |x —%[<],

1
8:5 uchun Ix, e X, x, #X,: [xz—x0|<5,

1
g=-uchun T, e X, x3#X,0 | X —=x,[<,

3

1 I
g=—uchun Ix, e X, x, #x,: | X, —x[<—,
n H

i el
Natijada qaralayotgan teoremaning 1) shartini ganoat-lantiruvchi {x,} ketma-

Letllk hosil bo’lib, uning uchun Vae N da | x, —x, |<1/n tengsizlik o’rinli bo’ladi.
JLoyingl munosa-batdan esa n—» o da x,, — x, kelib chiqadi.

Shuni ta’kidlash lozimki, 2-teoremaning shartlarini ganeatlantiruvehi ketma-
letliklar ko'plab topiladi.

2" Funksiya limiti ta’riflari. Faraz qilaylik, f(x) funksiya X C R
{11 plarda berilgan bo’lib, X, nugta X to’plamning limit nuqtasi bo’Isin. X, nugtaga

itHivehi ixtivoriy {_r”}:
B priaslims Ay EX B T2)
feetiineketlikni olib, funksiya giymatlaridan iborat {f(x”)} i

P f (X,

Lotiin-ketlikni hosil gilamiz.
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bo’ladigan ixtoyoriy {xn} ketma-ketlik uchun # - oo da J(x,)—>b bo'lsa. b
ga f(x) funksivaning Xy nuqtadagi limiti deyiladi va x — Xoda f(x) > b yoki
lim f(x)=h
x-3x,
kabi belgilanadi.
Eslatma. Agar 7 — o0 da
XX (x,€X, x, #x,) va Ve 2% (V,€X, y, #x,)
bo’ladigan turli {x”},{y”} ketma-ketiiklar uchun n—>o0 da
J(x) —=b, f(y,) —> b, bo’lib, b #b, bo’lsa f(x) funksiva x —> X, da limitoa
ega emas deyiladi. ‘-
x*-16
o x* —4x
funksiyaning X, =4 nuqtadagi limiti topilsin.
Quyidagi {xn} 3

1-misol. Ushbu flx)=

limx =4 (x, =4, n=12..)

ketma-ketlikni olaylik. Unda
X
X, ~-16  x +
Syt 8 At
x; - 4xﬂ x”
bo’lib, # — w0 da f(x,) =2 boladi. Demak,

16
9.5

lim =
A=y __4x

2-misol. Ushb :_.'_[_ Ao £
u f(x) S!I]x funksiyaning x — 0 dagi limit mavjud

bo’lmasligi ko’rsatilsin.
Ravshanki, # — w0 da

B " 2
S ——— 0,5 =—=>
dn—lr (4n+r
bo’ladi.
Bu ketma-ketliklar uchun
g dn—1 "
f(,\—_"): 2 T =-1, f'(x”)-__‘lfﬂ-lﬂ_:l
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4-ta’rif. (Geyne ta’rifi). Agar n—> o0 da X, X% (x, e X,x #x)da
7 ld **n [ s

Bl mor oo da
f)—=-1, f(x)—>1
b luddl, emak, berilgan funksiya x, = 0 nuqtada limitga ega emas.
Sn'vif. (Koshi ta’rifi). Agar V&>0 son olinganda ham shunday
0 0(e) > 0 topilsaki, Yox e X (U (x,)\{x,}) uchun
|f(x)-b|<e
(enjaizlik bajarilsa, b soni f(x) funksivaning X, nugtadagi limiti deyiladi:
lim f(x)=5b.
o
IYu tn’rifni gisqacha quyidagicha ham aytish mumkin:
Ve>0, §=58()>0,Vxe X n(U;(x,)\{x}): |f(x)-b|<e
b, lim f(x) =b.

V=g

Ymisol. f(x)=C=const (C e R) bo’lsin. Bu funksiya uchun
lim f(x)=C

A=y

i o,
2
A’ —

d-misol. Ushbu f(x) = funksiyaning x, =1 nuqtadagi limiti 2 ga
%

tih eleani ko’rsatilsin.
Ve&>0 soniga kora =& deb olsak,u holda fx—l[ <d (x=1)

tunpnizlikni qanoatlantiruvehi ixtiyoriy x da

2
al 1—2 =|x+1-2|=|x-1|<5=¢
x—1
2
; -1
[ laeli, Demalk, |1mx =2,

=y oy —1

S-misol. Faraz gilaylik, X:R\{O} da f(x)-_—smx

bo’lsin. Bu funksiya

X

it
. sinx
lim =]

X0 B

B i)
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T
Ma’lumki, xe(ﬂ,—z—J uchun

lsz'nx <1x <-1—t
| M| 2 2 2 B

| | bo’ladi. Bu tengsizliklardan
T
0<[x| < = da

sin x

‘ il | Cosxy < —— <]
[\l %

(i 1 bolishini topamiz. Keyingi tengsizliklardan esa

% 2 2
il sinx . X x x
| 0<1-————<]—005x=25m2—<2~—:——
I x 2 2

I bo’lishi kelib chiqadi.
! | Endi V& >0 ni olib,§ = min {g;]} deyilsa,unda Vx, !x[ <0, x+#0 uchun

|' .Ill 0<]_smx
!||.I ¥

bo’ladi. Demak,

<E

sinx

! ‘|. lim—= =
I

T3l oy
0 6-misol. Ushbu f(x)=a", g > 0, xeR, x,=0
| i | funksiya uchun

M lima* =1
| x50

| bo’lishi isbotlansin.
! a>1 bo’lgan xolni qaraylik. Bu holda f(x) funksiya qal’iy o’suychi
L0 bo’ladi:
| Vx.x, eR, x <x, = f(x) < f(x,):a" <a®.
il Ve >0 sonni olaylik. Ma’lumki, # —» oo da
1 i
| a" >l a" |
| | || bo’lib, ketma-ketlik limitj ta’rifiga binoan
| I
| BHIEN,\;’n>nI:a"<I+$,
[ | {11 | i
| —
L1l | Eln[eN,Vn>nl:a”~<]+8

|l 74

.| :
b It Endi = maX{HI,HE}, o= -n— deyilsa, unda
o

I
Vx,|x -0/ <5 T L)
n ,

L'l finda
!
! i

a®<a*<a’ = l-g<a*<lts © [a* —1|<e
o' lndi, Demak, lima® =1,
=0
0 <a<l1 bo'lganda lima” =1 bo’lishini isbotlash o’quvchiga havola etiladi.
x—0

6-ta’rif. Agar V& >0 son olinganda ham shunday & >0 son topilsaki,
Ve X n(U,(x)\ {xo }) uchun  f(x)>¢ tengsizlik bajarilsa, f(x)
funksiyaning x, nuqtadagi limiti +00 deb ataladi va

lim f(x) =+

A1y,
lubi belgilanadi,
Masalan,

f(x)ziz, (x=0)
x

liinksiya uchun
;i
lim— = +o0
=l T
b 'ladi.
Aytaylik, f(x) funksiya X R to’plamda berilgan bo’lib, X, =400 nugta
A" to’plamning limit nuqtasi bo’Isin. o
T-ta’rif. Agar V&£>0 son olinganda ham shunday & >0 topilsaki,
Vxe X, x>& uchun
|[f)—-bl<e
tonpsizlik bajarilsa, & soni J(x) funksivaning Xy = +90 dagi limiti deyiladi va
lim f(x)=5

kahi belgilanadi,



; 1y
1 9-misol. Ushbu lim | 1+— | =e
— bo’lsin. U holda FHH0 x
x
‘ I intnonnbat isbotlansin.
‘ I |I lePm; =0 & > 0 sonni olamiz. Ma'lumki, # —>c0 da
] bo’ladi. 1
‘ | Hagi v . . 1+—| —>e,
| aqiqatan ham, V& >0 sonnni olaylik. Ravshanki, ¥x > 0 uchun n
l 1 l ] m nl
J||I| __0:_<5C>x>“—_ ]+ l = 1+ I ‘n+l_)e
| S £ ntl n+l)  n+2
J' .ll Demak. & = l deyilsa, uholda Vx> & uchun Limit ta’rifiga binoan,
i 2 Ve>0,3n,eN, Vu>n,:
|
| 1 1 1 n n
‘ il| __0 - - 1 +1
il X x 6 e—g<|l+——| |1+—| <e+e
‘ (| n+l n
|Il" bo’ladi. b [ndi,
‘ 1 || 8-misol. Faraz gilaylik, Endi C =n, desak, unda Vx >C uchun
- ' | xM 1 [x] 1Y [}
.|"-|' f(x)_ —»a>LmeN, X=R e—g<| 1+ —— [I+ j [-1— <eteg
L[] [x]—!—l [X]
l " | bo’lsin. Unda 1Y
il . ho'lib, [I-P —) —el<e
' . X
it lim = =0 *
‘ I . HE Gx 1 x
ML bo’lishini ISbOHayHTIZ' [ ' ladi. Demak, lim(l +——) =e . >
‘ I £>0 sonniolaylik. Ma’lumki, 7 —>o0 da 1390 X
| | -;I ' (n+1)" 3", Funksiya limiti ta’riflarining ekvivalentligi.
‘ a -0 3-teorema. Funksiya limitining Koshi hamda Geyne ta’riflari ekvivalent

l
‘ o t'rillardir.
) Koshi ta’rifiga ko‘ra 6 soni f(x) funksiyaning x, nugtadagi limiti bo’lsin:

|l .
| il bo’ladi. U holda Vg > (), dny, Vn>n,: (—!ii[— < £ bo’ladi.
. pe Iin_lf(x]=

|
; I -.|| Agar ' =n, deyilsa, unda ¥x > C uchun Unda
]! ~
| | xm_ ([x]+l)rn e Ve=0,36>0,Vxe X, |x—x,|<d, x=x,
' | x 0= " <& o' [panda
| | “ @ | fx)-bl<s (1)

| m
|

‘.' bo’ladi ([x]2n0 =C). Demak, lim x.
F—rim a“
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bo’ladi. x, nugta X to’plamning limit nuqtasi. Unda 2-teoremaga ko‘ra {x,}
ketma-ketlik topiladiki, # >0 da x, 2%, (x, #=xy, n=1,2,...) bo‘ladi. Ketma-
ketlik limiti ta’rifiga binoan
0>0, In e N, Vn>nyilx, —x,| <8, (
bo‘ladi. (1) va (2) munosabatlardan %1 > ny uchun
[f(x,)~bl<e
bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa # sonini Geyne ta’rifi bo‘yicha f(x) funksiyaning x,
nuqtadagi limiti ekanini bildiradi.
Endi b soni Geyne ta’rifi bo‘yicha f(x) funksiyaning X, huqtadagi limiti
bo‘lsin,
Teskarisini faraz gilamiz, yani  f(x) funksiyaning Xy nuqtadagi limiti Geyne
ta’rifi bo‘yicha b ga teng bo‘lsa ham, Koshi ta’rifi bo‘yicha limiti bo‘Imasin. Unda

biror £, >0 uchun ixtiyoriy J>0 son olganimizda ham O<|x—x,|<8 ni
qanotlantiruvchi biror x' da

2)

| f(x")-b|z¢,
bo*ladi.

Nolga intiluvchi musbat sonlar ketma-ketligi { S, } ni olaylik:

n—c0 da g, -0 (5n>0, A=1200.

I'araz qilaylik, 7 (x) funksiya X < R to‘plamda berilgan, X, nuqta X' ning
al g limit nugtasi va
(% +r.x)cX (>0
L i,
O-ta'rif. Agar Ve > 0,36 >0, Vx e (x,,x, +9): |f(x) —bi <&
lis'lus, b son f(x) funksiyaning x, nuqtadagi o‘ng limiti deyiladi va
b= lim f(x)=f(x,+0)
x—ray )
kbl belpilanadi.

Masnlan,
1 agar x>0 bollsa,

f(x)=10 agar x=0 bolsa,
-1 agar x<0 bollsa

funkslyaning 0 nugtadagi o‘ng limiti 1 , chap limiti —1 bo‘ladi.

Limitni hisoblang.

| lim[ \'. : ‘]'J
jooul vl —d

L

16.1im{JT+ x — )

U holda :
0<|x, —%|< 6, = |f(;l‘,,)—bf28{] (3) Lol 17. I"I.];ul(i +3""4}m
bo’ladi.Ammo &, -0, da x, — x,, demak, Geyne ta’rifiga asosan RUEERE _
f{x )—=b | “I“:""'“" e A 18. Iin;{l +c(gx)*"
o o gint x =7
bo‘ladi. Bu (3) ga ziddir. Demak, b soni Koshi ta’rifi bo‘yi-cha ham, f(x) ) 1
funksiyaning x, nuqtadagi limitini bildirad;. A, tim ; ‘1— 19. tim{cos)7
g
4" Funksiyaning o‘ng va chap limitlari. Aytaylik, f(x) funksiya X — R P 20. lim(sin )"
" Hoax _dxd 20. limis
to’plamda berilgan, x, nugta X ning chap limit nugqtasi bo*lib, h [lm2 [ PR J e
(xﬂ - ;V,XU) =X (;V ” 0) i, Him ‘( 'l: - ].J 21. li_r,lg(cnf“(’x)df:
bo‘lsin. v
8-ta’rif. Aga[‘ Y 1im 10" - ! 99, ll_I’l;}(in{E " x)}-"fg.r
Ve>0,36 >0, Vxe(xn—c?,xn):]f(x)—b]{a‘ 027 ' )
x l e
bo’lsa. b son f(x) funksiyaning X, nuqtadagi chap limiti deyiladi va B i e 23. Iﬂ[j‘:":—-l)
b= lim f(x)= f(x,~0) s
F—ray =) 0. lin I~ ctgmx 24. 1inul(005x + arc!g_x)mfx"
kabi belgilanadi. » i g x -
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10. im eos5x 25, %
“*tlncosdx 0y
T
lgrg(—-f» 4x]
11. lim 26. lim&2x-1
0 x =0 gosx—1
. =W
12. limw}1+x I-sinx 27. lim lncf:Sx
x— i h"l(] + X) x—) x
s\fr]x_ sy
13. lim xlog, 104 28. lim & E
T T A4 x X3l fgx
14. Iirglﬂ]l3x+x“ ’;'“(1*3“'““") 29. lim{x* ~Inchx?)
¥ 1 o
1
15, fi 1810 30, Jinf 225 |
10 x| el efpy

3.4. Limitga ega bo ‘lgan Sunksiyalarning xossalari.
Limitning mavjudligi

2 Limitga ega bo‘igan funksiyalarning xossalari. Chekli limitga ega
bo‘lgan funksiyalar ham yaqinlashuvchi ketma-ketlik singari qator xossalarga ega.

Faraz gilaylik, f(x) funksiya X c R to’plamda berilgan bo‘lib, x, € R
nugta X to’plamning limit nugtasi bo‘lsin.

I-xossa. Agar x — x, da f(x) funksiya limitga ega bo‘lsa, u yagona bo‘ladi.

Bu xossaning ishoti limit ta’riflarining ekvivalentligi hamda ketma-ketlik
limitining yagonaligidan kelib chigadi.
2-xossa. Agar

Ali’nx": Sf(x)=b, (b— chekli son)
bo’lsa, u holda X, nugtaning shunday Us(x)) (5>0) atrofi topiladiki, bu atrofda
S(x) funksiya chegaralangan bo‘ladi.
Isbot. Aytaylik,

lim f(x)=5

Xy
bo‘lsin. Funksiya limiti ta’rifga binoan

Ve>0, 36>0, Vxe XU\ {x,}) da [f(x)-b|<e.

ya'ni b—g < f(x)<b+& boladi. Keyingi tengsizliklardan f(x) funksiyaning x,
nuqtaning U/, (x,) atrofida chegaralanganligi kelib chiqadi.
80

Soxossa. Agar

lim f(x)=4,

xohy
i'tih, b < p bo’lsa,u holda Xo nugtaning shunday U,(x,) atrofi topiladiki, bu
wialidn
f<p
b linli,
Ishot. Shartga ko‘ra
lim f(x)=b.
xox
Funkatyaning limiti ta’rifiga ko‘ra £ = £ =b>0 uchun shunday & >0 son topiladiki,
Vae X, [x=x|<&, x=x, uchun
[f(x)-bl<e = f(x)<b+e=p
L' lndiBu esa WV x e Ug{xy) da f{x)< p bo‘lishini bildiradi.
Faraz gilaylik, f(x) va g(x) funksivalar X c R to*plamda berilgan bo‘lib,
v K nugta X to*plamning limit nugtasi bo‘lsin.

A-xossa. Agar

lim f(x)=b,,

XXy

lim g(x) =5,
X=Xy

bo'lib, Vxe X da f(x) 3g(x) tengsizlik bajarilsa, u holda 5, <4,, ya'ni
lim f(x)< lim g(x)
l’—).{@ X-—l‘.fn

b lndi,

Ishot.Aytaylik,
lim f(x)=5,. lim g(x)=b,
X ?Xu

53,
b lsin,
I'unksiya limitining Geyne ta’rifiga ko‘ra X, ga intiluvchi ixtiyoriy
X, >xy (x,€X, x,#x,)
ILetma-ketlik uchun
n—oda f(x,)—b, 2(x,)—b, (1)
Ty el
Ravshanki, V rne N da
Fx,)<g(x,) (2)
Viepnlashuvehi ketma-ketlikning foydala-nib, (1) wva (2)
miosabatlardan ‘_Ii:;r_z Sf(x,) ﬁxllm g(x,) .ya’'ni b <b, bo‘lishini topamiz.

xossalaridan
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5-xossa. ['araz gilaylik,

lim f(x) =4, limg(x)=b,, (b,b, € R)

limitlar mavjud bo‘lsin. U holda
a) Vce R dalim(c- f(x))=c-lim f(x);
X—rxy Xy

b) im(f(x) +g(x)) = lim /(x) + lim g(x);
Dlim(/(x)- g()) =lim f(x). lim g(x);
lim f(x)

A=y

" X
e) Agar b, #0 bo'lsa, lim /(x) =
X—bxy g—(x) EI_)I{I g(x)
bo‘ladi.
Bu tasdiglarning isboti sonlar ketma-ketliklari ustida arifmetik amallar
bajarilishi haqidagi ma’lumotlardan kelib chiqadi.

X+xX 44X+ +x"—n

1-misol. Ushbu lim
x=3] x—1

limit hisoblansin,
<« Bu limitni yuqoridagi xossalardan foydalanib hisoblaymiz:

A e ax o (=D D+ ) (- 1)
lim =lim
23l x_l x4l x—1

D[ 1@+ D)+ (3 4 x 1) ot (4 x +x+1)]
lim =

E! J:-l
n(n+1
=.|-!-2+3+....+n=———( )
2
. l—cos:
2-misol. Ushbu hm__os_\c
x-a0 x-

limit hisoblansin.

Ma’lumki, 1 —cosx = 2sin®=. Shuni hisobga olib topamiz:

b | ¢

L2 X o X
l—E6a 2sin” = 1 | sin>
Iil'n——z——:lim——,—zzlim— 2
Kol x £ x*° x=0 7 X
2
™ X
sin= sin— |
-~ lim—2 - lim—2 ==
2| xo0 :‘:‘_ x0 X 2
2 2

1 Vunksiya limitining mavjudligi. Faraz qilaylik, S{(x) funksiva X c R
Wiplimda berilgan bo‘lib, (x, —y,x,) € X bo’lsin (¥ > 0). Ravshanki, x, € R
it A (o' plamning limit nuqtasi bo‘ladi.

I'teorema. Agar f(x) funksiya X  to‘plamda o‘suvchi bo‘lib, u yugoridan

dhvpmialangan bo‘lsa, funksiya X, nuqtada

lim f(x)

x—rx,—0
Hailpn epn bo'ladi.
tshot. /(x) lunksiya giymatlaridan iborat bo‘lgan ushbu

F:{f(x)'xEXﬁ{X <Xp }}

W pliint qaraymiz, Teoremaning shartiga kora bu to*plam yuqgoridan chegaralangan
Bl U holda to*plamning aniq chegarasining mavjudligi hagidagi teoremaga
Bt 2 10" plam aniq yuqori chegaraga ega. Uni 4 bilan belgilaymiz:

supf=5.

i, !ilnff'(x):b bo’lishini isbotlaymiz. Aniq yuqori chegara ta’rifiga
i

ok
biitin

1 Vxe XY mix<x, } uchun flx)<eb;
D e Xalrax ), xt<x,: f(x‘)‘;vb—a, (7 £>0)bo’ladi.
Ay - x" >0 deyilsa,unda Vxe(x, — 8, x, ) (x, — 7, x, ) uchun
b-s<f(x*)£ fx)<b<bre
b i,
| f(x)-b]<e

stk bnjariladi, Bu esa
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lim f(x)=b

K=y =0}

ekanini bildiradi.
Xuddi shunga o‘xshash quyida keltiriladigan teorema isbotlanadi.
Aytaylik, f(x) funksiya X =R to*plamda berilgan bo‘lib, (x,,x, +y)cXx
bo’lsin (>0 ). Ravshanki, x, € R nuqta X to*plamning limit nuqtasi bo*ladi.
2-teorema. Agar f(x) funksiya X to‘plamda kamayuvchi bo‘lib, u quyidan

chegaralangan bo‘lsa, funksiya x, nuqtada

lim £(x)

X=X+

limitga ega bo‘ladi.

Endi funksiya limitining mavjudligi haqidagi umumiy teoremani keltiramiz.

Faraz qgilaylik, f(x) funksiya X < R to‘plamda berilgan bo°lib, x, R
nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

I-ta’rif. Agar V& >0 olinganda ham shunday & > 0 son topilsaki,

Vxe X N (Us;(x)\x ). Ve X (U, (x)\{x, D)

lar uchun

/() - fO)|<e (1)

tengsizlik bajarilsa, f(x) uchun x; nuqtada Koshi sharti bajariladi deyiladi.

; .1 : . .
3-misol. Ushbu f(x)=xsin— funksiya uchun x, =0 nuqtada Koshi sharii
x

bajariladi.
Haqiqatan ham, V& > 0 songako’ra & =§ deyilsa,u holda

Vxe X (U (0)\{0}), Vye X (U, (0)\{0})

2

|

lar uchun (ya’'ni |r[ <0, ‘_V] < ¢ uchun)

=

.1
xsin—|+

X

.1
= ysm—

HOBVEE :

. .1
XS8in—— ysin—,
R Y

<|+y<E+f=e
2 2

bo’ladi.

w

Vlewremn (Koshi teoremasi). f(x) funksiya X, nuqtada chekli limitga ega
Bt Hshil aehine bu funksiya Xy nuqtada Koshi shartining bajarishi zarur va yetarli.

Zivnnligh.  /(x) funksiya X, nuqtada chekli limitga ega bo*Isin:

lim f(x)=5.
X—axg
FAit G et binoan:
Ve>0,38>0,Yxe X n(Us(x, )\ {x, }) uchun
€
If(x)—b}kE 2)
Bttt Bhuningdek, Wy e /\'ﬁ(bﬁ,’.(xﬂ )\S{x‘] }) uchun ham
£
If(y)—b)|<5 (3)
i il (2) va(3) munosabatlardan

[FG)= G| s @) -]+ - (v} <=
Bl deelil ehigadi.
Votarliligi. Aytaylik f(x) funksiya uchun (1) shart bajarilsin. X, nuqtaga

bt el tlekcita
X, —> X, (x,, *Xg, n=1,2, ), x,eX,
Y "—>xU (yn ;&xO’ R= |,2, "')1 Vi EXB
Eetinhetlilkclarni olamiz. Bu ketma-ketliklardan foydalanib, ushbu

Xps Vis X3 Voo eoes Xy Vs oo

Eetinnketlikni hosil gilamiz, Uni =, bilan belgilaymiz. Ravshanki, z, ketma-ketlik
il

z, =%y (2, %%, n=1,2,...), z, € X
Bt tudi, Teorema shartiga binoan Ve>0 soniga ko'ra §>0 sonni olamiz
Msidomikd, # > da z, — x, ekan, unda limit ta’rifiga ko‘ra:

>0, 3neN,¥n>n:|z, —x)|<e
bl Unda > n, , V2> n, uchun
|7 Ga)= 1)l <e
WAL bajariladi. Bundan — £(z,) ketma-ketlikning  fundamental ekanligi kelib
Al Demak f(z, ) ketma-ketlik yaqinlashyvchi:
n—oda f(z")—>b.

il
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f)=b. f,)-b
bo‘lib, funksiya limitining Geyne ta’rifiga binoan
lim f{x)=5.

X3y

bo’ladi.
3%, Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar. Aytaylik, a(x) hamda

B(x) funksiyalar X < R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, € R nugta X to‘plamning
limit nugtasi bo‘lsin.
2-ta’rif. Agar
lima(x)=10

x>
bo’lsa, &(x) funksiya x —> X, da cheksiz kichik funksiya deyiladi.
Masalan, x = 0 da a(x) = sinx funksiya cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.
3-ta’rif. Agar
lim f(x) =0

.l'—)xu

bo’lsa, f(x) funksiya x —> X, da cheksiz katta funksiya deyiladi.

Masalan, x = 0 da f(x) = L funksiya cheksiz katta funksiya bo‘ladi.

Cheksiz kichik hamda cheksiz katta funksiyalar cheksiz kichik hamda cheksiz
katta miqdorlar kabi xossalarga ega bo‘ladi:

1) Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalar yig‘indisi cheksiz kichik funksiya
bo‘ladi;

2) Chegaralangan funksiyaning cheksiz kichik funksiya bilan ko‘paytmasi
cheksiz kichik funksiya bo‘ladi;

3) Agar a(x) (@ ¥ O cheksiz kichik funksiva bo‘lsa, ™ funksiya
a(x

bo‘ladi.

4) Agar f(x) cheksiz katta funksiya bo'lsa, [ cheksiz kichik funksiya
B(x)

bo‘ladi.

Limitni hisoblang:

l._n,kGN 16. lim—= —
1 Yx' -1

- PR,

A
y },u.k enN
L1

! hnAI ”“.

i ]
Vol e
L (R ]
4w
LT/ IO
f
B Ly b
W '\I'Jl
i Hm'IJ‘J bahl-2-x
i ‘-'
AL L
"3 Jvl L
i i V2 x =l x+ 22
| 2x -.\'}
m (x - 2516 __"_(“'?__*2"'_{‘
bl viedy 3
10 fim Uxi8-2
o J] I 'jl I
[T Vot x4 il §
YIS
(0 Ve 10x 1 - 10x 41
X
11, Hin 1 Mf\.
Andal £ l\/r‘
1 i ox [=::-
a2 SR e |
1A 1IthI : J‘.l-—-‘ <’
i Vat 4

17.

18.

19.

20.

21.

22

23,

lim

xepoe i

lim

T

VP 46+ )2

Yx! +2-[x|

31f1+i1-—4||1+-3-
X X

3
1-5{1-=
x

lim{x —1-x"+1)

Ii_»n‘l_(y'fx" +2x 1 -Jx“ —2x— 1)

EHE(\/:M‘ +13x% -7 —2,\‘2J

lli_)m(Jv'rx'_’ 3 rdx Y o3 4)

lim(\fm—\/z?]

24,

25

26.

27.

28. i

30.
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] “m{\l+x1 +x)”—(m—x}

{inl[\)'xl Y J?]

dx -1
x—1

lim—
sl All'_
. ta +x—Ya-x
lim—— *~ =
v.0 X
Vl+ax—51+bx

lim——
r—i) x
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.neNa>0

ke N

lim—— ke N
Ol ax- Yl b -1
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3.5. Funksiyalarni tagqoslash

1°. «O» va «o» belgilar, ularning xossalari. Faraz gilaylik, f(x) va g(x)

funksiyalari X — R to‘plamda berilgan bo‘lib, X, nugta X to‘plamning limit

nuqtasi bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas C > 0 soni va shunday & > 0 son topilsaki,

Vxe X (Uz(x,)\ {xo}) uchun

|/ ()] <C|gx)|

tengsizlik bajarilsa, yoki

ICeR,,35>0,Vx e X N (Us(x,)\{x,}):| F(x) <Clg(x)]

bo’lsa, x—>x; da f(x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan chegaralangan
deyiladi va f(x)=O(g{(x)) kabi belgilanadi.

Agar
ICeR, IdeR,, Vx, |x>d:|f(x)|<Clg)|

bo’lsa, x —=>x; = da f(x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan chegaralangan
deyiladi va yuqoridagidek f(x) = O(g(x)) kabi belgilanadi.

Masalan, x — 0 da x° = O(x) bo’ladi chunki x & (=L1) da lxz‘ < Ix]
Agar f(x) funksiya x, nugta atrofida chegaralangan bo‘lsa, x — X, da
J(x)=0O(1) kabi yoziladi.

«O» ning xossalari:
1) Agar

bo’lsa, x — X, da f(x) = O(g(x)) bo’ladi.
2) Agar x —> X, da f(x)=0(g(x)) va g(x)=0(h(x)) bo'lsa, u holda
X — X, da f(x) = O(/(x)) bo’ladi. Demak, x —» x, da O(O(h(x))) = O(h(x))

3) Agar x > x; da f(x)=0(g(x)) va A(x)=0(g(x)) bo’lsa, u holda
x—=>x,da f(x)+h(x)=0(g(x)) boladi.

O A x> x, da £i(x) = O(g,(x)) va f,(x) = O(g,(x)) bo’lsa, u holda
Vb de f(6) £(x) =0(g,(x) - g,(x)) bo’ladi.

fAn'rif. Agar har ganday £>0 son olinganda ham shunday & >0 son
Lopsitaalel,

Vxe X (U (x)\ {x,})
el
7G| <elg)
il bajarilsa, ya’ni
VE>0,38>0,9xe X O (Us(x)\ o))t f(x) < elg(x)] bolsa,

YA da f(x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan yugqori tartibli cheksiz kichik
Hiihulyn deyiladi va f(x) =o(g(x)) yoki f =o(g) kabi belgilanadi.

WOn ning xossalari;

) Apar X = x;, da f = o(g) bo’lsa, u holda x —» X, da f =0(g) bo’ladi.

) Apar X > x, da f=o0(g), g=o0(h) bo’lsau holda X—=>x, da
I olh) bo'ladi. Demak, o(o(k)) =o(h).

N Apwnr X —>x, da f=0(g),f,=0(g)bo’'lsa, u holda x> X, da

Lt L o(g) bo'ladi.
N Apr x> x, dafi=0(g), f, =0(g,) bo’lsa, u holda X—x, da
fi ), o(g, - g,) bo'ladi. Demak, 0(g,)-0(g,) =o(g, - g,) -

2", Funksiyalarning ekvivalentligi. Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalari
\ © K to'plamda berilgan bo*lib, X, nuqta to*plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

b'rif. x> x, da f(x) va g(x) funksiyalar (x # x, da g(x # 0) uchun

lim£ ™)
=0 g(x)
B, x> x, da f(x) va g(x) ekvivalent funksiyalar deyiladi va
FIV) - i(x) (x — x,) kabi belgilanadi.
Masalan, x>0 da f(x)=sinx va g(x)=x funksiyalar ekvivalent
Iihotynlar bo'ladi: sinx ~ x  (x— 0).

Iteorema. ¥ —> x, da f(x) va g(x) funksiyalar X7#x, da g(x)=0

chvivialent botlishi uchun
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| lim[l— ,«f_(jﬂ}= 1

g(x)— f(x)=o(g(x))
tenglikning o‘rinli bo*lishi zarur va yetarli.
Zarurligi. x —>x, da f(x)~ glx) bo‘lsin. Ta’rifga binoan

| 1imM=1

=Xy g(x)
bo‘lib, undan

i 8O S _
g(x) g(x)
bo‘lishi kelib chigadi. Demak, g(x)— f(x)=0(g(x))-
l Yetarliligi. x — x;, da g(x)—f(x):o(g(x)) bo’lsin.U holda x —x, da
| oS0 _8(x) = fx) _ olg(x)
glx) g(x) g(x)

| ] XXy

be’lib,unda

i .jm[l_ﬂ.ﬁ}: im E® =G

x—rxy by g{x)

g(x)

| bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa
tim %)y
=% g(x)

ya'ni j'(x)~ g(x) ekanligini bildiradi.

«~» ning xossalari:

1) Har qanday funksiya uchun X —» X, da f(x)~ f(x) bo’ladi.
2) Agar X —> X, da g(x)~ A(x) bo’lsa, x —> X, da #(x) ~ g(x)bo’ladi.

A ~g(x). fi(x)~gix) bolsa, Xx—>Xx, du

3) Agar

£ f2(0) ~ £,(%)- g:(x) bo’ladi.
i 3°. Funksiyaning asimptotik yoyilmasi. Aytaylik,
|' T3y gt(x)

' bo’lsin.Unda x — x, da £ (x)~cg,(x) bo’lib,

f)=cg(x)+o(z(x))

xX—>Xx, da

=c¢, =const #0

B e holda c,g,(x) funksiya x—x, da f(x) funksiyaning bosh qismi

ey il

Farag gilaylik, x —x, da e, 2,(x) (czzconsri‘ﬁ) funksiya f(x)—clgl(x)
it bl gismi bo‘lsin. U helda x —x, da

f(x)—clgl(x)wczgz(x)
L i,
F@)=cgix)+0,8,()+0(2,(x))

i il

i jarayonni s marta takrorlab, x —x, da f(x) funksiyani quyidagicha
viiah mumlbin:

[ ()= cigi(x) + ¢85 () 4+ 6,8, (x) + o 2,(x)) m

il ¢, 0 va

gm)=o(g)  (i=12,...n).

Odatda, (1) formula x —x, da f(x) funksiyaning asimptotik yoyilmasi
diyiladi,

4", Ekvivalentlikdan foydalanib, funksiyalarning limitini topish. Endi
Hinkniyalarming, asoslangan holda funksiyalarning limitini
litnublushda foydalaniladigan teoremani keltiramiz.

Jteorema. Agar x —x, da f,(x)~ £(x). g.(x)~ 2,(x) bo‘lib, ushbu

lim L)
¥ g1(x)

ekvivalentligiga

[Hiniil inavjud bo‘lsa, u holda

Hinift hiam mavjud va
Si(x)
m

fim
g(x)

X% o (x}

b Ll

Aytaylik, x —>x, da ‘;‘”,(x)ﬁufz(x)j g,[x]——gl(x) bo‘lsin. Unda ravshanki,

vorg da
1= A()+o(£(x)).
£:(0)=g()+o(2(x)
b [l Bu munosabatlardan foydalanib topamiz:
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LO)_ o AU _ | S

| .
. lim = ;
| 2% gy (x)  xom & (x)-i—o{gl (x))  xox g(x)

Ll Misol. Ushbu. lim 0S¥~ ¢052x

:-.I x-30 i i
i limit hisoblansin.
‘ I Ravshanki,

| '.l 25i 3x . X
' . _cosx-—cos2x . At

| | lim————2%" _ iy
| 10 xz X x

2

[\ i 9 3% (3 .
I Endi sin —2— = —2— +o(x) va sm% = -;— +o(x} bo‘lishini e’tiborga olib, topamiz:

| . 3x . x
| 2sin~—.sin=

Ex +o(x)][ 2:;.(@]

lim =2lim 21i
= — =zlim-—
| | .l x—3{) X+ x—) x2 x>0 X
I| | coOsx—sin2x 3

| Demak, lim :
| | Rt _‘fz 2

g-xz + o(xz)

S5 RN

1V BOB
FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI VA TEKIS UZLUKSIZLIGI

4.1. Funksiyaning uzluksizligi tushunchasi

I* Finksiyaning uzluksizligi ta’riflari. Faraz qilaylik, f(x) funksiya X R
[ plmida berilgan bo‘lib, x, € X nugta X to*plamning limit nugtasi bolsin.
Latn'rif. Agar
fim £ =/ (xp) ()
hi'lin, /(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.
Deamk, f(x) funksiyvaning X, nuqtada uzluksizligi ushbu

1) lim f(x)=5 ning mavjudligi,

1) b= f(x,) bo‘lishi
Wlinitlarining bajarilishi bilan ifodalanadi.
Misollar. 1. Ushbu f(x)=x" +x? +1
finkulyn Vx, € R nuqtada uzluksiz bo‘ladi, chunki
lim ()= lim(x* + x* + ) =x§ +x2 +1= f(x,).
Xy Xz
.y |1 agar x#0 bo'lsa,
2. Ushbu f{x) ={sigr) _{0 agar x=0 bo'lsa,

finketyani qaraylik. Ravshanki, Vx, € R nuqtada lim f{x)=1 bo‘ladi. Demak,

Xy
fuaralayotgan funksiya Vx, € R, x, #0 nuqtada uzluksiz bo‘ladi.Ammo Foy=0
b lgganligi sababli

Jlri_rg_f{x) = f(0)

Bt lidi, Demak, f(x) funksiya xp = 0 nuqtada uzluksiz bo‘Imaydi.

I'unksiya limitining Geyne va Koshi ta'ri flariga binoan funksiyaning x,
fiitidgi uzluksizligini quyidagicha ta’riflash mumkin.

2-ta'rif. Agar

n—xdax, —x, (x,eX, n=12..)
Bt tdigan ixtiyoriy {x,} ketma-ketlik uchun
n—oda f(x,) > f(x)

'l f(x) funksiya x, funksiva nuqtada uzluksiz deyiladi.
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3-ta’rif. Agar Vs >0 son olinganda ham shunday & =&(£) >0 son topilsaki.
Yxe X NU;(x,)
uchun
| ()~ fxo)| <
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X, nugtada uzluksiz deyiladi.
Odatda, x-x, ayirma argument orttirmasi, f(x) — f(x,) esa funksiya
orttirmasi deyilib, ular mos ravishda Ax va A f kabi belgilanadi:

Ax=x—x5,  Af=F(x)=f(x)=F(x, +Ax) ~ f(x,).
Unda funksiya uzluksizligining L-ta’rifidagi (1) munosabat ushbu
lim Af =0 (2)
Ax—l)

ko‘rinishga keladi.
Demak, (2) munosabatni funksiyaning x, nuqgtada uzluksizligi ta’rifi sifatida qarash
mumkin.

Aytaylik, f(x) funksiva X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, Xy €X nugta X
to’plamning o‘ng (chap) limit nuqtasi bo‘Isin.

4-ta’rif. Agar [imuf(x):f{xo) ( _lir.l?hnf(x] = f(x,))

bo’lsa, f(x) funksiya X, nuqtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.
Demak, f(x) funksiva X, nuqtada o‘ngdan (chapdan) uzluk-siz bo‘lganda
funksiyaning o*ng (chap) limiti uning x, nuqtadagi giymatiga teng bo‘ladi:
Slxo +0)=1(xy) (f(xg =0)=f(x,)).

Keltirilgan ta’riflardan, f(x) funksiya x, nugtada ham o‘ngdan, ham chapdan
bir vaqtda uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu nuqtada uzluksiz bo‘lishini topamiz.

Umuman, f(x) funksiyaning Xy nuqtada uzluksiz bo‘lishi, Ve >0 berilganda
ham unga ko‘ra shunday & =8(g)>0 topilib,

VxeUsx)cX= fx)et,(f(x,))

bo‘lishini bildiradi.

S-ta’rif. Agar f(x) funksiva X <R to‘plamning har bir nuqtasida uzluksiz
bo‘lsa, f(x) funksiva X to‘plamda uzluksiz deyiladi.

6-ta’rif. X — R to‘plamda uzluksiz bo‘lgan funksiyalar-dan iborat to‘plam
uzluksiz funksiyalar to*plami deyiladi va C{X) kabi belgilanadi.

Masalan, f(x)eCla, b] bo’lishi, f(x) funksiyaning |a, 5] segmentining har
bir nuqtasida uzluksiz, ya’ni f(x) funksiya (a,b) intervalning har bir nugqtasida

uzluksiz, @ nuqtada o’ngdan, b nuqtada esa chapdan uzluksiz bo‘lishini bildiradi.
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1", Uzluksiz funksiyalar ustida amallar. Uzluksiz funksiyalarning yig‘indisi,
B puytimasi va nisbatining uzluksiz funksiya bo‘lishi haqidagi tasdiglarini keltiramiz.
Fdoorema. f(x) va g(x) funksiyalari X <R to‘plamda berilgan bo‘lib,

0N nugtada uzluksiz bo‘lsin. U holda
i} VeeR da c- f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo’ladi;
by f(x)+ g(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo’ladi;
v) f(x)-g(x) funksiya x, nugtada uzluksiz bo’ladi;
i) /() (g(x)=0) funksiya x, nugtada uzluksiz bo’ladi.
plxy

leoremaning ta’rifi hamda

tasdiqlari uzluksizlik
titeimnning ¢) tasdig®i quyidagicha isbotlanadi:

lim f(x)=70x0)  lim g(x) = glx,) =

= lim (f(x)- g(x)) = lim f(x) < lim g(x) = f(x,) - g(x)-

l-misol. f(x)=c, ceR bo'lsin. Unda f(x)eC(R) bo‘ladi.
Hagigatan ham, Ve >0 gako’ra § =¢ deyilsa,u holda
Vx, |x=xo|<d: [ f(x) = flxp) =|e~c|=0<e
i [,
Zemisol. f(x)=x, xe R bo’lsa,u holda f(x)e C(R) bo‘ladi.
Haqgiqatan ham. Ve >0 gako’ra § =g deyilsa,u holda
VX, |x—xy|<d: | f(x)—flx)) =|x—x,|<F=¢

L Tl

Jemisol. f(x)=ax" +ax™
LU holda f(x) e C(R) bo‘ladi.

Bu tasdigning isboti 1- va 2-misollar hamda 1-teoremadan kelib chiqadi.

"+.ta, x+a,; meN, ay.a,,...a, €R

Shunga o*xshash ushbu
ax" +ax" +..ta, x+a,
byx" +bx" + . +b, x+b,

fx)=

finkulyani, (bunda m, neN; a,. a,,....a,,, by,b,,...b, € R)
{xeR\byx" +bx" " +. . +b _x+b, =0}

(' plumda uzluksiz bo*lishi ko‘rsatiladi. ‘
d-misol. f{x)=sinx bo‘lsin. U holda £(x)e C{R) bo’ladi.
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limitga ega bo‘lgan
liinknlyalar ustida arifmetik amallar hagidagi teoremadan kelib chigadi. Masalan

n



X, € R nuqtani olib, Ve >0 gako’ra 6§ =¢ deymiz
Unda Wx, |x—x,|<é:

*o

: . X+ ;X=X
|sinx —sinx,|=2|cos -5111—2—0—!£|x—x01<6=.ﬂ:

bo’ladi.
Xuddi shunga o‘xshash f(x)=cosx funksiya R da, f(x)=1gx va f(x)=clgx
funksiyalarning esa o°z aniqlanish to‘plamlarida uzluksiz bo‘lishi ko‘rsatiladi.
5-misol. f(x)=a", >0 bo’lsin.U holda f(x) e C(R) bo’ladi.

Ravshanki,
li r=Xg 1y _ ;
8 8 1=
Unda
0= Ii:ne(a""’“ -1) @ lim a®@ ~-a")=0 <
X—xp— I—xp -l
S a™ lim@®—a™)=0 < lima® =a"
b g X1 0
bo’ladi
—1 agar x<0 bo'lsa
6-misol. Aytaylik, /(x)=4 0 agar x=0 bo'lsa
1 agar x>0 bo'lsa
bo‘lsin. Bu funksiya uchun
=1 f(-0)=~1

bo‘lib, berilgan funksiya X = R\{0} to‘plamda uzluksiz bo*ladi.

Aytaylik, f(x)
(—oosa <b=+o) berilgan bo'lib, x, €(a, b) bo‘lsin.

3°.  Funksiyaning uzilishi. funksiya (a, B) da
Ma’lumki, f(x) funksiyaning x,nuqtadagi o‘ng va chap limitlari
f(xg +0),  f(x,-0) (3)
mavjud bo’lib,
Sxg =0} = fxp) = fx, +0) (4
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda f(x) funksiva x, nuqtada uzluksiz bo‘lar edi.
Agar f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘lmasa, unda x, nuqta f(x)
funksiyaning uzilish nuqtasi deyiladi.
7-ta’rif. Agar (3) limitlar mavjud va chekli bo‘lib, (4) tengliklarning birortasi
o'‘rinli bo‘lmasa, x, nuqta f(x) funksiyaning birinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi.
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Hiinda
fxg +0)— f(x, - 0)
iy lrmn funksiyaning x, nuqtadagi sakrashi deyiladi.
Masalan, f(x)=[x] funksiya x=p (pe€Z) nuqtada birinchi tur uzilishga
with, chiunki
flp+0)=p, fpo,—0)=p-1
b1,
F(p+0)=f(p,—0)
Ly hcli,
Apar hech bo‘lmaganda (3) limitlarning birortasi mavjud bo‘lmasa yoki
heluiz bo'lsa, x, nugta f(x) funksiyaning ikkinehi tur uzilish nuqtasi deyiladi.
Musalan, ushbu
Foy= sin%,agar x#0 bo'lsa,
0, agar x=0 bo'lsa
fiiikuiya x =0 nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi, chunki bu funksiyaning
¢« 0 nugtadagi o‘ng va chap limitlari mavjud emas.
4", Murakkab funksiyaning uzluksizligi. Faraz qilaylik, y= f(x) funksiya
\'¢ R to’plamda, wu=F(y) funksiya esa ¥, to‘plamda aniglangan bo‘lib, ular

vordamida # = F(f(x)) murakkab funksiya tuzilgan bo‘lsin.
2-teorema. Agar y=f(x) funksiya x, € X nuqtada, u=F(y) funksiya esa
¢ ¥, nuqtada (y, = f(x,)) uzlukliksiz bo’lsa, F(f(x)) funksiya x, nuqtada

‘u i
uzlulsiz botladi.
i = I'(y) funksiya y, € ¥, nuqtada (y, = f(x,)) uzluksiz bo’lgani uchun
Ve>0, 36>0, Yy, |y—y,| <o [F(»)—F(xo)l<s (5)
vl | £ ()= F(f(xq))| <& bo’ladi.
Sharlga ko’ra y= f(x) funksiya x,e€X nuqtada uzluksiz. U holda
yioridagi o >0 gako’ra
A6 =0, Vx, |[x—x,| <8 | f(x)-fl)l<o
vinnl,
|y=yol<o (6)
fiy ' e,
(5) va (6) munosabatlardan
Wex>0, 360, Vx, |x—xy| <8 |F(A(x)-F(f(x, N<e
L' linhi kelib chigadi. Demak, F(/(x)) funksiya x, nuqtada uzluksiz.
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5". Monoton funksiya uzilish nuqtasining xarakteri.
3-teorema. [a,b]c: R da monoton bo‘lgan f(x) funksiya shu [a,b] ning
istalgan nuqtasida yoki uzluksiz bo‘ladi, yoki birinchi tur uzilishga ega bo*ladi.
Isbot. f(x) funksiya [a,b] da o*suvchi bo‘lsin. Aytaylik,
xp €lab] (x,~6, x,+8) c[ab] (5>0)
bo‘lsin. Monoton funksiyaning limiti hagidagi teoremaga ko‘ra

lim f(x) =fix, - O = f(x,),

X—xg—0
Jim £ = £ +0)2 £(xy)
bo’ladi.Agar
S(xg =0)=f(xy) = (x, +0)
bo’lsa, f(x) funksiya X, nugtada uzluksiz, agar
Fxy —0)< f(x, +0)
bo’lsa, f(x) funksiya xo nuqtada birinchi tur uzilishiga ega bo‘ladi. Xuddi shunga
o‘xshash f(x) funksiya [a,b] da kamayuvchi bo‘lganda ham tasdiq isbotlanadi.

4.2. Urluksiz funksiyalarn ing xossalari

lo.Nuqtada uzluksiz bo‘lgan funksiyaning xossalari (lokal xossalari).

Misollar. Faraz gilaylik, f(x) funksiya X cR to‘plamda berilgan bo‘lib,

X, € X bo’lsin.

L. Agar f(x) funksiya X, €X nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda shunday
>0 va M=>0 sonlari topiladiki, Vxe XNUs(xy) da | f(x)|< M bo’ladi,ya’ni
S(x) funksiya x, nuglaning U (x,) atrofida chegaralangan bo‘ladi.

2. Agar f(x) funksiya X, € X nuqtada uzluksiz bo‘lib, J(x)=0 bo‘lsa, u
holda shunday & >0 son topiladiki, Yxe X NUz(x,) da sign f(x)=sign f(x,)
bo’ladi,ya’ni f(x) funksiyaning Us(x,) dagi ishorasi f(xy) ning ishorasi kabi
bo‘ladi.

Bu tasdiglarning isboti limitga ega bo‘lgan funksiyaning xossalaridan kelib
chigadi.

3. Aytaylik, y= f(x) funksiya X, nuqtada

r!_i’r}? flx)=b (beR) (1
gateng bo’lib, g{v) funksiya ¥ to’plamda berilgan { f(x)|x e X} UiblcV va v=»h
nuqtada uzluksiz bo‘lsin. U holda
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Lt

lim g(f(x))=g(b),
lim g(/f(x)) = g(lim f(x)) @

Hovw da x, > x, (x,€X, x, #x5, n=12,...) bo'ladigan ixtiyoriy {x,}
ketlikni olaylik. Unda (1) munosabatga ko‘ra
n—wda fi(x,)—>b

b Ll Shartga ko‘ra g( f(x)) funksiya b nuqtada uzluksiz. Demak,

n—woda g(f(x,))—>gb)

s Tl IKeyingi munosabatdan (2) tengliknig o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi.

Famisol, Ushbu
. log, (1+x)
0 x

=log,e (a=0, a=l) (3)

iianabal isbotlansin,

Nullow, a

iIowll

(RARLNEN]

Yh A

(1) munosabatdan foydalanib topamiz:

d L
lim _Ingn “—LQ =limlog, (1+x}* =log, {lin&(l +x)* } =log,e.
vorl) X 0 T

In(l1+x s
¢ bo'lganda limL):l bo’ladi.

a0 X

] » i
Jomisol, Ushbu lim L Ina (a>0) munosabat isbotlansin.

X X
[eltivilgan tenglikni isbotlash uchun a™ —1=¢ deb olamiz. Unda x =0 da
bo‘ladi. Shuni hamda (3) munosabatni e’tiborga olib topamiz:

a* -1 . ¢ 1
i =lim = =lna.
ll-w? x i=0log (1+17) log,e
. (1+x0)% -1
Semisol. Ushbu 1;111#:& {xeR)
Kl X

wnbal shotlansin
[tavahanki,
({ i x)a :ea’1n(l+.\'}
w0 da In( 1+ x)— 0 bo’ladi.Unda

A+x)* =1 _ ("7 —1) il +x)-a

x - In(l + x) X
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bo’lib,Unda

erln(1+x) —1

lrz_
lim (1+x) l=Iime In(1+ x) o

130 x =0 an{l + x) x50 G
bo‘lishi kelib chigadi.
2° Segmentda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalari (global xossalar).
Aytaylik, f(x) funksiya [a, b] segmentda berilgan bo‘Isin.
Ma’lumki, f(x) funksiya (a, b) da uzluksiz, a nugtada o’ngdan, 5 nuqtada
chapdan uzluksiz bo‘lsa, f(x) funksiya [a, 5] segmentda uzluksiz bo*ladi.
Endi segmentda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalarini keltiramiz. Ulai
teoremalar orgali ifodalanadi.
1-teorema. (Veyershtrassning birinchi teoremasi). Agar f(x) funksiya
la, 8] segmentda uzluksiz, ya’ni  f(x)e(la, b] bo’lsa,funksiya [a, #] da
chegaralangan bo‘ladi.
Ma’lumki, f(x) funksiyaning [a, #] da chegaralanganligi quyidagini
M e(0,+), Vxela, b]: |f(x)|<M
anglatadi.
Isbot. Teskarisini faraz gilaylik, ya’ni f(x)e([a, b] bo’lsa ham funksiya
[a. ] da chegaralanmagan bo‘Isin. U holda
VneN, 3x, €la, b]: |f(x)|>n (n=12,..) 4)
bo'ladi.  Ayni  paytda, hosil bo‘ladigan  {x,}  ketma-ketlik  uchun
x, €la, b] (n=12,...) bo‘lganligi sababli u chegaralangan bo‘ladi. Unda Bolsano-
Veyershtrass teoremasiga ko‘ra bu {x,} bu ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy
{x,, } ketma-ketlik ajratish mumkin:
k— o da X, Xy (x, €la, b]).
Shartga ko’ra f(x) funksiya {a, b] da uzluksiz. Binobarin,
k—ooda S(x,, )= f(xg) (5)
bo‘ladi. Bu (5) munosabat yuqorida qilingan farazga ziddir (chunki, faraz bo‘yicha
Jlim f(x,, ) =-+o
bo‘lishi lozim edi). Demak, f(x) funksiya [a, 4] da chegaralangan bo‘ladi.
Aytlaylik, f(x) funksiva X c R to’plamda berilgan bo’lsin.
Ta'rif. Agar X to‘plamda shunday x, e X nugta topilsaki, ¥x e X uchun
S flxg)  (f(x)2 [f(xy))

WA bajarilsa, f(x) funksiya x, nugtada eng katta (eng kichik) qiymatga
il deyiladi va

S(xo)= max f(x)  (flxo)= min f(x))

bl bl flanadi.
feleorema.  (Veyershtrassning  ikkinchi teoremasi). Agar f(x)e(la, b]
' lua b funksiya [a, 4] segmentda eng katta hamda cng kichik qiymatlarga
vitnhidi, ya'ni
e, €la, 6], Yxela, b]: F(x)= fe)),
dc; €la, B, Vxela, b]:  f(x)2 f(c,)
ia el
Ishot. Aytaylik, f(x)eCla, 6] bo'lsin. Veyershtrassning 1-teoremasiga ko‘ra
/(x) funksiya [a, b] segmentda chegaralangan, ya’'ni ushbu
/(x| xela, b]}
' plm chegaralangan bo‘ladi. Unda to*plamning aniq chegarasi hagidagi teoremaga
hiv'in

sup f(x})=M (MeR)
xefa, b]

iy jud bo‘ladi.
Fo'plamning aniq yuqori chegarasi ta’rifiga muvofiq:
Vxela, bl:  f(x)<M,
Ve>0, Ie)ela, b]: fix(eN>M-¢

o' lndi, Keyingi tengsizlikda

el olinadigan bo*lsa,

Xy= J(l) ela, b]
n

Fatiin-leetlik hosil bo‘lib, uning uchun
1

f(X")‘)M——
n

fipal2lik bajariladi. Demak, YR € N da
I

M——<flx)sM
Fid

B liedi, hu munosabatdan
lim f(x,)=M (6)

H—2
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bo‘lishi kelib chiqadi.
Yuqorida hosil qilingan {x,} ketma-ketlik chegaralangan. Undan
yaqinlashuvchi gismiy ketma-ketlikni ajratish mumkin. Uni {x, b deylik:
k—>oo dax,
Berilgan f(x) funksiyaning uzluksizligidan foydalanib topamiz:
k—oda f(x, ) fle).

Ravshanki, { f(x,, )} ketma-ketlik { f(x,}} ketma-ketlikning gismiy ketma-

—¢ (c, €la, b]).

ketligi.
Demak (6) munosabatga ko‘ra
k—ooda f(x, ) > M
bo’lib, f(¢,)=M bo‘lishi kelib chigadi. Xuddi shunga o*xshash, f(x) funksiyaning
eng kichik giymatga erishishi ko‘rsatiladi.

3-teorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a, b] segmentda berilgan bolib,
quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x)edla, bl;

2) segmentning chetki nuqtalar @ va b larda har xil ishorali giymatlarga cga,
ya’'ni

flay<0< f(b) yoki f(a)=0> f(D)
bo‘lsin.

U holda (a, b) da shunday x, nuqta (a <x, <b) topiladiki. f(x,)=0
bo’ladi.

Isbot. Avtaylik, f(x)eCla, b] bo’lib, f(a) <0< f(b) bo’lsin. [a, b|
segmentning f(x) funksiyaga manfiy giymatlar beradigan nugtalaridan iboral
to‘plamini E deylik:

E={xela, B]| f{x)<0}.
Ravshanki, ae E, Ecla, b]. Demak, E to‘plam chegaralangan va E = .

To‘plamning aniq yuqori chegarasi haqidagi teoremaga ko‘ra

supE=x, (x,€(a, b))
mavjud bo‘ladi.

Aniq yuqori chegara ta’rifiga binoan,

1
VneN, 3x,eE: x,——<Xx,<X,
n
bo*ladi. Demak,

flx,)<0. (n=1,2,3,..)

CUE Hnldyaning |a, b) da uzluksiz bo‘lganligini €’tiborga olib topamiz:
n—roo da x, = x, ba'lib, f(x,)— f(x,).
UL innilan
lim f(x,)<0,
11—

g b fomondan
lim f(x,) = f(x,)
B it
J(x)=0 (7
Bl kelib ehigadi.
iavahanki, x > x, da x € E. Binobarin, f(x)=0. Shuning uchun
lim f(x)=0

Kb g 40
NIIE
flxg)= lim f(x)=0 (8)
X2 xg+0
Bl (7) va (8) munosabatlardan f(x,) =0 bo‘lishi kelib chigadi. Xuddi shunga
il f(x)e Cla, bl va f(a)>0> £(b) bo‘lgan holda teorema isbotlanadi.
ddeoremn. Apar f(x)eCla, b] bo‘lsa, u holda chegaralari f(a) va f(b)
Bty weprmentga tegishli ixtiyoriy / soni olinganda [a, b] da shunday x, nuqta
Bkl £(x, )=/ bo’ladi.
tehat, f(a) < f(b) deb, f(a)<I< f(b) ni olaylik. Ravshanki, f(a)=/ yoki
£ bo'lgan holda teorema isbotlangan hisoblanadi.
il flay <1 < f(b) bo’lsin. Ushbu
gx)=f(x)—-1

s atymint olaylik. Bu funksiya uchun:
1) glxye Cla, bl;

Hopla) <0< g(h)

(xela, b])

B i, Unda 3-teoremaga ko*ra shunday x, € (a, b) topiladiki,
£(x,) =0,
Tl
Jxg)=1
(i
LIy ma'ruzaning  pirovardida  berilgan funksiyaga teskari bo‘lgan
B alymining mavjudligi hagidagi toyeremani isbotsiz keltiramiz.
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5-teorema (teskari funksiyaning mavjudligi). Agar  f(x) funksiya X c i
orligda uzluksiz va gat’iy o‘suvchi (gat’ly Kkamayuvchi) bo‘lsa, u holda
Y, ={f(x)|xe X} oraliqda teskari 7 () funksiya mavjud bo‘lib, u uzluksiz gat’iy

o‘suvchi (gat’iy kamayuvchi) bo*ladi.
4.3 Funksiyaning tekis uzluksizligi. Kantor teoremasi

1°. Funksiyaning tekis uzluksizligi tushunchasi. Faraz qilaylik f(x)

funksiva X < R to‘plamda berilgan bo‘lsin.
I-ta’rif. Agarixtiyriy £ >0 son olinganda ham shunday & > 0 son topilsaki,
|x'-x"|<d
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x', x''e X uchun
[f(x")y= F(x")<e
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
Ve>0,30>0, Vx', x"e X, |x—x"[<d:
|f(x") = f(x")|<e
bo’lsa, f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz deyiladi.
Keltirilgan ta’rifdan:
1} & > 0 sonning fagat £ > 0 ga bog’ligligi,
2) f(x) funksiya X da tekis uzluksiz bo‘lsa, u shu X to‘plamda uzluksiv
bo‘lishi kelib chigadi.
I-misol. f(x})=x, xe&R bo‘lsin. Bu funksiya R da tekis uzluksiz bo‘ladi.
Agar Ve >0 gako'ra d = & deb olinsa,unda Vx', x"'e X, |x—x"|<d da
| fx) = f(e)]=lx'—x"|<5 =&
bo’ladi.
2-misol. f(x}=sinx, xeR bo’lsin.Bu funksiva R da tekis uzluksiz bo‘ladi.
Agar Ve >0 gako'ra, 6 =g deyilsa,unda Vx', x"'e R, |x'-x"|<J da
x'—x" ¥

r L
X +x
x'-x"l<d=¢

|sinx’—sinx"| = 2jcos sin

bo’ladi.
3-misol. f(x):l, xe X =(0,1] bo’lsin.Bu funksiya X =(0,1] da tekis
X
uzluksiz bo‘lmaydi.

. 1 . _—
Ve >0 sonni.masalan, £ = - deb olib, x' va x"" nugtalar sifatida

104

l = 1
X=—, X"=—— (neN)
bl n+1

ARl i holda | x'-x"| ayirma quydagicha
1 1

n n+l

1
r(n+1)

f

Ix—x”]= =

Bl fiinda (| x'=x"| <8) & ni har qancha kichik qilib olish mumkin bo‘lsa ham
1
S
2

/)= £ =[i,—i, “In—(n+D)] =15
X X

1. .
Bl Dok, f(x)=— funksiya X =(0, 1] da tekis uzluksiz emas.
. .

" Lteorema (Kantor teoremasi). Agar f(x)eCa, 5] bo’lsa,u holda f(x)
Wy [, B da tekis uzluksiz botladi.

bt Aytaylik, f(x)eC[a, 5] bo‘lsa ham funksiya [a, b] da tekis uzluksiz
Bt timnlin, Unda biror £ >0 va ixtiyorly & >0 uchun [a, b] da shunday x' va x"
sl toplladiki,

X' =x"|<é = | f(x)- f(xT)] 2
Bl #os o0 da 0,0 (6,50, n=1,2, ..} bo‘ladigan ixtiyoriy {0,}
Fetiikotlllcnd olamiz. Unda
b =xi] <8, = £ () - £ (x)

[y =5 < 8, = | £(x5) - £l

>g,

2e,

< 6:: = ‘f(x::}_f(x:}| 2 &,

r m
‘xﬁr 2 er

bt
[tavahanki, {x,} uchun x, €[a, b] (n=1, 2, 3, ...) bolib, undan
k—>+o dax, >x, (x,¢[a b))

W tdipnn qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Ayni paytda, x;'ﬁ_ uchun ham

k—+o dax —x,
Bl vy e Cla, b] bo’lishidan K
Eovw _,f'(_r:u )= f(xy), f(x:k)ﬁf(xo) bo’lib,ulardan k—>+0o da
PO /Gy, )0 botlishi kelib chiqadi. Bu esa Ve N uchun

| f) = f(x)| e
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deb olingan farazga zid. Demak f(x) funksiya [a, &] da tekis uzluksiz.
2-ta’rif. Faraz qilaylik f(x) funksiva X R to‘plamda berilgan bo‘lsin.

Ushbu
sup f{x)— mf F(x)

xeX

ayirma f(x) funksiyaning X to‘plamdagi tebranishi deyiladi va u @ orqali

belgilanadi:
w=a(f; X)=sup f(x)—mt F(x).

xeX
f(x) funksiyaning X to‘plamdagi tebranishi quyidagicha
o= sy {Lf(XJ ACH'

ham ta’riflanishi mumkin.
Natija. Agar f(x)eCl[a, b] bo’lsa,u holda V& >0 uchun shunday 6 >0

topiladiki, [a, ] segment uzunliklari 6 dan kichik bo‘laklarga ajratilganda har bir

bo‘lakdagi funksiyvaning tebranishi £ dan kichik bo‘ladi.
Shartga ko‘ra  f(x)eCla, b]. Demak, Kantor teoremasiga ko‘ra u [a, b] da

tekis uzluksiz. Unda ta’rifga binoan
Vex0, 36>0, Vx', x''ela, b, |xX'—x"|<d: | f(x")— f(x'")]|<e

bo’ladi.
Endi [a, b] segmentni uzunligi & dan kichik bo’lgan
[xeo xp0] (g <x <x, <..<x,, xp=a, x,=5)

bo‘laklarga ajaratamiz. Unda
Vx', xVele, x| X -x<8 | f(x) - (x| <e

bo'ladi.Demak,

o= sup  {|f(X)-f(")}<se
1

xoxtslx , x
k&

bo’ladi.
i Funksiyaning uzluksizlik moduli. f(x) funksiva X <R to‘plamda

berilgan bo‘lib, u shu to‘plamda uzluksiz bo‘lsin. Endi
V>0, ¥, x"e X, |x'—x"|<§
uchun

|/ (x) = (=) (h

ayirmani qaraymiz.
3-ta’rif. (1) ayirmaning aniq yuqori chegarasi

sup{l f(x) = S [}
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/(x) Tunksiyaning X — R to‘plamdagi uzluksizlik moduli deyiladi va (&) kabi

Llpilanadi;

@(5) = SUP ﬂf(x) S’ }|}

x—,\ |4~
Demak, f(x) funksiyaning X to‘plamdagi uzluksizlik moduli & ning manfiy

ho'lmagan funksiyasi bo‘ladi.
Endi uzluksizlik modulining ba’zi xossalarini keltiramiz:
I} Funksiyaning uzluksizlik moduli & ning o‘suvchi funksiyasi bo‘ladi.
Aytaylik, 6, >0, &,>0 va &, >, bo’Isin.U holda
I x"ex: l}, {x’, x"eX: |x'-x"<6,}

(0'plamlar uchun

[, x"ex: [x' = x"<6,} clx, x"ex: [x' - x"<6,}
By lib,unda
Wx(5,) <))

ho'lishi kelib chigadi. Demak, 6,>8, = a{3,) = aXJ,).

Uzluksizlik modulining keyingi xossasini isbotsiz keltiramiz.

2) Funksiyaning uzluksizlik moduli uchun ushbu

@(Ad) < (1+ A)- w(5)

inunosabat o‘rinli bo‘ladi, bunda A — musbat son.

4-misol. Ushbu JS(x)y=ax+b (a,bcR) funksiyaning X =[a, B8] da
tzluksizlik moduli topilsin.

T'a’rifga binoan,

w(d)= sup |[(ax'+b)—(ax" +b)|=
[x'—x"|=s | xfﬁ

ho'ladi. Demak, @(8) = al-5.
2-teorema. f(x) funksiya X to*plamda tekis uzluksiz bolishi uchun

M=o

hm @{d) =0 tenglikning o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.

Zararligi. f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lsin:
VE>0, 35, >0, Va', x"e X, |x-x"|<5. : | f(x') —f(x”)|<§.
[ holda 0 < 8 < 5, tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy 8 uchun

|'~1up {] f(x) = f(x }]} sup ﬂf(\c) fix" )f}d <e

N _\lq

ha'libunda w(d) <&, ya'ni



lim &(5)=0

10

bo‘lishi kelib chiqadi.
Yetarliligi. Ushbu

lim @(8)=0
&0
munosabat o°rinli bo‘lsin. Demak, & —+0 da
@)= sup {f(x)-fx"}—>0.
|| =d

U holda
Vi, x"eX, |x'-x"|£8 <46, |f{x')—f(x”}|<£
bo’ladi.Demak, f(x) funksiya X funksiya to‘plamda tekis uzluksiz bo‘ladi.
FFunksiyaning uzluksizlik moduli funksivalarni  sinflarga ajratish imkonini
beradi. Masalan, uzluksizlik moduli ushbu
a(d)=M-5°
(bunda M =const, 0O<a =1) tengsizlikni qanoatlantiruvchi funksiyalar to*plami

e tartibli Lirshits sinfi deyiladi va Lip,,a kabi belgilanadi.

Tekis uzluksizlikka tekshiring:

1. f(x)=35—5X =(—w:w) 16. f(x)=x X ={(=10:10)

2. f(=x'—x+1, X =(-3:4) 17. f(x)=xsinx, X =[0:0o0)
3. f=L1,x=[02:1] 18. F(x)=e". X =(-w:)
X
4. f(x)=Jx.x=[0:) 19. f(x)=cosxcos™, X =(0:1)
X
5. f=¥x.x=[0:2] 20. Fixj=ssinl, x={0:%)
X
6. fixy=x’-1x=[-2:3] 21. f(x)=sin/x, X =[l:20)
7. f(x):LZ,X ~[3:4] 22. fx)=e™r x =[-1:1]
T
8. f(x)=3sinx+2cosx. X ={—e0:en) 23. f(x)=x+sinx, X =(—o:m)
9. f(x):i,X={0:|] 24, f(x)=2x-1,X =(~=:m)
X
10, Fx)=sins, X =(0:1) 25. f(0) =2 X =[-e:¢]
X
11 f(x}=cnsl\)c'=((lzl} 26. f(x):L:,Xz(U:I)
X X

12. f(x)=x" X =(-o0:mw) 27. fix)=InxX =[1:o)
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b /()

X=(3:5)

L /(= Inx X =(0:1)

15 /(v

siny

X

X =(0:7)

28. f(x)=cosx. X =(—o0: )

29, f{x)=%,X=[a:uo),a >0

x+1 agar x<0 bo'lsa

30. f(x):{ .

e agar x>0 bo'lsd
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V BOB
FUNKSIYANING HOSILA VA DIFFERENSIALLARI

5.1. Funksiyaning hosilasi

1% Funksiya hosilasining ta’rifi. Misollar. Faraz qilaylik, f(x) funksiya
(a.b)< R daberilgan bo’lib, x, e (a.h), x, +Axe(a,b)bo’lsin.
Ma'lumki ushbu
A (xy)=1(x, +4x) = £(x,)
ayirma f{x) funksiyaning x, nuqtadagi orttirmasi deyiladi.
1-ta’rif. Agar ushbu

ling J(x +6.T}-—f(x0)
Ax—) Ax

limit mavjud va chekli bo‘lsa, u f(x) funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi deyiladi
df( — . : =
va —J’%, yoki f'(x,), yoki (j(x));u kabi belgilanadi. Demak,
x

¢ : i Ax) —
f(xn}:aljm]f{xo‘*'Ax f(xu)_ (1)

Agar x, + Ax=x deyilsa,unda Ax=x—x, va Ax >0 da x—x, bo’lib, (1)

munosabat quyidagi

f'(xo)= lim L= ) (x;:f (%) 2)

ko‘rinishga keladi.
I-misol. f(x)=x, x,eR bo'lsin. Bu funksiya uchun
SX) = fx) _x—x, -1

X —x, X—x,

bo’lib,
lim £ = F (%) =y
o x—x,
bo’ladi.Demak, f"(x)=(x) =1.
2-misol. f(x)=|x. xeR bolsin.
Agar x>0 bo’lsa,u holda f(x)=x bo’lib, f'(x)=1 bo’ladi.
Agar x <0 bo’lsa.u holda f(x)=-x bo’lib, f'(x)=—1 bo’ladi.

i e bo’lib, x—0 da bu nisbatlarning limiti
x—0 X
iivjud bo‘Imaydi. Demak, berilgan funksiya x, =0 nuqtada hosilaga ega bo‘lmaydi.

Ajiir v, =0 bo’lsa,u holda

J-misol. f(x):x[x’ ., xeR, x,€R bo’lsin.
1) x,>0,x>0, x+#x, uchun

Sx)=f(xg) =3C[Jc|—:vcn | xp :x2 —x?

=x+xﬂ
x—x, x—x, X—x,
L' 1y,
{im-f—{M:Z,\-o:fonl
rrxy K=y
B laeli,
b) x, <0, x<0, xsx, uchun
SO~ fxg) _—x" +x5 I
x—xy X—x,
lis' Liby,
lim Mzuz%:ghd

=Ey X=X,

b Lai,
V) X, =0, x+#x, uchun

f(x)_f(x(]}=x|xlzfxl

x=0 %
lo i,
lim L2 =S©@ _,
X—r3y x—0
ho'ladi.Demak, Vxe R da f'(x) =(x|x|)'=2|x|.
4-misol. Aytaylik,

1
x-sin—, agar x =0 bo'lsa,
f(x)= x

0, agar x=0 bo'lsa
ha'lib, x, =0 bo’lsin.Unda
.1
x-sin—~10

SO~ fl) T

X—Xy x—0 x




bo’libunda x—0 dagi limiti mavjud emas. Demak, berilgan funksiya
x, =0 nuqtada hosilaga ega emas.

nuqtada

g8 Funksiyaning o‘ng va chap hosilalari. Faraz qilaylik, f(x) funksiya
X < R to*plamda berilgan bo'lib, (xg =8, x,)c X (8>0) bo'lsin.

2-ta’rif. Agar ushbu
S = flx,)

X‘—IU

lim
*—rxy—0

f(x) funksiyaning x, nuqtadagi chap hosilasi
deyiladi va f"(x, —0) kabi belgilanadi:

limit mavjud bo‘lsa, bu limit

Fx=0) = Tim L)
X~ X—Xx,

Aytaylik, f(x) funksiya X = R to‘plamda berilgan bo‘lib, (x,, x,+8)c X
(6 > 0) bo‘lsin,

3-ta’rif. Agar ushbu

fim £ G/ )
x—xy+0 X — xn
limit mavjud bo‘lsa, bu limit f(x) funksiyaning x, nuqtadagi o‘ng hosilasi
deyiladi va  f"(x, +0) kabi belgilanadi: |
[ +0)= lim LEI=/)
50 x—x,

Masalan, f(x)= x| funksiyaning x, =0 nuqtadagi o‘ng hosilasi  f(+0) =1,
chap hosilasi £'(~0) =~1 bo’ladi.

Yuqorida keltirilgan ta’riflardan quyidagi xulosa-lar kelib chigadi:

1. Agar f(x) funksiya x, nugtada f'(x,) hosilaga ega bo‘lsa, u holda bu
funksiya x, nuqtada o’ng S'(xy +0) hamda chap S, —0) hosilalarga ega va
F'x=0)= (%)= f'(x, +0) tengliklar o‘rinli bo*ladi.

2. Agar  f(x) funksiya ¥, nuqtada o'ng f'(x, +0) hamda chap F(xy=0)
hosilalarga ega bo’lib, S(x=0)= f'(x, +0) bo’lsa,u holda f(x) funksiva x,
nugtada  f'(x,} hosilaga ega va I (xy =0) = f(xy) = f(x, +0) tengliklar o’rinli
bo’ladi.

3° Hosilaning geometrik hamda mexanik ma’nolari. Faraz qilaylik, f(.t)
funksiya (a,b) da berilgan bo’lib, xo €(a.b) nugtada f'(x,) hosilaga ega bo‘lsin.
Bu f(x) funksiyaning grafigi 5-chizmada tasvirlangan I~ egri chizigni ifodalasin:
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5-chizma.

Bu I chizigda M,(x,,¥, ). M(x,)) nugtalarni olib, ular orqali o‘tuvchi /
leniivehini qaraymiz. o .
Mo, (el M(x f(x))elr, M—>M, da [ kesuvchi limit holati I
LA S VRt s » )
thizigqa M, nugtada o‘tkazilgan urinma deyiladi. o N

Ravshanki, ¢ burchak Ax ga bog’liq: qo:m(A\c). f(x] funksivaning prafigiga
M, nuglada o‘tkazilgan urinmaning mavjud bo‘lishi uchun

lim p(Ax) =«

Ax—
filng maviud bo‘lishi lozim. Bunda e —urinmanning OX o‘qining musbat yo*nalishi
liilan tashkil etgan burchak.
M ,MP uchburchakdan:
ay = MP_ o +80) = [ (%)
5 = =
8= P Ax

o' lib,unda
SOy +Ax) = f(x)
Ax
f53'1ishi kelib chigadi. Funksiya uzluksizligidan foydalanib topamiz:
S +A) — (%) _
Ax

f(xo__+ Ax) _f(xo}:‘ = arctg"(x,).
Ax

p(Ax)=arctg

1 =i ret
fim )= lim et

=arctg] lim
A

Demak, Ax—>0 da @{Ax) ning limiti mavjud va
o =aretgf'(x,).
Keyingi tenglikdan
f(xp)=tga
L' lishi kelib chigadi.
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; Derrfak, funksiyaning x, nugtadagi f'(x,) hosilasi urinmaning burchal
koeffitsentini ifodalaydi. Bunda urinmaning tenglamasi

= fO0)+ £l M —x5)
ko‘rinishda bo‘ladi.

Aytaylik, P nugta to‘g’ri chiziq bo‘ylab s = s(1) qonun bilan harakat qilsin.
bur‘tda f—vaqt, s—o’tilgan yo’l. Agar vaqtning ¢ va ¢, (1, <t,) qiymatlaridagi
o‘tilgan yo‘l s(7,), s(z,) bo’lsa,unda ushbu nishat
s(t,)—s(1,)

L, =1

[, t,] vaqt oralig’idagi o*rtacha tezlikni ifodalaydi,
Quyidagi
lim s(t,) - s(t,)
ty iy i {2 _{j
limit harakatdagi nuqtaning ¢, vaqtdagi oniy tezligini bildiradi.
‘Demak, harakatdagi P nuqtaning ¢ vagtdagi oniy tezligi (1), o’tilgan s(¢)
yo'lning hosilasidan iborat bo‘ladi: i
. wWi)=5'(r).
4". Hosilaga ega bo‘lgan funksiyaning uzluksizligi. Faraz qilaylik, f(x)
funksiya (a, b)c R da berilgan bo‘lsin.
Teorema. Agar f(x) funksiya x, e(a, b) nuqtada chekli S'(x,) hosilaga ega
bo‘lsa, u holda f(x) funksiya x; nuqtada uzluksiz bo“ladi.
Isbot. Aytaylik, f(x) funksiya x, €(a, b) nuqtada chekli f(x,) hosilaga
ega bo‘lsin. Ta’rifga binoan

L) = lim X G0) _ i, S0 + A%~ f(x,)
A0 Ax Ax—3D Ax
ya'ni
Ax AF Gy ,
'—'>0 da LA(-':__)_>)r (x”)
bo*ladi.
Endi
Mx,)
a=LE)_

deb belgilaymiz
Ravshanki,

Ar—0daa—0.
ILoyingi tengliklardan topamiz:
A (xg) = f'(30) - &x + i,
Odatda, bu tenglik funksiya orttirmasining formulasi deyiladi. Undan
lim A £(x,)=0

lii*lishi kelib chigadi. Bu f(x) funksiyaning x, nuqtada uzluksiz ekanini bildiradi.

Fslatma. Funksiyaning biror nuqtada uzluksiz bo‘lishi-dan uning shu nuqtada
thekli hosilaga ega bo‘lishi har deim ham kelib chigavermaydi. Masalan, f(x)= x|
finlsiya x =0 nugtada uzluksiz, amme u shu nuqtada hosilaga ega emas.
I'unksiyaning hosilasini toping:
, ym(@x-7)"

Yoy ela I-f}.\‘yx

16. y=x"+2x
i, it
X

18. y = xarcsinx

i, y o (acosx+bsinx)”

{
4 [Jxﬁ-%]u

S0 x"ri’.xz +lx? 41
G, v '{f'.) F732x

{, v JI--x‘
1+ x

'y "\[u_r + b
ex+d
] 2
0, o ——y 24, y=xarcigx+2
JI-!- .::‘"_\rJ +All4+x '

.y L‘U.‘il 25. y=2"Inly]
X

19. v = arctgx+ x+arcetgx

20. y =Taretg(x +1)
21, y=Jx+¥x +¥x

22. y=5xcosx

23. p={x+1)gx

L1,y = ctgy? —%rg"Zx 26. y=e"log, x

1 - cos(8x ~37)
fe2x—ctglx

27. y =log, xInxlog, x

31

(3, p=e? 28. y=log, 2
4, v s 29. y=logx 2+
. | x 1 X 5 arcsinx
I8, v —arcig=——arcctg = 30. y= -
4 ) 3 e e
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5.2. Hosilani hisoblash qoidalari

] . . i Ea . .
17, Ikki funksiya yig’indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbatining hosilasi.

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalari (a,b)cR da berilgan bo’lib, x,e(a.b)
nuqtada f'(x,) va g'(x,) hosilalarga ega bo‘lsin. Hosila ta’rifiga ko‘ra

. )—
e,
. g(x)- ),
lim E 8 _ oy @)

Xy X- Xo
bo’ladi.
1) f(x)+ g(x) funksiya x, nuqtada hosilaga ega bo’lib,
(f() 2 g(x), =1 "(xy) £ g'(x,)
bo’ladi.
F(x)=f(x) £ gl(x) deb topamiz:
FO) =~ F(xo) _ f(x)= f(x,) 4+ 8 —glx,)

X=x, X—x, X—x,

Bu tenglikda x—x, da limitga o‘tib, yuqgoridagi (1) va (2) munosabatlarni
e’tiborga olsak, unda
. Fx)y-F ;
fim FOZF0) o F0+ £
I—)Iu x _ 'XU .(—*Ku x— XU

g -glx) .
i R

* lim
I—exy e xi]

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak,
F'xg) = (f(2) £ g, = f'(x0) £ 8(xy).
2y f(x)- g(x) funksiya x, nuqtada hosilaga ega bo’lib,
{f(x}'g(x)};o =f’(xo)-g(xo)if(xo}‘g’(xu}
bo’ladi.
D(x) = f(x)- g(x) deb
D(x)—D(x,)
x—x,
nisbatni quydagicha
(Y —d(x = r s
{xz_ : Go)_SGI=flr) . ) 209 =glrg)
: ) X=X, x—

f(x)
o
yozib olamiz.So’ng x — x, da limitea o’tib topamiz:
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lim 2 ) glx,)- lim Jx)=fx) + lim gl glx) f(x) =
P X=X, T—+3g X=X, Xy X=X,

= f(xg)- glxp) + () 8'(xg)-
ek,
CD'(xO_}z(f(x)Ag(x)) EN :f’(xo)‘g(xo)'f'f(xn)‘gr(xu}

1) % funksiya (g(x,)#0) x, nuqtada hosilaga ega bo'lib,
glx

[f(x)j _ x0) 8(50) ~ f(xp) 8'(%)
gx)) " g% (x)

oy ladli.
Modomiki, g(x,)#0 eckanunda x, nugtaning biror atrofidagi x larda

i#(x)# 0 bo‘ladi. Shuni ¢’tiborga olib topamiz:

S fx)
glx)  glx) _ Flx)-glxg)— flx) glx) + Slx) 2(x,) = flxg}-glx) =
=% 2(x)- glx)- (x=%)
_ 1 [f(x} Sy ) B g(-’fo_)}
g gx)|  x-x x—x

1M tenglikda x — x,; da limitga o’tib ushbu

[ftx)]' _ [(x) - 8(x0) = f(xg) ' (%)
g{x) I gz{xo)

(englikka kelamiz.
I-natija. Agar f(x) funksiya x, nuqtada f'(x,) hosilaga ega bo’lsa, ¢- f(x)

fnksiya (c=const) x, nuqtada hosilaga ega bo’lib,

(- f@), =c F1x)
ho'ladi, ya’ni o°zgarmas sonni hosila ishorasidan tashqariga chiqarish mumkin.
LonatijaAgar f£,(x), f5(x), ... f,(x) funksiyalar x, nuqtada hosilalarga ega bo’lib,

¢y, ..., €, O'zgarmas sonlar bo‘lsa, u holda

(e /() + o fo@) + ot €, £ () 10 =0 11D + €0 fa () ot € S 00

II|'

o' ladi,
2", Murakkab funksiyaning hosilasi. Faraz qilaylik, y:f’(x) funksiya

Vo R to'plamda, g(y) funksiya {f'{x)lxeX} to‘plamda berilgan bo'lib, x, e X
Yo E{f(x)| xe X nuqtada (‘Vn = /(x0)) 8’(.“{1)
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nigtada f'(x,) hosilaga,




hosilaga ega bo‘Isin. U holda g(f(x)) murakkab funksiya x, nugtada hosilaga cpu
bo‘lib,
((SN), =8"(F () F(x,)
bo’ladi.
g(y) funksiyaning y, nuqtada £'(y,) hosilaga ega bo‘lganligidan
B8 =800) =8 o) (=yo) +a-(y—p,)
bo‘lishi kelib chiqadi, bunda
Y=7(x), yo=F(x,) va y—=>y,da a—>0.
Keyingi tenglikning har ikki tomonini x — X, ga bo’lib topamiz;
x))— X . x)— fix (x}= fix
UG-8 C) o) JO=1G) | 7~ f)
x—xu X=X, x—xa
Bundan x — x, da limitga o’tib,

(BGN),, =(f ) i)
tenglikka kelamiz.

3". Teskari funksiyaning hosilasi. Aytaylik, p=f(x) funksiya (a,5) da
berilgan, uzluksiz va qal’iy o*suvchi (gat’iy kamayuvchi} bo‘lib, X, e(a,b) nuqtada
S (xg) (f'(xy)=0) hosilaga ega bo‘lsin. U holda x=f() funksiya
P (yo =f(xﬂ)) nuqtada hosilaga ega va

|

ol
o) e

bo’ladi.
Ravshanki,
f(x)_'f(xu) :f'(xn}(x_xo) +a(x—x,)
bo’lib, x —» x, da & — 0 bo’ladi.Bu tenglikdan
y=0 =G0 1 ool ) - 1 0] =
=10 -0l ) +af

ifodaga kelamiz. Bundan esa

Y=Y S(x) +a

bo‘lishi kelib chigadi.
Keyingi tenglikda y — ¥, dalimitga o'tib topamiz:

o ]
[f (Jr}]}.” “ T
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4", Misollar. 1-misol. (x“) =ax*" bo'ladi, e R, x>0.

Aytaylik, x>0 bo’lsin.Unda f(x)=x“ funksiya uchun

[1 + gr -1
(x + Ax)* — x® ey x
Ax 0%
x

ha'lib, A0 da (x*) =ex®" bo’ladi.

2-misol. (a“) =a”Ina bo’ladi, a>0, xeR.

f(x)=a" funksiya uchun

bo'lib, Ax >0 da (a*) =a*Ina bo'ladi.

3-misol. (simc)r =COsX, (cosx) =—sinx bo’ladi, xe R.

f(x)=sinx funksiya uchun

sin &%
- . 5 &x
sin(x + Ax) —sinx 5. N i Ax cos(x i EJ _ MZ cos[x § 7]
Ax Ax 2 Ax
2

hia'lib, Ax —0 da (sinx]‘ =cosx bo‘ladi. Xuddi shunga o‘xshash (cosx) =—sinx
o' lishi topiladi.

bo’ladi. a>0, a=1, x>0.

1
4-misol. (log, x)'=
xln

f(x)=log, x funksiya uchun

X

log, (x 1 4x)~log,(x) _ 1 loga(l - g] - |0ga(1 * ﬂ) i
Ax Ax x x X

Lo, Ax —>0 da

1
( IOga x}‘: L 10gn €=
X X

Ina

1 g
ho'lndi, Xususan, {(Inx)'=— bo’ladi.
X
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S-misol. {arcigx)'= i 5 bo’ladi.
1+x
Teskari funksiya hosilasini hisablash formulasiga asosar
(y=arctgx, x=1gy)
= (arctgx)'= 1 =coszy=—-%—= !
(tzyy 1+1g%y 1+ x2

bo‘ladi.
Xuddi shunga o‘xshash,

(arcsinx)'= \/I—? (xe(-L 1),
I—x*

1
(arccosx)'= — (xe(=11)),
V1= x?

(arcctgy)'=— ! 3
1+x

bo‘ladi.
6-misol. Faraz qilaylik,
y=[u®]" (wx)>0)
bo’lib, #'(x) va v'(x) lar mavjud bo‘lsin. U holda

(01 ) =[u ] {v'(x)lnu(x) + f%u'(x)]

bo’ladi.
Ushbu y =[u(x)]”’(} ni logarifinlab,
In y=v(x)In u(x),
so°ng murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan foydalanib topamiz:

-]—y':v'(x)AI:m(x}+v(x)-—l—-u'{x),
» u(x)

y'= v[v (x)- In2(x) + v(x)- ( ) -u {x)]
u(x)

=[u(x)]" - [ () Inu(x) + E ;u( )]

Bu.

' Inw-vievey gy (3)

(bnplikdan, y =u" funksiya hosilasini hisoblashning quyidagi qoidasi kelib chiqadi:
V" funksiyaning hosilasi ikki qo‘shiluvchidan iborat bo‘lib, birinchi qo*shiluvchi
1" ni ko*rsatkichli funksiya deb olingan hosilasiga (bunda asos u(x) o‘zgarmas deb

(roladi) ikkinchi go‘shiluvchi esa «” ni darajali funksiya deb olingan hosilasiga
(hunda daraja ko‘rsatkich v(x) o‘zgarmas deb qaraladi) teng bo‘ladi.
7-misol. Ushbu

fl)=x", gx)=x"

liinksiyalarning hosilalari topilsin.
(3) formuladan foydalanib topamiz:

Fo=k) =x
' =l ) (x/©) =x"® .Inx. 1)+ /) xS

xF-1

=x" slnx- (" (Inx + 1))+ x* Tt =

x=1

Felnx+xox™ =x¥(Inx +1),

X In(Inx + 1) + 1),
5", Hosilalar jadvali. Quyida sodda funksiyalarning hosilalarini ifodalovchi
formulalarni keltiramiz:

I. {(CY=0, C=const.

2. )Y=a-x*", «eR, x>0,

(x")=m"", neN, xeR
Y@ Y=a'lna, a>0, azl, xeR

(e')Y=e", xeR.

1

Imwx) =——, a>0, a=l, x>0.
xIna
. 1
(log, | x|) = ., a>0, a#l, x#0.
xlna

(Ill,\')':—I—, x>0,
X
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(In|x|) =l, x=0.
x

5. (sinx)=cosx, xeR.

6. (cosx)=-sinx, xeR

7. (tgx)= 1,1 5 x¢£+mr, nelZ.

cos” x 2
1
8. (ctgx)=———5—, x#nm, nelZ
sin” x
i 1
9. {arcsinx)'= 4 |x]<1
V1-x?
1
10. (arccosx)'=— -, |x]<l

11. (arctgx)'= L —~, xeR.
1+x°

1
12. {arcctgx) =— WL xeR.

13. (shxY=chx, xeR.

14, (chxy=shx, xeR.

15. (thx)'= xe R

a 2
ch™x

1
16. (cthx)'=— > x=0.
sh*x

Quydagi funksiyalarni ko’rsatilgan nuqtada hosilasini toping:

16. y={chx)™ x, =0

17, y= [T =1

I, y=x%x, =0l

2. y=2sin3x,x, :%

Lol dnde x, =1 18. y:[il-n—x] Xy 4
x 2
b Jw X erga, x, fli 19. y=3]x+l[,xo =2
!
LI L ‘,..q,=| 20. y= I+],xu=2
o 4 x x~1
—— 2
By xW2 4 x? V3+x* 3, =0 21, y=—2 X, =0
x*+4
r,-‘ il
T yw1 H. =~ 22 y=JIo% o =
T I+x*
B boos2y uﬁ—sin?x(sinx+cosx),xn=g 23. y= I,,JQ,:I
P

L Iup,l[r ;I2J1 tlog, Vax® —dx+1,x, =0

1y in ‘(nx-log, x)finx+log e+2.x, =¢

L0yt 1 sin? A')—Zsinxurcfgsinx,xu :%
'} -
12, 3 illt'r'.iu[I :'15-],% =2
1-x’
I T |||v.-.'n{| --?T}xu =1
+x

A,
By ‘_-I -i‘———ii+2xﬁarctg
X" 2x* 41

3
7% =1
1—2x°

5 p L/ilf'i'!]f.{{{:t)sln] XX =]

24, y=x* x, =0

25,y &=Ylx

sinx

26, y=cigx+2x,x, = %

27. y=[nx.x, =1
28. y:]sin.rf,xu =T

29. y=e T +e",x, =2

30. ¥ =|;\r2 —Jr2|s;in3 Ko =0

3.3. Asosiy teoremalar

1, Hosilaga ega bo‘lgan funksiyalar hagidagi teoremalar. Bu teoremlar

fiitkatyalami tekshirishda muhim ro’l o*ynaydi.

l-teorema (Ferma teoremasi).  f(x) funksiya X < R to’plamda berilgan
(6>0) bo'lib,

‘I|
iy gl shartlar bajarilsin:
N Vxel/ (x,) da f(x)< f(x,)
2} f'(x,ymavjud va chekli bo’lsin.

Fohilidn /(v ) =0 bo’ladi.

¢ A nugtaning atrofi uchun Uy(x)=(x, -6, x, +5)c X

()= fxo))s




Isbot. Aytaylik, VxeU,(x,) da f(x)< f(x,) bo‘lsin. Ravshanki, bu holda
J(x) = f(x,)=0

bo‘ladi.
Shartga ko‘ra f(x) funksiya x, nuqtada chekli Jf'(x,) hosilaga ega. Shuning
uchun
Pl =tim PO SO 6= f )
X-hy X _“—D X+l _r—xu x—3x =0 x—xo

bo‘ladi. Ayni paytda, x > x, bo’lganda

f(x)_f(xu}zo = fim M:f'(xo)ko
x— X, x—xy—0 x—- xO
x < x, bo’lganda
=T 55 - im &M=_f‘(xo)20

X—Xq H-0 x—x,
bo'lishidan  f'(x,)=0 ekani kelib chigadi.

2-teorema (Roll teoremasi). Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a, b] da berilgan
bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x)ea, b],

2) Vxe(a, b) da f'(x) mavjud va chekli,

3) fla)= f(b) bo’lsin.

U holda shunday x, €(a, b) nugta topiladiki, f(x4) =0 bo’ladi.

Ishot. Shartga ko'ra f(x)eCla, b]. Unda Veyershtrassning ikkinchi
teoremasiga ko‘ra f(x) funksiya [a, b] da o‘zining eng katta va eng kichik
qiymatlarga erishadi, ya'ni shunday ¢,, ¢, nuqtalar (c,, ¢, €[a. b]) topiladiki.

Sley) =max{ f(x) | xe[a, b]},
Sex)=min{f(x}| x€[a, b]}
bo’ladi.

Agar f(c,)= f(c,) bo’lsa,unda [a, b] da f{(x)=const bo’lib, Wx, €{a, b)
da f'(x,)=0 bo’ladi.

Agar f(e))> fle,) bo'lsa,unda f(a)= f(b) bo’lgani sababli f(x) funksiya
fle;) hamda f(c,) giymatlarning kamida bittasiga [a, #] segmentning ichki
Xy (@ <x, <b) nuqgtasida erishadi. Ferma teoremasiga binoan f”(x,)=0 bo’ladi.

3-teorema (Lagranj teoremasi). Faraz gilaylik, f(x) funksiya [a, #] da

berilgan bo’lib,quydagi shartlar bajarilsin
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1) f(xv)ela, b,
') Ve (a, b) da f'(x) hosilasi mavjud va chekli bo’Isin.
L halda shunday ¢ € (a. b) nugta topiladiki,
fb)-f(a)= f(cHb-a)
i il
Uhbu

F(x):f(x)—f(a}—ﬂé%’l(x—a) M

funknlyani - qaraymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini
fanautlantivadi. Ayni paytda, uning hosilasi
, . b — fla
)= £ -LO/@
b—a

L Tl

Itoll tcoremasiga binoan, shunday ¢ (c {a, b)) nuqta topiladiki,

F'(c)=0 (2)

B i,

(1) v (2) munosabatlardan

r i b &
Fiey LO-1@
b—a
Vil
S(B)Y=f(a)= f(e)b-a)

fa Hahii kelib chigadi.

Lnatija. Aytaylik, f(x) funksiva (a, b) da f'(x) hosilaga ega bo’lib,
VAt (a, by da f'(x)=0 bo’lsin.U holda Vx & (a, b) da f(x)=const bo’ladi.

Y. Xy € (a, b) ni olib,chekkalari x va x, bo’lgan segmentda f(x) funksiyvaga
L ijran teoremasini go‘llab J(x)= f(x,)=const bo’lishini topamiz.

fomatija. f(x) va g(x) funksiyalari (a, b) da f'(x). £'(x) hosilalarga ega
blih, - Vye(a, b)) da fi(x)=g'(x) bo’'lsinU holda Vxe{a, b) da
FUvh o w(x) 4 const bo'ladi.

It natijaning isboti f(x) — g(x) funksiyaga nisbatan 1-natijani qo‘liash bilan
kit ehigadi,

d-teorema (Koshi teoremasi). Aytaylik, f{x) va g(x) funksiyalar quyidagi
Qi bajarsin.

) fx)eCla, b, g(x)eCla, b],

Ve (a, b) da f'(x) va g'(x) hosilalari mavjud va chekli;

125




3) Vxe(a, b) da g'(x)# 0 bo’lsin.
U holda shunday ¢ €(a, b) nuqta topiladiki,

S =fla) _ [
gb)-gl@) g

bo’ladi.
Avvalo g(b)= g(a) bo'lishini ta’kidlab o‘tamiz, chunki g(b)=g(a) bo‘ladigan

bo‘lsa, unda Roll teoremasiga ko‘ra shunday ¢ € (a, ) nuqta topilar ediki, g'cy=0
bo‘lar edi. Bu 3)-shartga zid.
Quyidagi

b)— fla
@)= 1)~ (@)~ LD T D120 ga) (xefa, o)
g(b) - gla)
funksiyani qaraymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini
ganoatlantiradi. Unda Roll teoremasiga binoan shunday ¢ € (@, b) nuqta topiladiki.

D'(c)=0 (3)
bo*ladi.
Ravshanki,
; fb)y-fla) .,
P'(x)= e PR e (4)
W= o= e
(3) va (4) munosabatlardan
() LO=1@ .\ o
SO =g

ya’'ni
J)-fla) _ [f(c)
glb)-gla) g'c)

bo‘lishi kelib chigadi.
I-misol. Vx', x"'e R uchun |sin x'—sin x"'| < | x'—x"| tengsizlik isbotlansin.
Aytaylik, x'<x" be’lsin. f(x)=sinx ga [x', x"'] da Lagranj teoremasini
qo‘llaymiz. Unda shunday ¢ e(x', x"') nuqgta topiladiki,
Isin x'=sin x" | = | cose|(x"~x")
bo’ladi.Agar ¥feR da |[cosz|<1 ekanini e’tiborga elsak, unda vuqoridagi

munosabatdan

|sin x'—sin x"' | < | x—x"| (vx', x"e R)

bo‘lishi kelib chiqadi.
2-misol. Ushbu

hpalelik isbotlansin.

Aytaylik, x>0 bo’lsin.Unda f(t)=¢' funksiyaga [x, 0] da  Lagranj
liremmsini qo*llab topamiz:

e —e’=e(x—0). ¢ (0, x)

Apnit ¢ >0 da  e°>1 bo‘lishini e’tiborga olsak, unda keyingi munosabatdan
¢" 2 Lt bo'lishi kelib chigadi.

Apir x <0 bo’lsaunda  f(s)=e' funksiyaga [x, 0] da Lagranj teoremasini
i Haly,

' —e’=¢“(0—x)

v = x>0,  ¢° <1 bo‘lishini e’tiborga olib, e* >1+x ekanligini topamiz.
Ravshanki, x =0 da €® =1. Demak, Yx<R da ¢* >1+x.
Jemisol. Ushbu

a—bh a a-—b
—<ln—<
a b

(0<b<a)

tigstzlik isbotlansin.
[h, @] segmentda  f(x)=In(x) funksiyani garaymiz. Bu funksiva shu

wpmentda uzluksiz va (b, a) da f'(x) . hosilaga ega. Unda Lagranj teoremasiga
x

bu'tn shunday ¢ (b <c<a) nugta topiladiki,

Ina—Inb 1

i 5)
a-b ¢ (
L I,
IRuvshanki,
I 1 1
b<c<a = —<—<—. (6)
a ¢ b
(%) vin (66) munosabatlardan
a—b a a-b
<ln—<
a b

L' lihi kelib chigadi.

", Funksiya hosilasinig uzilishi haqida. Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a, 5)
g v, nuqtasidan boshqa barcha nugtalarida JS'(x) hosilaga ega bo‘lib, funksiya
vy higtada uzluksiz bo*lsin.

Apar lim ’_/"{x)zb limit mavjud bo‘lsa, u holda (x) funksiya x, nuqtada

Kby =t

sl hosdlne /"(x, —0) ga ega bo’lib, F{xyg —0)=5h bo’ladi.



Agar lim f'(x)=4d limit mavjud bo’lsa,u holda f(x) funksiya x, nuqtada
0

X—rxp+
o’ng hosila f"(x, +0) ga ega bo’lib, f'(x, +0)=d bo’ladi.
Aytalik, Ax 20 va x, + Axe(a, b) bo‘lsin. Lagranj teoremasidan foydalanib

lopamiz:

J(xg +A:i_f(x£}) :f—'(xu +8-Ax), (0<8<I).

Endi
lim f(x)=b

x=rxy—0

mavjud bo‘lsin deylik. Unda
Iimof'(x) = lim " f(x)= \xlimn fllx, +Ax)=b

Xrxg—
bo’lib,
Ax——0da f'(x,+8-Ax)—>b,
ya'ni
Slxg +Ax) = fixy)
Ax
bo’ladi.Demak, f'(x, —0)=5b.Shunga o‘xshash. f"(x, +0) =d bo‘lishi ko‘rsatiladi.
Aytaylik, f(x) funksiya x, funksiya nuqtada hosilaga cga bo‘lsin. Unda,

— b

Ax ——0 da

ravshanki,
S =0) = f'(xy +0) = f'(xy)
bo‘ladi. Ayni paytda,
lim f(x), lim f'(x)
0 x—xy 40

limitlarnig mavjud va chekli bo‘lishidan
lim £/ = lim_£'(x)=f(x)

bo*lishi kelib chigadi.

Bundan quyidagi xulosa kelib chiqadi: agar f(x) funksiya (a, ) da f'(x)
hosilaga ega bo'lsa, u holda bu f'(x) hosila birinchi tur uzilishga ega bo*lolmaydi.

Boshgacha aytganda har bir x, €(a, b) nuqtada f'(x) funksiya yoki uzluksiz
bo‘ladi, yoki ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi.

4-misol. Ushbu

FEy= x’sin %f agar x#0 bo'lsa,
0, agar x=0 bo'lsa

-
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Hikalyani qaraylik.
v # () bo'lganda
fliix)= szin-l— —cosl
x x
Bl
v 0 bo‘lganda, hosila ta’rifiga ko‘ra
x?sin 3

£'(0)=1lim Xwp
a3l X

lia ' Dol
Bk, /'(x) tunksiya R da aniglangan va x = 0 da uzluksiz bo’ladi. J(x) hosila
v o O nigtada ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi, chunki x —> 0 da

.1
f(x)=2xsin— —cosl
X X

flinksiya limitga ega emas.

herita f(x) funksiya uchun ko’rsatilgan oraliqda Ferma teoremasi shartlarini
Bitrnriladimi?(1-3).
L/(x)=2x*-1 [1:2]
Lo EJ:'E.\'-l-I—x [4:40]
Vo J(y) e xInS—xInx F:E,SJ
.3

flevilgn f(x) funksiya uchun ko’rsatilgan oraligda Roll teoremasi shartlarini
bavariladimi?(4-7).

A f{x) e Insinx f_-_sf{_
6 6

A=V 3xe2 [1:9]

S a™ o:x]

/() ssiny i:2]

Quydagi funnksiyalar uchun ko’rsatilgan oraligda o’rta giymat haqgidagi
teiremn shartlarini tekshiring va teorema tasdig’ini ganotlantiruvchi barcha ¢
siilivrnd toping(8-10).

/iy xeli:2]

%0 xt xeli:3)

70 i xefo)
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11.Ushbu  f(x)=3x*—5 funksiya [-2:0] kesmada Lagranj teoremasininy

shartlarini qganoatlantiradimi? Agar qanoatlantirsa, J(8)— f(a)= f'(c)}b—a)
Lagranj formulasidagi ¢ nugtani toping.

12. f(x)=Inx funksiyaga [l:e] kesmada Lagranj formulasini go‘llang va
unda qatnashadigan ¢ nugqtani toping.

13. f(x) =sin3x  funksiya uchun [x, :x,] kesmada Lagranj formulasini
yozing.

14. f(x) = arcsin2x funksiya uchun [x[,:xt,+Ax] kesmada Lagranj formulasini
yozing.

15. f{x) = x"
teoremasining shartlarini qancatlantirishini ko‘rsating.

funksiyaning [0 : a] kesmada (n >0,a> 0) Lagranj
16.y=|x|  funksiya uchun [0: a] kesmada Roll teoremasi  o‘rinli
emasligini ko‘rsating.
17.Agar a,x" +ax +a,x"* +..+a,x=0 tenglama X =X, musbat ildizga ega
bo’lsa, na,x"" +(n—1a,x"? +..+a,, =0 tenglama ham, musbat.X, dan kichik
ildizga ega bo'lishini isbotlang.
18. x’=3x+c=0 tenglamaning  (0:1) oraligda ikkita har xil ildizga ega
bo‘lmasligini ishotlang.
19. y=x’ chizigda shunday nugtani topingki, unga o‘tkazilgan urinma, A(—1: 1) va
B(Z:S) nuqtalarni birlashtiruvchi vatarga parallel bo‘lsin.
Lagranj teoremasidan foydalanib quyidagi tengsizliklarni isbotlang:
20, e" >ex, x>1

a—b _ a _a-b
<ln—=<
a b
22.¢" >1+x, xR

,0<hb=<a

21.

23, ]sinx—siny! <[x—»]
24. nb"a—b)<a" —b" <na"(a—b). n>la>b
a-f a—f3

7
sStga—~igfh < —. 0<f<a<—
cos’ 8 ga—igh cos ¢ o 2

25.

X X
26.Ushbu  f(x)=¢€", g(x) =il funksiyalar uchun [=3:3] kesmada

Koshi teoremasi o‘rinlimi?
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Funksiyaning  o‘zgarmaslik  alomatidan  foydalanib, elementar
iidemntikadan ma’lum bo‘lgan quyidagi formulalarni isbot qiling:

. T
p9 nresin 4 urccosx:E

l—cos2x

W'y =
mn )

]

— ‘\'
iy urvm:;l ——- = 2arclgx
+x*

5.4. Funksiyaning differensiali

1", Funksiya differensiali tushunchasi. Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a, )
it berilgan bo‘lib, x, € (a,b), x4+ Ax €(a,h) bo‘lsin.

Ma'lumki, A f(x,) = f(xy +Ax)— f(x,) ayvirma f(x) funksiyaning x,
figtacdagi orttirmasi deyiladi.

L-ta’rif. Agar A f(x,) ni ushbu

A f(xy) = A- Ax +aAx

lii'rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, f(x) (unksiya x, nuqtada differensiallanuvchi
deviladi, bunda A=const, Ax >0, daa — 0.

Teorema. f(x} funksiya xe(a, b) nuqtada differensial-lanuvchi bo‘lishi
iiuhun uning shu nugtada chekli  f'(x) hosilaga ega bo‘lishi zarur va yetarli.

Zarurligi. f(x) funksiya xe(a, #) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin.

I'in'ripa binoan,
Af(x)=A4-Ax+aix

L' lnddi,bunda A =const, Ax —>0,da a — 0.
Bu tenglikdan foydalanib topamiz:

I C
Ax
lim m = lim{Ad+a)=A.
A0 Ay Ar—0

Pomak, f'(x) mavjudva f'(x)= A.
Yetarliligi. f(x) funksiya xe{a, b} da chekli f'(x) hosilaga ega bo‘lsin.

la'rilga ko'ra
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1) = lim f{x+Ax)—f(x) - i Af(x) lindi sodda funksiyalarning differensiallarini keltiramiz:
il  Ar0 Ax The Ax L d(x*)=ax""dx, (x>0);
il bo’ladi.Agar 2. d(a)=a"Ina-dx, (a>0, a=l);

A .
ﬂx)—f’(x)za 3. d(log, x)%‘c’ga edi, (x>0, a>0, azl)

'..' deyilsa,undan 4. d(sin x) = cosxdx;

| ASX) = f(x)- Ax + aAx 5. d(cosx) = —sin xdx;
bo‘lishi kelib chigadi, bunda Ax—s0 da @ —0. Demak, f(x) funksiya

s ;
6. d(tgx) = dx, (x=# —2- +kr, k=0, £1,..);
differensiallanuvchi, cos” x
2-ta’rif. Funksiya orttirmasidagi J'(x5)-Ax ifoda J(x) funksiyaning X, 7. d(ctgx) = —— IZ de, (x=zkm, k=0,=%1,.);
nuqtadagi differensiali deyiladi va df(x,) kabi belgilanadi: A T
At ST = —l<x<l);
df(x0)=f"(x,)- Ax. 8. d(arcsinx) — dx, (-l<x<l)
Aytaylik, x e(a, b) nuqtada  differensiallanuvchi f(x) funksiyaning grafigi  6- 1 !
hi . T . 9. d(arccosx)=— de, (-l<x<l);
chizmada tasvirlangan egrj chizigni ifodalasin: dl=%%
|
10, d(arcigx) = 3 dx;
1+ x
L. d{arcetgy) =— —dx;
T+x”

12, d(shx) = chxdx;

H . 13. d(chx) = shxdx;

1
’ oeER R 14, diohe) =
ch™x
6-chi ; |
s 15. d(dhx):—!—zdx (x #0}
shx -
gt chlzmedan ko'rinadiki, 2", Funksiya differensialining sodda qoidalari. Faraz gilaylik, f(x) .va g(:‘c}
| B s fnkuiyalari (@, b) da berilgan bo‘lib, x € (a, b) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin
St S

i AC

vii(a, b) da
. bo’lib, DC =1ga- AC = f'(x)- Ax bo’ladi.

1) dc- f(x)) =cdf (x), ¢=const;

| Demak, f(x) funksiyaning x funksiyaning  nuqtadagi differensiali funksiya 2) d(f(x)+g(x)) = df (x) + dg(x);

| grafigiga (x, f(x)) nuqtada o‘tkazilgan urinma orttirmas; DC ni ifodalar ekan. 3) d(f(x)g(x)) = g(x)df (x) + f(x)dg(x);

Il | Faraz qgilaylik, f(x)=x xeR bo'lsin py funksiya differensiallanuyvchi oA (Q]: EQY®) SR ey 20,
{1 bo‘lib, q’f(x):(x}'-Ax:Ax, va'ni  gv=Ax bo‘ladi. Demak, (a, b)  da £(x) gg(x)

' differensiallanuvchi f(x) funksiyaning differensialinj Ly i, )
df (x) = £'(x)- cke Bu tasdiglardan birini, masalan 3)-sini isbotlaymiz.
ko'rinishda ifodalash mumkin. Ma’lumki,
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d(f(x)g(x)) = (f(x)g(x))dk.

Agar
(f(x)gx)' = f1(X)g(x)+ f(x)g'(x)
bo‘lishini e’tiborga olsak, unda quyidagi tenglikka kelamiz:
d(f(¥)g(x) = (f'(x)g(x)+ f(x)g'(x))dx =
= g(0)f"(¥)de+ f(x)g " (x)dx = g(X)df (x) + F(x)dle(x)

Faraz gilaylik, y= f(x) funksiva X cR to’plamda, g(y) funksiya
Fo{f(x): xe X} to‘plamda berilgan bo‘lib, f'(x) va 2'(y) hosilalarga epa
bolsin. U holda -

d(g(f(xN) = g'(f(x) - df (x)
bo‘ladi.
Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan foydalanib topamiz:
d(g(f M =g/ (N de= ') £ = g'(Fx)-df ).

1-misol. Ta’rifdan foydalanib, ushbu fxy=x-3x" funksiyaning x, =2
nuqtadagi differensiali topilsin.

Bu funksiyaning x, =2 nuqtadagi orttirmasini topamiz:

Af(Q)=f2+A0) - f(2)=2+Ax—3(2+Ax)* —2+12 =
=—11-Ax —3Ax> =—11-Ax + (—3Ax) - Ax.
Demak, d f{2)=—11-dx.

0 . . T

3.' Funksiya differensiali va taqribiy formulalar. Funksiva differensiali

yordamida lagribiy formulalar yuzaga keladi.

Aytaylik, f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo’lib, x, € (a, b) nuqtada chekli
J'(x,) hosilaga (f"(x,)#0) ega bo’lsin.U holda Ax —0 da

Af(x) = f(xy)- Ax +0(Ax)
bo’ladi.

Ayni paytda, f(x) funksiya x, nuqtada differensiallanuvchi bo‘lib, uning

differensiali
d f(x,) =f'(xu )- Ax
bo’ladi.
Ravshanki,
Aflxy)~ dfix,) = o(Ax)
bo’lib, Axv—0 da
AL =ditxy)
Ax
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lii Tl Natijada
A f{xg) = df (xq),
vkl
Sxo +8x) = flxg)+ f(x) - Ax (1)
fnigribly formula hosil bo‘ladi. (1) formula x; € (a, &) nuqgtada differensiallanuvchi
f(x) lunksiyaning x, nuqtadagi orttirmasi A f(x,) ni uning shu nuqtadagi
illfferensiali df(x,) bilan almashtirish mumkinligini ko‘rsatadi. Bu almashtirishning
imohiyati funksiya orttirmasi argument orttirmasining, umuman aytganda murakkab
funkalyasi bo‘lgan holda, funksiya differensiali esa argument orttir-masining chizigli
finksiyvasi bolishidadir.
(1) formulada Ax = x —x, deyilsa,unda
S(x) = f(xg) + (3 )x —x) (2)
Lo lndi,
2-misol. Ushbu sin29° miqdor taqribiy hisoblansin.
Apar f(x)=sinx, x,= 30° deyilsa, unda (2} formulaga ko‘ra

2 3.2
5in29° =~ 5in30° + cos 30° - (29° ~30°)- —— = 0.5~ = T~ 0,4848
360 2360

i i,
Ma'lumki, x, €(a, b) nuqtada differensiallanuvehi f(x) funksiya grafigiga

(xy, /(xy)) nugtada oftkazilgan urinma-ning tenglamasi quyidagi ko‘rinishda

yogiladi:
= flx)+ [ (xg kx—x,)-
Idemak, (2) tagribiy formula geometrik nuqtai nazardan, f(x) funksiya ifodalagan
eprt chizigni x, nuqtaning yetarli  kichik atrofida shu funksiya grafigiga
(¥, f(xy)) nugtada o‘tkazilgan urinma bilan almashtirilishi mumkinligini bildiradi.
(2) formulada x, =0 deyilsa,u ushbu

F)= f(0)+/'(0)x (3)

ke rinishga keladi.
f(x) funksiya sifatida (1+x)7, ~1+x, ¢, In(1+x), sinx, fgx funksiyalarni

ilih, ularga (3) formulani go‘llash natijasida quyidagi taqribiy formulalar hosil

i ladh:
(I+x)* = l+ax,
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]

Vit x m]+2ix,

e =l+x,
]n(l+x)mx,
Sin)(rcx,

fgx =~ x.

Berilgan funksiyalarning differensialini toping:

l. y=Inx+x*
2. y=e" +x
3. y=cos®x+3
4.

y=lrg4x+2
X

Ln

. ¥=log, x+sinsx

6. y=Inl E)
¥ nn(z

7_ y = C05-
log, x
=
8. y=e I+x
9. y= _r'r!

In
10. yiﬂ'fc‘fg-—x‘xze
X

L1. y=arcsin® x +aretg’x

12 y:xsiux
13, y'—-v'{Ean—-I_
Jx
1
14y b - Lpel
} 4[{“-\’} 2Inx+8
15. _}’:C}'gﬂ'_"-l_i)szx
2sin’ oy

16. y =" (3 - 2¥7 +2)

17. 3 =arcsin{sinx)

18. y = cos(2arccosx)

19, y= log, (log, (log, x))
20. y =arcsin(sinx)

1 X—a
21 y=—p=—% o)
¥ 2a nx+a’( <0]

¥ arcsinx

1-x°
23, y=(sinx)™*
24- yY=x- In m + C"_I ,arc‘c{gg'r
25. y=2°

26. y=thx+ ﬁ In—-—-] +2hx
4 | —2uhx

27. y=sin Infx|

28. y =sin cnsz(fg"x}]
29. y=log;(2x+3)

30, y= .o sin(mr+a)

8.5, Funksiyaning yugqori tartibli hosila va differensiallari

1", Funksiyaning yuqori tartibli hosilalari. Faraz qgilaylik, f(x) funksiya
{i, 1) da berilgan bo’lib, Vxe(a, &) da  f'(x) hosilaga ega bo‘lsin. Bu
/'y ) lunksiyani g(x) orqali belgilaymiz:

g(x)=f"(x) (xe(a b)).

La'vif, Apar x, €(a, b) nuqtada g(x) funksiya g'(x;) hosilaga ega bo‘lsa,
it howla f(x) funksiyaning x, nuqtadagi ikkinchi tartibli hosilasi deyiladi va
'(x,) yoki df (%) o, belgilanadi.

dx?

Xuddi shunga o‘xshash, f(x) ning 3-tartibli f"(x), 4-tartibli _f'”’(x} va h.k.
Irihi hosilalari ta’riflanadi.

Umuman, £(x) funksiyaning »n—tartibli hosilasi f""'(x) ning hosilasi f(x)

fupkulyaning (n+1)— tartibli hosilasi deyiladi:

£ =(r ).

Ocdatda, f(x) funksiyvaning f"(x), f'’(x), ... hosilalari uning yuqori tartibli
hiptlnlari deyiladi. Shuni ta’kidlash lozimki, f(x) funksiyaning x e(a, b) da n—
itibli - hosilasining  mavjudligi  bu  funksiyaning shu nugta atrofida
I, 2+, ..., (n=1)— tartibli hosilalari mavjudligini tagoza etadi. Ammo bu
lionilalarning mavjudligidan #— tartibli hosila mavjudligi, umuman aytganda, kelib
dligavermaydi.

Masalan,
x| x|

fx==3
funldyaning hosilasi  f'(x) =] x| bo‘lib, bu funksiya x =0 nuqtada hosilaga ega
ehiiig, ya'ni berilgan funksiyaning x =0 da birinchi tartibli hosilasi mavjud, ikkinchi
bl hosilasi esa mavjud emas.
l-misol. f(x)=a" bo’lsin, a>0, x& R. Bu funksiya uchun

(a”) =a"Ina,
(@) =(a Ina) = a*(Ina)’,

M nn
(a*)" = a*(Ina)” (1)
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!Jo‘ladi. (1) munosabatning o‘rinli bo‘lishi matematik induksiya usuli bilan
isbotlanadi,
2-misol. f(x)=sinx bo‘Isin. Bu funksiya uchun

(sinx)' = cosx = sin(x + g},

(sinx)" = (cosx) = —sinx = sin[x +2 E],
2

(sinx)™ = sin[x +n§)

(cosx)" = cos(x + ngj

Umuman,

bo‘ladi.
Shunga o*xshash,

bo‘ladi.
3-misol. f(x)=x" bo’lsin, x>0, e R.Bu funksiva uchun
(x) =ax®"
()" = () = a(a~1)x"7,
umuman,
() = ala 1)@ -2)..(a —n+1)x"
bo‘ladi.

1
Xususan, f(x)= ;i {x > 0) funksiya uchun

(l)("} _ {—l)nff!
x - xn+!

(nx) = D (=)t
xﬂ

bo’lib,unda

bo‘lishini topamiz,
Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, b) da berilgan bo‘lib, ¥x e (a, b) da

ff”} (x) va g (x) hosilalarga ega bo“lsin. U holda:

D (e f)" =c- f"x), c=const:

2) (f(R) £ g(x)™ = £ (x) + g (x);
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3) (f()- g™ = 3¢k D () g (x) @
=

(ct=Hn=Dl0ke D) 0= )

L Dl

Ifu tasdiglardan 3)-sining isbotini  keltiramiz. Ravshanki, n=1 da (2)
ininasabat o'rinli bo‘ladi. Aytaylik, (2) munosabat n—1 da o’rinli bo’Isin:

(f(x) g™ = "ilc?’:_]f‘“(x)-g‘"—'“’“ (x)-
k=0

Ieoyingi tenglikni hamda
ST g e

ti=]

i lighini ¢’tiborga olib, topamiz:

() )™ = (1) g)") = (Z 0. g0 )]

Lc & @ 4 P e = S xg ™ () +
ki

+ SUCE, +CE )P @0 () + P (gl =

k=0
= 3°CF £ 9 (1) g (x)
k=0

Odatda, (2) Leybnits formulasi deyiladi.
4-misol. Ushbu
y=x"cos2x

fiilentyaning n— tartibli hosilasi topilsin.

Leybnits formulasida  f(x) =cos2x, g(x)=x" deb olamiz. Unda bu
frmulaga ko'ra, ayni paytda g(x) =x" funksiya uchun k > 2 bo’lganda

g =) =0, (k>2)

L' Hinhind ¢'tiborga olib topamiz:
(v con2x)" = C0x* (cos2x)™ + Cl(x*)" (cos 2x)" +C7(x7)"(cos 2x)"

Itavahanki,

(cos2x)™ =2" co{Zx +n- %),
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(cos2x)" = co{2x +(n-1) -';E) =8 sin[Zx + n%) 3
(cos2x)"? = pn-2 c0{2x+ [n~2)§) = co{2x+ ng-)

Demak,
(x* cos2x)™ = 2" ()c2 - E-(n4—_ll)cos (2}4— ng] +2" nxsin (2)\’ + ngj

2’ Funksiyaning yugori tartibli differensiallari. Faraz gilaylik, f(x) funksiya
(@, b) da berilgan bo’lib, Vxe (a,b) nuqtada f"(x) hosilaga ega bo‘lsin,
Ravshanki, f(x) funksiyaning differensiali
df (x) = f'(x)dx (3)

bo’lib,bunda dr = Ax funksiya argumentning ixtiyoriy orttirmasi.

2-ta’rif. f(x) funksiyaning x € (a, b) nugtadagi differensialij df(x) ning
differensiali f(x) funksiyaning x e (4, #) nuqtadagi ikkinchi tartibli differensiali
deyiladi va o f(x) kabi belgilanadi:

d’f(x) = d(df (x)).

Xuddi shunga o‘xshash, f(x) funksiyaning uchinchi d’ f(x). to’rtinchi
d* f(x) vahk. tartibdagi differensiallari ta’ri flanadi.

Umuman, f(x) funksiyaning »n— tartibli differensiali d"f(x) ning
differensiali  f(x) funksiyaning (r+1)— tartibli differensiali deyiladi:

d"" f(x) =d(d" f(x)).
S-misol. Ushbu
f(x)=xe™*

funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali topilsin.

Berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli differen-sialini ta’rifiga ko‘ra topamiz:

d* f(x)=d(df(x)) = d(d(xe™)) = d(xde™ + ™ dx) =d(-xe “dy + e *dx) =

=—d(xe™ )dx +(de ™ )dx = ~(xde™ +e " dv)dx —e ™ (dx)? = xe ™ (dx)® -
=x-e () —e (dx)? —e ¥ (dx)? = (x=2)e " (dx)*.
Differensiallash qoidasidan foydalanib topamiz;
d’f(x) = d(df (x)) = d( f(x)dx) =dvd(f(x))=dx- f'(x)dx = ["(x)k), (4)
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&’ f(x)=d(d” f(x)) = ["(x)}dx)’,

d"f() = 1 ()"

Munalan, yuqorida keltirilgan misol uchun

i Tl

d*(xe™) = (xe™)"(dx)* = (e~ —xe ) () =

=(e™" —e™* —xe " Ndx)* =(x—2)e ¥ (dx)*

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, b) da berilgan bo‘lib, ¥x e (a, b)

fittitada g

tartibli differensiallarpa ega bo‘lsin. U holda;

N d"(c- f(x)=c-d" f(x),

¢ = const,

2) d"(f(x)tg(x))=d"f(x)+d"g(x);

N dN(/(x) g())=d" f(x) g(x) +C,d" f(x) - dg(x) +

b Cpd™™ f(x)-d* g(x) + ...+ f(x)-d"g(x)

by lacli,

I Ushbu f(x)=x" funksiyaning x = X, nuqtadagi hosilasini ta'rif yordamida

aping.

4 l'unksiyaning hosilasining ta’rifiga ko‘ra quydagi limitni topish kerak, ya’ni

Hiiltnd topis

vhonliging e

h lozim bo’ladi.

M (x5) = [ (% + Ax) = f(x,)

"liborga olsak,

lim &Y %)
Ar—0 Ax

2 " 3 . .
A (%) = (%, + Ax) —x) = X + 3x]Ax + 3x,Ax* + Ax’ —x) =

Lty

Lnda

3xgAx + 3x,Ax% + Ax’



22 Z 3
Ax +3x,Ax" + Ax
Iim Af(‘xﬂ) - Iim 3xﬂ xO
Ade=0 Ay Arr(} Ax

munosabatdan
f I(xr}) = 3x§

2. Ushbu
Sf(x)=sin2x

funksiyaning x = x, nuqtadagi hosilasini ta’rif yordamida toping.

Af (x,) = fx, +Ax) — f(x,) =sin2(x, + Ax) —sin 2x, =

25, # 2Ax— 2%, - 2%, +2Ax+2x;

i\

£ 2 L G
= ﬂﬁ(ho +3x,Ax + Ax ) = 3%,

A =sin(2x, + 2Ax) —sin 2x, = 2sin 5 -
- 2sinA.xcosM =2sin Axcos(2x, + Ax)
Endi

limitni hisoblaymiz. Natijada

lim (%) = lim 2SI, lim cos(2x, + Ax) = 2cos 2x,
Ars0 Ay Ar>0 . Ar—0

bo’ladi.
Demak, qgaralayotgan funksiyaning x = x, hosilasi
J'(x4) =2cos2x,
ga teng ckan.
3. Ushbu

fw=e
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funiyaning x, = 1 nugtada hosilasini toping.

1+Ax Ax
iy € —€ . e(e™ —1)

f(l)—BTO Ax _fi'lvlflllﬂ Ax

im& -

x—=0 x

aliy il Hmitdan foydalansak,
N Ca
Al =lm=— e

o Ll
demisol; Ushbu

il
fx)=e’
fkniyaning x = X, nuqtadagi hosilasini ta’rif yordamida toping.

Ciradayotpan funksiya uchun

1

A/‘(-Yu) :f(xo +Ax)_f(xg) :e?

% A

(x, +d4x) —
—e’" =e’(e’ 1)

clanligini ¢’tibor olib topamiz:

I munosabatlarning 1), 2) — laming isboti ravshan. 3) — munosabatni
fubintlnihicda (2) formuladan foydalaniladi.

A", Differensial shaklining invariantligi. Aytaylik, ¥ = f(x) funksiya (a, )
div ilitferensiallanuvehi bo*lib, x o*zgaruvchi o'z navbatida biror ¢ o’zgaruvchining
|6, /1] du differensiallanuvehi funksiyasi bo‘lsin:

x=ot) (1€la, Bl, x=p(t)<(a, b))
Pl el
y=J{x)= flo)
Bt i funksiyaning differensiali
dv = (S p))yde = [ {p(0)) @' (1)t = £/ (p(0)) - dp(t) = £ (x)dlx

bl u (3) ko'rinishga ega bo‘ladi. Shunday qilib, y= f(x) funksiyada x
divelt erkli bo*lgan holda ham, u biror ¢ o‘zgaruvchiga bog’lig bo‘lgan holda
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ham y= f{(x) funksiya differensialining ko‘rinishi bir xil bo‘ladi. Odatda bu
xususiyat differensial shaklining invariantligi deyiladi.
¥ = f((r)) funksiyaning ikkinchi tartibli differen-siali quyidagicha bo‘ladi:
d’y = d(df) = d(f"(x)dx) = df (x) - dx + f'(x)- d(dx) =
= f(x)-(ax)* + ' (x)d’x.
Bu munosabatni (4} munosabat bilan solishtirib ikkinchi tartibli differensiallarda
differensial shaklining invariantligi xossasi o‘rinli emasligini topamiz.
Hisoblang:

16. y ==, y

1. p=x(2x—1F(x+3}, y© JI—_—S;,)’
2
a X (o)
2. p=—u 17. y= ¥
4 x" ? v1-2x
3. p= w'{;, J,{m} 18. y= {3_22,]283—3;-’},(”}
2
4. y="2_ @ 19. y = xlog,(1-3x) y*
I—x
- I+x {ton) 20 o . (n)
5. y= .y . y=xcosx, y
Vl—x
6. yp=xle™, pi 21. y = arctax, y*
7.y= E— 10 22, y=x""Inx, ¥
Y=
8. y=xlnx, y{S) 23. vy=x",d’y
Inx 1 3
9. y=—, ¥ 24. y=—=,d%
i 5 =
10. y = x*sin2x, y™! 25. y=xcos2x, d"y
_ €083x 4 S s
H,y..j_l_h,y 26. y=e"Inx, d'y
12. y =sin* xlnx, 3 27. y=cosxchx, d°y
13. y=e"cosx, y 28. y=u",d"y
14. y = xshx, y‘"'ﬂ]J 29, y=e* d'y
15. y =sinxsin2xsin3x, 30, y=Inu, &y
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3.6. Teylor formulasi

1", Ko*phad uchun Teylor formulasi. Ushbu
P(x)=by +b(x—x,)+by(x —x,) +..4+b (x~x,)" (0
Hiitkuiyani (# - darajali ko‘phadni) qaraylik, bunda x, e R va by, by,.... b, - haqigiy
st B by b6, lar quyidagicha ham aniglanishi mumkin:
(1) tenglikda x = x; deyilsa,
by = P(x,)
i iy
'(x) funksiyani differensiallab,
Px)=1-b+2:by - (x=xg) +..4 1B, (x—x,)""
vin b tenplikda x = x, deb
B fihind topamiz.
F'(x) funksiyani ikki marta differensiallab
P'(x)=2-1-by +..+ n(n—1)-b,(x - x,)""

Vi i tenglikda x = x, deb topamiz:

P(x,
14 jarayonni davom ettira borib, ¥k = 0 da
_PW(x,)
oo
B Huhin topamiz.
Natijada P(x) ko‘phad quyidagi ko‘rinishga keladi:
P(x) = P(x{,)+£%l{x—xn}+£~g—”](x—xu)z +ot P ::'!X”){x—xn)" (2)
Ik, 7(x) ,  ko‘phad o‘zining hamda hosilalarining biror nuqtasidagi giymati
Bt 10'liq aniqlanar ekan.(2) formula P(x) ko‘phad uchun Teylor formulasi
Ayl

1", Ixtiyoriy funksiyaning Teylor formulasi va uning gqoldiq hadlari. Faraz
iyl /(x) funksiya (a.b) da berilgan bo‘lib, X, €{a,b) bo'lsin. Bu funksiya x,
LTI

Us () =(xy =8, xg +8) S(a,b) 6>0
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atrofida f'(x), £"(x),.... £ (x), £ """ (x) hosilalarga ega bo‘lsin. Funksiya
hosilalaridan foydalanib, ushbu

f{ ) f“” xu )

(x- xu)2+ 4=

(x—x,)+

fix)= f(x)+

ko‘phadni tuzamiz.
Agar f(x) funksiya n— darajali ko‘phad bo‘lsa, ravshanki,

JG) =F,(f;x)

[(x)
2

bo‘ladi.
Agar f(x) funksiya ko‘phad bo‘lmasa,
J ()= B,(f;x)
bo‘lib, ular orasidagi farq yuzaga keladi. Uni R, (x) orqali belgilaymiz:
R,(x)=f(x)-P,(f1x).
Natijada ushbu
Jx)=F,(f:x)+R,(x)
va’'ni,

(1)
fx)= f(xo)+f(---°) g oL (OJ(x )" +R,(x)  (3)

formulaga kelamiz. Bu (3) formula f(x) funksiyaning Tconr formulasi deyiladi. (3)
formuladagi R, (x) esa Teylor formulasining qoldiq hadi deyiladi.
Endi goldiq had R,(x) ni aniglaymiz x, nugtaning U, (xy) atrofidagi x ni

tayinlab, ushbu
, {m
F(I)=f{x f(f) ( g}_fz(lf)(xuf)g_,’_ f ( ) !l,):r

funksiyani [xy,x]c U, (x,) (yoki [x x| Us(x,)) da qaraymiz.
Bu funksiya [xn,x] segmentda uzluksiz bo‘lib, (x,,x) da hosilaga ega bo’ladi.

z U)

=0~ 00~ L e
n+l (1} [n+1)

_[.f‘ 'O ey L0, Wﬂ;f m(x_”.r‘
! 1—]) il

Demak,

{r+l)
Py = L0
!
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(Y I-,,, -.Iiln uzluksiz, (x,,x) da chekli (nolga teng bo‘lmagan) hosilaga ega ¢(x)
Hiiihatyant olib, F(x) va ¢(x) funksiyalarga [xo,x] da Koshi teoremasini

Ayl Natijada quyidagi
F(0)—F(xy) _F(c)

= 4
Px)—d(x,)  #c) 2
itk kelamiz, bunda ¢ =x, +8(x—x,) (0<8<]).
ivahanki,
f(ﬂ Die
F(x)=0, Fxo)=R,(x), Fie)=~L—D(x_cy.
Ll () tenglikdan
(141}
R, ()= #=9G0) 1) -

#'(c) n!
b Hhidnd topamiz,
i1) Koshi ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi.
Aytaylik, ¢(#) = x —¢t bo’lsin.Unda
Px)=0, ¢(xy)= x—xp, ¢'(c)=-1
Buthib, (5) tenglik quyidagi

;“*””(c] —(I )_0) "_f{n+i](£_) N R
il _(”Hl)_] x=c)'= % [x=x, —6x~x, )] {x-x,)=

(nel)
'JI {‘"_J (_‘: - Iﬂ Jn+] (I _ an

i

K (x)=+

L itiishpga keladi. Bu holda

J(xX)=f(x)+

(x—xy)+ (x—xg)” +..4

+f{ﬂ)(xo) _f[”'—.i]((,‘]

- (x—xOJ"+—-r(x—x0}”+[(l—9]"

il hosil bo'lib, uni  funksiyaning Koshi ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor
thviilan deyiladi,
) Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi.

Avtaylik, @) =(x—""" bo’lsin.Unda
9()=0. flx))=(x-x)"",
#Q)=-(n+D)x-c)" (c=x,+0(x-x,))
Bt (5) tenglik quyidagi

fr(xo} f”(xo)
1t 21
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{#n+1) e el
f {C} A (X ‘xﬂ) " (x

{n+l)
_C}” = :’f__{c}(x - X, )*“f
7o () r—c)" (n+1)!
ko‘rinishga keladi. Bu holda
/(%) [(x)

R (x)=

2 fm(-tn} n f{n+ll{c} nel
7 (x=x)+ ” (x-x;) +m+—;ﬂ——{x—xn) +T(x—xn) ' (6)

Jlx)=7(x)+
{c=xy +8(x-x,), 0<b<])
formula hosil bo‘lib, uni f(x) funksiyaning Lagranj ko‘rinishidagi qoldig hadli

Teylor formulasi deyiladi.
¢) Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi.
Yuqoridagi (6) formuladan foydalanib topamiz;

£ = )+ L) L0 ¢y
(-1} n
+f (xo)(x_xo}u—:l ++f( }{C)(x_'xo)ns
(n—1)! Hl

(c=xy +O(x—x,),

(x—x,)+

0<O<1).
F"(x) funksiya X, nuqtada wzluksiz.Demak, X —>Xx; da ¢ — X,
bo’lib,
el ),
Shuni e’tiborga olib, x — x,, da

n ()
ft J{c}(x_xo}n:f (x[])
n! !

(x=x)" +o((x—x,)")

bo‘lishini topamiz.
Natijada ushbu

ﬂﬂ:ﬂ%Hi%ﬁ& £
fur]( 0)
F’I

f"(%)

4\).’0)++

L (x—x,)" +o((x—x,)"), (x —x;)

formula hosil bo‘ladi. Bu formula f(x) funksiyaning Peano ko‘rinishidagi qoldiq

hadli Teylor formulasi deyiladi.
3'.Ba’zi funksiyalarning Teylor formulalari. f(x) tunksiyaning Peano

ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasini olamiz:
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f(x):f(xn)"‘f—'gf;'}(x—-xo}_f_ik_;ﬂ

f‘“}( S (%)
fi

——{x—x,)" +o((x~ x)"),

i tongglikda x, =0 deb,ushbu
10, L0,

IH),

{n}
10 =10+ %f&w

fiiulaga kelamiz, (7) formula f(x) funksiyaning Makloren formulasi deyiladi.

1) /(x)=e" bo‘lsin. Bu funksiya uchun £(0)=1, £®(0)=

2 3 n

(x=x)" +..+

(x = x,)

(x—0)

X X X
e =ltx+—+ 4.+ +0(x"), x>0
2 n

3!
i e,

) S(x)=(1+x)%, aeR bo‘lsin. Bu funksiya uchun

SOy =1, 0 =af(a-1)..{a—n+l)

i1,
+o(x"),

-1).. (a’ k+]) ;c
1+x)* = wa
(1+x) iZD o
i el

Xususan,
—I—:Z_r" +o(x"), x—0
l-x 3

m‘z_,( D*x* +o(x"),

i i,
1) f{x)=In{1+x) bo’lsin.Bu funksiya uchun

F0)=0, F50) =1 k-1
Lii ',

bk
In(1+x) = Z( i} T to(x"), x>0
by e
Nhuningdek,
" &
ln(i-x}:—2i+0(x"), x—>0
k=1 k
b T
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x—=>0

1 bo’lib,



4) f(x)=sinx bo'lsin. Bu funksiya uchun f(0)=0, f®*(0)=(-1)
bo’lib,
n i 2441 )
sinx= Y (-1 +o(x"* -0
2D PTEE ARG
bo’ladi.
5) f(x)=cosx bo‘lsin. Bu funksiya uchun f(0)=1, 7 (0)=(-1)* bo’lib.
L
cosx= 3 (=¥ +o(x*1), x50
S o
bo‘ladi.
I
Misol. Ushbu f(x)=
S 3x+2
funksiyaning Teylor (Makloren) formulasi yozilsin.
Bu funksiyani quyidagicha
1 |
flx)= = =
x

yozib,so’ng

x—0

T z( ]) x- +O(x“)9

l+x k=D
bo‘lishidan foydalanib toparmz

= .1 +o(x"), x—=0.
T &ZU( ) "),
y=f(x) funksiyalarni ko’rsatilgan nuqtada Teylor formulasini yozing.
L f(x)= -—xo_Z 16. f(x)= (x — DXy =2
2. f(x)=+xx, =1 17. f(x }-- Inx x, =1
3. f(x)=sin(2x-3)x, =1 IR e ‘l‘ M
=
4. f(x)y=xe’", x, =—I1 19. f(x)=(x3“2_,x¢,=2
=K
5. fxy=x*e™ x, =1 20. fix)= Lx, =10
’ 3 " x+35 1
6. J((J\')=(X'—|}?2'1Xn=—] Zl.f(xJzzz‘_Li,xn:—E
7. f(x)=sinlx+)sin(x+2)x, = - 92, )=t -?x, x, =1
X+

LY [ll

u

vl

ARy

fia)

fivl

fliv)

fin)

fix)

(A 2)."“,1,, =-2

2y 1 1),x, = ;

1
log, 4 {{\—~ x, =3
i 3
lu(J [ ,\'3} X, =1
Irl(\" Tx+ IZ), x, =1
I /7

2-. Xy =1

v |I1('2 Ix _\':}\ Xy =—2

24.

25

26.

=R =3
X

x+7
= =
J{x) X(ZI m 7). X

T

flx)y= ( 3)2>xn:2

f(x)=m»xo =2
x? +a4x+4
x* +10x+25

x'—dx+5
1_5x+6

X =2

27. fix)=

28. flx) =

Xy =

T —5x+7
x*—9x+20

30. flx)= l'['(l_!—])3 = l]f X, =2

29. f(x)= =-3

0
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. VIBOB
‘ FUNKSIYA HOSILALARINING BA’ZI BIR TATBIQLARI

‘ _ 6.1. Funksiya monotonligi. Fi unksiyaning ekstremumlari

1% Funksiyaning monotonligi. Faraz qilaylik  f(x) funksiya (a, 6) da
| | (=0 £ a < b < +o0) berilgan bo’lsin.

[ Ma’lumki,

' VX, X%, €(a,b), uchun x,<x, = Fx)S () (F(x)< f(x,)) bo’lsa,
i !' Sf(x) funksiya (a, b) da o’suvchi(gat’iy o’suvchi), Wx, Xy €{a, by uchun
X <x, = f(x)=f(x,) (f(x)>f(x1)) bo'lsa, f(x) funksiya (a, ») da
‘ il kamayuvchi(qat’iy kamayuvchi) deyiladi.

1-teorema. Aytaylik,  f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo’lib, Yx e (a, b)
[ ‘ | da f’(x) hosilaga ega bo’[sin.

[l S(x) funksiyaning (a, b) da o’suvchi bo’lishi uchun Vx e (a, b) da
L) S(x)=0
. bo’lishi zarur va yetarli.
i : Zarurligi. f(x) funksiva (a, #) da o’suvchi bo’lsin. Unda Ax >0 bo’lganda
11 Jx+Ax) - f(x)=0
bo’ladi. Hosila ta’rifidan foydalanib topamiz:

S0 = (x+0)= lim &%ﬂ 54,

Yetarliligi. Aytaylik, Vxe(a,b) da S'(x) mavjud bo’lib, £(x)>0 bo’lsin.

‘ | [x, x,] da (x;, x, e(a, b), X <x,) f(x) funksiyaga Lagranj teoremasini qo’llab

: | topamiz:
{1 Jx) = f(x) = f(e)-(x, —x,) 2 0.

| Demak, x, <x, = f(x)<f(x,), F(x) o’suvchi.

| ' Xuddi shunga o’xshash, quydagi teorema ishotlanadi.

| | 2-teorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a, ) da berilgan bo’lib.
: Vxe(a,b) da f'(x) hosilaga ega bo’lsin. JS(x) funksiya (a. ) da kamayuvchi
| | bo’lishi uchun Vx & (a,b) da

S'(x)<0

‘ | ' bo’lishi zarur va vetarli.
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1

Steorema. f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo’lib, ¥xe(a,b) da f'(x)
Bl epa bo'lsin. £(x) funksiyaning (a, b) da qat’iy o’suvchi bo’lishi uchun

I) Vye(a,b) da f(x)=0. . ‘

') Vye(a,f) da f'(x)=0 tenglik bajariladigan (a, ) c(a,b) intervalning

"Imaslik s ini jarilishi zarur va yetarli.
iy il bo'lmaslik shartlarining bajarilis “ r

d-teorema. f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo’lib, Vxe(a,b} da f'(x)
lintlngn epa bo’lsin. f(x) funksiyaning (a. b) da qat’iy kamayuvchi bo’lishi uchun

1) Vx € (a.b) da f(x)<0,

2) Vx e (a,fB) da f'(x)=0 N -
fonjslik bajariladigan (o, B) < (a,b) intervalning mavjud bo’lmasligi shartlarning
bifartlinhi zarur va yetarli

Demak, (a, #) da

Fx)=0 = f(x)o’suvchi = f(x)=0,
[(x) <0 = f(x) kamayuvchi = f(x)<0,
F'(x)>0 = f(x) gqat’iy o’suvchi = f'(x) =0,
['(x) <0 = f(x) qat’iy kamayuvhi = f'(x)<0

(R
2

1-misol. Ushbu __f()‘:):x—‘r funksiyaning  o’suvchi, kamayuvchi  bo’lish

piliglari topilsin.
Ravshanki,
Flx)=x-2""(2—xIn2)
b el

2 Y v
e o S Y, | rinli
Ushbu  f'(x)>0, x-27(2-xIn2)>0 tengsizlik xE(O, 1n2] e

i 2 ’suvchi, (- 2 +o0) da
i lnddi Demak, f(x) funksiva xe[(], ln—2] da o’suvchi, (—ce, G}U{lnz, )
kninyuvehi bo’ladi. . ‘ ‘
2", Funksiya ekstremumlari. Faraz qilaylik, f(x) funksiya X R
(' plamda berilgan bo’lib, x, € X bo’lsin. .
L-ta’rif.Agar shunday o>0 son topilsaki,
Vi el (x,) ={x, = 8. x4 +&) = X nugtalarda

F(X) < fxp) (F(0)2 f(xy))
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tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nugtada maksimumga {minimumga) erishad
deyiladi, x, nuqtaga esa f(x) funksiyaning maksimum(minimum) nuqtasi deyiladi
2-ta’rif. Agar shunday & >0 son topilsaki, VxelU;(xs)\{x,} (Ué-(xo)r. )
nuqtalarda
f@<flx)  (Fx)> £(x))
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada gat’iy maksimumga (qatiy
minumumga) erishadi deyiladi,

Funksiya maksimum hamda minimum umumiy nom bilan uning,
ekstremumlari,maksimum hamda minimum nuqtalari esa uning ekstremum nugtalari
deyiladi.

S-teorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiya X — R to’plamda berilgan bo’lib,
X, € X nugtada ekstremumga erishsin.

Agar f(x) funksiya x, nugtada f”(x,) hosilaga ega bo’lsa, u holda

fxg)=0
bo’ladi.

Aytaylik, f(x) funksiya x, nuqtada maksimumga erishib, shu nugtada
hosilaga ega bo’lsin. U holda

A5>0: VxelUgi(x,)c X da J(X) = fix,)
bo’ladi.

(xy =&, xo+8) intervalda f(x) funksiyaga Ferma teoremasini qo’llab
topamiz.

S(xg)=0.

3-ta’rif. Funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nuqta uning stanstionar
(kritik) nuqtasi deyiladi.

Eslatma. Agar f(x) funksiya biror nuqtada ekstirumga erishsa, ushu nugtada
hosilaga ega bo’lishi shart emas.

Masalan, f(x)=|x| funksiya x,=0 nuqtada minimumga erishadi, biroq u shu
nuqtada hosilaga ega emas.

Demak, f(x) funksiyaning ekstremum nugtalari uning stastionar hamda
hosilasi mavjud bo’lmagan nugtalari bo’lishi mumkin.

4-ta’rif. Agar shunday & >0 son topilsaki,

Vx e (xu —5,)(”) da g(x)>0yoki
Vx €(x,—6.x,) da g(x) <0

bo’lsa, g(x) {unksiya x, nuqtaning chap tomonida ishora saglaydi deyiladi.
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Apne shunday & > 0 son topilsaki,
Vx e(x,,x, +6) da g(x)>0yoki
Vx e (x,.x,+6) da g(x)<0
fii' tui, #(x) funksiya x, nugtaning o’ng tomonida ishora saqlaydi deyiladi. ‘
hnimrcnm. 'Aylaylik, f(x) funksiya X <R to’plamda berilgan bo’lib,
fjuy il shartlarni bajarsin:

1) 16 >0, ¥xeU(x,)c X da f'(x) hosilasi mavjud;

) f(x0) =03 o .
1) /'(x) hosila x, nugtaning 0’ng va chap tomonlarida ishora saqlasin.

Apar f'(x) hosila x, nuqtani o’tishda ishorasini o’zgartirsa, f(x) funksiya
1, iigtada ckstrumga erishsin. . -

Apar f(x) hosila x, nuqtani o’tishda ishorasini o’zgartirmasa, f(x) funksiya
v, uglada ekstremumega erish-maydi.

Aytaylik,
Yxe (xo —5,x[,) da f'(x)=0,

Vxe (xu,xu + 5) da f'(x)<0
b fadn. u holda Vxe(x,—3, %), [(x)>0 = f(x) o’su'\!chi,ya’ni
() f(x,), Vxe(xy, x,+5), <0 = fix) kamayuvchi,yaf’m
f(x) < f(x,) bo'lib, Vx & (x, =8, X, + 8) da f(x)<f(x,) bo’ladi. Demak, bu

fildin f(x) funksiya x, nuqtada maksimumga erishadi.

Avytaylik,
' Vxe(x,—8.x,) da f'(x)>0,
Wx & (x,, %, + 8)da f(x)<0 .
Bl holda  Wxe(x, =8, x5). f(x)<0 = fix) kamayuvchi,ya"n?
vy = flxg ) ¥x € (xg, Xo +5), x>0 = f(x) o’suvchiya’'ni

f{x) = f(x,) bo’lib, ¥xe(x, =8, Xy +8) da f(x)> f(x,) bo’ladi.

{oinak bu holda  f(x) funksiya x, nugtada minimumga erishadi. _
Apar  Vxe(x,—d.x,) da f'(x)>0 Vxe(x,x,+d)da f'(x)>0  yoki

Vie(x, ~ 6, xp) da fi(x)<0, Vxelx, X +3) da f(x)<0 bo‘lsa,und‘a ff)t)

ik alya (x, —&,x,+8) da o’suvchi yoki (X — 3, x, +8) da kamayuvchi bo’lib

(v} lunksiva x, nuqtada ekstrumga erishmaydi.



7-teorema. f(x) funksiya Y <R to’plamda berilgan bo’lib, quyiduy
shartlarni bajarsin:

D) f(x) e C(x;

2)36>0, Vxe Us(x)\ {x,} ma 7'(x) hosilasi mavjud va chekli;

3) f(x) hosila x, nugtaning 0’ng va chap tomonlarida ishora saglansin.

Agar f'(x) hosila X, nuqtani o’tishda ishorasini 0’zgarlirsa, f(x) funksiya x,
nuqtada ekstremumpga erishadi.

Agar f'(x) hosila Xy nugtani o’tishda ishorasini 0’zgartirmasa, f(x)
funksiya x, ekstremumga erishmaydi.

Bu teorema yuqoridagi 6-teorema kabi isbotlanadi,

8-teorema. Faraz gilaylik f(x) funksiya X < R to’plamda berilgan va
meN, m>2, Xy € X bo’lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

HN36>0, ¥xe Us(x,)c X da S (x) hosila mavjud;

2) f™(xy) hosila mavjud:

3 S&)="x) == SV (x5) =0, f™(x,) 20,

Uholda m=2k, kenN bo’lganda f(x) funksiya x, nuqtada ekstremumga
erishib, /™ (x,)<0 bo'lganda Yo nuqtada maksimumga, ™ (x,)>0 da
minimumga erishadi,

Agar m=2k+1, ke N bo’lsa, f(x) funksiya x, nuqtada ekstremumga
erishmaydi.

Ishot. f(x) funksiyaning X, nuqtadagi Teylor formulasi

n ()
soy=31"0o)
ko Kk

ni olamiz. Bu formula teoremaning shartida ushbu

(x‘l'o)k +O({r—x0}”l XX,

) {m)
f(x)=f{xu)+f—;}f!—x@3(x~x0)"' +0({x—xn)”’), X—>x,

ko’rinishga keladi. Bundan esa x = X, da

~{emr) "
L) = f(xy) = (x— _ro)f"[_{(_(_@ 4 i((x_'_.x_@)__)} X x,

m! {x —Xg ;l’”

bo’lishi kelib chiqadi.

«o»ning ta’rifiga ko'ra —]—r [/ (x) >0 son uchun
m! '
36>0, Vx eUgs(x,)\ {x,} nuqtalarda
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2((x —Xp )m)' < L‘I-{‘:m}(xﬂ )I
e

(X—Iu)m
Bt Demak, x € Ug(x,)\ {x,} uchun

SMx) o= x)"™) )

m! (x—x,) m!
silidortar bir xil ishorali bo’ladi. Bundan esa x € U;(x,)\{x,} da
17 (x) n
L) ()
m!

il twhorasi f(x)— f(x,) ayirmaning ishorasi bilan bir xil bo’lishi kelib chiqadi.

Apar m =2k, ke N bo'lib, f"(x,)>0 bo’lsaunda f(x)— f(x,)>0,
Yient f(x) > f(x,) bo’ladi. f(x) funksiya x, nugtada minimumga erishadi.

Agar m =2k, ke N bo’lib, £ (x,)<0 bo’lsa,unda f(x)— f(x,) <0, ya’ni
fLv) < flxg ) bo’ladi. f(x) funksiya x, nuqtada maksimumga erishadi.

Apar m=2k+1, ke N bo’lsa, f{x)— f(x,) ayirma ishora saglamaydi. Bu
finliin funksiya x,; nuqtada ekstremumga erishmaydi.

Xususan,agar x, nugta f(x) funksiyaning statsionar nuqtasi bo’lib, f(x)
finkulyn x, nuqtada chekli f"(x,) =0 hosilaga ega bo’lsa, shu nugtada f(x)

fnkuiyn /" (x,) <0 bo’lganda maksimumga, f"'(x,)>0 minimumga ega bo’ladi.

f=2 -5 +1

[Hnkuiya ekstremumga tekshirilsin.
Iu funksiya R = (—o0;+e0) aniglangan bo’lib, u shu to’plamda uzluksiz. Uning

J-misol. Ushbu

lionilaning topamiz:
2 [
5 2 w2 = 10lE-=1)
-:X:2‘_'x3_5._.x3=7_ 1
Fid=23 3 3x o

Itavshanki, funksiyaning hosilasi x, =1 nuqtada nolga alanadi: F=0;
vy 0 nuqlada esa funksiyaning hosilasi mavjud emas.

Hosila ifodasi (1) dan ko’rnadiki, x =1 nuqtaning chap tomonidagi nugtalarda
/(x) <0 o’ng tomonidagi nugtalarda f’(x)>0 bo’ladi. Demak, berilgan funksiya
¢ I nugtada minimumga erishadi va min f{x)= £(1)=-2 bo’ladi.

Yana hosila ifodasi (1) dan ko’rinadiki, x=0 nuqtaning chap tomonidagi
fisiijlaliedn /'(x) >0, o’ng tomonidagi nuqtalarda f*(x) <0 bo’ladi.
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Demak, f(x) funksiva x=0 funksiya nuqtada maksimumga erishadi vu
max f{x)=£(0)=1 bo’ladi.
Funksiyaning ekstremumlarini toping.

1
1. y= _ 2x
I-x? lﬁy_l+;rz
2, J::l__l_+_l, I7‘y:x2—3x+2

x x4+l x+2 2+ 2x4]

3

R
Joysgpt— 18 y=A25—57

Txt gy
x
4, J:-_—l+x2 19-y=x3fx-—]
5 X +2x+1
S 20. y=se
& Ve x=2
F¥E x42 21. y=xInx
7. }’=\'G“+_l—~"|x—] 272 yzlnlx
x

8. y=(2—x)%—(24.-x)%

23, y=cosx+ %cos.'zx

10

1
9 y=x+— 24y 10
x* ¥ [+sin® x

10, p=x+ :t_

< 1
] 25. y=arcigx—- Ein(l + Jer

_ ' 4+8x-6

11. y= . y=esi
¥ . 26. y=e*sinx
12, y=x"—6x" +9x—4 27- y:[x]e"’"tl
13, y=2x2—x* 28. )::L'—-X—3
1+x°
14. y:x(x_])-(x—-z}’ 29, y:'x2 —3x+ 2]
1
I5. y—.xi—;- 30. y:]xf[zﬂzos;lj

6.2. Funksiyaning qavarigligi,egilish nugtalari va asimtotalari

L] a . Ty
1". Funksiyaning qavarigligi va botigligi. Faraz gilaylik, f(x) funksiya
(a, b) daberilgan bo’lib, x,, x, € (4, b) uchun X, <x, bo’lsin.

|

/(¥) lunksiya grafigining (x,, f(x,)), (x,, f(x,)) nuqtalaridan o’tuvchi
BT ehlzigoni y =1(x) desak,u quydagicha

X, —X
2 — f(x)+
X3 — X

X—X

— f(x;)
&3

I(x) =

X5
L el

I“tw'rif. Agar har qanday oraliq (x, x,) ©(a, b) da joylashgan¥xe(x,, x,)
i

f)=lx)  (fx) <i(x)

bis'lun,  /(x) lunksiya (a, 5) da botiq (qat’iy botiq) funksiya deyiladi.

2etw'rif. Apar har qanday oraliq (x;, x,) C(a, b) da joylashgan Vxe(x,, x,)
el

f@)21(x) (f@)>1(x))

' lun,  f(x) lunksiya (a, &) da qavariq (qat’iy gavariq) funksiya deyiladi.

otiq hamda qavariq funksiya grafiklari 7-chizmada tasvirlangan:

Va Ya

i) Jw
LTR )
% ~¥
7-chizma.

Aytaylik, @ 20, a, 20, o, +a, =1ba’lib, Vx,, x, e(a, b)) bo’lsin.
Finloulyaning botigligi hamda gavarigligini quydagicha ta'riflash mumkin.
St wif, Agar
Slayx +ayx;) <a filx) +a, fx,)
(.f(al.xl tanx, ) <o f(x) +a, fx, ))
i tun, /(x) funksiya (a. b) da botig (qat’iy botiq) deyiladi.
detn'rif, Apar
flayxy +a,xy) 2 a fi(x) +a, f(x;)
(flonx, +axy) > f(x) + o, f(x,))
bt fu, - /(x) funksiya (a, b) da qavariq(qat’iy qavariq) deyiladi.
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I-misol. Ushbu f(x)=x" funksiya R da qat’iy botiq funksiya bo'ladi.

3-ta'rifdan foydalanib topamiz:
flenx+apx)=(apx, +ayx)* =(ax)" + dayexx, +(2,%,) <

<ain +aa,(x +x)" +akxl =g (g +ay)+ oy (o tay) =

=% +0,%5 =a f (%) +a, f(x;)
1-teorema, Faraz gilaylik, f(x) funksiya (a, ) da berilgan bo’lib,unda FAEY)
hosilaga ega bo’Isin. f(x) funksiyaning (a, b) da botiq(qat’iy botiq) bo’lishi uchun
f(x) ning (a. b) da o’suvchi(qat’iy o’suvchi) bo'lishi zarur va yetarli.
Isbot. Zarurligi. f(x) funksiva (a, b) da botig bo’sin. U holda
Vx,, xy €(a, b), x,<x,, ¥xe (x,, x,) uchun
gpr

22 f()+
I2 —.I]

X

Sx) =< flxy)

Y=
X5 =X
bo'lib undan
S~ 1) _ f6) = /()
xX=x Xy —x

be’lishi kelib chigadi. ((x, —x)=(x, —x)+(x~Xx) deyildi). Keyingi tengsizlikda

X—> X s0’ng x — x, dalimitga o’tib,
f'(x,)é f{xz)_f(x| },
X, —x
f(x,) > S(x) = f(x)
X2 — X
bo’lishini topamiz. Undan f'(x,)< f'(x,) bo’lishi kelib chigadi.Demak, ()
funksiya (@,b) da o’suvchi.
J(x) funksiya (a, b) da gat'iy botiq bo’lsin.U holda
SO~ _ f) - £(x)

x—x X, —X

bo’ladi. Lagranj teoremasiga muvofiq

S - F(x)

== fle)s & <ogew
X=x

I(Xg}_f@

X;—x

=fe;), x<ey<x,

bo’lib undan f(x,) < f"(x,) bo’lishi kelib chiqadi,
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Yetarliligi.  f'(x) funksiya (a,b) da o’suvchi (qat’iy osuvchi) bo’lsin:
VA Ny ala ), X <x, da

S )= f0g) ()< f'(x,))

L teoremasidan foydalanib topamiz:

f(x}_f(xl) =f'(c])

X <c¢ <X;
X—x
X,)=fx
Jx)-/(x) )=f'({:2), R
X=X
Iavahanki, X < <x<ey, <Xy, = ¢ <c,.Demak,

P fe)) (f(e)) < f1(c,)) bo’lib, yugoridagi munosabatlardan
SO -f(3) _ @)=/ () (ﬂﬁ~f&d{f@ﬂ—f&q

X=X Xy =X

x-x, Xy =X

Ba'tiuhi kelib chigadi. Bu esa f(x) funksiyaning (a, b) da botiq (qat’iy botiq )
ahailiging bildivadi

Xuddi shunga o’xshash, quydagi teorema ham isbotlanadi.

2-teorema. f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo’lib, unda f'(x) hosilaga ega
b [uin

/(x) lunksiyaning (a, b) da qavariq(qat’iy gavariq) bo’lishi uchun f'(x) ning
(e i) dinkamayuvehi(qat’iy kamayuvehi) bo’lishi zarur va yetarli.

Aytaylik, f(x) funksiya (@, b) da berilgan bo’lib, u shu intervalda JF(x)
Batlmgn epan bo’lsin. Bundan tashqari (a, 8) intervalning har qanday (a, )
(liv, /e (a, b)) gismida f"(x) aynan nolga teng bo’Imasin.

Sdeorema.  f(x) funksiyva (a.b) intervalda bolig(gavariq) bo’lishi
diliin (er, by da

S(xz0 (f(x)=0)
B el 2o va yetarli,

I tearemaning  isboti yuqoridagi hamda funksiyaning monotonligi haqidagi
lareimudan kelib chigadi.

damisol. Ushbu f(xy=Inx (x> 0) funksiya qavariq bo’ladi.

I funksiya uchun
. 1
f '{).') = '—x—z <0
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bo’ladi. 2-teoremaga ko’ra berilgan f(x)=In x funksiya (0,+ oo) da gat’iy gavariq
bo’ladi.

2% Funksiyaning egilish nugtalari. Faraz qilaylik, f(x) funksiva X c K
to’plamda berilgan bo’lib, x, € X, (x, -4, X +0)c X, >0 bo’lsin.

S-ta'rif. Agar f(x) funksiya (x, -6, x,) da botig(qavariq), (x,, x,+0) da
qavarig(botiq), x, nuqta f(x) funksiyaning egilish nugqtasi deyiladi.

Aytaylik, f(x) funksiya (x,—0, x,+38) da J"(x) hosilaga ega bo’lsin
Agar Vxe(x,—d,x)) da  f"(x)20 (f"(x)<0).

Vxe(x, xp+6,)da  fM(x)<0 (F(x)=0),

bo’lsa, f’(x) funksiya x, nuqtada eksturemumga erishadi va demak, I ) =0
bo’ladi. Demak, f(x) funksiya egilish nugtasida FT(x)=0 bo’ladi.

3-misol. Ushbu f(x) = x’ funksiya x, =0 nuqtada egiladi.

Bu funksiya uchun

fT(x)=6x
bo’lib,
Vxe(=6,0) da f"(x)<0
Vxe(0,d,) da f"(x)>0 (6>0)
bo’ladi.

3° Funksiya grafigining asimptotalari. Faraz qilaylik, f{x) funksiya X c R
to’plamda berilgan bo’lib, x, nugta X to’plamning limit nuqtasi bo’lsin.
6-ta’rif. Agar ushbu
11m f{x}

lim /()

limitlardan biri yoki ikkalasi ham chekmz bo’lsa, x = x, to’g’ri chiziq f(x) funksiva
grafigining vertikal asimptotasi deyiladi.
Masalan, f(x)= . funksiya grafigi uchun x=0 to’g’ri chizq vertikal asimtota
x
bo’ladi.
Faraz qilaylik, f(x) funksiya (x,, +<) da aniglangan bo’lsin,

7-ta’rif. Agar shunday & va & sonlari topilsaki,
JX)=kx+b+a(x) (x—owoda a(x)—0)

bo’lsa, y=he+b to'g'ri chiziq f(x) funksiya grafigining og’ma asimplotasi
deyiladi.
4-teorema. f(x) funksiya grafigi y=/kx+& og'ma asimptotaga ega bo’lishi

uchun
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lim Sx) =k, lim(f{x)—kx)=5
X I+

Xepbon
Bt Bt eorur va yetarli,
Ishot, Zarurligi. y=lc+b 10°g'ri chiziq f(x) funksiya grafigining og’ma
autisiptotnal bo'lsin.Unda
J(x)=kx+b+a(x)
By, & oo da a(x) = 0 bo’ladi. Bu tenglikni e’tiborga olib topamiz:
f(x) = fini kx+b+ax=k;

X~ )i w0 X—p4an X

!_1m (f{x)—fcx} = lirp (b+a(x))=5.
VYeturliligi.  Ushbu
lim ) f( )k lim ((x) — k) =

fiinibatlar o’rinli bo’lsin. Bu munosabatlardan
() -k)=b=a(x) >0 = f(x)=ke+b+a(x)

B it keelib chiqadi.

3
demisol, f(x)= E 2 funksiyaning og’ma asimptotasi lopilsin.
pa
I funksiya uchun
k= lim —* J) = lim—* = 1;
e x—)ID"(x [}

3
b—_llm (f(x)—kx)= lim [(x—l) —-xJ:Z

Ao

b'ladi Demak, y=x+2 tog'ri chiziq berilgan funksiya grafigining og’ma
dnlimplotagi bo’ladi.
Vikithsdyining asimptotalari,egilish nuqtalarini toping va grafigini chizing.

15 j=nE
=

oyt 17. y=x"Ilnx

19, y=—2

Lo Iy varetpsy

fiy o 1)

1} X +2x
\

20. y=talx+ < 11)
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7. y=x]n[e+£—) 22. y=xe’

8. v=xarcsecx 23. y=(x2+l)ejz
9. y:x£',x>0 24, y=(2x—l)e%
10, y=x", x>0 25. y=(x—2)e_%
11. J’=IH|X?'—IJ 26. y ::};e_"i!

12. y-—-;—_l—l—lnzfx a7 y=xe-‘]"

13. y=xIn*lx 28. y=£+arccfgx
2 2

X
4. y==_ 29. y=xarcrgx
ln'x|

15, y=x"In"x 3{. y =sinx-+cosx

6.3. Lopital qoidalari

Ma’lum shartlarda funksiya limitini hisoblash qoidalari o’rganilgan edi. Ko’p
hollarda bunday shartlar bajarilmaganda,ya ni

x—x,da f(x)—0,g(x)>0: Jgrg]} ning limiti (g—]

x—x, da f(x)— +o,g(x) > +0: ACH: ning limiti (EJ
8(x) o

x> x; da f(x) > 00,(x) > 0 :(f(x) — g(x)) ninglimiti (e o)
x> %, da f(x) > 0,g(x) > 0: (f(x))"" ninglimiti (0"
X3 da f(x) > 1,g(x) =201 (/(x)* ninglimiti (1”)
x—>xy da f(x) >0, g(x) > 0: f(x) g(x) ning limiti ©"ni topishda funksiyaning

hosilalariga asoslangan qoidaga ko’ra hisoblash qulay bo’ladi. Bunday usul bilan
funksiya limitini topish Lopital qeidalari deyiladi.

10 0= Ko’rinishdagi hollar.
o

164

I'teorema, Faraz gilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, b) da berilgan
Bl quydngi shartlarni bajarsin:

| I (x)=0, L =0

) lim f(x)=0, [lim g(x)=0;

N Vyela, h} da f'(x) va g'(x)

1) Ve(a,b)dag'(x)+0;

hosilalar mavjud;

4) Ushbu  lim Mzé, (feR) mavjud. U hoida lim M:f bo’ladi.
vosh=0) g'(x) S=2b-0 g(x)
Whit,  f(h) =0, g(b)=0 deb olamiz. Unda f(x) va g(x) funksiyalar
(b b da (8 > 0) uzluksiz bo’lib goladi. Teoremaning 4-shartiga ko’ra:
Ve>0, 36>0, Vxe(b-4, b): }&—f <g
g'(x)
Lot Tl
Fndi (4~ 8. b] da Koshi teoremasidan foydalanib topamiz:
S| |fe)-rx | |fr(rfJ s
g | gb)-20 | [ge)
(ce(x, b)c[b-6, b]).
(TS
tim L&y
x—b—0 g(x})

Shin fubotlash talab gilingan edi.

8
a_[X
(Inx) (e) —_

F-misol. Ushbu lim =
A xX—e e

munosabal isbotlansin.

g
flx) = (Inx)” —(ij ,  g(x)=x—e funksiyalar uchun (1, e) da I-
e
imaning barcha shartlari bajariladi:

7
1) I,”,r,.'-”'\'} = Iim[ ((Inx)” ‘[ij )]:0,

ot

Himg(x) =lim(x—e)=0;

b X

-l
AR -‘X“I])C)a_] <l-—§(ij . g'{.x): 4

Wou'(vy=1+0;
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wea 1_B (Y7
Fiy . HmDT (ej a—p

4) lim =lim =
e g'(x) e 1 e
Demak,
i
X
. (Inx)* —(—)
]imi(i)ﬂim £ =a—-,8.
P g(x) X xX—g e

2-teorema. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a. +o0) da berilgan
bo’lib, quydagi shartlarni bajarilsin:

) lim f(x)=0, lim g(x)=0;

2) Vxe(a, +) da f'(x), g'(x) hosilalar mavjud;

3) Vxe(a, +) da g'(x)=0;

4) Ushbu
lim & £
= g'(x)
mavjud (£ R). U holda
lim S
e g(x)
bo’ladi.
a>0 deb, = A deymiz.Unda ¢  (0), l) bo’lib, x =42 da ¢+ — 40. Endj
x a

F(z) va G(t) funksiyalarni quydagicha
F=fG). G)=gd)
aniglaymiz.Unda
t=>+0da F(1)—>0, G@)—0;
" 1 - . 1
F)=f (%)‘(—;;), G(!)=g(})-(—;;);
r el
F@_1'Q)
Gy g'(h

bo’lib, 1-teoremaga ko’ra, ¢ — +0 da

£ (1 —>+0)

)
G(r)
bo’ladi. Keyingi munosabatdan esa
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lim L0 _,
x> g(x)

el leelib chigadi

domdsol. Ushbu lim limitni hisoblang.

o Jarctgy” —

¥

* =1, g(x)=2arctgx” — 7 deyilsa,ular uchun 2-teoremaning

-

Apie f(x)=e

Bitehin whartlari bajariladi, jumladan
1
' 2 Z ' 4x
S ==Ze”. gm=—2
X 1+x
L',
2 o
‘OY_ e xF o lext
lim f_‘(d‘)= lim —% =—lim +§ ——
xorw g'(x) 4x - sorim Dy 2
i+x*
bt lndl. 2-teoremaga ko'ra
L
; (x . . E- i
lim M = lim f{x) = lim -.L#. e

e gl(x) i g(x)  xoem 2arctgx’ —7 2
L Dl
Quydagi  teoremalar  ham yuqorida keltirilgan teoremalarga o’xshash
(it i,
Mteorema. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, b) da berilgan bo’lib
iyilugl shartlarni bajarsin:
1) him f(x) = oo, J(l_g‘r_lué,r(x) = oo;

Nowhodl

) Vxe(a, by da f'(x), g'(x) hosilalar mavjud;
N Vyela, b) da g'(x)=0;

) Ushbu  lim f—-(i}:ff, (£ € R) mavjud.U holda

vorlr=0) g’(x)
tim L) _
-0 g(x)

b il
Atearema. Faraz gilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, +o) da berilgan

Wl quydagi shartlarni bajarsin:
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1) lim f{x)=00, lim g(x)=00;
Itan X

2) Vxe(a,+=o) da f'(x), g'(x) hosilalari mavjud;
3) Vxe(a, +x0) da g'(x)=0;

4} Ushbu lim fr(x} =¥£, (£e R) mavjud.U holda lim RG] ={ bo’ladi.
( s g (x)

r—tm g (X

2% 0-w, so—a0, 17, 0° ko’rinishdagi hollar. Bu ko’rinishdagi anigmaslikla

ol

\ & hollarga keltirib, so’ng yuqoridagi teoremalar qo’llaniladi.
[+ 8]
1) x—>x, da f{x)—>0, g{x) >0 bo’lganda f(x) g(x) funksiyaning

limitini topish uchun

f(x)-g(x) = L(]ﬂ _ g{]x)
g S0

deb,so’ng 1- yoki 2-teoremalar qo’llaniladi.
2) x—>x, da f(x)—>+», g(x)—>+x bo’lganda f(x)—g(x) funksiyani
limitini topish uchun uni
| 1

f(x]—g(x)—_—_g_(w

f(x) g(x)

deb so’ng 1-teorema qo’llaniladi.
3) X —>x, da

f(x)—=1, g(x) >+ bo’lganda x) funksiyaning limitini topish uchun
g P

f(x)—=0, g(x) >0 hamda X=X, da

avvalo

y = ()
funksiya logarifmlanadi, so’ng vuqoridagi teoremalar foydalaniladi.
I

3-misol. Ushbu Iim(Sm IJI‘

xall x

Iimit hisoblansin.
1

Avvalo y= lim[ smx).:- deb olamiz. Ravshanki, x — 0 da

i) X

sinx

Jx)=

1
-1 glx)=——+m
X b
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Seslili hisoblushlar yordamida topamiz:

f

inx sinx
ll'l sIn [lﬂ i _J
; : . X
limlny = lim—2X— = im =
x=30) =0 e x—0 ( 2)
X
X xcosx—sinx
& 2
. sinx
=lim 2 =
230 2x

r

l.. xcosx—sinx 1, (xcosx—sinx)
=—lim——————— =—lim~—— /-
2 xa0 x3 2 x0 ( 3)

X

xsinx 1

I..
=——lim s
2x0 32 6
1
ol sinatE el
hiiinl, Iun[---— =a %,
ol X

Lapltal qoidalaridan foydalanib,limitni hisoblang,

L 16. limx"™"
Conin b X0
iy - cosx i
Lol ; 17. lim{ergx)™
1l \ x—+il
fix v . Inx
LI 18. lim ———
Sy ik =+ (Inx)*
cthe
LI Qox x
W iy iy = L2 19 Ting] L2
Hinindy ~12sinx = 2
0 o b
N, iy A2 20. mr{""”]
LT =il oy
-1 B
i it “ 21. iim[zarccost
i \ ol
"/ht‘ | =
SR P 22. 1im x'*
' Hin® x =1 sor el
o ot — 4
i Wi e* I'} I"({' —IJ 23, limx'*
" y werl
| oeoax’ T
L 24, lim{2 - x)* %
LSS i
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12.

13.

14. 1i

. lim

T+ x3
¢ s
. a—-a
. lim a>0
a0 x
. X —x
lim

=lnxy—x+1

. I_il;]}_j]nx “Infl - x)

arcsin2x ~ 2arcsinx

27.

28

29.
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2 Iirg (tgx)

iplr

T

: in T
: lr_m{cfgx}

Iim(lnl}
x—=r+0 x'}

!
Iim(.'g B )
* o 2x+1

atglx—e)
lim| 8%
£ al Iga

VII BOB
ANIQMAS INTEGRAL

' 1, Boshlang’ich funksiya va anigmas integral tushunchasi

f 1 ashidangich funksiya tushunchasi.
b ba'vifilvicor  chekli yoki cheksiz  (a.b) oraligdagi har bir X nuqtada
diterensiallanuvehi va hosilasi
F'(x)=f(x)
Sl ganotlantiruvehi F(x)  berilgan  #(x) funksiya uchun beshlang’ich

finbilyn deyiladi.

Morlpan v = F(x) funksiyaning » = F'(x) = f(x) hosilasi bir qiymatli
aililanncdi,. Ammo vy = f(x) funksiyaning boshlang’ich F/(x) funksiyasini topish
aimnilonl bir giymatli hal gilinmaydi. Hagiqatdan ham, agar F'(x) funksiya f{x)
el boshlang'ich funksiya bo’lsa, u holda ixtiyoriy C o’zgarmas son uchun
Fivd €' funksiya ham #(x) uchun boshlang’ich funksiya bo’ladi. Hagigatan ham,
ditterenmallash qoidalariga asosan,

(F(x)+C)=F'(x)+(C)=f(x)+0= f(x)
Vi e ssosan, #(x) + € funksiya f(x) uchun boshlang’ich funksiya bo’ladi.
I udl 'zl bir sodda funksiyalaring boshlang’ichini topib ko’ramiz.

Adwallne
: 73 S
Flk) = 3 x f'(_.x)_-7+(.=x +C

3 s
ey e W by=6 I?‘(v\‘}=%+%—-6x+6‘=x!+3x1—(>x+(."

fla)w dx' I (x)= §%+('=X3+C
M yordn #'(x) funksiya f(x) funksiyaning boshlang’ichidir.

.2 Andgmias integral. Anigmas integralning asosiy xossalari.
Apir £(x) biror (a,b) oraligda f(x) funksiya boshlang’ichi bo’lsa, unda

F a1 €' (C -ixtiyorly o’zgarmas son} funksiyalar to’plami shu oraligda f{(x)
iknlyaning anigmas integrali deyiladi.
flerflgan /(x) funksiyvaning anigmas integrali jf(x)d’x kabi belgilanadi va

i niosan birorta #(x) boshlang’ich funksiya bo’ycha
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[feyae=Fxy+c

tenglik bilan aniqlanadi. Bunda C ixtiyoriy 0’zgarmas son ekanligini yana bir marin
eslatib o’tamiz.
j J(x)dx=F(x)+C tenglikda J -integral belgisi, f(x) integral ostidagi

Sunksiya, f(x)dx integral ostidagi ifoda, X esa integrallash o'zgaruvchizi
deyiladi.Berilgan #(x) funksiyaning If{x)a{x anigmas integralini topish  hu
funksiyani integrallash deb ataladi.

Endi anigmas integralning xossalarini keltiramiz. Bundan buyon aniqmas
integral hagida gap borganda uni qaralayotgan oraligda mavjud deb, ya’ni integral
ostidagi funksiya qaralayotgan oraliqda boshlang’ich funksiyaga ega deb qaraymiz v
oraligni ko’rsatib o’tirmaymiz.

1)Ushbu

d(] f(x)dx) = 1 (x)dx
munosabat o’rinii.

Faraz qilaylik, F(x) funksiya f(x) ning boshlang’ich funksiyasi bo’lsin:

F'(x) = f(x).
U holda,
Jf(x)dx = F(x)+ C
bo’ladi.Bu tenglikka differensial amalini qo’llab topamiz,
d([ ./ (x)elx) = d(F(x) +C) = dF (x) = F'(x)dx = f(x)dx

Bu xossa avval differensial belgisi o, so’ngra integral belgisi { kelib, ular

(C =consb)

yonma-yon turganda o’zaro bir-birini yo’qotishini ifodalaydi.
2)Ushbu
[dF(x) = F(x)+C (C =const)
munosabat o’rinli .
Aytaylik, F(x) funksiya f(x) ning boshlang’ich funksiyasi bo’Isin:
F'(x) = f(x).
U holda,
If{x)afrz F(x}+C (C =const)
bo’ladi. Ayni paytda,
_[f(,r)a{x:ff"(x)dx:jdﬂx) (1)
bo’lib. bu tengliklardan
[dF(x)= F(x)+C
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La 1l kelib chigadi. . 3 .
I xossa avval integral belgisi [ , so’ngra differensial belgisi d kelib, ular

Lakinieyon turganda o’zaro bir-birini yo’qotishini anglatadi va F(x) ga o’zgarmas C
i (i ihib qo’yish kerkligini ko’rsatadi
i) Ushbu o
[Lf )+ g()Jdx = [ f(x)dx + [ g(x)dx

Witk o'rinli bo’ladi. . .
Aytaylik, F(x) va @(x) funksiyalar mos ravishda f(x) va g(x) larning

ienlilang 'ich funksiyasi bo’lsin.
F'(x)=f(x),P'(x) = g(x).
U holda
| f(x)dx = F(x)+ C,, [ g(x)dx = D(x) + C,

i 1y, \

[/ (x)dx + | g(x)dx = F(x)+ @(x) + C, + C, (3)
L i,

Ayni paytda, '
[F)+ @] = /() + 20

L lganlipi sababli

| [+l = Fey+ @ +C, (4)
fis'Ineli (3) va (4) munosabatlardan,ulardagi C,,C, va (; larning ixtiyoriy ekanligini

¢ tihorga olib topamiz: |
J[j'(x} +g(x)}dx = _[f{x}dx +J g(x)ex

IYu xossa anigmas integralning additivlik xossasi deyiladi.

1) Ushbu
[ K (x)ddx = k[ f(x)dx (5)
tunglik o'rinli bo’ladi,bunda k£ o’zgarmas son va &=20.
Nisol:Ushbu J = f( J - —3sinx)dx integral topilsin.

1+ x
Aniq integralning 3)- va 4)- xossalaridan foydalansak.unda

I .
_[{i —3sinx)dr =5[] — Sdx — 3_[smxafx
1+x7 1457

iy Lt kelib chigadi.
Il
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i
I+x~

(=cosx) =sinx, (arctgr)’ =

bo’lishini e'tiborga olib topamiz:

1 ;
Sfmdx ~ 3 sinxdx = Sarctgx + 3cosx +C.

Demak,

J=Sarctgx+3cosx+C_

Anigmas integraini hisoblang.

]‘_[(2-

2. [@Gx-7)"dx

4
X

——dy
l+%°

X
f“—_*r; e
j(‘?xz—zm- 5%

xfx
6 Viex? - I—x_2
A~ o

oy

fn

7. cosExd
J-Siﬂ2 T
8 dx

J-v'3+x+_r"’

A J-(Scosx—xgz+1 + x*]dx
10. j
11. j

12.
J( V1—x? de
13 -‘-2-3’3:3-2’

N

x+3

xe—x

x+1

dx

14. J-[sing + cﬂs%)q{x

3" —Ashx + 6cosx + 9)dx

a."x
16, a*| 1+ — |dx

1
17“[(;“’;1? i+ X%]dx

18.57(5x)

19.37 (g]

20. 47 (-ax+3)
21. 3f(—3x+2)
22, — j( X+ ?]
23. ¢f (ax+ b)
24. ~ 2 f(-2x)
25. 7 (3x+9)
26. 3/ (x+4)
2
27.2/(Zx-7)
5
28. 5/ (2x-9)
29, 47 (3x+5)
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B |.-|p. € lax
ont x

30. :’nf(gx—’!}

|\ Elementar funksiyalarning aniqmas integral jadvali.

Ilomentar funksiyalarning hosilalari jadvali hamda anigmas integral ta’rifidan
fyilalanib,sodda funksiyalarning aniqmas integrallari topiladi.Ularni jamlab jadval

b tiniahipga keltiramiz:
1) .[U v =C, C =const.
2) |ldx=x+C.
xtx—:-:l
1) J x" ey = +C, {axx-1).
o+ 1
dx
) [==Injx+C, (x=0).
X
]Ir.' Yy = (a>0, a=1l).
5) Ina

J—t"'ff.\‘ =e* +C.

fy) [sin xdx =—cosx +C.

/) Icusxdx =sinx

‘J}J d‘ ——=—ctgx +C,
{ arcsinx +C,

‘\lll X

H”JJI——

+ .

e, (x;§+m,nez).

arccosx 4 (.

arctgx + C,

dx
JH P —arcctgt+C.
12) f shixelx = chx + C.

13) J'r:hxa[xc =shx + C.

|4 I}I ar = —cthy +(,

\i‘\

I-“J_[ a’x =thx+ (.

:hx

(x=0).

(x=m, neZ).

(-l<x<l).

titegralning formularidan foydalanib hisoblang,
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xVx

3. J' (V2x -3x)?
X

3x
4, J'ex—ﬂdx
g +1

gl
5 [y
10°

6. [(2* +3")ax
7._|‘fhzxcix

8. jcfh’xdx

9. j(2x—3)’"dx
10. {(ashy+behxydx

1. J-(l +5inx + cosx)dx
12. J‘\,"I—Iixdx

dx
13.
J-\I'Z—Sx

14. J'_dfc_T
(5x—2)?

15. j Sh(3x —1) + ch(3x — dx
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16. f(x* +3x" +x + I

17. J‘D’J +¥x +‘3Jx_+ l)a’.\'
x

I8 ety

1+x* f1— 2

19.

20. [—S—ax

xr+1
3_ a5
21.]%

cos® x

22; dx

-‘-l—sins x
sin® x

3 Ll PR

i

24, J‘(sing + COS—;—)ZQ'A:

25. [e"@=yax
X

1 1
26. +
IM—-E 43
dx
27.
"-v'l+e'
28. [sin’(ax+b)dx

29, j 22 0% gy

30. [x(x=D+2)ax

7.2.Integrallash usullari.

I 1 ) eparuvchilarni almashtirish usuli.
I'nraz gilaylik, £(x) funksiyaning anigmas integrali

[ fx)ax (1)

lielljn bo'lib, uni hisoblash talab etilsin.
l.o'pincha, o’zgaruvehi X ni ma’lum qoidaga ko'ra boshga o’zgaruvchiga
alinshtivish natijasida berilgan integral sodda integralga keladi va uni hisoblash oson

b i,
Aytaylik, (1) integraldagi o’zgaruvchi X yangi o’zgaruvchi { bilan ushbu

t=9(x)
fiosabatda bo’lib, quydagi shartlar bajarilsin:
i) 7 X) funksiya differensiallanuvchi bo’lsin:

i) () funksiya boshlang’ich funksiya G(f) ga ega, ya'ni

G'(0) = g1), [gHydt =G(1) +C; (2)
i} /() lunksiya quydagicha
[(x)=gle(x))- ¢'((x) 3)

Hidalangin,

U holda

[ @)t = [ 209 () = Glp()) + €

Ly laeld

Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan foydalanib, (2) va (3)
iiinosabatlarni e’tiborga olib topamiz:

[Gp(x) +Cl =G @GN -9/ () = glp(x) - ¢'() = ().
indan:
[ F)dx = Glp(x) +C

It luhi kelib chigadi.

Shu yo'l bilan (1) integralni hisoblash o’zgaruvchini almashtirib integrallash

il deyiladi.
i1 tisulda, 0’ zgaruvchini juda ko’p munosabat bilan almashtirish imkoniyati bo’lgan

liolda ular orasida qaralayotgan integralni sodda, hisoblash uchun qulay holga
Loltiradiganini tanlab olish muhimdir.
Misol: jx Inxdx integralni hisoblang.

(3u yerda integralni o’ zgaruvchisini almashtirib hisoblaymiz:
177




=Inx dv=1x 5 i 5 .
j.xlnxdx——- ] x? :Inx-—~—J‘——-—-a’x——lnx—-—+C
dl/=—dx v:—z— 2 2 % 2
x

2.2.Bo’laklab integrallash usuli.
Faraz gilaylik, #(x) va v(x) funksiyalar uzluksiz #'(x), v'(x) hosilaga ¢y
bo’lsin.
Ravshanki,
(W(x) V(X)) =1(x) - v(x) + u(x) -v'(x)
bo’ladi. Demak,
F(x)=u(x) v(x)
funksiya
JO)=u'(x) v(x)+ u(x)-v'(x)
funksiyaning boshlang’ich funksiyasi bo’ladi.
Bundan
j[u'(x) v(x}+ux)- v’{x)}!x =u(x)-v(x)+C
bo’lishi kelib chigadi.
Anigmas integralning xossalaridan foydalanib
Irx(x) -V(x)dx =u(x)- v(x)— _" u'(x)- v{x)dx (5)
bo’lishini topamiz.
(5) formulani quydagicha
Ju(xy- dv(x) =u(x) - v(x) - [v(x)du(x) (5%a)
ham yozish mumukin.
Bu (5%o0) formula bo’laklab integrallash formulasi deyiladi.Uning yordamida
er(x) -v'(x)dx
integralni hisoblash
Ju'(x) -v{x)dx
integralni hisoblashga keltiriladi.
Misol: _[xcosxdx integral hisoblansin.
Bo'laklab integrallash formulasidan foydalanib topamiz:
u=x, du=dx

_[xcos.rdx: .
cosxdx=dv v=siny]

=xsinx— jsin Xdy=xsinx +cosx+C
Integralni hisoblang:

LY g 16. [

X

dx
v2-3x?
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x
: l ' - 7. jsinzxdx
: X
| ]I‘Iah IS.IXJ+4dx
b [In! vy 19. [(x* +1)dlx]
3 | L4 20. Jarcrgx{; dx
|

i | W2y

dax
21, | ————
J‘(x—l}v'xl—Bx+2

YD
! 'm.r’,r:\rh Zz,jmsx(x +1)

B[ x g, xtdx ZJ.jx‘ arcsin2xdx

" | s (1 24, J'xv'l—x‘ arcsinxdx
AR

[ l Viroctig vy 25, jx’arcfgxdx

[ varondy 26. J-(.xz—x+l)ch_rdx

27. J’Iﬁ sinSxdx

1! 'll!l'nllll.r’l

(! '1-"|||'-5\n’\ 28. jSilI.‘cCthX‘
(] I'IN\“ vV Xy 29, j]“cosxd_\'
LA, [t vty 30. fe'(x* —6x + 2)dx

7.3.Ratsional funksivalarni integrallash.

I Mogn ' lum koefflisentlar usuli.

Lghb
Bx+C
—— (x#a),
(x—a)" (x*+ px+gq) N
b tiniuhidagi funksiyalar sodda kasrlar deyiladi.,bunda me N; 4, B,C,a, p.ghaqiqiy

: v Tl L e _ pz 0 :
il bo'lib, x* + py+¢ kvadrat uchhad haqiqiy ildizga ega emas,ya'ni ¢ T >
i1 bo'lganda soda kasrlarning integrallari
Bx+C
j oA dx | j = dx

=
Xx—a x4+ px+g

B quydagicha hisoblanadi:
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[ | . —dx 16. J-
(v 2y 5) x* +51 +4
! | Xy - . J_ vex
(REITES !2)( +3) ¥ ~3x4+2
! l (| - 18, J- X+
(v 2)(x~3) (x+1)*(x— I)
A £k x 2
' -y 19. _[(-———J dx
(V- 2Nt 5) xt =3x+2
' o2y 09 dx
5 il 200 |————
lm Dix a1y ' j‘(J|r+1)(}r+2)‘()r+3]r‘
v dx
’ | N7 -8y H':_\'d‘ 2]‘—"xj+x‘—-2x’—2x£+x+_l
' VA 20 s dx
111 ' | axel o 2 I(x-l-]){xz +1)
B 2C-B .
=—In(x’+ px+¢)+ o arctg 2 + 0 AN . 23 - I
2 2 2 i l | ol R 2 7T 5
'|- i - : ST TNT (7 —4x+4)(x* —4x +5)
[ ( 4 4 ’ { xedx
| i iy 24 - wmoo NG
Il Aytaylik,me N, m>1 bo’lsin.Bu holda soda kasrlarning integrallari | | I{x— D (x? +2x42)
|| || 4 Bx+C R 2. f’“J
» ' 3+
| i| | | ('x__a)m (IZ +px+q)m il x i
I . . - . ify 26, | —— 3
| || . | lar quy dagmha hisoblanadi: I | e _[(] R0+
: I J- i AJ'(X__(U—md{‘__Q)___—-—._.__TI—q-C, | 2 dx
| i 5 _ " i ¢ 7‘ e -
||J b= a) bR —a) I ' vy ! -[x4+x'+l
I x+p—: x=t-P byt 5 dx
' : g ™l FEl= S dy 8f— "
|} Bx+C i 2 2 - 1A |{" |_}“2)'H J'x(‘[-l-x}(’]+,r+x2)
I (" + px+q)” Pt i
| d.\':df g—=——=gq" \ dx
> ; 9.
||| 4 L |q | X '.’dr 2 jx —x' e xt —xt b x -l
[ _ B 2edt _ y d
I B _2-‘[(:‘2 +a® )m B)‘[ }’" - ] ' . - i, ‘ -ely 30. j—‘—'rT‘—‘—
iI P X = 0x 4 6x X 43x 4 2 x? b3y 41
[ [ _ E i . 2
1 2{m=D(* +a7)m } - Lhtograllashning Ostrogradskiy usuli.
I|
l . iy 18 Kasming maxeai kareali Kompleks iidizlarga cga bo'lganda, un
1| b . (N
'I [ I(f +aty” Hiteprallnshda, murakkab hisoblashlar bajarishga to’g'ri keladi.
[ integral (6) rekurrent formula yordamida topiladi. funday hollarda, ushbu

I| - Berilgan ratsional ko rinishdagi funksl_yalarnmg aniqmas integralini hisoblang,
(L 180 181
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[2) oo B0y, [ 2l5) (1)
Ofx) Q/(x)" - 0,x)
Ostrogradskiy formulasidan foydalanish qulay bo’ladi.bunda O, (x)-ildizlari O(v)
ko’phadning hamma  sodda (bir  karrali) ildizlaridan iborat bo’ lgan
ko’phad, O(x) = ©, (x)- O, (x). F(x) va P(x) lar no’malum koeffisentli ko’ phadla
bo’lib 19 ﬂﬂ to’g’ri kasrlardan iborat,
Qi (x) O, (x)

F£(x) va P,(x) ko’phadlarni topish uchun ularni no "malum koeffisentlar yordamidu
yozib olib,so’ngra,(1) ning ikkala tomonini differesiallaymiz,natijada,(1) tenglikka
teng kuchli,

Pl _ { A (x)}+ £
Ox) ()] 0.(%)

tenglikka ega bo’lamiz.Bu tenglikdan no’malum koeffisentlar usulidan foydalanib,
F{x) va P, (x) larning tarkibidagi no’malum koeffisentlarni topamiz.Ostrogradskiy
formulasi,integralning ratsional gismini (integrallamasdan) ajratishga imkon beradi,

Plx) P, (x)
to’g’ri kasmi integrallash masalasi,unga nisbatan integrallanadican -2
0(x) g 2 £ g g 0, (x)

=1

to’g’ri kasrni integrallashga keltiriladi.

1
Misol: jmdx integralni hisoblang.

Bu  holda, P(x)=x-1, O(x)=(x* +x+1)%, Ox)=x"+x+1 O, (x)=x"+x+1.(1)
formulaga asosan,

dx

x—1 Ax+ B Cx+ D
[ [

(x +x+1)° X +x+1 X +x+1
deb yozib olamiz. 4, B, C, D noma'lum

Ostrogradskiy usuli yordamida hisoblang:

x4l
1. 16.
Ix—l) (x+1)? Ix +x° +l
J—-dx— 17 j__x_‘i‘f__
i+ 2 42y
dx xi
3. - 18, [ ——
I(xﬁ-l}’ '[(xz“ AT
2 -]
4o g 19. J—a’\
(x°+2x+ 2y
dx dx
=X P 200 j———M
I(x* +1)? j(x-f- D*(x* +1)
182

" I y' |Ih )m_‘_“{‘.r ZII (3x3—2)xd\*
D ey (x+2)°(3x* —2x+ 4)
i
f ) dx
'1-' I 2. IF
s Y Sl
i ¥ X 2 dx
Il-‘MIU’ \-il)”r 23'-[x“+!
y, | ‘n'|!.q|r3__{x 24 I X +xt+x+43
G (2! 1 3x42) 3 x+D)

I i i 23.

J- 3% —x' +11x=5
¥

G (o —ax 5
o 3 ]
j, [S2 26, 2% —Bwwl
(zx+1)~(;r2 +x+2)

+7r+4

K" X
I ; il 27.
' k" 4 | J(x +4x+5}(r ~-dx4+3)
J-('r r—l) (2x* +3\'+2}

I ’ .III il 28,

| il i 29 j-_zx +x' +5x+1
(x +3)(x" —x+1)

4 ' iy 30 I_ij—&xz+3x—1 5
S x-3)B 1 12)

7.4. Ba’zi irratsional Sunksiyalarni integrallash.

; axih ax+b . ax+bh
M,y il R s il " "
| \{.-1 i [ R(x.(ax + )" (ax + )", el [ R(x S s

o vlilshdagi integrallarni hisoblash.

Vavaz qilaylik, R(u,v) ikki o’zgaruvchining ratsional funksiyasi bo’lib, a,b,c,d
Wi hisgjlgly sonlar, ne N bo’lsin.

Luhibu

IR(x,ﬂ ax+—b)dx . ad—be#0),
cx+d

B itidnhidag integralniqaraymiz.Bu integral o’zgaruvchini almashtirish yordamida
bl funksiyaning integragraliga keladi:
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ax-!—b h—t"d
b cx +d I"chclr”waf
Yex = =
d
dx

IR(x,ﬂ =
_ (ad=bn
(a—ct")
n-1
_ J-[ (ad = beynt i
a—ct" (a—ct™)?
1+x 1 ; _—
Misol: I ————dx integralni hisoblang.
1-x
Bu mlegralda
= PlEE
1—x

almashtirishni bajaramiz.Unda
:
-1 At
dx_

241 T (a2
bo'lib,
2
J-\,I+r | dx:2|'f dt
I-x 1-x Tt
bo’ladi.
Ravshanki,
2dt .
I = =t —arctgf + .
= +1
Demak,
1+ 1 2 -
!/—x dx=2.|||l+v—2arc.fg f“—x+C
Vi-x 1+x I-x 1—x
Hisoblang:
dx I—x+x?
1. 16.
‘[lﬂ'—\}q j‘\,1'I+x x*
dx
2. |— 17.
f.r('l+2d§+1.§} '[]+\/—
o I L 18—
s o
dx
4. 19.
J-I+v'rx41 J‘14'4_\'1+4_\‘-1-l—Jilx-‘.-l

dx
\u"T\': +dx 3

3 J'_‘ .
Hasixydz
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zo.J-x1—6x"’ |-le—6ix

Vi |I VX dx
_I 21—
) T !(sj}p‘?{x_ﬁy
fh cix
! o - 22 e
o Wi i
it vily >0 23 J-x3+2x2+x—idr

y 4
I J'.'m x) Vx? e 2x -1
ax 24 Vx? -1-3x+2—xdr
-.-fq. @y (x — by Val+3x+2+x

il 25 J[\.'1+x+xz—lJ2 dx

ianJl{r x N

dx
dx 26, | ———
'Jll vox? j-(l—i-\.'x‘i-xl)2
P! ! dx — 27_*
(v 4 DX+ x+1 l+41-2x -
dx

J-1+\;'J4:j +2x+2

']

ilx
1 — 28.
Ill \}'Jl ¥
IJ‘I I 2X I?

dx
I ~ifx 20| —m——
¢ J-;vc—\n'xl—x+l

i nh‘_"_ 30j xldx )
(14 V1= x =1 (=2x+x* W2 + 25— x°

! |H(\.\/m" by +c }lx ko’rinishdagi integrallarni hisoblash.

14 integralda a,b,c-haqiqiy sonlar bo’lib, ax® +bx+c¢ kvadarat uchhad teng
Hilielargn epa emas.
Qaralayotgan
i 2
J R(x,Vax” +bx + ¢ )dx (1)
(el quydagi uchta almashtirish yordamida ratsional funksiya integraliga keladi.

wya 0 bo’lsin.
L1 itegralda ushbu

r-'-\/;;x+\fa_x?'+bx+c (yOkiI:-—JEz‘x+xfax2+bx+c)
ahininlitieish bajaramiz.U holda
ax® +bx+c =1 - 2Jaxt+ax®,
e 2(at? +bt+c\/5)
= - = dr_
2Jat+ b (2VJat +b)?
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S Jat* +bt+ca
ax” +hx+e=

War+b
bo’ladi.

Natijada: _fR(x, vax® + bx +c)dx =

Vai? +bt+ca) 2(Jar’ +br+c«/§}df
2Mar+b (2Var+b)?

2
_ J‘R { c ,
2Jar +b
bo’ladi.
b) ¢ = 6 bo’lsin. Bu holda (1) integralda ushbu

le(varz +bx+c—+Je) yoki I=L(1’ax2+bx+c+\f§)
3 x

almashtirish bajaramiz.Unda

xzer,_-.f—b : abc:xfc_*:"—br-t\/;ad“
a—1t? (a+1)
N e Jet? —bt+Jea
ax’ +hx+c= 7
(a+1)

bo’lib,(1) integral ratsional funksiyaning integraliga keladi:

J'JF?(Jr,w;'auc2 +bx +c)dx =
:IR[zv’E:—b Jer* —br+ade JExz—b.umEa}”

a—t? a—1t? (a+1)

eyax’ +bx +¢ kvadrat uchhad turli X, va x, haqiqiy ildizlarga ega bo’Isin:

ax’ thxtc=alx—x)-(x—x,).
Bu helda (1) integralda ushbu

1
l=——ax’ 4+ bhx+e

X =—x

almashtirishni bajaramiz. Natijada

—ax, +xt° alx, —x,
B o e,
i~ —a £ —a
2a{x, —x, )M
d¥=—"gjl—-27l(1f
(" —a)
bo'lib,
186

. =l _ e
' Hlw, Vix' + bx+c)dx = _[R[ ax; BECT 3 5
" —a " —ua

Lo el

Lemisol: Ushbu integral hiseblansin,

dx
jx+\l'lx2+x+].
f=x+x" +x+1

i integralda

sliiunlitivishtirish bajaramiz.Natijada
_r-1 dx:Zf_HH-
1+2¢ (1+21)*
L' i,
j—-{j‘b‘—___zz Ll L
x+Vxt +x+1 (1+20)°1
s el
A
2(r2+r+1)_g 33
(+20 ¢ 142 (1+21)°
L Hiwhini ¢'tiborga olsak unda
& s 5 3,
viviexel W 1420 (14 21)
'7'
2l =S infl+ 24+ —2— 4 C=
2 2(1+20)

.’|lll.l' N +Jc+l’—-%ln1+2J¢:—i—2\|'.vc2 +x+l‘+

3
| : +C
214 2x +24x* +x +1)

i Hahi kelib chigadi,

Misabilung:

(*

o
2x—-x"

a(x, —x,) fJ 2a(x, —x, )t
. e

dx
17| ——
o

Iy
| S —— 16.
'ln D'V 25 =52 JJ
i [ viedy R
(e - x -1
| 0
li.. Hlln’\- 18,_[ xdx

(v y!
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i+ x?

dr

dx




Igjr —6x +11lx—6

dx

J-;-4x+3
20.
J-x \.lx +1
7 ) (... S —
I(x—l)-‘sfx2+3x+|

) . S

j(x+1) Nxt+2x
23 )| ——
J-IJ\.I'XZ—]

% I(x+ DT+ 2x—x?
ij(x: —3Jr+2))i,'lx2 _4x+3-ir
d.
G'I(1+x1)flﬁ
[z
7.IW
8| ———

([—x }v'l+t
xedx
9. A e FOE
-[x +1 J(Zx +D\B3x 45
dx
10. 23—
(\'1+x-|-l}~u'fx1+x—1 j(x2+l)\|'3x2+l
11[ Sl g A - -
vl —4x -3 xJ5x2—2x+l
x+3 dx
12. 27|
J-w;’ P hdx+3 J-(A—])"v"xz—Z_x—l

13 x+3 i 28_[ dx
h \3'4x—4x1 (+x)VI+x+ 57
f )

X' —6x" +11x—6
——dx
Vxtedx+3

30. Jx +2x  +x—1

29_[

14_[

u"hx —X

El
o R S 4 —d\'

3. _[R(x, Ja® —x? )a’x,j}?(x,u"a2 +x7 )cix:,-l-}i‘(dxc,v'x3 —a® )dx kﬁ’rinishd:\gi
ifodalarni integrallash.
Quydagi
| RGxN @ —x*ydx, [ RGea? + 57 ydx, [ RGxx* —a® yx

integrallar,mos ravishdi

ko’rinishdagi

X =asint,x = atgt,x = asect,a € R a # 0, almashtirishlar natijasida

ratsionallashtirib hisoblanadi.
Misol: ‘[xz V4 — x?dx integralni hisoblang.
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J-R(x, Va? —x* )dx,_[R(x, Va© +x? )dx,_[!ﬂ(x, Nxt—a® dx

bitinishdagi ifodalarning birinchi integrali ko rinishida bo'lgani uchun, x =2sins
aliiulitivish bajarib,hisoblaymiz:

[ Ve ) dy = ’.r = 28int, dx2 costds, /4 —4sin’ = zcos:j =1 GJ-Sinlfcosz dt = 4jsin2 2tdi =

e integral

'Hl conds ) =2r—lsin4r+C’
2

e

whin e \fl -sin’ 7 sin#(1 — 2 sin? 1),— Esrg—,sin(arcsin%)=—)2E,~2$Jc1:2

2 2

milalarni - ¢'tiborga  olganda holda  eski o'zgaruvchiga qaytib.integralni

Wby miz:
| o il = x e =2 ——;sinalr + C':2arcsin%+%(x" - 24 -x? +C .

Astlquiis integralni hisoblang:

b [oox® ax 16. [x dx
—a
' inflnl A9 ey 17. J a+xdx
a-x
b 2
(x*+a")?
| ‘Jn' b 16y 19. _I-i"—;
(I—xl)‘i
i I \IJI'I i’ ey 20 J’%‘;

] IJ.;'I\’:..I{\' 2]‘jﬁ%dx

/ |J..'l.- - dx 22. J—"_J;%
" lJ;. :;!j‘(;;;";y 23. jﬁi\:
W [Vie! -t 24, [Jx*sa ax
- 95, [—&
Jilo -ty va'+x?
RN 2. | “64ij-
it X
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12. j—i‘”—_

3 27, _[x (9+4xY ax
7

(x* +3)
dx
13. | —
'l-\1'25+4)r"a
dx
14, | ———
I\.‘81—25x2

28. I_HL_

Jae-25:7)
dx
29, | —
J‘Jw'ar2 -b’x

dx Ja' +b'x
5 | —/— 30, | ———dx
J_\‘4\J'121—25.t1 '[ X
4.Binomial differensialni integrallash.
Ushbu
x"(a+bx")" dx (1

ifoda binomial differensial deyiladi,bunda ae R, he R, m,n, p-ratsional sonlar.

Binomial differensialning integrali

_f x"(a+bx")" dx (2)

ni gqaraymiz.Bu integral quydagi hollarda ratsional funksiyaning integraliga keladi:

1) p-butun sen. Bu holda m va # ratsional sonlar maxrajining eng kichil
umumiy karralisini & orqali belgilab,(2) integralda

x=1°

almashtirish bajarilsa, (2) integral ratsional funksiyaning integraliga keladi.

ni+ 1

2) -butun sen.Bu holda (2) integralda

n
x=¢"
almashtirishni bajarib
|
Jx"(a+bx")P de=—[(a+br)" 19 dr
n

bo’lishini topamiz,bunda

I
_mtl

n

So’ng p ning maxrajini § deb
b
z=(a+ht)’

almashtirish bajaramiz.Natijada (2) integral ratsional funksiyaning integraliga keladi
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d) 2+ ¢ -butun son.Ma’lumki,(2) integral x=¢7 almashtirish bilan ushbu

= I fatbr)"
I-[(a+br)" T d{:lj[a+bt)P -t**d::—j(a J A
H H n f

L vindahpga keladi.

Apar keyingi integralda
!

L a+br]§
R

ilivinshtivish bajarilsa (§ soni p ning maxraji), u ratsional funksiyaning integraliga

belidi,

xdx : ;
M im:l:j‘—i integral hisoblansin.
i+l

Bu integralda

L 'lily,

Lin ' [nehi,
Shuni e’tiborga olib, berilgan integralda,
21

t=(1+x3)?
ilimmihtivishni bajaramiz. Unda
2 3 1

3 ; dx:%(r2—1)5-21d£

14+x3 =12 , x=(t? =1)?
# foe 3
] e, t=V1+x3

1 7
S t
3 _ 2 242 g0 4%
Jx(1+x ]de_BJ(f ~1)"¢dt =3 T 6—5 +1

|||1'|I|I'

i ] R

b aeli
Hiinminl differensialni integrallash usulidan foydalanib hisoblang.
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1+x
1R
e

2_J‘x/<1+%ﬂv_l)z
3
I‘F
s phed
Y+
o
IﬁEa+ﬂY¢

8. [—F—
xfl+—
X

9.jx“af‘ 7-3%% dx

dx
SR be

1 I

Thx "(1—x%) g
1 1

12. _|‘x1(1+x:‘-}'1dx
2 !

13, [x 70+ x% ) dx

s 1
14. J’x T x )y "y

ISJ'

“‘{2—1 277

16. [x™'(1+ x“)_;a{v

17 (9
I%/F(VEHF
18. J-\,‘1+J_-

19. | dx
\/',x—"%‘l'2+§f;
dx

'[x\.n'l+x3

ZII dx
Y4yt

22AJ-.T3 V7 =357 ax

23

20.

Y @x -1y
20 (0T,
. fm

26[
xYxt +
2
f’{[2—~
28. [ Xdx
l+1}{_’
29 J‘ Yxdx
hels
30. J"‘” S

1.5.Tarkibida trigonometrik funksiyalar qatmnashgan ifodalarni
integrallash.

A1, J-)Q(Sinx: cosx)dx, Jsinox cos fxdkx,.... ko’rinishdagiintegrallarni

lilsiblnsh,
Aytaylik, R(u,v) ikki 0’zgaruvchining ratsional funksiyasi bo’lsin.Ushbu
_[R('sin X,Cco8Xx)dx (1)
Hilepralini qaraymiz.Bu integralda
t=1i x
=ig >
limaghtivish bajaramiz.
Uinda
x 2 X
sinx = = T. COSx = X_l
1+1g> 2 ke 1+£g? "
%2
x=2arctgt, dx= 2d2
1+t
L',
; 2% 1-£2) 1
[ R(sinx,cosx)dx =2[ R — —dt
1+¢7 142 J1+17
Loy lacli,
Ravshanki,

R 2:.2’1—.?; I2
I+ 1+ )1+t

(fila f ning ratsional funksiyasidir.
Iivinak,(4) integral hisoblash

i=1gZ
2

ilinashtirish bilan ratsional funksiyani integrallashga keladi.

jsilmmcosnxdx, _I-simnxsinnxdx, jcosmxcosnxdx (m # n).
I Integrallar quydagi trigonometrik formulalar orgali yoyish usulida ikkita oson
liliohlanadigan integrallarga keltiriladi:
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. 1r.
SInmx cosax = 5[51n(m +n)x +sin(m —-n)x],

" . 1 :
sinmxsinnx = E[COS(m —H)x —cos(m + ﬁ)x],

|
COSmX Ccosnx = 5 [cos(m +#)x +cos(m — n)x]

Misol: Isin 5x-cos3xdx ni hisob!ang.

Yechish, _fsin Sx-cos3xdx = %j(sin(,ix =3x) +sin(5x +3x))dx =

g 7. 1 1
= EJ.sm 2x+§_fsm 8xdx = —30052.\: —]—6—c058x+C '

1.Hisoblang.

6J- dx
3+ 5igx

l.!cosicosfdx
2 3

J casxy i 7 j-sir:x+2cosx—-3d_
Vv2+cos2x sinx ~2cosx -3
dx sinx
3 f.L 8. [— dx
smnx \3{5+ SINXY 4+ Cosx
4. [(h2x + 1)+ ch(2x — D))t 9, f SoxTeoRT: .,
3sinx+4cosx—2
S.Isini_-—q!-:‘_‘ m'.[ sinx —2cosx e
X ox I+4sinxcosx

Z.Isinaxcosbxdx ko’rinishdagi integral berilgan,a va b parametrlarni o’rniga

qo’yib aniqmas integralni hisoblang.

l.a=1b=2 6.a=4,b=8§
2.a=25Hh=3 7. a=6,h=9
J.a=3h=4 8. a=84h=11
4. a=3.h=6 9. a=12,b=13
S.a=2bh=7 10. a=5h=4

3.Trigonometrik funksiya gatnashgan aniqmas integralni hisoblang.

I. jsin xsin2xsin3xdx 6. fcos,r cos2xcosSxdy

2. {cos5xcos9xdr 7. [ sh2x +3)shQ2x + S)dx

J.jsthslexdx S.J'Sin_\‘sillgsingcfx
2

4.Itos;;xcosqxdr 9. [sin7xcos3xdx

5. J-ch?xc}’?}.\' dx

lﬂjsinpxcosqxd.\'
194

\ g — ko’rinishdagi integralni hisoblang.
WUONY - hsinx

Lgwlhesd 6. a=8h=3

L w2 hms 7. a=6b=5

b fiwl, w2 B.a=7h=9

h 1w tbm3 9. a=6b=10

N fubb=o 10, au=16=2

8.1, |h':i||”' xcos" x dx  (m,n € Z) ko’rinishdagi integrallar.
|HI #in’ x,cos’ x)dx ko’rinishdagi,ya’ni integral ostidagi ifodada sinx va cos x
Hinkulyalar fagat juft darajalarda qatnashgan integrallarni qaraymiz.Bu holda fgx=¢

aliashtirmadan foydalanish mumkin.Bunda,

. I 1 : 1g%x I _at
Bon' x = — =—, sin’ x=—% —=—, dx = -
I+1g*x 1+ [+1g’x 1+t L +7

bio'lgani uchun,garalayotgan integral ostidagi ifoda ratsional kasrga quydagicha

alinnshinadi;
. I 1 dt
IR(SEU“ x.cos” x)dx = J R(— y——

e S = [R (0 .
I+ 1+ 1414

Hhu bilan belgilashni yakunlaymiz.
Misol; _[Hin" X - cos” xdx ni hisoblang.
Yachish, Jsin" x-cos’ xdx = J.sinzx(sin xcosx) dx =

I L . 2 Liposos Vipos )

208 2x(—sin2x) dx = — | sin’ 2xdx —— | sin” 2x - cos 2xdk =

| (1 Lmh){zsm x) SI X¢ SJ
B0l = costaiitte - el By g e gy it g 4B,

I[I -um4x)d,\—EJ-bm 2xd(sin2x) = lGx sindx P

IR 64

Mustagqil ishlash uchun misollar:
| Onydagi berilgan integrallarni hisoblang.

| [-.iu ' xdx 6. J'cos’- xofsinx dx

sin® x
W 7.f dx
||_n_‘ X elx cos
sin’ x
PR ErT e ; 8.[ dx
1._| N dxsin® 2xdx .
{x
] i T 9. :
I |'r-" Xl J'l+c:osx
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5. _[COSZ fx—cosj _x_af_\—
3 2

2_]'&5‘1’_
(a+bsinx)"
a, b econst
lLa=1Lb=1Ln=2
2.a=4,b=2pn=5
3.a=5b=6,n=3
4da=8b=3n=9
S.a=7,b=5n=7
3.Hisoblang.

sin® x
1
1+sin? x

SIIl I(,()b X
2055

‘i‘l]"l I+COS X

3J’ sin® x i
—ax
COS™ x4f1gx

sin® x—cos’ x
4. j' dx

sin? x+cos'x
5.

4 _—_—_—“_ a yva H
“’G’ cos” A—-bzsn-] ¥ b larni

(sin® x+2cos’ x)?

hisoblang. (¢ > 0,4 > 0)

l.a=15s=2
2. a=3h=5
3.a=4h=6
4, a=7h=9
S5.a=1h=5
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10. dx

- T
sin®(2x+ -
( 4)

6.a=10,b=12,n=14
Ta=8b=16n=9
Ba=11Lb=3,n=6
9.a=2p=4n=3
10.a=8h=5n=3

6. J' sinxdy

sin’ x+cos x
e e

cos” x +sin® x
co"x+a

SJ wil A —d

sin

jf

ol

j cos® xdx
(@’ sin® x + b7 cos? x)°

SIHXLUSX
1 Sy
T ENX +Ccosx

o’rniga qo’yib

6. a=12b=10
T.a=3b=16
8.a=10b=5
9. a=126=15
10, a=15bh=5

ko’rinishda berilgan integral berilgan.Bu yerda (1n>2) va

integralni

VIII BOB
ANIQ INTEGRAL

8.1.Anig integralning ta’rifi.

I, liman integrali. .
/(x) funksiya [a.b] kesmada aniglangan bo'lsin. [2.5] kesmaning
¥, .. <X,, <X, =b shartni qanotlantiradiganchekli sondagi {"k}L; nuqtalar

Hatemasiga [a,b] kesmaning bo’linishi deyiladi va u P:{x,{}l':l kabi

hulgilanadi.x, (k=1n) nugta P bo’linishning bo’luvchi nuqtasi [xk,xk:_]] kesma
oniygism oralighi deyiladi.Agar [a.5] kesmaning ixtiyoriy P bo'linishdagi gism
ol ining uzunligi bir xil bo'lsa,u heldabunday beo’linish, [a,b] kesmaning
—x,), P bo’linishning

L L

opulyar bo'linishi deyiladi. & = d(F) = Jmnax Ax, (Ax, =x,,,

ilnmetri  deb  ataladi.Har bir [XA.-_I;.H] kesmadan (k=0,n-1}) £, nuqtani
alamiz: ¥, €& $x,.
2.2.Darbu yig'indilari.

Unda

f(x) funksiva [a,p] da aniglangan va chegaralangan bo’lsin.
o R, IMeR, Vxelab] ms f{x)s M

ho ladi.
Aytaylik,
e {Yo-xlsx% Xy 1=‘n}
[,4] segmentning biror bo'laklash bo'lsin.U holda bu bo'laklashning har bir
[ 40X, ] (A=0,1.2, .. .1
m =inf{f ()}, xelqxal ,
M, =sup{f (0}, x€lx %]

—1) oralig’ida

k=012, ...0-1)

iivjud bo’lib,

Jnf G m <M, < sup{[fg]x)} @)
ho'ladi.
Ta’rif:Ushbu
s= "iimk -Ax,
o
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N

yigiindi f(x) funksiyaning [a,b] segmentning £ bo'laklashga nisbatan Darbuning
quyi yig'indilari deyiladi.

Ravshanki,bu yig indi
bog'lig bo’ladi:

/() funksiya hamda [2,6] ning P bo'laklashys

s=s(f;P) .
Ta’rif:Ushbu

n-1
S=>M, Ax,
k=0

yig'indi f(x) funksiyaning [a,b] segmentning P bo'laklashiga nisbatan Darbuning
yugori yig'indisi deyiladi.

Bu yig'indi f(x) funksiyaga hamda [a, b] ning P bo'laklashiga bog'liq
bo’ladi:

§=58(f:P).

Endi har bir ke {0,1,2, ey r.=~[} ning giymatida [x..x,,;] segmentda ixtiyoriy £
nuqtani tanlaymiz: & e[x,,x,,,] (k=0,1,2, .. n=1). Natijada [a,b] ning /°
bo’laklashiga nisbatan,

{§o~ 5£']=§2="‘!‘§nh]}

nuqtalar to’plami hosil bo'ladi. Bu nuqtalardagi f(x) funksiyaning

f(@rk} (k:O‘l,z‘...’f?—I)
giymatlari yordamida ushbu
=1
F (&) Ax,
k=0
yig'indini tuzamiz.
Ta’rif:Quydagi
=1
g= Zf({fk)"ﬁrk
k=0
yiglindi f(x) funksiyaning [a.b] segmentning P bo"laklashiga nisbatan integral

yig'indisi deyiladi. Integral yig‘indi,f(x) funksiyaga, P bo'laklashga hamda har bir
[%;,%,.;] da olingan ¢, nuqtaga bog’'liq bo’ladi:

o =a(f;P5,)
Ravshanki, ¢, €[x, , x,.,] uchun

m < f(&)s M,
bo’lib,ayni paytda

S(EP)Sa(f:PiE )< S(F:P) (3)
158

it likloe bajariladi.
Migol:Ushbu
F) =1

fuiiloniyaiing |-1, 1] segmentda quydagi

liii [k laghpa nisbatan Darbu yig'indilari hamda
So=x (k=0,1.2,....7)

diky litegral yig’indi topilsin.

S(x) =] -1 1)

Herilgan funksiya uchun

El

,l} bo'laklashida

linmeda

£l

-

3 3 1 e
_f(‘:Co):]a f(§1}22= f(Sz}':Ea f(E-J)—

E R

1 —l ; —
=0, J6s)= 1 f&e)=5:1(c7)

Ly i

Fndi Ax, = 3 (k=0,1.2,...,7) bo'lishini e’tiborga olib topamiz:

b Lt g L L B 3

ARGt it N T

31 1.0, 1.8 81
.S‘(f;P}=(I+Z+E+Z+Z+2+4 1

segmentning



1

3.1 1 1 3.1
TP )=+t =t =40t — =42y 2 [
(abig=t 4 27T

8.2.4niq integral yordamida limitni hisoblash.

Masalan quydagi limitni qaraymiz;

li T +
S U S R B

" -
+~,—-,—J limitini hisoblang.
L

Yechish: 5, _n‘ =5 +n—£? o deb  belgilaymiz.Bu yig'indini

quydagi ko'rinishda yozib olamiz:

1y 1
d, =— ===
0
n
I 1 1 < ; .
bunda 1, Bt qo’shiluvchilar = funksiyaning
1+(=)? 1+(2) 1+(Z)? l+x

i n L

1
==k ==X, = E—1 nuqtalardagi giymatlarini ifoda qiladi. [0;1] kesmaning
M Il

regulyar Pz{xt, O<x <x,,,< Xy <X, —I} bo’linishn

Ulamiz:[ﬂ;l]zlﬂ: xl}U[X,:IJU--‘U[X,,_,:X,,].bunda Axp=x,—x,, =l.Ma’lumki dga'rifpa

asosan,integral yig ‘indining limiti,qism kesmalardan olingan ¢, nugtalarni tanlashpa

bog'liq emas.Shuning uchun, & = *; deb olsak,u holda,

7, —Zf{g}lx Z

1'1
"l+( n

yigiindi, f(x) = : + funksiyaning, [0:1] kesmadagi Riman integral yig'indisi bo'lih
+x

hisoblanadi.
Demak, ta’rifga asosan,

1
. n " n 1 I
lim| ——— eyttt —— =_[-—-—dr=arcfgx =t
oAt pt 22 n+nt T4+x? 0

Aniq mtegl al yordamida limitni hisoblang:

N

1. hm(— r—i+ +—)
el Fi
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1
Yol ' fo— L+ )]
Wl n2 "3

- I n n
LR [T Tt et — 5
! b N T L, no+nt

| " . 2 . {n=Nr

boHiin = (win - i-.\-‘m———+_...+sm(———)-)
W " n n

P28 e
erl (}23‘0)
!

LTI I[J|l ! 4 JI+—2-+ ______ +,|II+2J
LT " " n

Wil
1l V"
jim=

1 Jlm_n

] IIm[ ! ).“J'_I'{nr Ik h__r_{)J
ot L By

"
" Ilm“f | 'Jsiu f: |(I 4-2]sin-2—f+ (I+f——}:l (”_])E:'
' H 1] n H H "
e dh 1
L Himwdn :‘\_’ 7y
g R#19.) cos
"
.\.. J(HA Ik Wk ke -Iﬂ
Il |i|uI ! —
n
] ‘ ﬂ
1 M N
1 | = T !—2—|
s LA n n+—

8.3.4niq integralning mavjudligi,

Lteorema: |a,b] kesmada chegaralangan f(x) funksiya, shu kesmada Darbuy
i honddn integrallanuvegi bo'lishi bo'lishi uchun, ¥z >0 olinganda ham ;shunday

d ) =0 son topilib, [a,b] kesmaning diametri d(P) <& bo'lgan har ganday

"B Hindshga nisbatan Darbu yig'indilarning,
S,()=s,(f)<e
Whpstliklnmi qanotlantirishi zarur va yetarlidir.
e S funksiyaning [Y’,x& |] (k=01 I} kesmadagi tebranishini @, deb

Bl u holda S o S)=s.()<e tengsizlik.quydagi,
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tengsizlikka teng kuchlu bo'ladi.

funksiyaning [a.#] kesmada Riman ma’nosida

Darbu  ma’nosida

2-teorema: f(x)
integrallanuvchi ~ bo'lishi
bo'lishi,zarur va yetarlidir.

Bu holda, Riman integrali,Darbu ma’nosidagi integraliga teng bo'ladi. Bis
bundan keyin, “Darbu ma’nosidagi integral” degan terminni ishlatmasdan,o’sha
integralni “Riman ma’nosidagi” integral deb ataymiz.

uchun,uning integrallanuvchi

8.4.Integrallanuvchi funksiyalar sinfi

1°Uzluksiz funksiyalarning integrallanuvchiligi.
Aytaylik, f(x) funksiya [a, /] oraligda aniglangan bo’lsin.

I-teorema. Agar f(x) funksiya [a,b] da uzluksiz bo'lsa, u shu [a.h]

integrallanuvchi,ya’ni
Cla.b] = R(la.b])
bo'ladi.

Isbot. Modomiki, f(x)eCla.b] ekan, u Kantor teoremasiga ko'ra [a.h]
oraligda tekis uzluksiz bo’ladi.Kantor teoremasining natijasiga ko'ra,Ve >0
olinganda ham shunday & > 0 son topiladiki,[a, 5] oraligni uzunliklari & dan kichik
bo'lgan bo’laklarga ajratganda har bir bo’lakdagi funksiyaning tebranishi

£
@, <—
b—a
bo'ladi.Unda [a, ] oraligni diametri Ap <O bo'lgan har ganday P bo’laklashda
S(f;"’)—SU‘;P)ZEl @ Ax, < Hi] Axy =&
k=0 b—aik=0
bo'ladi. Demak, fix)< R{la.b]).

2° Monoton funksiyalarning integrallanuvchiligi.

2-teorema.Agar f(x) funksiya [a,b] segmentda chegaralangan va monoton
bo'lsa.u shu segmentda integrallanuvchi boladi.

Isbot. Aytaylik. f(x) funksiya [a.b] segmentda o'suvchi bo'lib, fla)< [(h)
bo'lsin.

Ve >0 sonni olibungako'ra & >0 ni

. £

5= :
S = fla)
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e

U holda [a,b] segmentning diamerti A, <8 bo’lgan ixtiyoriy P bo’laklash
b

(TN o el n-l
S "'(fsp)zgn(Mk _mk)'Axk :Eo[?c(xm-l)"f(xk)]‘ﬂxk <

ol
b l};ll./'f-‘i'm)'f(xk )= A -[fB) - fl@)] < 7 {r@)- fa))=«

=
b-f(a)
B Tl Domak, f(x) e R([a,b]).
1" Velladigan funksiyalarning integrallanuvchiligi.
Viteorema. Agar f(x) funksiya [a,b] segmentda chegaralangan va shu
segimenining chekli sondagi nuqtalarida uzilishga ega bo'lib, qolgan barcha
fltalnida uzluksiz bo'lib, funksiya [a, 5] da integrallanuvehi bo"ladi.

Iubot, f(x) funksiya [a.b] da chegaralangan bo'lsin. Demak,
ACe R, Vxela,b]: |f(x)sC (C>0)
Tt Ty
Soddalik uchun, f(x) funksiya [a,b] segmentning fagat bitta x* (x* e[a,b])

it uzilishga ega bo'lib, qolgan barcha nuqtalarda uzluksiz bo'lsin. Ve >0
i alibunga ko'ra & > 0 sonni

eyl
" nuglaning & atrofi (x* — &, x* +8) ni olib,ushbu
[a,b]\ (x* = 6,x" +5)
He il qaraymizBu to’plamda f(x) funksiya uzluksiz bo'lib, Kantor teoremasiga
B 1 fekis uzluksiz bo'ladi. U holda shunday » > O son topiladiki,
Yx', x"e [a, x' - 5], (Vx',x" € lx' +8, bD
(it ik |x' = x'| < 7 bo'lishidan

£
2{b-a)

VACORFICH B
Bt kelin chigadi.
Fndi Ja,b]  segmentni  diametri A, <min(d,y) bo’lgan ixtiyoriy P

Btk linhnd olib,unga nisbatan

2 0 - Ax, (1)



yig'indini tuzamiz.
Bu yig'indining har bir hadida [x;,x;.] (k=012...n-1) oraliglarning

uzunliklari Ax, lar qatnashadi.
(1) yig'indining ushbu
Leox NG =8,x" +6)=0
munosabat bajariladigan [X;,X,,;] ga mos hadlaridan tuzilgan yig indini
Ek:' @y - Ax,
bilan.,qolgan barcha hadlaridan (bunday hadlar uchun)
(xp. 2, ]NNHx" = 8,x" +85)=0

yoki

s X INH{x" —0} = 0
yoki

[reoxp N +83 =0
bo'ladi) tashkil topgan yig’indini

2wy - Axy
k
bilan belgilaymiz.
Natijada
n=l
D@ Ax =2 @ - Axy + 3wy - Axg
&=0 s k

bo’lib, tenglikning o’ng tomondagi go'shiluvchilar uchun

£ &
‘;y - Axp = SN Ay, =— " (bh—a)=2,
Zﬁ ¢ £ 2(1}—a)z,r:‘ % Z(b—a)( ) 9
“&JA—'AxkEZC'ZH‘AX;L-iz'C‘45=8C‘-i=£
k k 6 2
bo’ladi.Demak,
n—=l
Zwk'Axk{E-l—Ezgv
k=0 2 2

Buesa f(x) funksiyaning [a, 5] da integrallanuvchi ekanligini bildiradi.

Aniq integralni hisoblang:

3
1. jarcsin,ll-vx---dx
i x+1

ot} d_\’

’ ;!'(2 +cosx)(3 +cosx)

x

16. J Incosx - cos2nxdx
0

17. j-sgnxa’x
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B Lot

& L
ant weos! x

| lnluwln.'rxith;dx

1 ‘lwill V) iy

i l+ SOy

O RV

i i‘rin'"' von’ ey

L
] | x
LR

I l V" veosnxdy

COOR e D
i J””[ " hrfx
k COHA

[ |uin" vain ey

(N ’MHI" " voostn 4 Dxdy

N lwm" " vuingn - Dxedx

"
) ||- Toon™ ey
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18.

19.

20,

21.

2

23.

24,

26.

27.

28,

29,

i
. X
20
_ﬂ[[x]sm P

j xsgn({cosx)dx
]

el

I ln[.t]dx
1
J‘sg:n(sin(lnx) Yix

i
fxsinxd\'
]

T
J‘Slnxdx

x

Lt}

2
5 Ix"l”dx
e

1
2
!x Inxdx

|

dx
1+0.5¢cosx

& by

il

9

—_—

dx

s+ x

({1} -

[

1 X+100

dx

4

: J‘sinx?a’x (O<a<h)

a




8.5.Aniq integralning xossalari.

]O.lntegra]ning chiziglilik hamda additivlik xossalari.
1-xossa.Agar f(x)eR([a,b]) va C e R bo’lsa, u holda(C- f(x)) e R([a,b])bo"lib,

j-C-f(x}dx= C_if(x)dx

bo'ladi,
Isbot. f(x)e R([a,b]) va C € R bo'lsin. Aniq integral ta’rifiga ko'ra

]
lim o(f,P,&,) = {f (x)dx

bo’ladi.
Ravshanki,
o(C- f(xPi&)=Colf:P:&),
limo(C-f(xP:6,))=C- lim o (f, P,&,)-
Demak,
(C- f(x) & R([a,b])
va

b b
JC-fxydx=C| f(x)dx.

2-xossa.Agar

f(x)eR((a.b]), g(x)e R((ab])

bo'lsa,u holda

(f(x)+g(x) € R([a.b])
bo'lib,
h b h
[(F() + g)dx =[ f(x)dx + [ g(x)dx

bo’ladi (additivlik xossasi)
Isbot. Aniq integral ta’rifiga ko'ra

b
lim o (1, P.¢,) = | f(x)dx,

h
Al R cfrg(l‘}dr

bo'ladi.
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Itavahanki,

0"(]"+g,P,§k)ZO'(f,P,fk)+D'(g,P,cfk).
[ Amitga ega bo’lgan funksiyalar hagida

liny -lulnlulu(f{\.‘)-i g(x))e R([a,b]) va

h b b
[+ g =[ f(x)dde + [ gy

tecremadan

L Huhind topamiz,
doxossa Agar f(x) € R((a,c]), f(x) e R([c,b))
b i holda
J(x) e R([a,b])
b By,
b ¢ b
[ 7@y =] f(x)ee + [ gy
b vl ’ )
Ishat, Aylaylik,a<e <p bo'lib, f(x) € R({a,c]) va J(x)e R([c,b)) bolsin.U
Il Ve 0 son olinganda ham [a, ¢] oraligning 4, <&, bo'lgan P, bolaklashi

el ik
Lﬁ’(f';ﬂ)—S(f';f".)<§, R

hiiningdek [e,b] oraligning Ap, <5, bo'lgan P, bo'laklashi topiladik,

SUSP) = s(f18,) <§

bl
Fndi - ab] oraligning diametri Ap, < =min(5,,5,) bo'lgan ixtiyoriy P,

Btk lnshini olamiz.Bu P, bo'laklashning bo'luvchi nuqtalari qatoriga ¢ nugtani

I!.J, f}l

i il ning yangi P bo'lashni hosil gilamiz.Unga nisbatan f(x)

Wikl yniing Darbu yig'indilari
SUAP), s(fiP)
b [t
" bo'laklashning [a.c] va [e,5] dagi bo'luvchi nuqtalari mos ravishda

Wliining 77 hamda P, bo’laklashiarni yuzaga keltiradi.Ravshanki,bu Pl' va p,

i Lkl nnhiarga nisbatan quydagi tengsizliklar o'rinli bo"ladi:
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£

S(f;ﬂ')—s(f;a')<5,

L r g
SU3B ) -s(f:P) <.
Ayni paytda,
S(fiP)=S(;R)+S(:h),
S(P)Y=s(R ) +s(f:P)
bo'ladi. Bu munosabatlardan
(P ) -s(f: P =[50 B ) - st P+
sy -5t Pz'J)<§+§=a
bo’lishi kelib chigadi. Demak, f(x) € R([&,5]).
f(x) funksiyaning {a,b], [a,c], [e,b] oraliglar bo’ycha P bo'laklashga nisbatan
integral yig indilari

[%].f'(ﬁk)‘mk, Zlf{é-’;()-ﬂxk, Ig],f(é}‘&k

[ae
bo’lib,
{%]f(gk)-mk = [25‘]_;{(5& )- Ax, +[¢Zh]f(§k).Axk

bo'ladi. Integral ta’rifidan foydalanib topamiz:
b ¢ h
[ Fax =[ f(x)d+ [ fx)ebx .

Shunga o'xshash c<a<b, a<b<c bo’lgan hollarda ham xossaning o'rinli bo'lishi

isbotlandi.
4-xossa.Agar f(x)e R([a,b]), g(x)eR([a,h]) bo'lsa,u holda f(x) gix}e R(|a.b])
bo'ladi.
Isbot. Modomiki, f(x} va g(x) funksivalar [a,h] da integrallanuvehi
ckan.unda
SUP)=s(fiP) <5 (M =sup [(),x e [ab))
i
S(g:P)-s(g:P)<=— (M =sup g(x), x [ab])
2M
bo'ladi.

Aytaylik, Vx €[a.b] da f(x)20, ¢(x)=0 bo'lsin.U holda Wxe[x,;x,

uchun
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O0<m, < fO)<M, my =inf f(x), M, = sup f(x);
0<m <g(x)<M,. i =inf g(x}, M, =sup £(x)
L L, wilardan
O0<my -m < f(x)- g(x)<M, - M.,
Bt Tl kelib chigadi. Ayni paytda,
m; =inf{f(x)- g(x)}, M} =sup{f(x)- g(x))
TR VI
m-my <ml <M <M, -M;
i 1y,
M} —m{ <M, M} ~m, -m) =
=M (M, —m )+ my (M}, —m})
s Ll
Undi M2M, | M =M ekanligini e’tiborga olib topamiz:
1=l
SU g P)=s(f - g:P)= T(Mf - mf)<
=0
#-] n—1
SM'- T (M, —m) Ax, + M- Y (M} i )=
&=0 k=0
= M(S(SP)=s(f;P))+ M'(S(g; P) - s(g: P)) <
oM par.-F g
20 2M
Btk bu holda f(x)- g(x) € R([a.b]) .
Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [@.b] da ixtiyoriy integrallanuvchi
Hikslyalae bo'lsin.
|<Il\’,‘s‘hill']kLV.\'E{a,b] da
Jx)=inf f(x)= f(x)-—m> 0,
glx)~inl g(x)=g(x)—m' 20

(i |ll|||

ndi f(x)- g(x) funksiyani quydagicha yozib olamiz:
S(x)- g(x)=(f(x)- m)g(x)— m’)+ mg(x) +m'f(x) - mni'.
i tenglikning o'ng tomonidagi har bir qo’shiluvchi [a,b] da integrallanuvchi
B Tpant sababli £(x)- g(x) ham [a,5] da integrallanuvchi bo'ladi
Nitija. Agar f(x)eR([a,h]) bo'lsa. u holda [f(x)]" € R([a,8]) bo'ladi,
Wil i N

1 5 T - -
1 tops lning tengsizlikiar bilan bog’langan xossalari,




h
[(f(x) - g(x)f dx >0

|h| “ll_

i‘ \ bo'ladi. e b -
i ‘ ‘ Isbot. [ntegral ta’rifiga ko'ra af"[g (x)ex — 2aff(x)g(x}dx + ff (x)dx =0
Il
#41 I3 a e &
bis' ladi K vadrat uchhadning diskriminanti musbat bo’lmagani sababli

il Ap >0 da T f(5) Axy = f(x)dx
= a b 2 )
{ Jr {x)g{x)dx} ~[ 2 [ g (x)ax <0,

a

|
I bo'ladi. U holda, Vx € [a, 5] da f(x) 20 bo'lishidan

I
| r-1
|
Vi,

2 f(£)-Ax, 20
k=0

b h
< JJ fﬁx}dx-\]jgz(x)dx

&
bo'lib,unda _[f(x)g(_t)dx

| | h
I [ (x>0 l' .
? i 1) lenpsizlik Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi deyiladi.

1] b alhe et
' bo-fistii kelib.chigad, t-xossa.Agar f(x)e R(la,b]) bo'lsa,|f(x)| € R([a,b]) bo'lib,

(1 i . .
({1 I-natija.Agar  f(x)e R([a.b]),g(x) e Rja.b]) bo’lib,vxe [a.b] da  flx)<gin) b b

|' I bo'Isa,u holda [ £y < [|f () dx
l b 5 a i

L If(x)dx ijg(x)dx b Tadi,

[ bo'ladi 4 4 Ishot. f(x)e R([a,6])  bo'lsin.Integrallanuvchilik me’zoniga ko'ra,Ve >0

Il . l'sbot BRI ilinganda ham [a, 5] segmentning shunday P bo’laklashi topiladiki, unga nisbatan

| . H=l

(] f(x)e R((a.b]) , g(x) € R([a.b]) = (g(x) - f(x)) € R([a,b]) SUPY=s(f3P) = Lo Ax, <&

1! bo'lib, k=0

[ ‘ b b b hii' [ndi,bunda @, — f(x) funksiyaning [¥;,X;,,] dagi tebranishi.

| 80~ f(x)20= [(g(x) = f(x)dx=0 = [glodv—[ f(x)dx > Ravshanki, ¥x',x"e [a, 5] uchun

' S it Lre =1/ = |/ — 7))

I e if(x) x_lg(x)dx Bii Hib,undan

| bo'ladi. supll /()] = |/ (x")] = sup| £ (x') = £ (x")]

| 2-natija.Agar fix)e R({a,b]_), glx}e R(Ja,b]) bo’Isa.u holda L Ll kelib chigadi.

! b A . Demak,

; [/ ()g(x)ax| < JJ S (x)dx - Jjgz(x}(ix (2) @, <o,

| bo’ladi. by el bunda @, —|/(x)| funksiyaning [x;,%..,] dagi tebranishi.Shularni ¢’tiborga

ullhy,

=1 =t
PY=w cAx, S > cAx, < £
k=0

k=01

| Isbot. Ixtiyoriy « € R uchun

S(fL:P) - s

|
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bo'lishini topamiz.Demak, |/(®)| € R((a,b]).

f(x) va ‘f(x)[ funksiyalaming integral yig'indilari uchun

["f.f@. YA

£=()

s:gjf(fkﬂmh

bo’'lib, A, =0 da limitga o’tish natijasida

bo'lishi kelib chiqadi.

3°.0'rta qiymat hagidagi teoremalar. A
chegaralangan bo'lsin U holda m=

Vx €[a. ] uchun

[}

b 5
_[.f(l') = ﬂf(x)]aﬂr

ms fxysM

tengsizliklar o'rinli bo'ladi.

l-teurcma.Agar

Sx)e R((a, b)) bo'lsa,u  holda

#(m< < M) son mavjudki,

bo’ladi.
Isbot. Ravshanki,

h
[ /@) = - (b—a)

shunday

b b b
MESX)EM = [mde < [ f(x)de < [ Mt =

Keyingi tengsizliklardan

bo'lishi kelib chigadi.
Agar

deyilsa,undan

= m(b-a)< [ f(x)dr < M(b-a).

1]

[ f(x)ax
mse =M
b—a

]
[ fx)ax
e b—ua

212

ytaylik, f(x) funksiya [a,b] da berilgan vi
inf{ 7(x)}, M =sup{ £(x)} (xe[a,b]) mavjud va

o'zgarmay

j:f(x)dxz,u'(b—a)

a

b Tt topamiz o
F llllununl:j'l Agar f(x) € Cla,b] bo'lsa, u holda shunday € €[a, 5] topiladiki,

[ £ = £(0)-(6-a)

r" (i tasdiq yugoridagi teorema va uzluksiz funksiyaning xossalaridan ke
i s

ki, A i 5
it l teorema.Agar f(x) € R((a.b]). g(x) € R([a,b]) bo'lib,[a,b] da g(x) funksiya o’z

2 <M avjudki,
Iulisinsing o' zgartirmasa,u holda shunday o’ zgarmas p(m < g < M) son mavj

Tf (0g(x)dx = puf g(x)dx 3)

P |“'“[ bot. Aylaylik, Vx €[a,b] da g(x) 20 bo'lsin.Unda ravshanki,
shol. h t) Ak N

m< f(x) <M = mg(x) < f(x)- glx)< Mg(x)

R i i [ ib topamiz:
It munosabatdan hamda aniq integral xossalaridan foydalan p

b
mf g(x)dx < T F(x)g(x)dx < M| g(x)dx .

I
‘”I £(x)dx =0 bo’1sin.U holda

if

b
| fgx)de=0
B I, ixtiyoriy g(m < g < M) da (3) o'rinli bo’ladi.
hji_s,--:x)dx:v(} bo’lsin.U holda

h
[ F()g(x)dx

miahiﬁiw

[ g(x)ax

o

iy iy,
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I i ff
i s

(x)g(x)ax

h

| deyilsa,unda
|

! ‘ | _[ 2(x)dx

; | b 5
|‘ | | [f (g (x)dr = pu[ g(x)dx

bo'lishi kelib chigadi.

4-natija.Agar f(x)eCla,b] bo* lib, g(x) € R([a,b])
0’z ishorasini o zgartirmasa,u holda shunday @ e [a b] to

piladiki,

; |
\ | [ Fgds - 16)] s

‘ ' bo’ladi.

' Berilgan integrallarni xossal
1sb0tlang.(8-20).Aniq integralni
LIl | llisoblang.(21~30).

| | T

. sinx =

| ]__[ dx ya [31X ,
X 'tl: ¥,

| : e

“ﬁ}

]
R e
€ sinxdy va Ie' smxdy

(I
/

b
——

=+
—_e

|2L

Tla
&

5 Y
< T
5__[5111 xdx va J‘sm2 xdx
] o
]

i
111 6. [e"dx va [e*
| J.a dx ‘rl:e dx

il

! II 7 fc"": cos” xdx va ]'e"': cos” xdx

"
| E
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Iz

=
16,0<j’“—“’5dx<1n3
i

n

va g(x) funksiya [a,b] da

ardan foydalanib taqqoslang.(1-7). Tengsizliklarni

17. smlqj dxebIIll
L
e e
,Sm( ](x—i—l) l
J-(x+?) 3 x)
1
20.0.03< —-—-—-—._dx<0(b

o (e +e Wi+x2

2] J‘ dx

6"-‘-3

r

22.jcossxdx

0 1 .-nu.t:_!' . z'r_
.|.'L.l'\'J I-?.‘ ) V2 o
g | 1 j'-_;: rarelgx 3 24 jcos(lnx}
o ? '\/m 2 f X
J2 % cosx 25, T dx
W i . .:-}Tzudx‘d J].x{1+lnza)
|
| Lox? 1 26 g
< — - x“dx
4 102 ‘j:x.frl-r—x 10 -!
27 j[ dx
1”‘1') J. Ux® +1 3 X —-2x-8
] “dr ')8 4 e
10 <0.01 0.
1 ! .]; x-20 'I[.J;_}.]
1
T RPY S 29, j’if’_dx
| lIITx~+— 1x"
I ¥ i
1501 -J't"'dx:'ln.bl 30. jigx.x
" W *
[

8.6.Aniq integralni hisoblash usullari.

1", Aniq integrallar ta’rifiga ko'ra hisoblash.
Aytaylik, f(x) € R([a.b]) bo’lsin.Unda integral ta’rifiga ko'ra

lim z; FE)Ax, —I flxydx
Ap—=0 2
Ly Janli.

Misol.Ushbu
b
ISinx dx

a

Integral hisoblansin.

Ravshanki, f(x) = sin xe C[a.b] .Demak, f(x) € R(la.b]).[@,b] oraligni ushbu

aa+a,,a+v20,,.atrka, . . .atnx, =

n?

b—a . .
fiutalar yordamida,bunda @, =——, ¥ tateng bo'lakka bo’lib.har bir

n’
la+ke,,a+(k+Da,] (k=012 .n— 1)

"



bo'lakda &, nugtalarni quydagicha

& =a+(k+ De, (k=012 4- 0
tanlaymiz.U holda f(x) = sin x funksiyaning integral yig'indisi quydagicha

n-l A=l
o = Y sin(a+(k + Na,) a, =, ¥ sin(a + (k+Da,)
k=0 k=0

ko'rinishga ega bo'ladi

Ma’lumki,
sin(a+ (k +1)er, ) = 2sin£’isiti(a+(k+l}ah} =
2sin—* 2
2
1 I 3
= cos(a+(k +-)a,)— cos(a+(k+ ), )

- a’]l 2 2

2sin—*

2

bo’ladi.

Natijada integral yig'indi uchun ushby
n-]

o =—%n Z[cos(a + (k + 21}%) —cos{a + (k+ g)an }J =

2sip—2 k=0
2
aﬂ
=—2 (COS(CI+~1—6¥“)—-Cos(b+la}D
sin &2 2 2"

tenglikka kelamiz.

Keyingi tenglikda 2, = Av, =a, >0 da limitga o'tib topamiz:
b
ISEHIdX‘ = C05¢ — COSb .

a

12k Nuyuton-Leybnist formulasi.
Aytaylik, f(x) funksiya [a,b) segmentda berilgan va shy segmentda uzluksiz
bo’lsin.U holda f(x) boshlang’ich funksiya

F(x) = [ f(t)de
£a leng bo'ladi.

Ravshanki, r(x) funksiya f{‘f) ning ixtiyoriy boshlangich funksiyasi bo'lsa,u
holda
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F(x)=F(x)+C (C =const)

l'l llllu
et ’Ilkdd a\\«"a.l x=da deb
I'l|-| 14 ( )

RTNTTTINORY b deb )
F(b)= [ f(x)dx+C

by liuhini topamiz.Demak,

Tf(ﬂdx = F(b) - F(a). )

{ 1) formula Nyuton-Leybnist formulasi deyiladi.

kabi yoziladi. Demak,

b
a

Odatda, F(b)- F(a) ayirma F(x)

] fisrds = Fo| = Fiby— @)

b
|\'|il.‘:il|im1j—d)( = |nx|

a

? ol e (@>0,b>0)
o

a

) i i irish formulasi.
1" () zgaruvchialrni almashtiris o : ‘
I‘araz gilaylik, f{x)eCla,b] bo Isin.Ravshanki,bu holda
b

[ £(x)x

[#

togral mavjud bo’ladi. . o I
- Ayni paytda,bu funksiya [a,b] da boshlang’ich F(x) funksiyaga ega bo'lib,

Tﬂﬂﬂ:ﬂm—ﬂm

o

[y Tacli, ‘ o
Avytaylik,aniq integralda X o’zgaruvechi ushbu

x = o(t)
funksi gi shartlarni bajarsin:
firmula bilan almashtirilgan bo'lib, bunda (1) funksiva quydagi ‘s.ha a t 1] .
1) ¢(t) € Cla, f] bo'lib,@(t) funksiyaning barcha giymatlari [, 5] ga tegishli;
2) pla)=a,9(B) =b; | y
1) @(1) funksiya [, 3] da uzluksiz @'(f) hosilaga ega bo'lsin.

[ holda
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b 4
Jf@ax =] £p0)- o'ttt )

bo'ladi.

Ravshanki, #(¢(r)) murakkab funksiya [, 2] segmentda uzluksiz bo'lib.
(F(@)) = F' () - 9'(t)
bo'lib.
Agar F'(x) = f(x) ekanligini e’tiborga olsak,unda
(F(P@)) = fp())- ¢'(2)
bo’lishini topamiz.Bu esa Fp(1)) funksiya [«, 5] da J(@0)-¢'(7) funksiyaning
boshlang'ich funkmyam ekanligini bildiradi. Nyuton-Leybnist formulasiga ko'ra |

ff(co(f)} P()dt = F(p() ~ F(p(a)) = F(b) - F(a) (3)
bo’'ladi.

(2) va (3) munosabatlardan
h A
[7Gde=[ o)) o' ()t “)

bo’lishi kelib chiqadi.

(4) formula aniq integralda o’zgaruvchini almashtirish formulasi deyiladi.

2-misol:Ushbu _[v] —x*dx integral hisoblansin.

Berilgan integralda x = sin{ almashtirish bajaramiz.Unda

T T

i

) - )
dx = _[-Jl-—sinz f costdt = Icusz tdt =
] o

T
2

(

D=t |y D —

LOSZIJdI‘( r+—l-qm2r) =
4 0

&5

1
+_
2

b | =

boladi.
0 . .
4".Bo'laklab integrallash formulasi.Aytaylik, u(x) va V(X) funksiyalarning har biri

[a.b] segmentda uzluksiz u'(x) pa v'(x) hosilaga ega bo'lIsin.U holda

b
- _f v{x)du(x) (3)

a

h
JuCx)eb() = () )|

bo’ladi.
Hosilani hisoblash qoidasiga ko'ra
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———— e

1! (x) - v(x) +u(x) (%)
oraliqda w0’ (x)-v(x) +u(x) v (%)

(u(x) - W(x)) =

Gl Demak w(x)-v(x)  funksiya  [a,5] ‘
filatyaning  boshlang’ich funksiyasi  bo’ladi.Nyuton-Leybnist formulasidan
Tydilandly topamiz: '
b
@ () v(x) +ulx) v () e = (u(x) - v{.r)’( '
by gt tenglikdan
h L]
[u(x)av(x) = (u(x)-v(x)| = [v(x)dulx)
Bt Ll kelib chigadi. ‘ ‘ o
{4} formula aniq integralda bo’laklab integrallash formulasi deyiladi.
2
Momisol.l Iﬂhhujxln xdx integral hisoblansin.
|
1 fN_ x° linishn
Wi Intervalda  u(x) = Inx,d{x)=x deb dulx)= ;dx,\-(x) =5 bo’linishni

(apitindz, Unda (5) formulaga ko'ra:
2 O
| y In vy (fz-- Inx) —J-?-;dx=2||12—

1 1

| —

[ xdx=2In2-3 bo'ladi.
1

I
o

z - . -
A-misol.Ushbu J, = Isin" xdx (n=0]12..) integral hisoblansin.
0

avihanki,

(SR

J, = |sin xdx =(—cosx) =1.

o'—-—\ldlk

de=

—_— |

Jg =

b3 | N

3

o 2 bho'lpanda berilgan integralni

T

"
»

& jxm xdx = Ism ! x d(—cosx)
fior' vinfshda yozibunga bo'laklab integrallash formulasini qo’llaymiz Natijada
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T

& 2
J, =(—sin" ! y. cosx)fo2 +(n=1)[sin"? xcos? xx =

)
Ed

7 -
=(n=D[sin"? x(1-sin® x)dx =(n—1){sin"
0 0

=(n-DJ,_,—(n— 1).J,
bo'lib,unda ushbu

rekurent formula kelib chiqadi,
Bu formula yordamida berilgan integralni 5 =1 $2E3:
ket hisoblash mumkin,
Aytaylik, 7 = 2m-jufi son bo’lsin.Unda
J _2m—]_2m-—3 5 31

Zm

T

“ xdx—(n— I}Isin” xdx =
o

bo'lganda ketma

(2m 1)” x

Im 2m-2"""¢ 4 2 (Zm)! 2
bo'ladi.
Aytaylik,n=2m + I-toq son bo'lsin.Unda
7 __2m 2m-—_2_ ) 6 4_E_J s (2;@_
T m Al 2mo1T s 3 Cm+1n

boladi. (7! simvol m dan katta bo’lmagan va u bilan

natural sonlaring ko’paytmasini bildiradi.)

5.Valiis formulasi, Ma’lumki, 0 < x <§ bo'lganda

. X . 32 T
sin®™! x <sin? x < gin2"- x (n=12

1=y

tengsizliklar o'rinli bo'ladi.Bu tengsizliklarni [0

ks T

ha |y

2 2
jsm 2 xdx < _[:;m xdx < jsm ! Xetx

Q
so'ngra 4% da keltirilgan formuladan fovddlamb lopamiz:
(2rﬂ_ (2n—-1)1 K (2}? — 7)”
Cn+D!t T @2gn 2 ° Qn-1"

Bu tengsizliklardan

@nr Y
(2n—1)! 2n+1
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<£‘<(. (2m J
2 (2 -1

£l

1
2n

bir xil juftlikka ega bo'lgan

R)

,g} oraliq bo’ycha integrallab,

B Hahi kelib chigadi. ‘
ILeyingi tengsizliklardan topamiz:

T . 1

2 nera 2ﬂ + I

(i duinnila Vallis formulasi deyiladi.
Itggeidnd hisoblang:

l "'“,‘ iy

i Wiy

1
.!.. JII [
LT T P
i iy y
! (D<)
| K A coser il
B [, (055 <)
L cony
i x .
L ‘u \J“I Jeax ba’ )1 = 2hx 4 b
ol L1 < Lad > 0)
L . YbET)
alnin vrbt cost x”
i l il
| 1
i l'-u-i vely
T

Ii }q|\ ”|”r.

[

(2m! } _
(2n—D"

19.

20.

24.

25,

27.

28.

F 4
. jx sinxdx

2xr

. J'x1 cosxdx

i

: I[]nx]dx

€

J-arccusx dx
an

V3
-[x arctgxdx

il

j xelx
L o
(]

nis dx

. 'lf‘(“x_'_l) 'I;\‘: 31

j xdx
xt e xl

i(:dn x)dx

(6)




= .2 Ll

14, bt < 29, J-x%rl--xdx
o1+ 2acosx +a
n2

15. Ixe"‘dx 30. J'

o 5 oadxt —1

8.7.Aniq integralning tadbiglari. Aniq integral yordamida tekis shakl
yuzini hisoblash.

1% Tekis shaklning yuzi tushunchasi.
Ma’lumki, (x, ) juftlik,(x € R,y € R) .tekislikda nugtalarni ifodalaydi.
Koordinatalari ushbu
asx<h c<y<d (aeRbeRceRdeR)
tengsizliklarni ganotlantiruvchi tekislik nuqtalaridan hosil bo’lgan D, to’plam:
Dy ={(x,y);x ela,bl,y e[e,d]}
to’g'ri to'rthurchak deyiladi.
-

a - s

/ =
< + :_."

O|c; b x

Bu to'g’ri to'rtburchak tomonlari (chegaralari) mos ravishda koordinata
o’qglariga parallel bo’ladi.
Dy w'g'ri to’rtburchakning yuzi deb (uning chegarasining,ya’ni
X=a.x=b fce=y=d),
y=c¢,y=d (a<x<bh)
to'g'ri chiziq kesmalarining D, ga tegishli bo'lishi yoki tegishli bo’lmasligidan
qat’iy nazar) ushbu
D)) =(b-a)-(d—c)
miqdorga aytiladi.
Aytaylik, tekislik nugtalardan iborat biror 0 to’plam berilgan bo'lsin.
Agar shunday D, to'g’ri to'rtburchak topilsinki,
gch,

bo’lsa,0 chegaralangan to'plam deyiladi.
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Hir quanday chegaralangan tekislik nuqtalaridan iborat to'plam tekis shakl

eyt
Apartekis - shakl  chekli sondagi kesishmaydigan to'g'ri to'rtburchak
Wil wifatida ifodalansa,uni ko' pburchak deymiz.
A

[N\

Iﬂl

7/7

H\\\t

.

-

[unday to’g’ri ko'pburchakning yuzi deb, uni tashkil etgan to’g'ri to rtburchak
cirlined yigindisiga aytiladi.

I0 - ri ko'pburchak yuzi quydagi xossalarga ega:

1) 1o g ri ko' pburchak yuzi har doim manfiy bo'Imaydi: #(D) > 0:

i edishmaydigan ikki Dy va D, to'g'ri ko'pbuchaklardan tashkil topgan
v ko phurchak yuzi

(D, wDy) = (D) + (D) ;
1 Apar Dy sa D, to’g'ri ko’ pburchaklar uchun
D ch,
i T holda
#(Dy) < (D)

Lt Jald
l'ekislikda biror chegaralangan O shakl berilgan bo'lsin.Bu shaklning ichiga

Il ko'pburchak (A< @) ,so'ngra O shaklni o'z ichiga olgan B to'g'ri
b phiirchak (¢ < B) lar chizamiz. Ularning yuzalari mos ravishda #(A) va p(B)

bt i
Iivihanki,bunday to’g'ri ko'pburchaklar ko'p bo'libularning yuzalaridan
it | fCA) Y va [ g(B)} to’plamlar hosil bo'ladi.
Ayii paytdabu sonli to'plamlar chegaralangan bo'ladi. Binobarin, ularmning

Aitheg eheparalari

sup{u(A)}, inf{ x(B)}
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lar mavjud.
1-ta’rif. Agar

sup{u(A)} = inf{ u(B)}
bo’lsa,Q shakl yuzaga ega deyiladi.Ularning umumiy qiymati @ shaklning yusi
deyiladi va 4(Q) kabi belgilanadi:
H(Q) = sup{p(A)} = inf{ (B)}
1-teorema.Tekis shakl O yuzaga ega bo'lishi uchun V& >0 son olinganda
ham shunday 4 (4 Q) va B (Q < B) to’g’ri ko'pburchaklar topilib,ular uchun
H(B)— u(A) < &
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Isbot. Zarurligi. Aytaylik, Q shakl yuzaga ega bo'lsin. Unda tarifga binoan
sup{(A)} = inf{ (B)} = u(Q)
bo'ladi.
Modomiki,
sup{p(A)} = u(0),
inf{44(B)} = 11(Q)
ekan, unda Y& >0 olinganda ham shunday to’g'ri ko'pburchak (A4 < @) hamda
shunday to"g'ri ko' pburchak B(Q < B) topiladiki,

,u(Q)—#(A)<§,

H(B)— () < ;

bo’ladi.Bu tengsizliklardan
H(BY—pu(A)<¢
bo'lishi kelib chigadi.
Yetarliligi.Aytaylik, 4 (41 Q) ra B (Qc B) to'g'ri ko'pburchak uchun
H(B)— u(A4) <& tengsizligi bajarilsin.
Ravshanki,
t(A) Ssup{u(A)} |
£(B) = influ(B) ) .
Bu munosabatlardan
inf{ p(B)} —sup{ s A)} < p(B) — M) <¢g
bo’lishini topamiz.
£-ixtiyoriy musbat son bo'lganda
sup{p( A)} = inf{ 1(B)}
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Bt elib chigadi. Demak, O shakl yuziga ega.

Hhinpn o'xshash quydagi teorema isbotlanadi.

fdeoremaTekis shakl @ yuzaga ega bo'lishi uchun Ve >0 son olinganda
Htiy alhitindny yuzaga ega tekis shakllar P va S lar (PcQ , Qc ) topilib, ular
i

H(S) - u(P) <&

inielikning bajarilishi zarur va yetarli.

1 Kpri ¢hizigli trapetsiya yuzini hisoblash. Faraz qilaylik, f(x)e C[a,5]
b iy, Vi € la,b] da £(x) =0 bo'lsin.

Vigoridan - f(x) funksiya grafigi,yon tomonlardan x=a,x =25 vertikal
dliddglar hamda pastdan abisissa 0'qi bilan chegaralangan shaklni qaraylik.

¥y B

[0 ax X TV g

Odatda,bu shakl egri chizigli trapetsiya deyiladi. [, 5] segmentning ixtiyoriy
P ={x4,%,%3,...%,} (a=x,<x <x,<..<x, =b)
b Inklnshini olamiz.Bu bo'laklashning har bir [x;.%;,,] oralig'ida
inf{ f(x)} =m,, sup{f(x)}= M, (k=012,..n-1

iy udd bo'ladi,

Pndi-asosi Axy =x;,, —x, balandligi m, bo'lgan (k=0,12,...n—1) to'g'ri
I ithirchaklarning birlashmasidan tashkil topgan to'g'ri ko'pburchak A4 deylik.

Hhunningdek,asosi Ax, =X, — X, balandligi M, bo'lgan (k=0,12,....n—1)

el to rburchaklarning birlashmasidan tashkil topgan to'g'ri ko'pburchakni B
deylil, Ravshanki,
AcQ, QcB
B il ulning yuzalari
a-l m—1
pA) =D my Axy, p(B) = > M, Ax,
k=0 k=0

L Linli
W yig'indilarni f(x) funksiyaning [a,b] segmentining P bo'laklashiga
filubatan Darbuning quyi hamda yuqeri yig'indilari ekanligini payqash givin emas:
Ay =s(/3P)y . w(B)=S(f;P)
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f(x)eCla,b] bo'lgani uchun f(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo'ladi.
Unda integrallanuvchilik mezoniga ko'ra, Ve > 0 olinganda ham [a,b] segmentning

shunday 7 bo'laklashi topiladiki,

SUP)—s(f3P) <¢
bo’ladi. Binobarin,ushbu
H(B)— u(Ad) <&
esa,l-teoremaga

tengsizlik bajariladi.Bu
trapetsiyaning yuziga ega bolishini bildiradi.

qaralayotgan

11-chizma

Unda (1) formuladan foydalanib lopamiz:

a Eid a -
p(Q)=4fb1,1—%dx=ﬁjJaz —xldx=
0 a a

Unda ta’rifga ko'ra
sup{p(A)} = inf{ u(B)}

Ayni paytda,
b
sup{g(A)} = [ f(x)dkx,

é — ,
inf{ 1( B)} =If(x)dx dx=acostdl ,

bo’lganligi sababli O egri chiziqli trapetsiya yuzi

0

<t<

ta |

72 2 T
~a Jcos tedt = dab I = abr.
L]

h
#0) = [ f(x)dx

Avtaylik, f(x)eCla,b] , f,(x)e[a,b] bo'lib, ¥x e [a. 5] da

0< /()< f2(x)

gateng bo'ladi,

i Tekislikdagi O shakl quydagi

y=5&x),y=£x), x=a,x=b
ulilziglar bilan chegaralangan shaklIni ifodalasin.

ellips bilan chegaralangan Q shaklning yuzi topilsin.
Ellips bilan chegaralangan O shaklning yuzi OX va O¥ koordinata o'qlari

L

S =bf1-*

»=f03)

chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiya yuzining 4 tasiga teng bo'ladi.

» =A%)

L 4

I shaklning yuzi

12 —chizma
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3

b b h
M) = [ f(dx—[ fimax= [, - fmke

bo'ladi.
2-misol. Tekislikda ushbu y =4—x?, p=x? —2x
chiziglar (parabolalar) bilan chegaralangan O shaklning yuzi topilsin.
Parabolalarning tenglamalari
y=4-x
y=x>—2x
ni birgalikda yechib, uiarning kesishish nugtalarini lopamiz:
4—xt =52 24 s
Xp==1.x=2; y,=3,p,=0: A(-13) . B(2:0).

R }./ T y?\\ —

y=at-2s

- 13 —chizma
Bu shakInimg yuzini (2) formuladan foydalanib hisoblaymiz:
T ; 2 2 gf?
#@)= [ld-x) - (x> 20} = Jlerar—2x )i —ax e 2 -2 _o.
-1 -1 2 -1
Eslatma.Agar f(x)e ([a, 5] funksiya [a,h] da ishorasini saqlamasa, (1)
integral egri chizigli trapetsiyalar yuzalarning yig'indidan iborat bo'ladi.Bunda O\
0'qining yuqorisidagi yuza musbat ishora bilan, OX o'qining pastdagi yuza maniiy
ishora bilan olinadi.
Masalan, OX o'gi hamda f(x)=sinx ,
chegaralangan shakl yuzi

0=x=27 funksiya grafigi bilan

2 2

i

#H

~(—cosx)] =4

0

sinxdx) = (—cos x)

£((Q) = }sinx +(—
L]

M o—

s g

228

b el

V. Bgri chizigli sektorning yuzini hisoblash.Aytaylik, 43 egri chiziq qutb
kardinatalar sistemasida ushbu

pP=p@®) , a<8<pf (aecR,feR)
fuiilnina bilan berilgan bo'lsin. Bunda
P eCla,Bl, VYOela,B] da p@)>0.

l'ekislikda AB  egri chizig hamda OA4 Ba OB radius-vektorlar bilan

thvnralongan @ shaklni qgaraymiz.

[er, 3] segmentni ixtiyoriy
P={6y.6,,...0,} (a=6,<8, <..<8, =p)
by laklashni olamiz. O nuqtadan har bir qutb burchagi 6, ga mos 04, radius-vektor
#-kizimiz Natijada OAB -egri chizigli sektor
O A, (k=012...n—1 ; d4y=4A, A, = B)
U thiziqli sektorchalarga ajratadi.
Ravshanki, p = p(8) € Cla, f]
itk = 00,2, n—1)

bo’lgani uchun 6, .6,.,1
my, =inf{p(0)} , M, =sup{p(0)}
Lt vy jud.,
ndi har bir [6,,6,,,] segment uchun radius-vektorlari mos ravishda m,

liidn M, bo'lgan doiraviy sektorlarni hosil gilamiz.Bunday doiraviy sektorlar

Vil epa bo'lib,ularning yuzi mos ravishda

%mﬁ-&()k 1%M§'-A@ (A, =6,,,-6,)

(1] ||I1|r
[tadius-vektorlari m, (£=0,12,...n—1) bo’lgan barcha doiraviy sektorlar

Bitthinagidan hosil bo’lgan shakini O, desak.unda O, = Q bo'libuning yuzi
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- 2
m; -AG, (3)
k=0

Q)= %

bo'ladi.
Shuningdek, radius-vektorlari M, (k=012,.,n—1) bo’lgan barcha doiraviy
sektorlar birlashmasidan hosil bo'lgan shaklni Q, desak,unda
@ < O, bo'lib,uning yuzi

=1
;:(Q2)=5;Mf -AG, (4)
=0
bo’ladi.

(3) va (4) yig'indilar Epz(ﬁ') funksiyaning Darbu yig'indilari bo'ladi. Ayni

1 1 : 2 ; .
paytda, Epz(ﬁ) funksiya [er, B] da uzluksiz be’lgani uchun u integrallanuvchidir.

Demak, ¥&>0 olinganda ham [a,f] segmentning shunday P bo'laklashi
topiladiki,

1 I

SG P (6):P) =sG P O P) <=
bo’ladi. Binobarin,ushbu
) — Q)< ¢

tengsizlik bajariladi.Bu esa, 2-teoremaga muvofiq,qaralayotgan egri chiziqgli
sektorning yuzaga ega bo'lishini bildiradi.Unda ta’ri fga ko'ra

sup{2(Q))} = inf {1(0,)}
bo’ladi.

Ayni paytda,

i
sup{(Q))} = [ p*(0)a6,

i
inf{u(0,)} = [ p*(0)a0
bo’lgani sababli O egri chiziqli sektorning yuzi

14,
#O) = [ p*(0)do
ga teng bo'ladi.
3-misol.Ushbu
pP=p@)=a(l—cosf) (aeR 0<8<27)
funksiya grafigi bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
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I lunksiya grafigi kardicidani ifodalaydi.Ma’lumki, kardioida radiusi r ga
et ho'lgan aylananing shu radiusli ikkinchi qo’zg’almas aylana bo'ylab harakati
iulipunmasdan dumalashi) natijasida birinchi aylana ixtiyvoriy nugtasining chizgan

i I 1lir,

IKurdioida qutb o qiga nisbatan simmetrik bo’lganligi sababli yuqori yarim
tlinlikdagi shaklning yuzini topib,so'ngra uni 2 ga ko paytirsak.izlayotgan yuza
balily ehigadi.

¢ o'zgaruvchi [0,7] da o’zgarganda 0 radius-vektor kardiodning yugori

vt tekislikdagi gismini chizadi.Shuning uchun

wHO)=2- %jpl(a)de =[a*(1-cos®)’ db =
L] 0

= 32]'[2 —2cosf + I—cosEﬁJdﬂ —
2 2

0
53 . 11, B
=a" (=0 —-2sinf +—-—sin28) ==m
2 2 2 e 2

s [l

Austngil ishlash uchun masalalar:

uydagi chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzini toping.

boyoven, y=xfl-x 16.y=47" y=—log, x,y=0,x=0;

Lyelop, s y=0,x= l x=a,ax>1 17.y=x"y=0x=aqa>0,a>1
a

x

byl x), y=—xe ™ ,x=1 18. v = arcsinx, ¥ = arccosx, y =0

T

b ywe'sing p=0, x= ¥l |9.y:|x|3e "!,_xi =aax=l

L Veat,y=ax=0a>1 202y =x' x4y  =dy 2y = x°
2cosx 3, 1 1 ) 1
B =y, ; Lx=0 2l.x*+y* =2,y =2J.—|,IZE
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2. y=xy=—,y= H o -
3-x
&= dibeneds yen - Bepa 3 t e I
y=sin’x+cos'x, y=0, 4Sx_.7_ 23.y=\Bxl y=Ja—
9 vexlx—e? veir
y=x(x-a)’, y=0; 24,y =sinx,y=0,0sx<™
4
2
10y e ] .
P o 25 y=—x’,y=x"-2x—4
11 yza_tze", y:—x"‘e‘; 26 y= az 5 , "
i e JVY=2a.a>
,’az_xz i

12. y=e|sinx|, y=0, zn<x < 2(n+1) s

6
Ly T R P
’ x+5’y ]x

13. 57 +y" =8 2y=x", p20; 28.3=xv=Lsinx, x>0
y=5 Xz

Jx

14, y= Fe = 5
T 29.y=(x"~2x)e",y=0,x20
15. y= (ab)® e x? |
a*cos’ x+bisintx’” sl 30.= 2 4T

8.8.Aniq integral yordamida Yoy uzunligini hisoblash,

Ma’lumki, tekislikdagi iki A(x;,y,) va  B(x,,y,) nuqtalarni birlashtiruvchi

to'g'ri chizig ;z(l”)zxf(xl—xj):+(y_1_—y])2 kesmasi /;, uzunlikka ega va uning

uzunligi

gateng bo’ladi.

Aytaylik tekislikdagi ! chizig A0 50) A1) e Alx v )
nuqtalarni(# € N) birin-ketin to’g'ri chiziq kesmalari bilan birlashtirishidan hosil
(bo lgan b;) (Ile,Odatda,bunday chiziq siniq chizig deyiladi.Sinig chiziq uzunlig]
peremetri) deb.uni tashki ‘g'ri chizi i ikiar g indisio
i uni tashkil etgan to'g'ri chiziq kesmalari uzunliklari yig indisipa

H=l

#0 = 3 =57+ e =)
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I'nraz qilaylik tekislikdagi AB egri chizig'l (uni AB yoyi deb ham ataymiz)
it b
y=f(x) (a<x<bh)

{e1ijtlama bilan berilgan bo'lsin,bunda  f(x) € Cla, b].

ol

|2, h] segmentning ixtiyoriy

P={xg, % 0%, } (a=x, <x <..<x,=b

Iy luklashini olib,bo’luvehi x, (& =0,1,2,...,n) nugtalar orqali OY o'qgiga parallel
iii' 0’1l chiziglar o'tkazamiz.Bu te’g'ri chiziglarning AB vyoyi bilan kesishgan
i tilari

A;((th(xk)) (k:{)a]azs---an s Aﬂ =4, An __'B}

Ly ladi,
AR yoydagi bu 4, (x,, f{(x;)) nuqtalarni bir-biri bilan to’g’ri chiziq kesmalari

yardnmida birlashtirib,! siniq chizigni hosil qilamiz.Odatda,/ siniq chiziq AB
yirylpa chizilgan siniq chiziq deyiladi.u uzunlikka ega bo'lib,uzunligini (peremetrini)

Hilh) deylik.
Agar P, va P, lar [a,b] segmentning ikkitabo'laklashi bo’lib, A < P, bo'lsa.u

liulda bub o'laklashlarga mos AB yoyiga chizilgan siniq chiziq /, , [, larning
poiemetrlari uchun
p(l) < ()

llil ll'llli.
|at,b] segmentning P, bo’laklashi quydagi
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A={xx e Kpa X e X, |

(a=xy <x <..<x, <x,, <...<x, =b)
ko'rinishda bo’lib, P, bo’laklash esa £ bo'laklashning barcha bo'luvchi nugqtalari
hamda qo’shimcha bitta x* [a.b] nugtani qo’shish natijasida hosii bo’lgan
bo'llaklash bo'lsin.Bu x* nuqta x, hamda x,,, nuqtalar orasida
Joylashsin:x, <x" <x, | .Demak,

By ={xy,x, ,..A,x,(,,x‘,xhi s Xy
(a=xy <x <..<x, xRNy <X, =5 )

Ravshanki, 7 < P, bo'ladi.

AB yoyiga chizilgan £ be’laklashga mos siniq chiziq / ,shu yoyga chizilgan
F, bo’laklashga mos siniq chiziq /, dan faqatgina bitta bo'lagi bilangina far(
qiladi:/, da 4,4, ,, bo'lak bo'lgan holda /, da ikkita A, A" hamda A*Am bo’laklar
bo'ladi.

Ammo A4, 4,,, to'g'ri chiziq kesmasining uzunligi (A, A, ), 4, 4" hamda
A*AM kesmalar uzunliklari A4 y{A‘A}H) yig'indisidan har doim katta
bo’Imaganligi,vani

HALA ) S (A AT) 4+ (A7 4,
uchun
H(l,) < gully)
bo’ladi.

Demak, £ bo'laklashning bo’luvchi nuqtalari sonini orttira borilsa, A8 yoyipa
chizilgan ularga mos siniq chiziglar peremetrlari ham ortib boradi

1-ta’rif. Agar A, =0 da 4B yoyiga chizilgan siniq chiziq peremetri

i T il i o
#ll) = Z\f{xk—i =X )"+ {f{-"m =7 (x, )]
k=0
chekli limitga ege bo'lsa, 4B yoy uzunlikka epa deyiladi.
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Ushbu

lim u(I) = 1(AB)
Ap—0

liimit Af yoyning uzunligi deyiladi.
Masalan,agar

f)=k+C (a<x<bh)

fis' luo,unda A8 ning uzunligi

n-1 e e 5 3—_,
H(AB) = JJTOE\"JEA — X )? + KXy —x)" =

-] ——
= lim SVI+£% @y —x) = V14 £2 -(b=0)

0=

s ladli,

Aytaylik, 4B egri chiziq ushbu

x:q’(t) o =f=
{y=w(f)’ S

tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo’lsin. . - _
(Bu helda egri chiziq parametric ko rinishda berilgan deyiladi).Bunda:

Do elea,p], yOedla,pl;
9Vt ele, B, t #t, uchun (1)

A (x, M Y= Alel), ‘J’/(f1 N,
Ay (X5 3 ¥5) = Ax(plty) , w(ty))

iugtalar turlicha;

3 = ga A nuqta,f = F pa B nugta mos kelsin.

[ex, #] segmentning ixtiyoriy

P={tgutist,} (a=ty <ty <..<t, =0
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bo’laklashni olib,bub o'laklashni bo'luvchi ¢, (& =0,L2,..,n) nugtalariga mo.
| | | kelgan 4B yoydagi A4 = 4,(x,,y,) G =0(t,) L v, =wi(t,) : k =0,...1)

| nuqtalarni bir-biri bilan to’g'ri chiziq kesmalari yordamida birlashtirib, 4B yoypa liir Tnchi,
chizilgan siniq chiziq / ni hosil qilamiz.

M(AB) =y p( A 4.
k=0

2) Agar AB yoyi n ta Ay Ap,, yoylarga ajratgan bo'libhar bir Ay Ay, yoy

Weinlikka ega bo'lsa,u holda 4B yoyi ham uzuniikka ega bo'ladi.

(i T e v=f(x) tenglama bilan berilgan egri chiziq uzunligini hisoblash.Faraz

(filaylik, AB egri chiziq ushbu
v=f(x) , a<x<bh

{englama bilan berilgan bo'lsin.Bunda f(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz va

ieluksiz f'(x) hosilaga ega.
| |a,b] segmentning ixtiyoriy
P={xp,x,..x,} (a=x,<x <..<x,=h)
Bu siniq chiziq peremetri | - .
ho' laklashini olib,unga mos AB yoyiga chizilgan / siniq chiziq hosil qilamiz.

n—| N L e e B R S
)= ZU\,"[(i’(thJ )~ o(t, }]2 +lyplt )~ w(t, )]2
=

It siniq chiziq peremetri

[ o g n—l 2 ™ “am
| bo’ladi. 4= Y G =300 + [ ) = £ ()]
- k=0
2-ta’rif.Agar A, >0 da AB yoyiga chizilgan siniq chiziq peremetri p(/) .
o d . o i’ ladi, e v
chekli limitga ega bo'lsa, 43 Yoy uzunlikka ega deyiladi. 4 Har bir [x,,x;,,] segmentda f(x) funksiyaga Lagranch teoremasini qo'llab
Ushbu lopamiz:
) -l 3 TN _2_
lim g(!) = p(AB) pl)= Z\/(x;“, =X )T ) (s — X)) =
Z,p—)G k=0
i1 Ao =1 -
- 12 . — = ) Ax
limit AB yoyining uzunigi deyiladi. = 1 £ 0 G = x0) 2N /) A

k=0
Yuqorida keltirilgan ta’riflardan Yoy uzunligining { agar u mavijud bo'lsa )
S - : bunda 7, e[x;,x,,,]1.
musbat bo’lishi kelib chigadi.

Bu tenglikdagi yig'indining 1+ £"%{x) funksiyaning integral yig'indisidan
farqi shuki, integral yig'indida &, e[x,,x,,,] nugta ixtiyeriy bo'lgan holda

yioridagi yig'indida esa 7, nuqta Lagranj teoremasiga muvofiq olingan tayin nugta

Endi yoy uzunligining ikkita xossasini ishotsiz keltiramiz:

1) Agar 4B yoyi uzunlikka ega bo'lib, u 4B yoydagi nuqtalar yordamida s (4
Ay A, yoylarga (k=012,...n ; 4, =A,B=4,,) ajralgan bo'lsa, u holda har bir

Ay Ay, yoy uzunlikka eoa va N . .
II ka1 YOY 2 il olishimiz mumkin.Natijada

o' lshidadir. Ammo JI + f"*(x) funksiya integrallanuvchi bo’lgani sababli &, =7,
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n-]
D= 1+ 2 ) A,
=0

bo'lib,undan
n-1 b
Jim ul) = lim 31+ £2(&,) - dx, = [J1+ £ (x)ede
“p o0 =g a

be’lishi kelib chigadi.
Demak, 4B yoyining uzunligi

]
H(AB) = [\[1+ £ (x)dx )

a

bo'ladi.Bu formula yordamida yoy uzunligi hisoblanadi.
I-misol.Ushbu

f(x)=g(€’_‘.+e_;} (a>0 , —a<x<a)

tenglama bilan berilgan 4B egri chizigning uzunligi topilsin.
Bu tenglama bilan aniglanadigan chiziq zanjir chizig'i deyiladi.
Ravshanki,

X By

S =g =)

1+f'2(x)=i-(e5 te @) |

P I = -2
VI+ 7 (x) = E(e“ +e @)
bo’ladi.(2) formuladan foydalanib,zanjir chizig'ining uzunligini topamiz:

x X x T

a 2 X i o
H(AB) = J—I-(e“ +e “ydx= E('e“ —e *) =a(e—l}.
-t 2 =il €

Parametrik ko'rinishda berilgan egri chiziqning uzunligini hisoblash.

lFaraz qilaylik, AB egri chiziq ushbu
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{ngo(f}a (ocSJSﬁ)
y=y(li)

(i lnmalar sistemasi bilan berilgan bo’lib,(1) shartlarning bajarilishi bilan birga
gLl ey Tunksiyalari [er, 1 da uzluksiz ¢'(r) hamda y/'(¢) hosilaga ega bo’lsin.

|ex, /1] segmentning ixtiyoriy

I {fu-"l:-'-a"n} (a=t <t <...<t, =)

i Ik danishini olib,ularga mos AB yoyning A, = A (xp0)
@) . v, =@(t,)) nugtalarni bir-biri bilan to'g'ri chiziq kesmasi yordamida

(¥
Birlushtivishdan hosil bo’lgan 7 siniq chiziq peremetri

n-l

u(ly = Y Jlott ) - o OP +lwlte.) —w )P
k=0

i qarnymiz,
l.agranj teoremasidan foydalanib topamiz:

2

-l 5 3
uly= Z\f’lﬁﬂrz(fk)‘(fk.n =) () U )T =

k=)
=] TR RN T
=Z\[9’7'2(T¢)+W"(9k)‘5"k (Az, :f;m_"k)
k=0
inda
T €[t tin ] G ety 1]

[Keyingi tenglikni quydagicha yozib olamiz:

n—l C
wlhy =Y o &)+ (&) At +
k=0

VS )+ 00 e ) v €D Al "

Koty
litinda,
&y elty.tenl
Maodomiki,
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Vo O +y (1) eCla, ] lim S 1o e+ v @) -

= (4)

(0'2(5;; )+ Wrz(gf.—)]mk =0

ekan unda

‘\/W'Z(()-i_wr?({} 5 R[a’ﬁ] Ly h|l“
bo'lib, (1) va (4) munosabatlarni e'tiborga olib, 4, >0 da (*) tenglikda limitga

U tuik, u holda AB yoyning uzunligi uchun

| < Lo r2 2 4 2 )

[l lim P EN W E) AL = () ' (dt 3 _ B —
| | ipﬂogu k k k ;l; @ ( ) W { ) (J) )H':,‘IH] :-[ (B’h(f)'i-wﬂ(f)df {5)
[l bo'ladi. ‘ o _
| | B lishi kelib chiqadi.Bu formula yordamida yoy uzunligi hisoblanadi.
‘ (' Ixtiyoriy @, b, ¢, d haqigiy sonlar uchun ushbu L-misol.Ushbu
il X =a(t —sint)
' ‘xf'a2+b2—ch+d3'£’a—c]+rb—d[ v =a(l —cost) 0<t<x)
[
: | tengsizlik o’ rinli bo'ladi. funglamalar sistemasi bilan berilgan AB egri chizigning (stikloidaning) uzunligi

|l Haqiqatdan ham, Liapluin,
1NN 2 =3 2 2 Itavshanki
a2 o p? _ [z, 2| _|(@ =c*)+(b° —d?) ,
I a4+ et +d =L 2 ) <la—d- v'(1) = a(l — cost '(t)= asint
(] xllﬂz+b2+\/c_2+d2 x'(1) ( ) B yi) s

2 __J-ZZZ__ 2_2-:-‘.:2_,
]a+cl fb-l—d[ XU+ Y (O =a’(1-cost)” + a*sin®r=a’2(] cost) ,

| » +|b—d- = +3 12 T —
| NPy =y v v e W0+ 0 = 20 =cos0)

< [a— Cl*"é’ _arj_ lio " lndi (5) formulaga ko'ra izlanayotgan egri chiziq uzunligi
2a 2r
| . ] — _ . i _ X i 2y _
Bu tengsizlikdan foydalanib topamiz: J(AB)Y = E‘;«JE(I cost)df —2a_[[5111 > df =—4a ((:052)(J =8a
' Bl s B : . oy i, '
I kZﬂ[\N) T O) e E) vy (Sp)lAy | < Ouydagi berilgan egri chiziglarning uzunligini toping:
E 2
o B =at.y=abi®, === b0,
| il = Iy =, 0sxg V3 l6. e e 3&!
<2le () = 9'(&,)|As, ""Z‘W(ek)_w'@k)'mks h O=t=1,
k=0 k=0 _3,_13 —“12-—3:"”3
LoV s ohy, 0 x<1 ]7.1_ el
i n—| ; n=l , 0"5(3}'0
<X (@) At + Yo, (') At. 5
= k=0 Ly vy 0sx<s 18. B ke
| T O<y <t=<y,
[l pr=Hfle viee el B x=gsin’ g,y = asing cosp,
| bo‘]gzmi sababli b, v« wrecos v'r\\'—\/x—-x.',{}g.\'il 19. ::alncosgﬂ,|rp| <o, {%
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] 2 l
5. x=—y —=Iny, 12y=<2
X 4y 2‘.}’ y

6. x=1-In(y* -1),3<y<4
k]
x={,y= %-— t,koordinataw’ glaribitan

kesishgamugtalari

8. x=ty=0=¢<l

x =2t —sin?), y = 2(1 —cost), sikloidabitia

arkasi
10. x =3(2cost —cos2r),y = 3(2sinf —sin 2¢)
11. x=acost, y=asint,z=ht,0=1 <1,
12. x=2t.y=Int.z=0*0<t, <t =t

13. x=atcost,y=atsint,z=bt,0<t =4,

. at’?
14. x=atcost, y = afsint, == Ot
2 (1)

]SAx=acost,y:asim‘,::be’,UEIz’ln%,a>b

Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chiziq uzunligini hisoblash.

3

26 x=cos ¢,y =sin’ ¢,z = cos?t, Py = p(fh)-cos@
0<t<27x () = p(@)-sinf (a<8<p)
2l x=¢'\y=e" 2= V2,015, Wetiljnn  epri chizig sifatida ifodalanadi,bunda  @(6), 1;/(9) funksiyalari 3° da
- x=acht,y=b sht,z =at, Feliivtgan shartlarni bajaradigan funksiyalar bo'ladi.
"0srs, (#) formuladan foydalanib 4B egri chizigning uzunligini topamiz:
; _ " o
E=aie-miy=al o) HAR) = [(p(8) - cos8) +(p(6) -5inB)>d6 =
23. {;] p
z=4gcod — [0£1<2x
& ey
x=a(t —cost),y=all —sin{) I J"’ () +p (0)dE.
L 2= 4asi|{%}0 <1<, I'u formula yordamida egri chizigning uzunligi hisoblanadi.
Mmisol.Ushbu
25 Xx=aty= a\}r;sillr,.- = @/t cost ;
T o< sesd, p rf-.\'r'n‘i
2% x = e cosp, y = ae*" sing,
Competz <z<r, teiiplama bilan berilgan egri chizigning uzunligi topilsin.
X=acost,y = asint,z = b, ¢ o'zgaruvchi 0 dan 37 gacha o'zpargandan (2,0) nuqta chizmada
27. 0<r<1, finvivlangan £ egri chizigni chizib chigadi:
28. y=Inx, EExSE /—Y_\
4 5
f ) | |
29. y=d§(l—x), (D<x, =x<1) L
30. =2 fo-1. 05 x<2\3) E
I
\\h..._&._/

Faraz qilaylik, 4B egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida quydagi

r=p(0),

tenglama bilan berilgan bo'lsin.Bunda p(8) e Cla, f] bo'libu uzluksiz p'(0)

hosilaga ega bo’lsin.

Qutb koordinatalari (p.¢) dan Dekart koordinatalari (x,y) ga o'tish

formulasiga binoan

x=p(f)-cosb ,
y=p(6)-sinf (@@= p)

bo'ladi.Natijada AB parametrik ko'rinishda

(@<6<p)

(1) tirmuladan foydalanib { chizigning uzunligini topamiz:

Ix “ %
uh = {J(asins g) " (asin’ g) *do =

I
2 . a6 1) e
E 3 j.J(x“ -sin* Zcos® = + &% sin® —d@ =
! 3 3 3

im
= a_[sinzﬁa‘é? = 3&
.3 2

Yoy differensiali.

Aytaylik tekislikdagi 4B egri chiziq ushbu
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{XZW)’ (x<t< p)

y=yl)
tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo'libbunda @(f) hamda w(t) funksiyalari
[e, B] da uzluksiz ¢'(f) hamda y(¢) hosilaga ega bo'lsin.

o4

A

\

Ma'lumki,7 o'zgaruvchining ¢ =a giymatiga 4B egri chizigda A nugta mos
keladi.

Endi ixtiyoriy f € [e, B] ni olib unga mos A48 egri chiziqdagi nugtani C bilan
belgilaylik: C(p(r)iy ¢ )) &< < B Ravshanki, AC yoyning uzunligi C' nuqtaning
AB egri chiziqdagi holatiga qarab o'zgaradi va ayni paytda ! ning har bir tayin
giymatida yagona AC yoyning uzunligiga ega bo'lamiz.Binobarin AC yoyning,
uzunligi w(AC) ¢ o’zgaruvchining funksiyasi bo’ladi.

H(AC) (x<r<p)

(5) formuladan foydalanib topamiz:

1,(AC) = [ @ () + ' (1)dr.

Modomiki, V’E’z{r} + q/'E(T) € Cle, f] ekanunda u,(AC) funksiya hosilaga

(14, (ACY =@ () +y"* (1)

ega bo'lib,

bo'ladi.
Keyingi tenglikning kvadratini & ga ko paytirib,ushbu
(4, (AC)? - dr* = (O)de? + " (t)de? ,

ya'ni

d(p (AC)” =dx” +dy*
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iiiunabatga kelamiz.Bu  munosabat yoy  differensialining  kvadratini
Hudalaydl.Demak,yoy  differensiali du, (AC) yuqgoridagi  x=@(f) ,y=w(1)
linkulyalarming differensiallari dx hamda dy lar orqali ifodalanadi.Binobarin,(5)
fiiln,uzluksiz hosilaga ega bo'lgan x(f) y(t) funksiyalar yordamida egri chizigq

Viytiing turli usullarda parametrlashtirishda o'z ko rinishini saqlaydi.
Quydagi qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chizigning
edinllgini hisoblang.

Lov o auing 16.r=ap’, 0zp<4
L' < p < g, 17 g8 —arcco{g],a<r] <rzr,
a r °
Lol = cosg) 18. r:SCOSSE,OSOﬁﬁz
3 2
bor o 20 cosp)r =1 9. r=301 -I»Sinqa),—E_SfpSG
6
. bs T ; T T
LRl -sing), —=<p<-2 20, r=l-sing, - ~<p=<-=L
@) 5 @ = r=1-sing, 2&43;_ o
i .rr!.-fr_‘”),n_-:;agfgan 21.r=cos"f,0~_’~¢n£3ir
2 3 2
1 m'nﬁ'(fij—J 22.r:4¢3,0£€7£%
. |
P A
8. usin"[fj 23, r=2¢ 7"
Y. ;.-cns“(ﬂJ 24 2sin* & 0zp<Z
5 2
- 3
10, r=—L _ Zepe?® 95 4.k =B et
y ,,_Ligaj 2 2 2 2
sin’| =
2
& T
Ip=— 26. r=2(1-cosp) ~r<p<-=
sin? © 2
sin
3
12, = —2 27.r=3p, 0=t
cos’ i ’
4
Ldor = ap, O=p=q, 28. r':ﬂi{l-—singa)‘ OSQJS_:%
lorvap’ 0<p<d 29. r=5(1+cosp) 0zp<Z
.
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15.r=a¢’. 0<p=<3 30. r=

8.9.Aniq integral yordamoda aylanma jism hajmini hisoblash.

1.Dekart koordinatalar sistemasida berilgan aylanma jismning hajmini
hisoblash.

Faraz gilaylik.bizga biror 7 jism berilgan bo’lib,uning ¢y o'qga parallel
bo'lgan kesimlarning yuzasi ma’lum bo’lsin.Bu yuza,x o'zgaruvchining funksiyasi
bo’ladi,uni §=S(x) orqali belgilaymiz.

Agar S =5(x) funksiya [a,5] kesmada uzluksiz bo'lsa,T jismning ¥ hajmi,ushbu

v = [S(x)dx (11.1)
formula bilan hisoblanadi.
1-misol:Ushbu 3c—;—+~}l_:--|-i;-=] ellipsoid sirt bilan chegaralangan jismning hajmini
a F I

toping.

Dastlab berilgan tenglama bo’yicha ellipsoidni yasaymiz.Ellopsoidni Oxz tekislikka
parallel  bo'lgan,ye[-#5] kesmada o'zgaruvchi y=p tekislik  bilan
kesamiz.Kesimda ellips hosil bo’ladi:

2 o 2 2 2
LTSN, O % O Ul
a ¢ b° b

Bunda ellipsning yarim o’qlari,

T

X%
al

800
I

a, = %\f{:z -pi,q =§Jbl - p® Bu kesimlarning yuzlari,p ga bog'lig bo’lgan.ellips

bilan chegaralangan yuzaga teng bo’ladi:

IC 4 2

S(p) = m|b1 = b_l(b -r’)

S{p) kesimlarning yuzasini (11.1) formulaga keltirib qo'yib.}" jismning hajmini
topamiz:

b &
; TEIC ) 2 TN il ) 7ol
V=[5 - pidp=2"1 J(b" - pdp =22
b & % b

-h

2 h
b'p-—P— =imcb
3)J0 3
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I'araz  qilaylik,y = f(x) funksiya [a.b] kesmada aniglangan va uzluksiz
bes 1, Vo |..-,h] uchun f(x)>0 bo’lsin.Yuqoridan y= f(x) funksiya grafigi,yon
fiiuildan v =a,x=4 vertikal to'g'ri chiziglar,pasdan Ox o'qidagi [a.6] kesma
Biluiy chegaralangan shaklni Ox o’qi atrofida aylantirishdan hosil bo’lgan aylanma T
i i

v, = frj £ Hx)dx

[hiinili bo'ycha topiladi.

Apar D egri chizigli trapetsiya,yuqoridan f(x).pastdan g(x) uzluksiz egri
dliteiglar bilan,yon tomonlaridan esa x=a,x=# l0'g'ri chiziglar bilan chegaralangan
B ldiuning Ox o'qi atrofida aylantirishdan hosil bo’lgan aylanma 7 jismning hajmi

b
v, =aflr @ -g )
[imula bo'yicha topiladi.
v vix) funksiya,[e, 8] kesmada x = x(1),y = »(r) pqarametrik tenglamalari bilan
g iggan bo'lsin.Bu funksiyalar [cx, j] da uzluk_siz,\/.fe{a,ﬁ] kesmada v(1) 20 va x(¢)

Binliyn,uzluksizymanfiy bo'lmagan x'(r) hosilaga egahamda a=x(a), b= y(pg)

b T, holda, 7 aylanma jismning hajmi,

]
Vo= [y xde

fuimiila bilan topiladi.

Apar x(r) funksiya [, #] kesmada kamayuvchi va a=x(a), 5=1(4) bo'lsa, u

lisilidi, yuqoridagi shartlar bajarilganda, 7 aylanma jismning hajmi,

v, = —?r_ﬁ[[f' 2(x) - g 2(x)]ax

o
amiila bo'yicha topiladi.

iy {y=0) o'q atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan 7 aylanma jism hajmi

yisoridagi formulalarga asosan,quydagicha topiladi.
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ol
v, =x[g (ydy,

v, ==l *m-g o).
Vo= ;rjxe(r)-y'(r)dr

formulalar bo"ycha topiladi.
Misol:Quydagi.y* =2px, y=0.x=a chiziglar bilan chegaralangan shaklni,ox (y=0)
0°q atrofida aylantirishdan hosil bo’lganaylanma jismning hajmini toping.

D soha,yuqoridan y* = 2px uzluksiz funksiya bilan,yon tomonlardan,x =« va
x=0 to'g'ri chiziglar,pastdan esa,Ox (y=0) 0'q bilan chegaralangan.Endi, D egri
chizigli sohani Ox (y =0) 0'q atrofida aylantirishdan hosil bo’lgan aylanma jismning

&
hajmini, ¥, = :rff *(x)dx formula bo'ycha hisoblaymiz:

a a i )
V.= ;'rjyz dx = ;erpxdx: Zp:?r%ﬁ =rpa
o [+

Misol:Quydagi, x = a(r ~sint),y = a(l- cost) (1< 1 < 2m).y=10 chiziglar bilan
chegaralangan shaklni Ox (y=0) 0°q atrofida aylantirishdan hosil bo’lgan aylanma
Jjismning hajmini toping.

K
Aylanma jismning hajmini ¥ = fT_‘-J’z(f) *X'(1)dt formula bo’ycha topamiz:

Vo= rrj'rzz(l —cost)’ a(l—cost)dr = 72‘(1"_[(] —cosf) dt = 8;ra"j(sinz é] di=5ra.

Quydagi berilgan egri chiziglardan hosil bo’lgan shakl hajmini toping.(1-20)
Egri chiziqni Ox o'qi atrofida (21-25) oy o'qi atrofida (26-30) hosil bo'lgan jism
hajmini toping.

2 1 2 ;A
% +.-;_,=1__];]=H s ooy, seup

=

l

T

‘a : at B ¢
I A an L i RE NI T SO
a” b H at -2

3.4yt =ax =] 18. zf =bla—x),x" +y* =gx

Tl A

{ | e =L 2= (p20 19. x* +3y? =¢*, y* 422 = 4?
' b H* H b G0 s ’
by ! r:‘rh"‘(i),ix =5 20 4yt e =t X hyi=ax
a
0 -ln'q'[l :I;--J:(Jr2+zz]2 2L x' + yt =y’
¥
x' )
i PYR A 22, x* +p* = 2axy?
) (z=a)
Wt vata =y x=ky, x=kyk, >k 23, (3* + Y)Y =gyt
b 5 1', I‘i::)i.‘_':.:u 24. ()C2+yz)3:a2(xz—y1)1
i b H a
1 32 2
I [1 ‘,](J-:] =L =0 25. (x* +3%) =a’x?y?
\ 2% a bt
by H—:_.I,x=0,_1r=(},::0 26. (x* + y*Y =a'(x" - yY)
i it
N e o o T N 27. (x* + 1) =a’x*
I a2 =y y=x*2t 2 =g 28. (¥ —phx=a(x? + ), x=3a

By s bla—y), 422 =ay 29. x' 4y =2ax)?
J e B
| S AR I

] <
i h 2

4Quth koordinatalar sistemasida berilgan aylanma jismning hajmini

3

30. P4yt =ay

Wsoblash: Agar AB egri chiziqning tenglamasi qutb koordinatalar sistemasida
Fone) Osa =< g <27 ko'rinishda berilgan bolib, [a«,ﬁ] kesmada r(g)-uzluksiz
lis lun,u holda,qutb nuri atrofida T = {ro):a<e<pozr< (@)} aylanma sektorning

Wi,
2z i
V="=—\r(o)sinpdp
= f (@ g
[ufinula bo'ycha topiladi.

Apnr AR epri chizigning tenglamasi qutb koordinatalar

stemasidar = riep), —% fSasepifi< %,ko‘rinishda berilgan bo'lib, [a/, ,ff] kesmada

H uzluksiz bo'lsa,u hu]da,w:% qutb nuri atrofida 7= {(r.p): 2 < ¢ <BO=r<rip)

iy lisnma sektorning hajmi,
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2 ) 05 E
V=—Ej-r3{gojcnsgodgo 10 """'L““_'ZE~1‘?’|S£ 26.r=arh£,(0£¢:€2;r}
35 cosg 4 2
formula bo’ycha topiladi. [0 0 p < ayfeos2e 27. r=ae™ (m>0),0<r<a
|
Misol:Ushbu r = a(l + cosg) kardiodani ‘qi : iri Si nein
N ! r a( : s5¢) ' rdiodaning qutb o’qi atrofida aylantirishdan hosil 11, 07 salfcosdp, Z<gs it 28. r=ap, 02p<27
i | bo’lgan aylanma jismning hajmini toping. 2 ?
| o B 3.5 A o
r =a(l+cosp) kardiodaning qutb o'qi atrofida aylantirishdan hosil bo’lgan aylanma (4, 05 r <a Yeos3p.Jo| 5% 2%:r=ap 0spsa
i . e e 27
| jismning hajmini ¥ === |r *(p)sinedp formulaga ko'ratopamiz:
3 £ ? = Lopamiz (] ll-.r-.usinz.;n 30. r=ap 0<sp=3x

2 :
V= TEIFS(‘?)SiH?TdW = ZTKJ-G"(I—COSG?f sinpdg = %a"(l —cosp)t = STHa’.
K. 10.Aniq integral yordamida aylanma jismning sirt yuzini hisoblash.

Quth koordinatalar sistemasida berilgan aylanma jismning hajmini hisoblang:

1" Aylanma sirt va uning yuzi tushunchasi.Ma’lumki,to’g'ri chiziq kesmasini

1 l.osr<ap, O0<ps<rx 16. 0src— P gzp<X
L+ecosg 2 lilfur 0'q atrofida aylantirishdan silindrik konus (kesik konus) sirtlar hosil bo’ladi. Bu
- alitlnr yuzaga egava ular ma’lum formulalar yordamida topiladi.
2.arispsnx 17. 0<p<— 3acos2y T .37 : . . it ) : & 5 -
i G =@sr Aytaylik, f(x)eCla,b] bo'lib, Vxe[a,b] da f(x)=0 bo’lsin.Bu funksiya

pinligl AB yoyini tasvirlasin.

l 3.0<r<acos’ g 18 rogue 2
. cosg m.ﬁ
| 4 o
4.0<r =ajjcoslp, 7—?:3??3—;! 19. r=2a+ ga=£ hﬂ_ﬁ |
6 2 COSW’ 2 i Ii;
5.0<r<ae" 2an<p<lra+nm 20. #* =a’sin2p go:fi “if i
g
! 6. 0= r<all+cose) 2Lzt :azsin2¢o=¢:—%
| 7.0=r<2a "zzsj,(}:;{;.asg 22. r=1+c05;,¢=:—rg%,(og;STQE) AB yoyni Ox o'qi atrofida aynaltirishdan hasil bo'lgan sirt aylanma sirt
| - doyiladi.Uni 77 deylik. [a,b] segmentning ixtiyoriy
| 8. 0=r<aysing 23. p=+Jr.(0=r=5) P=dxgxiseag} (a=x, <x, <..<x, =b)
: l L' luklnshini olaylik.Bu bo'laklashning har bir
[ Q. 0<r<acoslp 24, :;v:jﬂdp, 0=r=R x, (k=0]12,..,n)
P " = 2 i § g Vi i . ” =
(1 ‘ fii' luvehi nugtalari orqali Oy o'qiga parallel to’g'ri chiziglar o tkazib,ularning AB
' ‘ 10. 0<r< IH’EW?,M«;; 25 @:%[r N lj l<r<s vyl bilan  kesishish  nuqtalarini A4, = 4,(x,.f(x;)) Dbilan belgilaylik.
54 2 -
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(dy =4, 4,=B; k=0,12,.,n) Bu nuqtalami o zaro 10'g’ri chiziq kesmalar
bilan birlashtirib, 48 yoyiga L siniq chiziq chizamiz.

AB yoyini Ox 0'qi atrofida aylantirish bilan birga L siniq chizigni ham shu
0'q atrofida aylantiramiz.Natijada kesik konus sirtlarining birlashmasidan tashkil
topgan K sirt hosil bo'ladi.Bu K sirt yuzaga ega va uning yuzi

F(K):zﬂ'nz_l‘wki) Il(xk+l _._rk)z +[f(xk+[]—f{xk)]2

k=0

ga leng.(Bunda kesik konusning yon sirtini toppish formulasidan foydalanildi).
Ravshanki, K sirt, binobarn uning yuzi @(K) [a,b] segmentning
bo’lakashlariga bog'lig bo'ladi.
1-ta’rif. Agar V&> 0 son olinganda ham shunday & >0 son topilsaki, [a.h|
segmentning diametri 4, <& bo’lgan ixtiyoriy P bo'laklashi uchun
[1(K)=S|<e (SeR)
tengsizlik bajarilsa, S son y(K) ning 4, — 0 dagi limiti deyiladi:
i =N,
ll;lllo H(K) =S
2-ta’rif. Agar A, >0 da u(K) vig'indi chekli S limitga ega bo'lsa, //
aylanma sirt yuzaga ega deyiladi.
Bunda § son 7 aylanma sirtning yuzi deyiladi:
S=(17).
Demak,
: ""]f{.-\‘,}+f(x+) 2 : 3
A= Tim 27 5 === oy =50 + [ 530) = (5T -
a7 gep

2°. Aylanma sirtring yuzini hisoblash.Faraz qgilaylik, f(x) e C[a,b] bo'lib, u

[a,5] segmentda uzluksiz f'(x) hosilaga ega bo'Isin.
Bu funksiya grafigi 48 yoyini Ox o'qi atrofida aylantirishdan hosil bolgan
1T aylanma sirt yuzini topamiz.
[a.b] segmentning ixtiyoriy P bo'laklashini olib,yuqoridagidek
. Q)+ (x50 o 2 .
ﬂ(ﬁ):gﬂz—#‘z—‘x—] : \/(:fm =X ) (g, )_f{-"-k”z

k=01

yig'indini topamiz.
Lagranj teoremasiga ko'ra
S )= f(x) =S G )00~y = SE ) Ax,
bo'ladi.bunda &, e[x,,x,,,]. Natijada

i) = 20 5 LB T ) 1y,

k=0

[iih e,
Keyingi tenglikni quydagicha yozib olamiz:

1= n-l1
P(K):Zﬁif('fk)\ﬂ+f'2(é:k)Ax}( +fr{k2[{f(xk)— i
k=0 =0

—f(m)+(f{xm)—f(ék}}}\fmmk} :
/'(x) € Ca,b] bo'lgani sababli

JOW1+ /7 (x) € Rla,b]

ho'[ndi.Demak, 4, =0 da
EE & ﬁ '!2
Zfr”i'f(fk W+ £ (&A%, = 27[ 1+ [P (x)ax (2)
k=0 a

Ravshanki, o
J1+ £ (x) eClab).

Demak,bu funksiya [a,b] da o’zining maksimum giymatiga ega bo'ladi. Uni

M deylil:
M= n]azi\/l+f'2(x}.

f(x) funksiva [a,b] segmenida tekis uzluksiz.Unda V& >0 olinganda ham,

2 ga ko'ra shunday & >0 son topiladiki, 4, <& bo’lganda
M(h—a) ©
i € |f{x Y- f(& }|<L
|f(xk}—f(‘.—k][<m—_'a—}= il Sk 2M(b—a)

I ladi. Shularni €’tiborga olib topamiz:

{fkﬁm—ﬂg& W Cra) = (éﬁ)]xm‘f_*}“*}
k=0

=

< S0 FEN 1 e~ FENNT £ - <
k=0

£ et
<;L{ s ]Zmﬁa

+
'_2-\«1({5 —a) ZJ'W(}J -»a) k=0
Bundan AP — 0 da

S0 -GN+ )= FEN 7€) A, 0 (3)

]
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bo'lishi kelib chiqadi.
A, =0 da (1) tenglikda limitga o'tib,(bunda(2) va (3) munosabatlarni
¢’tiborga olib) aylanma sirt yuzi uchun

]
HUD) =27 FONT+ £ (x) e (4)

bolishini topamiz.
x -
; @i = .
1-misol. Ushbu f{x):E(e” +e9), a>0,0<x<aq
zanjir chizig'ini Ox 0'q atrofida aynaltirishdan hosi : i
sil bo'lgan ay Zi
oy gan aylanma sirt yuzi
Ravshanki,

f(x)= :—i-(t?; -—e:"i)

(4) formuladan foyda!anib,izlanayotgan aylanma sirtning yuzini topamiz:

i) =2n E(e;+e_;’ /I+l s ey e =
{2 Wit )
x x a 2x Ix

TS o oy, A B -
*7{(9 +e ) dngl(e” +2+e 9 )dy =

2x 2%

| oa a ——

=—|-ea y2x-%,7a
22 2

Aytaylik, 48 egri chiziq yuqori yarim tekislikda joylashgan ba’lib,u ushbu
{x-——qo{l) (@zt< g
V=)
parametrik  tenglamalar  sistemasi bilan  berilgan boIsin.Bunda @), w(r)
funksiyalari [«, £] da uzluksiz va uzluksiz ¢'(2),'(r) hosilaga ega.Bu egri chizigni
Ox o’qi atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan aylanma sirtning yuzi i ‘

a

.
wr
meg e T,

0

¥el =
HUTY =27 [y (oo () + % 0) (5)
bo'ladi. -
2-misol. Ushbu x* +(y—2)2 =1

aylzvmfml Ox o’qi atrofida aylantirishdan hesil bo’lgan aylanma sirtning (torning) vuvi
topilsin. o
Aylananing tenglamasini quydagicha
254

x = @(t)=cost
y=w(t)=2+sint

(0<1<2m)

pirimetrik ko rinishda yozamiz.
lzlanayolgan aylanma sirtning yuzi, (5) formulaga ko'ra
2T
#(IT) = 27 [ (2 +sint)y(cost)’? + (2 +sinsy? df =
i

2z
=27 [(2+sind)dt =87
0

Ly i,

Ouydagi egri chiziglarning aylanishidan hosil bo’lgan sirtlarning yuzalari
anleglansin.

I.v" 1 ' =R, Ox o'qi atrofida

il

Ly ‘, ning y=1.5 to g'ri chiziq bilan kesishgan gismini, Oy o’qi atrofida

|, ywach ning x =g to’g'ri chiziglar orasidagi gismini,Ox o'qi atrofida
a

I, 4x’+p'=4, Oy o'q atrofida(Ko'rsatma. y ni erkli o'zgaruvchi deb
2
2 kY - £y 4 * A -
ulynk,izlangan sirt yuzi P=frj,,‘16—3y“ dy bo’ladi.So'ngra y=—\/—§smf o’rniga
il

(i yishni tatbiq etamiz.
% y=sinx egri chizigning bitta yarim to”lgini ,Ox 0'qi atrofida

X =a(t—sint .
f ' o stikloidaning bir davri, Ox o’qi atrofida

[ V= a(l—cost)

/. xet’, vy==(f —3)egri chiziq ilmog’i, Ox o'qi atrofida

|~

g Xt .1': =g’ x=b> ato’g'ri chizig atrofida.

o' ratma: dP =2a(b+ x)ds + 2x(bh— x)ds

Yoy ‘{- epri chizigning x =-2 dan x=2 gacha bo'lgan yoyi

[0, v =4+ x egrichizigni x =2 to'g’ri chizig bilan kesilgan qgismi.

2 - 2 - - - - -
I, ¥ wacos™ 1, y=asin tegri chizigning barcha yoyi.

i 2
13, : i y:4—%cgri chizigning koordinata o’qglari bilan kesishgan nuqtalari

drsidagi gismi.
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13.y=x", xe|04173] O 0'qi atrofida.

14.93% = x(3-x)%, xe [0:3] ox 0'qi atrofida.

15.x" +y* =9, xe[-21] oOx o0'qi atrofida.

Quydagi berilgan egri chizigni Ox 0" qi atrofida aylantirishdan hosil bo’lgan sirt
yuzini toping.(16-30)

5 rl
]6.y=wf;,1£xs2] 23_y:{gx’03:(£§

24_”\::”‘)53_], 1€x<5

17.y=x°,0<x<]1

ls,y:e_", 0<x<a

19.y=x\g, (0<x<a) 26.y= 2’;5\ 0<x<1
20.4x=qln 2INY 7Y ij_}ﬁ- a -y 27,y=%,1£xsa
2].y:acos§-§, (’.\"S.b) 28.}'=\/x_2::._ [}:Sxﬁ:i-
222av=a+x*0<x<qg 29‘§+y1=l,15x32,y23{}

30.xF +y7 =2y
8.11.Aniq integralning mexanik va Sizik masalalarga tadbiglari.

IDJnersiya momenti. Mexanikada moddiy nugta  harakati  muhim
tushunchalardan biri hisoblanadi.

Odatda,o’Ichamlari vetarli darajada kichik va massaga ega bo'lgan jism
moddiy nuqta deb garaladi.

Aytaylik tekislikda m massaga ega bo'lgan 4 moddiy nugta berilgan bo'lib.
bu nuqtadan biror / o'qqacha (yoki O nuqtagacha) bo'lgan masofa » ga teng
bo’lsin,

Ushbu

J =m
migdor A moddiy nugtanig / 0'qqa (O nugtaga) nisbatan inersiya momenti deyiladi.

Masalan, 4= 4(x,y) moddiy nuqtaning koordinata o'qlari hamda keordinata

boshiga nisbatan inersiya momentlari mos ravishda

256

2 2 2
J. o=my? , J,=mx”, Jy=myxT +y
X

far Lt
I'ekislikda, har biri mos ravishda
Py , 1) o 1y ey L,

2 iy lar sistemasi
iinsnga ega bo'lgan moddiy nuqta
- {Ag. A4y Ay Ay}

il biror 7 0'qqa (O nugqtaga) nisbatan inersiya momenti ushbu
. n—|

J, =Y mrn’
k=0 "
i ' tagacha
yig'indi bilan ta'riflanadibunda r, — 4, nuqtadan / o'qgacha (O nuqtag

by ' lgan masofa (k=0,1,2,....,n—1). ) o l t
Faraz qilaylik, y = f(x) egri chizig yoyi AB bo'ycha zichligi p= g? eng
iassa largalgan bo'libbunda  f(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz va

lzluksiz £'(x) hosilaga ega bo’lsin. .
Rayshanki, bu holda massa yoy uzunligiga teng bo’ladi:

b
m= 1+ f7(x) dx.
[, b] segmentning ixtiyoriy
P={xp. X, X,} (a=x<x <..<x,=b)

| shini i “laklash AB yoyni
o' laklashini olamiz. Bu bo'laklash A ! 303 )
A, =4 (x,, f(x)) (k=0,12,..n 1) ]
3 + 2 . : " ; 1 i
nuqtalar bilan 7 ta A, A4, (4, =4, 4, = B) bo’lakka ajratadi.Bunda A, 4,

hio'lakning massasi

it i
my= [ I+ /%) & (k=0,12..n-1
Xy

b0 ladi. O rta qiymat hagidagi teoremadan foydalanib topamiz:

iy :\|1+fr2(§k)'Axka

= —X,.
Ee elxpxpnl A = x4, b

hunda,

Ma’lumki,
(& f(E)) (k=012,.,n-1)

i inata boshiga nis inersiya
Moddiy nuqtaning koordinata o’glariga hamda koordinata boshiga nisbatan y
momentlari mos ravishda
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= 'fz(gk):fz(étk)‘\}]+f'2(‘§;(] - Ax,,
Jy, =my EE=E N+ f(E) - by,

Jo =m (G2 + [2EN =G+ FAEN A1+ 2, - Ax,
bo'ladi. Unda ushbu
. FENEL FED s Ern FED

meddiy nuqtalar sistemasining inersiya momenti mos ravishda

g =§f2(@)-\/i+f'2(5k Ax,,
I Zf 7€) Ax,,
IO =2+ 2 E )1+ 76 A,

tengliklar bilan ifodalanadi.
. gar P bo’laklashning diametri A, nolga intila borsa, unda har bir 4, 4, ,
yoyning uzunligi ham nolga intila borib,yuqoridagi

(n} 3
J_r * 'JJ}J" 1

Jén)

I):g mfimiﬂg lim?tini massaga ega bo'lgan AB egri chizigning mos ravishda
.?ordmai.a boshi hamda koordinata o'qglariga nisbatan inersiva momentlarini
ifodalaydi deb garash mumkin. )

Ayni paytda,
) &
g ny _ 2 ,
fim 37 = [ SN S e

b
7 tn} _ 2 2
,zl:Ton = [+ 20 dx
a

b
. (7 _ 2 2 '

D3 ~£(x + W1+ 12 (x) dx

bo’ladi.

. ‘d.Demak,mvassag.a ega E_)o‘lgan AB egri chizigning koordinata o’qlariga hamda
oordinata boshiga nisbatan inersiya momentlari aniq integrallar yordamida topiladi:
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b
Jo= [N+ £ () dx
B
gy =[x [P () dx

a

]
Jo = [ + A1+ FH(x)dx.
2" (' zparuvchi kuchning bajargan ishi.Biror jismni Ox o'qi bo’ylab.shu

('( yo'nalishida bo’lgan F = F(x) kuch ta’siri ostida @ nuqtadan b nuqtaga(a <b)

o' tkazish uchun bajariladigan ishni topish lozim bo’lsin.
{tavshanki jismga ta’sir etuvchi kuch 0’zgarmas,ya’'ni
F(x)=C —const
punda jismni @ nugtadan & nuqtaga o'tkazish uchun bajarilgan ish
A=C-(b—-a)

IGNEL

i teng bo'ladi
Aytaylik, jismga ta’sir etuvchi kuch x ga (xe[a,b]) bog'lig bo'lib, u [a,b]

il uzluksiz bo'lsin:
F=F(x)eCla,b].
[¢1,h] sepmentning ixtiyoriy
P= {xﬂ S x,} (@=xp<x <<%, =b)
hio' laklashini olib,bu bo’laklashning har bir
(%] (k=0,.2,..,n—1)
ho' lakchasida ixtiyoriy & & €[%%en ls (k =0,1,2...,n—1) nugta olamiz.
Apar har bir [x,,x,,,] da jismga ta’sir etuvchi kuchni o'zgarmas va u F(&;)
g teng deyilsau holda [x;. %] oraligda bajarilgan ish (kuch ta’sirida jismni x;
figtadan x,,, nuqtaga o' tkazish uchun bajarilgan ish) taxmiman
F(&) (X — %)

(srmula bilan, [a,b] oraligda bajarilgan ish esa,taxminan

=1 =l
A“EF(@)'(J“A—H —xk}:ZF(é’k)-Axk (1)
k=0

k=0
formula bilan ifodalanadi.
P bo'laklashning diametri A, nolga intila borganda yuqoridagi yig indining

((lymati izlanayotgan ish migdorini tobora anigroq ifodalaydi. Bu hol 4, — 0 da (1)

vly Indining chekli limitini bajarilgan ish deyilishi mumkinligini ko'rsatadi.
Demak,
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n-l
A=1i -
i:_%g{;F(fk) Axg.
Modomiki, F(x) € Cla,b] ekan,

= b
lim 2 F(G) A = [ Fx)ex

M g a

| bo’ladi.
Shunday qilib,0'zgaruvchi F(x) kuchning [a,5] dagi bajargan ishi
b
A= [F(x)dx )

formula bilan ifodalanadi.

Misol. Vintsimon prujinaning bir uchi mustahkamiangan,ikkinchi uchi esa
F'= F(x) kuch ta’sir etib,prujina qisilgan.

| Agar prujinaning gisilishi unga ta’sir etayotgan F(x) kuchga proparsional
bo’lsa,prujinani a birlikka gisish uchun £(x) kuchning bajargan ishi topilsin.

Agar F(x) kuch ta’sirida prujinaning gisilish migdorini x orgali belgilasak. u
holda

F(x)=k

i bo’ladi,bunda & -proporstionallik koeffisenti(gisilish koeffisenti).(2) formulaga ko'ra
bajarilgan ish
kd?

2

A =J-kxdx=
i
bo'ladi.
Quydagi berilgan egri chizigning M va M, statik momentini toping.(1 -6)

1 ? 2 .
I x*+y =a°, y=0 4.x=asm.f,y:bcos{,0S!S%,abb
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h ) nr'h[i}{}SJcSa 5. —p =2px,x<0

fl
Iop e dacosp, 0 p<2r 6.r=a(l+cosg),—nms@p=nw
il chizigning massa markazining x, va y, koordinatalarini toping.(1-10):

[ Ruusfp.y=Rsinq;,k;o]ﬁaﬁ;r 6. y=sinx, 0<x<m,y=0

b ) :-'i‘."l'[ "'\-.). |\] <bh
o

¥ ony
oy
2 2
oy =a*,x20,y20

7.9 =2px,x =2py

8.x+fy=va, x=0,y=0

1y I€y=2

9' y2=ax3_x4

10. y=cosx,0<x=m, y=0
es

gy }.-(I- "j)__p:o, h>0,a>0
. yw0, x=a, y=0 va y=b chiziglar bilan chegaralangan to’g’ri to’rtburchakning
()y vi Oy o'glariga nisbatan inersiya momentlari aniglansin.

ba'y by’ x=a va y=0 chiziglar bilan chegaralangan yuzning og’irlik markazi
topiluin,

| Massasi m bo'lgan jism yerdan A balandlikka ko'tarish uchun sarf etish kerak
b [pan ish aniglansin.

I.Qozonning asosining radiusi R=0.4m chuqurligi esa H =0.5m dan iborat
iylanish paraboloid shaklida.Suv to’ldirilgan shunday qozondan barcha suvni tortib
dlilgarish uchun sarf etiladigan ish aniglansin.

5 Uzunligi | m, kesim radiusi 2 mm bo’lgan mis simni 0.001 m chozilishi uchun
sarflanadigan ishni toping.( E=12000kg /mm® )

(1, Anosi S = 420 sm” balandligi /f =40 sm bo’lgan silindrik idishdagi suv silindir
fubldagi  yuzi s=2sm’ bo'lgan teshikdan gancha vagtda oqib tamom
i lndi, g = 0.6

/ Malandligi /i, asosi a suv yuziga parallel,unga garshi uchi esa suv yuzida bo’lgan
iuhburchakli vertikal yuzaga bo’lgan suv bosimi aniglansin.

ff, v wcost va y=asint doira chorak yuzining Ox o’qiga nisbatan inersiya
maimenti topilsin.

Uy 4-x* va y=0 chiziglar bilan chegaralangan yuzning og'irlik markazi

Koordinatalari topilsin.
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10.Balandligi # ga teng to'g'ri burchakli shlyuz shunday x chuqurlikda ikki
gorizantal bo’lakka ajratilsinki,ularga bo'lgan suv bosimi bir xil bo'lsin.

11.2R diametri suv yuzasida joylashgan vertikal yarim doira bo’lgan suv bosimi
aniglansin.

12.Asosi 4 m ga teng va suv yuziga parallel joylashgan parabelik segmentning uchi
4 m chuqurlikda yotadi.O"sha segmentga bo'Igan suv bosimi aniqlansin.
13.x=2,y=x%va y=0 chiziglar bilan chegaralangan yuzning Oy o'giga nisbatan
inersiya momenti topilsin.

14. x=0, y=0 va E—1—%:] chiziglar bilan chegaralangan uchburchakning Ox
a

va Oy o’qlariga nisbatan inersiya momentlari aniglansin.

262

IX BOB
SONLI QATORLAR

9.1.Yaqinlashuvchi gatorlar va ularning yig indisi.

I'araz qilaylik,sonlarning biror cheksiz ketma-ketligi berilgan balsin:
a, d,, Ay A, e
I wolardan tuzilgan ushbu
a ta,+a; +..+a, +.. (1)
il cheksiz qator (gisqacha-gator) deyiladi.
la, | ketma-ketlik hadlari qatorning hadlari deyiladi.(1) ifodada qo'shish amali
Hitnashganisababli gatorni ia,, ko'rinishda ham yoziladi.

n=]
Apar 7 tayinlangan bo'lsa, @, -qatorning 7 -hadi deyiladi,agar # umumiy
lalda berilsa, @, - qatorning umumiy hdi deyiladi.Umumiy had yordamida berilgan

ijporming ixtiyoriy hadini yozib olish mumkin.Masalan.agar a, = oy bo’lsa u holda

It
1 e
;-l+___+—+_., yoki o
8 o s i

b | =
.

iy plinkghela bo'ladi.
S,=a +a,+a,+..+a, 2)
I3u yig'indini (1) qatorning # -xususiy yig'indisi deyiladi.Bunda S, deganda
i 1l garashga kelishamiz.
(1) da 1 pa 1,23, ... giymatlar berib,quydagi xususiy yig'indilar ketma-ketligiga
uptn bolamiz:
S =a,S, =a+a,,S, =a +a,+a;,.,S, =a +a,+a, +...+a,,...

Yugoridagi {S,} ketma-ketlik vaqginlashuvchi yoki uzoqglashuvchi bo'lishi

|

il
fa'rif.Agar (1) gatorning {S,} xususiy yig'indilari ketma-ketligi chekli limitga
din bolsaya’ni limS,  mavijud bo'lsa,u holda bu qator yaginlashuvchi qator

doyllndt, 15,1 ketma-ketlik limiti



@*)

gatorning yig'indisi deyiladi.

Buholda $ =a, +a, +a, +..+a, +... yoki S=Za“ kabi yoziladi.
=l

Agar (1) qatorning xususiy yig'indilari ketma-ketligi chekli limitga ega
bo'lmasa,u holda uzeqlashuvchi qator deyiladi.

Agar I1mS == bo'lsa,u holda Ea,. = yoki §=o0 kabi yoziladi.

n=l
Shunday qilib,qator yig indisi ikkita amal (qo’shish va limitga o'tish) natijasida
hosil qilinadi.Qo’shish amali xususiy yig'indilarini,ikkinchi amal esa ulaming
limitini topish uchun kerak bo’ladi.
1-misol:Ushbu gatorni yaqinlashishga tekshiring:
1 1 1 1
—t——t—— .t +
1-3 2-4 35 nln+2)
Yechish.Berilgan qatorning n-xususiy yig'indisi
= ——t .t ] 3
-3 24 3.5 a(n+2)

Ill)]]])lll 11 [T S R
S,==| -zt === |+=| === [+t ———— |+ | —= =
21 3, 282 4; 213 5 2ln=1 n+l) 2\n n+2
l[l'i_L_L}
200 2 s+l n+2

Ravshanki, {S,} ketma-ketlik limiti mavjud va % ga teng.

2-misol.Ushbu qatorni yaqinlashishga tekshiring:
+L+ L ] + +—1——+
GBIl

Yechish.Bu qatoming H-XUSUSIY yig"indisi

S, =1+ L I —I ad, > ! + A I ; n=3n"
= va o =—n=
3 3\;' v' v'{_ = ¥n Un
ool ol SR

bo'lgani sababli, IEJS" = bo'ladi.Demak.berilgan qator uzoglashuvchi.

3-misol.Umumiy hadi a, =(-1)"" bo’lgan qatorni yaginlashishga tekshiring.
Yechish. Bu qatorning # -xususiy yig'indisi
S,=1-l+1-1+_.+(1)"" ga teng. Xususiy yig'indilar ketma-ketligi quydagi
ko'rinishda bo’ladi:
10 D
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Mu'lumki bu ketma-ketlik chekli limitga ega emas.Demak, Z(—i)"" qator

=1
Henilnhiuvehi ekan.
I otmiketlikning qismiy yig'indisi S, va yig'indisi S ni toping.
i ] 3
(] T T S 16.
i 25 5° Z *44n-3
T (65 ) = 1
i) LI T S U I
R AT Z]an—Sn—la
11 1 1 1 1
| [ I Ji[---j--l- ,]+.,.+(—+—”]+...
(R 3¢ 5t 35 36n +12n—.~.5

1
| = 2n+l
— 19.
Tl dn! - 24m—-35 Zn (n+1)?
5) P 20. Z
I

{6’ ~8n—15 2n-1* (211+l)

Zon—+n -1

[ | b b ————— 21 Y ———
T (n+2)(n+3) Z. Jnln+1)
/ l I I‘ b i--|7+... 22. Z{\,‘n+2—2u‘n+l+v'r;)
| I (Bn=-2(3n+1) et
| | 1
I | — .. 23. > 1 !——
1:2:3 -4 n{n+1)(n+2) Z n(
] I | 1 _ r~...-a-4l~——u----—_—+___ 24, Z n(l- 2 )
b8 579 (2n+D(2r+3)2n+3) = nin+1)
My 1 = om-1
S = 25 Yin——o
! v dn-3 é nn] +1
TG p— 16, S BB
T on' ~8n—3 = (n+|)(2n—1}
3 [ '
12, ) — 27. sn-—-ms-—
S 2sn 4 Sn—6 § ] ( 2’
My | t‘l’
13, % - 28. » sin—-co
St - 24n—-5 ,,Z.: vl 2"_
C . . 5 e |
s’ 4+ Tn-12 o nl(n+2)
I8y IJ I 30. meg—
ial M n=i
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9.2. Yaginlashuvchi qatorlarning xossalari.

Yaqginlashuvchi qatorlarning xossaari. Faraz gilaylik, biror

28, =0+ o ta, +... (1)
n=|
qator berilgan bo’lsin.
Ushbu
Zan = iy +am+2 +e. (2)
n=t+l

qator (bunda m — tayinlangan natural son) (1) qatorning goldig’i deyiladi.

1-xossa. Agar (1) gator yaqginlashuvchi bo'lsa, (2) gator ham yaginlashuvchi
bo'ldi va aksincha; (2) gatorning yaginlashuvchi bo'lishidan (1) qatorning
yaginlashuvchiligi kelib chigadi.

(1) gatorning qismiy yig indisi

S,=a +a,+...+a,
(2) qatorning qismiy yig'indisi
M.::'m} = am-i] + G::H-Z t...t ami &

lar uchun

hY

« - g ()
mn =S TM& 1 (-

bo'ladi.

Aytaylik. (1) qgator yaqinlashuvchi bo'lsin. Unda k — o da S,en chekli
limitga ega bo'lib, (3) munosabatga ko'ra £ —> o« da M ™ ham chekli limitga ega
bo’ladi.Demak, (2} qator yaginlashuvchi.

Aytaylik, (2) gator yaqginlashuvchi bo'lsin. Unda & — o da M chekli

limilga ega bo'ladi. Yana (3) munosabatga ko'ra k > o da § ham chekli

M+
limitga ega bo’ladi. Demak, (1) qator yaqinlashuvchi.
2-xossa. Agar
D, =a+a, +..ta,+..
n=l

qator yaqinlashuvchi bo'lib, uning yig'indisi S ga teng bo’lsa,u holda

2. a, =c-a+c @y +..+e-a, +...

e
gator ham yaginlashuvchi va uning yig'indisi ¢-S ga teng bo’ladi,bunda ¢ 0
bo’lmagan o'zgarmas son.
3-xossa. Agar
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- — e

Da,=a +a,+..+a,+..,

n=]

Db, =b +by+. b, +...
n=|

diar yaqinlashuvehi bo'lib, ulaming yig'indisi mos ravishda S, va S, ga teng

i 1o holda

D(a, +b,)y=(a, +b)+(a, +b,) +..+(a, +b,)+...
n=1
ijtor ham yaqinlashuvchi va uning yig'indisi S, +S, gateng bo'ladi.
2) va 3)-xossalarning isboti sonli gatorlar va ularning yaqinlashuvchiligi
ti'ritidan bevosita kelib chigadi.
d-xossa. Agar

o
>a,=a+a+..+a, +.

=]
futor yaqinlashuvehi bo'lsa, # — oo da a, nolga intiladi:
lima, =0
ey
I'araz qilaylik, Y a, qator yaqinlashuvchi bo'lib, uning yig'indisi S ga teng
n=i
b [ain: Ta’rifga binoan
limS, = lim{a, +a, +...+a,)=S5.

H—rx Mo

Ravshanki,

o

a, = Sri —"SH—I
' laddi, Keyingi tenglikdan topamiz:
lima, =lim(S, -§,,)=S-S=0.

LIS
Eslatma. Qatorning umumiy hadi a, ning » — oo da nolga intilishidan uning
yiifinlashuvehi bo'lishi har doim kelib chiqavermaydi. Maslan, ushbu

1
et =

i 1 - 1 !
;:.—I\/; \J’E \/§ \/;
iitorning umumiy hadi a, = J-l: bo’lib, u n— o da nolga intiladi. Ammo bu gator
n

teoilashuvehi,chunki

S, =14+ l +L+ + ! >n l =n
T A R
betinketlik # —» o0 da 400 ga intiladi:
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limS, =w.

Yuqgorida keltirilgan 4)- xossa qator yaginlashuvchi bo’lishining zaruriy
shartini ifodalaydi.
5-xossa, Bizga,

o
Ya,=a +a,+..+a,+.. (1)

n=l
qator berilgan bo’lsin. Bu gatorning hadlarini guruhlab quydagi

(@ ta, +..+a, )+(a,  +a,.,+.+a,)+.. (4)

i "
qatorni hosil gilamiz, bunda

mo<n, <.
bo’lib, {#; } ketma-ketlik natural sonlar ketma-ketligi {#} ning gismiy ketma-ketligi.

Agar (1) qator yaqginlashuvchi bo'lib, uning yig'indisi S ga teng bo'lsa. u
holda (4) gator ham yaginlashuvchi va yig'indisi S bo’ladi.

(1) qator yaginlashuvchi bo’lib, yig'indisi S ga teng bo'Isin. U holda

n—>w da S, =a +a,+..+a, >S
bo’ladi.

Faraz gilaylik, (4) qatorning qgismiy yig'indilaridan iborat ketma-ketlik {S,,‘ :[
bo'lsin (k=1,2,3,...). Ravshanki, bu ketma-ketlik {S,} ketma-ketlikning qismiy
ketma-ketligi bo’ladi. Ma’lum teoremaga ko'ra

k—w das, —S8

bo’ladi. Demak, (4) gator yaqinlashuvchi va uning yig'indisi S ga teng.
Yagqinlashishga tekshiring:
| 1 1 S n+2+in
— ettt +... 6. y ——
-2 2.3 nn+1) ooaar+n+2)

poobog Lo ow Ao G 0
1.3 3.5 2Zn—-D(2Zn+1) o (="
3. L+L+.__+—— — + .. 18.
1-4 4-7 (3n-2)3n+1) =l
4. L+L+I__+_._\.l___ + 19
-4 2-3 n(n+3) =l
5. L+L+_,,-1—-—-——1—‘-r—... 20. ’-'.‘_L_
-7 3-9 (2r-1){2n+3) nt—4dn+5
1 1 1 = 1
6. + S e S 21y ——
1-2:3 2-3-4 n(n+ 1 (n+2) g\.‘nj +2n
5 13 3" 42" 3
N g 22. n—Jn—1
6 36 6" z,(“ n=n-)
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§ 08 2n+1 - |
B & b o e o 23. % “lWn+l=-+n-1
16 W n+1)? ,,Z:n[ " " )
I3 1 S 1( /3 7
" e ———— 4 24. % —Wa' 1—n —a+1
0 | 35 | 1 (2n—]]2{2n+ l)z + gn(\)‘” +n+ w.'rn " ]

25-i I+nJ

1 1 1
W sirety =+ arclg— + ..+ arctg—— ...
§yrarcgrrardEy e l+n

- 26. Y
inn A+ 2)n+3) Z
b 2-n Tl
2 5 27
- .:r{u 1 1)(n +3) § n'+1
i1 \'| _.m-i-4 28 - 1

Wl i+ 4)

(=" i Sy 2 5
1 29, —_ 4=
::[ 3 ﬁ] Z[m" 107" 10"'3]

mlatnafa+n+a+n+2)fa+n+3)

=]

g (i) 30; & % e
T 2|5 27 23

i
fiwl 1 =]

9.3.Musbat hadli qatorlarning yaginlashuvchi bolish sharti.

Musbat hadli gqatorlar va ularning yaqinlashuvchiligi:
IFaraz qilaylik,
Za" =a +a,t+..+a, +.. (1)

=l
iitor berilgan bo'lsin.
Apgarbu gatorda @, 20 (¥ne N) bo'lsa(1) musbat hadli gator deyiladi.
Musbat hadli qaterlarda, ularning gismiy yigindilaridan iborat {S,} ketma-
fetlil o' suvchi ketma-ketlik bo’ladi. Hagigatdan ham,

Spu=a,+a,+..+a,+a,, =85, +a,,=5,.
I-teorema. Musbat hadli
Ya,=a,+a,+..+a, +..
=]
yutoriing yaqinlashuvehi bo'lishi uchun
{s.t={a, +a, +..+a,} (n=123,..)

Letinneketlikning yugoridan chegaralangan bo’lishi zarur vayetarli.
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Ishot. Zarurligi. (1) qator yaginlashuvchi bo'lsin.Unda n—>c0 da {5 ! ¥ {142 '
- - oge . - P i 4 —
ketma-ketlik chekli limitga ega bo'ladi. Yaqinlashuvchi ketma-ketlikning xossasiga e (“p{i}mmd] S € [ n)
ko'ra{s, } chegaralangan, jumladan yugoridan chegaralangan bo’ladi. B n ' "
. Yetarliligi. {S, } ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan bo’lsin. Unda monoton
5 ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremaga ko'ra {S, } ketma-ketlik # —> oo da chekli . T
limitga ega bo'ladi.Demak, (1) qator yaqinlashuvchi {1.a, (lnshl—lnl) 26.a, =|| —&| -1
n H -
, Eslatma.Agar e
Ya,=a,+a,+..+a, +.. “ % i
| ] asl 12, lllln + Iusin—l- 27.q,= I‘[COS_J
| musbat hadli gatorda, uning qisiy yig indilaridan iborat {S"} ketma-ketlik yuqoridan & "
(| I chegaralanmagan bo’lsa, u holda gator uzoqlashuvchi bo'ladi. ;{ 1]
- - L3 - = - == . 2 ¢
| Qator yaqinlashuvchi bo’ladigan @ ning barcha qiymatiarini toping. . -[cxp{l—cosl}—]] sin-«—l— 28.4 =In* n
e _ . . L n co 1
‘ l.a, = l—nsm{—] 16.a, =(;-:+1)(e’*’-[ wi-) —1) n
i "
g 1 1Y 1 i i (4, =[In"" L 2 nz2 29.a, =exp{nsinl,l—u“
‘ 2.a, =|sh — |-sin — 17.a, =| nsin——cos—= " n-1 n-1 nt
A # n J?\E

= 1
1 1 In“f 1+ ’arc.f =
| ‘ 3.a,= nsl{—]—c}{&D 18.a, =n" (In(n" +I)—2Inn) [ g[”ﬂ - !
| " H 18,a, 30.a, =a"—a™, a>0
« e sinln+1-+/n
|‘ 4 { { ] []D V' +1-n’ -1
| .a, =| —cog — |+ch| — 19 a, =
[} n " n i i . P
1l 7 . 9.4. Musbat hadli qatorlarning taqqoslash haqidagi teoremalar
| ‘ d.a, :ta;-crg(—J—ln(I +-1_D 20.a, =a™ a>0
. 3 Musbat hadli gatorlarda tagqoslash teoremalari.
, el Y\ ‘ “ Ikkita
| 6.a, =[e {'“ -1 2l.a, :[cnscosi—msmlj I
n " =
| Ya,=a +a;+..+a,+..
i n=l
i . i
| 7.a =(cx —-:;(:_'3-1—1——]—l 22.a =|ew —|1 ;1_1_ : =
: S G P R s e b, =b +by . b, ...
| n=l
I‘ 3 1 fion) l 1* inusbat hadli qatorlar berilgan bo’lsin.
8 = 0= —— = Y LF = -
| " Jn n 3.4, Imm{g” ]"‘rgj I-teorema. Musbat hadli
..| 9.q, =nsin"(l—arﬂgl] o4 =[1_sin " Z_Ean =a +a, +..+a,+..
I \ 9T I " 2n’ +1 =
(itoining yaginlashuvchi bo'lishi uchun
I {8)={a +a,+..+a,} (n=123,..)
| | lutma-ketlikning yugoridan chegaralangan bo’lishi zarur va yetarli.
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2-teorema. Faraz qgilaylik Ya, va 2.5, qatorlar uchun Vne N da

n=l =]
a, <b, 2)
tengsizlik bajarilsin.
U holda;:

1) ', qator yaginlashuvchi bo’lsa, Za,! qator ham yaginlashuvchi bo’ladi

n=l n=|

2) Za" qator uzoglashuvchi bo'lIsa, an qator ham uzoglashuvchi bo'lad;.

n=l n=l

L o
2.4, va X'b, qatorning gismiy yig'indilari mos ravishda
n=1 n=|

S, =a+a, +..+a,,

P
S',=b +b, +...+b,
bo’lsin. U holda (2) munosabaltga ko'ra

S SS:, (3)
bo'ladi.

Faraz qilaylik, Zb” qator yaqinlashuvchi bo'isin. Unda 1-teoremaga binoan

n=|
{S'“} ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan bo'ladi.Ayni paytda, (3) munosabatni
€’tiborga olib, {Sn} ketma-ketlikning ham yuqoridan chegaralangan bo'lishini

lopamiz. Yana 2-teoremaga ko'ra > a, gator yaqinlashuvchi bo’ladi.

n=]

Faraz qilaylik, > a, qator uzoglashuvchi bo'lsin. Unda (3) munosabat va

n=l

eslatmadan foydalanib, Zb" qatorning uzoqlashuvchi bo'lishini topamiz,

=l
1-misol. Ushbu
T

— . 7T oo B
> sin— =sin- +sin
n=l 2” 2
qator yaqginlashuvchilikka tekshirilsin.
Ravshanki,bu qator hadlari uchun

. T
+otSin—+ .,
o

0<sin£< 2 (n=123,.)
2“ 2"
tengsizlik o'rinli boladi.
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. 1 .
Natijada berilan gatorning har bir hadi yaqinlashuvchi Z? qatorning

n=l
(iimometrik qgatorning) mos hadidan kichik. 2-teoremaga muvofiq berilgan qator

viginlashuvchi bo'ladi.

3-teorema. Faraz qilaylik, musbat hadli }a, va ) b, qatorning umumiy
n=l

n=1
limellari uchun
lim2 = K (b, >0, n=12,.)
H—po b"
iy 5in,u holda:

) K<+ bo'lib, ib,, qator yaqinlashuvchi bo’lsa, 3 a, gator ham

fi=] n=l

yii{inlashuvchi boladi.

2) K>0 bo'lib, ibn qator uzoqlashuvchi bo'lsa, Y a, qator ham

: n=1 n=|

iz0glashuvehi bo’ladi.
Ishot. Faraz gilaylik, K <+o0 bo'lib, Y5, qator yaqginlashuvchi bo’lsin.
=l
Ravshanki,
im& =K = ve>0 dn,eN, ¥n>n,:

H—yx
1]

o 0 ¢
b

n

<& = (K-g)b, <a, <(K+e)h,

Itundan esa, i(!{ +&)b, qator yaginlashuvchi bo’lgani uchun 1-teoremaga ko'ra

=l

> :“‘,, (atorning yaqinlashuvchiligi kelib chigishini topamiz.

Faraz gilaylik, K >0 bo'lib, Zb” gator uzoglashuvchi bo’lsin.

n=|

a 5
. a . s a2 s K varni
Itavahaki, lim— =K va 0<K <K bo'lishidan Vn>n, € N uchun—= > K, ya

LR s »

hiv'lishi kelib  chigadi.l-teoremadan foydalanib ' a, qatorning uzoqglashuvchi

=
i lishini topamiz.
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Natija. Musbat hadli Za" va Zb gatorlar uchun

n=l n=|

=K , {0<K<+x)

=z b”

bo'lsa u holda Y a, va b, qatorlar bir vaqtda yoki yaqinlashuvchi yoki
n=l =]
uzoqlashuvchi bho'ladi.

2-misol. Ushbu Z—-

n=| “_
nn

qator yaginlashuvchilikka tekshirilsin.

Berilgan qator bilan birga uzoglashuvchiligi ma’lum bo'igan il garmonik
n=i #
qatorni qaraymiz. Bu gatorning umumiy hadlari uchun
A

[1‘-1 1

lim~—— = lim =lim—=1

n—px _l_ n—x 1_,__'_, ey f’\,‘r;'-
" I

bo'ladi. Demak berilgan qator uzoglashuvchi.

4-teorema.Aytaylik.musbat hadli Zaﬂ va Z qatorlar uchun

n=1

a b

Zotl o Tnrl

aﬂ b”

bo'lsin (a, >0, b,>0, n=123,..)
U hoelda:

1) >°b, qator yaginlashuvchi bo'lsa, Y a, qator ham yaginlashuvchi bo'ladi.

n=l

2) > a, qator uzoglashuvchi bo'lsa, 34, qator ham uzoglashuvehi bo'ladi.

=] n=l

Isbot. Faraz gilaylik, > a,, b, qatorlar (a,>0,b, >0, n=1,23....) uchun

n=l n=l
Gt ¢ (n=123,...)
= b slag—tyerrs

n n

tengsizliklar bajarilsin. Bu shartdan quydagi munosabat kelib chiqadi:
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a a,  a,
ILeyingi tengsizlikdan topamiz:

a,<qp . (n=123,.)
b]

I'araz gilaylik, Zb“ gator yaqinlashuvchi bo'lsin. Ravshanki, Zb b, qator

n=l HL L

finm yaginlashuvchi bo'ladi. 1-teoremadan foydalanib, > a, qator yaqinlashuvchi

n=l

ho'lishini topamiz.Xuddi shunga o'xshash Y a, qator uzoglashuvchi bo'lishidan

n=l
55, qatorning uzoglashuvchi bo’lishi ka'rsatiladi.
il
Yuqorida keltirilgan teorema va misollardan ko'rinadiki,musbat hadli

(utorning yaginlashuvchiligi yoki uzoglashuvchiligini bilgan holda, hadlari bu gator

hdlari bilan ma’lum munosabatda bo'lgan (taqgoslangan) ikkinchi musbat hadli

(intorning yaginlashuvchiligi yoki uzoglashuvchiligini aniglash mumkin bo’lar ekan.
Izoh. Yugqorida keltirilgan teoremalar ¥ ning biror s, gqiymatidan boshlab

Iyjarilganida ham o’rinli bo'ladi.

I'ngqoslash alomatiaridan foydalanib,qatorni yaqinlashishga tekshiring.

q | [3 gt (?T}H]Jen
5434 l)”+ E
1 )d > 16. 25—

fo oz 2"

3 X{ircrgn 17. Z___l—___
ot ; o J(Zn+ 12n -i-—'_’;j
2. gi 1 - 2

oY gl 18. Zl—ms—?r
womn =l B

z

o L0k 4ﬁ 1 l 5

d, ')' 19. ]n[l+ - J
] Jzn -1 Z‘ vt
= +(-1)" = 3+l

3 am—-— 20. -
et H ,.Z_.,“(Qn--rl]‘

(0 ’.I_[_|H+sinn 21 Lardg 1
' 2na "Sn T 2dn
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=1
22. Z-—aru:m—-l—
T yn Un?
“‘ in(1+(3+(—l)"ara‘g2nfn) =f L
8. _J?J nx2 23 (e"—IJsin :
= A=l n+l

arcsin(n—-_lj

9. i-———_qll_. = ot 30 45
w=t ayfln(n +1) 24. Eﬂm

10. ZKM 25 isin 41

# 2
=) 3 +n e
o A +5r43

1. 3 — & nis
§J R R = E”’gm

(1
L \E+sin\f—: . !n(l+sm(—D
12§22 et 27. Y

i 2n
CO8™| ——
m+1

3

pr ( ; o on+lnin
In{l+Inp :
3.y by aa - n+3
—_ 2 R
el In"{n+2}*\[n4 +3m +1 28 = Innz +4
14, ane—u 29 ilnn-’- +4
Fem Py LR

15, E(B”_FM}!_W Inn 30. E\G(CI;{E]_]J

n=|

9.5.Musbat hadli qatorlar uchun yaginlashuvchilik alomaty,

Musbat hadli qatorlar mavzusida bayon etilgan tagqoslash teoremalaridan

foydalanib, yaqinlashish alomatlarini keltiramiz.
1°. Koshi alomati. Agar musbat hadlj

I a3
D d= a +a,+..+a, +..

n=l

qatorda barcha »>1 uchun
f{,f’;zzs g<l
bo’lsa, (1) qator yaqinlashuvchi bo’ladi:
fla, =1
bo'lsa, (1) qator uzoglashuvchi bo’ladi.
Isbot. Aytaylik, (1) qator hadlari uchun
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(2)

(3)

4fa, <g<1

bt Iuin, Ravshanki, bu tengsizlikdan

n

a, =g

Ly Huhi kelib chiqgadi.
Demak,berilgan gatorning har bir hadi yaginlashuvchi geometrik qatorning
ton hadidan katta emas.Demak berilgan qator yaginlashuvchi bo'ladi.
I'araz qilaylik, (1) qator hadlari uchun
2fa, 21, ya'ni a, >1
hho'lsin. Bu munosabat berilgan gatorning har bir hadini uzoqlashuvchi

Shedrlenste.,

n=|
(ntorning mos hadidan kichik emasligini ko'satadi. Bunda yuqoridagi qator
tzoqlashuvehi bo'ladi.
Ko'pincha Koshi
thndip idan foydalaniladi.
I‘araz qilaylik. musbat hadli (1) gatorda

lim ¢fa, =k
H—»0

alomatining quydagi keltirilgan limit ko'rinishdagi

mavjud bo'lsin. U holda :
1) k<1 bo’lganda (1) qator yaginlashuvchi bo’ladi,
2) k>1 bo'lganda (1) qator uzoglashuvchi bo'ladi,

!‘!1
1-misol. Ushbu Z[i%j qator yaginlashuvchilikka tekshirilsin.

n+
n+1 a3
a"=
n+2

l n
(rary 0

n=l

Bu gatorning umumiy hadi

ho'lib, uning uchun

n ar = =y
* 2
.P?+2 (l+_)u
H
o' laddi. Ravshanki,
|
(I+_)H l
lim L S
n—-'.-x(] +_)_,, e
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Demak, k = . <1, berilgan qator yaqinlashuvchi
€

I-eslatma. Koshi alomatidagi (2) va (3) tengsizliklar # ning biror #,
giymatidan boshlab bajarilganda ham tasdiq o'rinli bo'ladi.

2-eslatma. Koshi alomatining limit ko'rinishdagi ifodasida k=1 bo'lsau
holda (1) qator yaginlashuvchi ham, uzoglashuvchi ham bo'ladi.

2°. Dalamber alomati. Agar musbat hadli

Zan =a ta,+..+a, +.. (
n=l
qatorda barcha # =1 uchun
a,.
Ll <g<l (@,>0,n=12.) (4)
aﬂ

bo’lsa, (1) qator yaginlashuvchi bo'ladi;

Gels) (@,>0,n=12.) (5)
a”

bo’lsa, (1) qator uzoglashuvchi be'ladi.
Isbot. Aytaylik, (1) qator hadlari uchun

arn—]
—=g<l
a, g
bo’lsin. Bu tengsizlikni quydagicha
a,. qm-]
mf_ e
a, q

yozish mumkin.
Ravshanki,
24" O<g<l)
mn=]
qator (geometrik gator) yaginlashuvchi.
(1) gator hadlari uchun
61'“4_1 >1
a

bo’lganda (1) qatorning uoglashuvehi bo lishini aniglash giyin emas.
Dalamber alomatining quydagi limit ko'rinishdagi tasdig idan foydalaniladi.
Faraz gilaylik, musbat hadli (1) qatorda

lim 2wl g

fi—sie F
n
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Hinfth mavjud bo'lsin. U holda :
I) d <1 bo’lganda (1) qator yaqinlashuvchi bo’ladi,
2) d>1 bo'lganda (1) gator uzoglashuvchi bo'ladi.

2 l - .
2-misol. Ushbu Z% gator yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
n=11

Berilgan qator uchun

nl _ (m+1)!
a, :F > Ay —W
L' i,
oy (n+Dra" _ 1

a, (F‘."+ 1)n+l -al (l + 1 )n
n

ho'ladi, Ravshanki,

Demak, d = 1 <1, berilgan qator yaginlashuvchi.
a

J-eslatma. Dalamber alomatidagi (4) va (5) tengsizliklar # ning biror #,
ijlymatidan boshlab bajarilganda ham tasdiq o’rinli bo’ladi.
4-eslatma. Dalamber alomatining limit ko'rinishdagi ifodasida ¢ =1 bo’lsa, u
liolda (1) qator yaqinlashuvchi ham, uzoglashuvchi ham bo'lishi mumkin.
3", Integral alomat. Faraz qilaylik, musbat hadli
ian =d,+d, t..ta,+..
n=l
(ator berilgan bo'lsin. Ayni paytda, [1,4+00) oraliqda berilgan f(x) funksiva quydagi
shaetlarni ganotlantirsin:
1) f(x) funksiya [l,4+oc) da uzluksiz,
2) f(x) funksiya [l,+ec) da kamayuvchi,
3) ¥xe[l,4e0) da f(x)=20,
4) f(n)=a, (n=123,..).
Bunda berilgan gator ushbu
Sa, =3

ko pinishpa keladi.
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Yuqoridagi shartlargan foydalanib, # < x < n + [ (ne N) bo'lganda
F(mz f(x)= fn+1), ya'ni a, = f(x) za,,
bo'lishini topamiz. Keyingi tengsizlikni [n, n+1] oraliq bo'ycha integrallash
natijasida

1+l

@, < [f(X)dc<a, (6)

bolishi kelib chigadi.
Endi berilgan

Sa, =3 f(n)

=1 =l
qator bilan birga ushbu
3 T rood )
n=l p
qatorni qaraymiz. Bu gatorning qismiy yig indisi
n K4 e+
; { ]f(x)dx~ j lf(«x)dx

bo’ladi.

Aytaylik, F(x) funksiya [I, +o] oraliqda f(x) funksiyaning boshlang ich
funksiyasi bo’Isin: F'(x) = F(x).

Uni qauydagicha

Fo=[fwndr ,  Fly=0
I
ifodalash mumkin. Natijada
n kil

> [ F(x)dk = F(n+1)
k=1 g

bo’ladi.
Agar n—>00 da F(n+1) chekli songa intilsa, (bu helda (7) gatorning gismiy

yig'indisi chekli limitga ega bo ladi) unda (7) qator yaqinlashuvchi.
Binobarin, If(x)dx (n=1,2.3,..) ketmaketlik yuqoridan chegaralangan

bo'ladi. (6) munosabatga ko'ra beril lgan qatorning qismiy yig'indilaridan iborat
ketma-ketlik  yuqoridan chegaralangan  bo'lib, musbat hadli gatorning

yiijinlashuvehiligi hagidagi teoremaga oid berilgan Y a, qator yaginlashuvchi

n=|
iy [ncli,
Agar n— o0 da F(n+1) - bo'lsa, berilgan gator uzoglashuvehi bo'ladi.
Shunday qilib, quydagi integral alomatiga kelamiz.

lutegral alomati. Agar
lim F(x)=4

X—pon

bo'lib, & chekli son bo'lsa, Za qator yaqinlashuvchi bo'ladi, & == bo’lsa, za
=l
ijitor uzoglashuvehi bo'ladi.
1 1 1
3-misol. Ushbu Z——I+~——+—+ s s (x>0)
n=] A 2% 3 n®

(itor yaginlashuvchilikka tekshirilsin.

Apar f(x) :—{a (x> 0) deyilsa, unda bu funksiya [1,+o0) oraligda integral
X

flomatida keltirilgan barcha shartlarni ganotlantiradi. Bu funksiyaning boshlang'ich
finlesivasi
“ a’t 1 ]
F(x Hdt = =—/ -1} (x=#l)
(0= If() e

Lo lndi.
Ravshanki,

(_...—- =

Ilm F(x)— lim

r—r‘ol
1 ,
, agar. o >1 bo'lsa,
=qa-1

o, agar o<1 bollsa,

b lib, & =1 bo’lganda

rdt
lim F(x) = lim [ =o
X—pe x---)‘-!:\'] I
b i,
Demak,integral alomatiga ko'ra
z 1
£

n=1 1
{tar er = 1 bo’lganda yaginlashuvchi, e <1 bo'lganda uzoglashuvchi bo'ladi.
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=1
Odatda, )’ — qator umumlashgan garmonik qator deyiladi.
n=1#

4°. Raabi alomati. Agar musbat hadli

>a,=a +ay +..ta, +.. (1

n=l1

qatorda # € N ning biror n,(n, = 1) qiymatidan boshlab, » >n, uchun

a
al-0y > p o]

bo’lsa, (1) qator yaqinlashuvchi bo'ladi,

a(l - Zmty <1
bo’lsa, (1) gator uzoqlashuvchi bo'ladi.
Isbot. Faraz qilaylik, (1) gator hadlari uchun

n{]—m)z.ﬂ>]

bo'lsin. Bu tengsizlikdan

aiH-J £1"£ (8}

a, n

bo’lishi kelib chigadi.
Endi r > a >1 tengsizlikni ganotlantiruvehi ¢ sonni olib,uni

i-Ly=q
o =lim i
H—sm _ 1
n

kabi ifodalaymiz. Limit xossasiga ko'ra shunday ny € N topiladiki,barcha n > my lar

uchun
1
e A |
:?l =r,
n
yva'ni
v
(1-—)z=1-— (9)
n n

tengsizlik o'rinli bo’ladi.
(8) va (9) munosabatlardan barcha n > 7, (7, = lrlax{nu,n,’) D lar uchun
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Ay ‘(—{1-1)“ - !?_a
a, 1
(n-1*
bty Hahi kelib chigadi.
Bu tengsizlikni va e« >1 bo'lganda z% qatorning yaqginlashuvchiligini
n=l 1

o 'tihorgn olib, berilgan Y a, qatorningyaginlashuvchi bo'lishini topamiz.

n=1
Endi (1) qatorning hadlari uchun # > #; bo’lganda
a
n(l1-—"4) <1

L liin. Bu tengsizlikni quydagicha:

1

Dy > n
a, L
n—1

yigish mumkin.

g =1 : o oog ; ;
BBu tengsizlikni va ) — qatorning uzoglashuvchiligini e’tiborga olib, berilgan
u=l M

3 1, (mtorning uzoglashuvchi bo'lishini topamiz.

()
Ko'p hollarda Raabe alomatining quydagi limit ko'rinishidan foydalaniladi:
I'araz qilaylik, musbat hadli (1) gator hadllari uchun

limn(— 21y =

20
"

Hinyjud bo'lsin. U holda:
1) 2> 1 bo'lganida (1) qator yaginlashuvchi bo'ladi,
2) 2 <1 bo'lganida (1) gator uzoglashuvchi bo'ladi.
1

]
{l+—+..+—)
il (a>0) qator yaginlashuvchilikka

ax

d-misol. Ushbu ».a

n=2
teloihirilsin.
Iu qator uchun
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bo’lib,

1
a B —

lim (1 — 2241y — Jim
n—yn a, H—yan
bo’ladi.

Agar Ina>1, ya’'ni a>e bo'lsa, berilgan qator yaginlashuvchi bo'ladi.

Agar Ina <1, ya’ni a<e bo’lsa, berilgan gator uzoglashuvchi bo'ladi.

Agar a=e¢ bo’lsa, Raabi alomati berilgan qatorning vaginlashuvchiligi yoki
uzoglashuvchiligi haqida xulosa gilolmaydi.
Berilgan sonli qatorlarni yaqinlashish alomatlaridan foydalanib tekshiring:

3

1 1 dna Y
L4 .. 4 o 16. a,=| —=
35 (2n+1)! Jn+3
G- 29 " nle"
2. o=t —t 17. a4, =——
2. 2 o nm
- = 5 a1 a edpas
3. sin=+4sin=+ .. +n’sin— 18. g, =| —
2 4 28 n+1
‘f )
4. L+ I +____+~—I +... 19. a, = a:,o::L
In2 In"3 In"(r+1) n

L

1 2y ’ . TP
e =R e e + ... 20. g, = usml]
3kS 2n+1 n

6. arcsinl + arcsin® ~+__+ arcsin” Ly 2. a,=
2 A 1
c‘}{—--_J
. \"Ir?'.'
[n+l]"’
LI 22 a,,=[ ]J

2
7. St i - nsh—
3 9 3" i
I | i L (n+2Y"
8. — b+ ~ +o 23.a,=— . 2]
2In"2 3In°3 (7+DIn*(nt 1) "L o

1

( I+%] -+...+[ ] +”,-] o 24, q, :(nmcsinlj
L1+2° I+ n "
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I I In i, I 25. a, =3""[-——-—-n+ I)
idn on-l n
7 -1 Alr—1}
il a, 1 ~ nz2 26. a, :LG J
{lnn)" 20+ 1
I3 a [ l'] 2758, =n!arc1g~2—:
"ol n
110 [ ”---J 2B, =, B2
" P (lnn)“"
Yt 9% nl
14, g =3[ 8E2 29. 4, =22
u [ r+3 (2n)
15, a, [ m_r_] ,a=0 30. a, =sin 4 =
"2 L1
34—
n

V6. Ixtiyoriy ishorali gatorlar va ularning yaginlashuvchanligi,qatorning
absolyut va shartli yaginlashishi.

1°. Leybnist alomati. Ushbu

i{—l)”_]cn =¢, —Cy+e; —cy Ao+ (=1)"c, + ... (1)
=l
(utorni qaraymiz, bunda ¢, >0 (r=1,2,3,..).
Odatda, bunday qator hadlarining ishoralari navbat bilan o zgarib keladigan
fitor deyiladi.
Ravshanki, (1) gator ixtiyoriy hadli gatorning bitta holidir.
Masalan, ushbu ?
i(—-!)”“ -l:1—%+l—l+.,.+(—1}"‘ll+...
4=l n 2 3 4 n
ijtor hadlarning ishoralari bilan o' zgarib keladigan gator bo’ladi.
I-tecorema (Leybnist alomati). Agar hadlarining ishoralari navbat bilan
i b keladigan (1) gatorda:
1) ¢

n4

e (n=1,23....)

2) lime, =0

liis i, v holda (1) gator yaginlashuvchi bo’ladi.
Ishot. (1) qatorning dastlabki 2m ta (m € N) hadidan iborat qismiy yig'indisi
S = — 6 +C3 —Cy t+ "'+c2m—l —Cap
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ni olaylik. Unda §,,,,,, uchun
Sagmry = Sam +(Comiy = Camiz)
bo'lib. Cy,,,2 <€y, bo’lganligi sababli (bunda Comil — Camia > 0 bo'ladi)
Saminy > Sam (m=123._.)
bo’ladi.Demak, {Sm} ketma-ketlik o’ suvchi.
Endi §,, yig'indini quydagicha yozamiz:
Som =€ =63 —€3)— (¢4 —C5) —...— (Cimed ™ it I By
Bu tenglikning o'ng tomonidagi ifodada gatnashgan gavs ichidagi
ayirmalarning, shuningdek ¢,,, ning musbat bo’lishini e’tiborga olib,
Som <6
bo'lishini topamiz. Demak, {S,, } ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan.

Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremaga ko'ra
lims, =S (S —chekli son) (2)

-y

mavjud.

Endi (1) qatorning dastlabki 2m—1 ta (m N) sondagi hadidan iborat ushbu

8oy =0—Cy +03—0y ot oy
gismiy yig'indisini olaylik. Ravshanki,
Sy =8, +85.

Teoremaning #1—>0 da ¢, —0 bo'lishi sharti hamda (2) munosabatdan

foydalanib topamiz:
;,[,h:}eSz’”" =n}ri_r>1_1(S2m +c,,)=8.

Shunday qilib, berilgan (1) qatorning qismiy yig indilaridan iborat ketma-

ketlik chekli limitga ega ekani ko'rsatildi. Demak ( 1) qator yaqinlashuvchi,

Masalan,
H=1
ptgd 3. GO G)
23 4 n

gator hadlari keltirilgan teoremaning barcha shartlarini ganotlantiradi. Teoremaga
ko'ra (3) qator yaginlashuvchi bo'ladi ((3) qatorning yaqinlashuvi va yig'indisi In2
ga teng bo'lishi ko rsatilgan edi).

2°. Dirixle-Abel alomati. Faraz qgilaylik,

2 SRR ST NU:
byl vibysrsiybige
ixtiyoriy haqigiy sonlar ketma-ketliklari bo'lib,
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S,=a,+a, +...+a,

L i, U holda Vre N , ¥Yme N uchun
ZS#(bk _b}(—f )+ Smm ‘bnwr _Sn—lbn
k=n

iitinosabat o'rinli bo'ladi.
Ldilitedn, (4) munosabat Abel ayniyati deyiladi.
Isbot. Ravshanki, a; =S, —S,_, bo'ladi. Unda

Yip indi ushbu ko'rinishga

2Sibe = 2.Sby

kuladi. Bu tenglikning o'ng tomonidagi birinchi qo'shiluvchini quydagicha:
ZSkbk +Su+m
k=n

ilikinehi go’shiluvchini esa quydagicha

2.Siaby = DS =S, b, + D Sib,

yozlb olamiz.
Natijada (5) tenglik quydagicha:

Zskba’( = Zskbk +Sn+mbn|m -

T X S& (b& _b:’(+| } - Sn |-mbu v S

2-teorema. (Dirixe-Abel alomati). Aytaylik,
Za;{bk =ab +ab, +..+ab, +...

ifintor berilgan bo’lsin. Agar:
1) {h, } ketma-ketlik kamayuvchi va u cheksiz kichik migdor,

2) lu,‘ qatorning qismiy yig'indilari ketma-ketligi chegaralangan bo’lsa, (6)
(itor yaginlashuvehi bo'ladi.

X
Ishot. Agar ) a, qatorning gismiy yig'indisini



S,=ai+a, +..+a, 5 lashuvchiligi kelib
I . + I i, K shi 51 ' i i iligi i
‘ ‘ . desak, unda teoremaning shartiga ko'ra, shunday M >0 son topiladiki, barcha ne N Qi Pundan Koshistearmanizadorne Eakb& PIRIE Jupras gLkl
uchun ehbegadl,
| ‘ IS,|< M (7) :
Ol = : Z.coskx cosx cos2x coskx
‘ | bo'ladi. Misol. Ushbu é r + 5 et T +...
| Shartga ko'ra {b, } ketma-ketlik kamayuvehi va u cheksiz kichik migdor. Unda ijator yaginlashuvchilikka tekshirilsin, bunda x —tayinlangan haqiqiy son.
i _ Ve >0 gako'rashunday n, € N topiladiki, V# > n, da Agar x = 27 bo'lsa, berilgan gator
‘ £ S coskx  Zcos2w-k =1
0<h, <— 8 = =X -
| 2M & E k ;_1 k  idk
‘ - boladi. jirmonik gator bo'lib, u uzoglashuvchi bo'ladi.
i Endi Aytlaylik, x # 27 bo'lsin. Berilgan qatorda
()]
n+m 1
‘ 2 b, a, =coskx b, =%
| k=n
' ‘ yig'indiga Abel ayniyatini qo’llaymiz: Liglgtlnshlarni bajaramiz.
11 H4m r4m—1 I . . . . - .
' ‘ . ah = > S, (b, “be )+ Spimbrim = Sab,- Ravshanki, {b"}:{g} ketma-ketlik kamayuvchi va cheksizkichik miqdor
k=n k=n

H I I. ho [adi (k — o0 da}lc__y())_

, Natijada
| | et m irm | ks =
Il ' 2;"*5* = EJS&(“% bus)| #[Siebun] +18,.18,] = Endi 3 a, =3 coskx qatorning qismiy yig'indisi S, ni topamiz:
'I | =1 k=l k=]
I = 2ISel B ~be )+ [SmlBri S| -8, 2 1z
|j i gﬁj Wt ot S, =D coshx= Z2sin£coskx:
, bo’ladi. k=1 26k X = 2
‘ , (7) tengsizlikdanfoydalanib topamiz: 2
-+t “hzmi—| 7 . l _—
ahb <M (b, —b,. ]'+'5M.J+M b, . 1 " 1 ‘ 1 sin(h+—)x—sin

| g ' l g ' l :—--—Z[sin(}c-F——)x—sm(k——)x = - 2 = 2
‘ Agar 2sin > 1 2 2 2sin=
| | nm-| 2 2
| 2B =By V4 By =(b, =B, V(B =B, ) . HBynt = by Vb, =0, Keyingi munosabatdan, 27 ga karrali bo'Imagan x lar uchun

| k=n
| . 1

' bo’lishini e’tiborga olsak.unda IS,] < ]—x
‘ 1+ Sin—

| S ab|<2M b, |2
| |. i ken B lishi kelib chigadi. Demak, {S,} ketma-ketlik chegaralangan. Unda berilgan gator
(1 0'1ib, (8) munosabatga ko'ra leoremaga ko'ra yaqginlashuvehi bo’ladi
‘ dabl<e

k=n 1". Absolyut va shartli yaqinlashuvchi qatorlar tushunchasi.
| Iraraz gilaylik,
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o
D4, = +a, +..+a, +... (1)
n=l]

qator berilgan bo’lsin. Bu qatorning har bir hadi ixtiyoriy ishorali hagiqiy sonlardan
iborat. (Odatda, bunday gator ixtiyoriy qator deyiladi.)
(1) qator hadlarining absolyut qaiymatlaridan ushbu

o
Zlan|:|91|+|a,,]+_“+|an‘+___ (2)
n=l

qatorni tuzamiz.
I-teorema. Agar (2) qator yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda (1) gator ham
yaqinlashuvchi bo'ladi.
Isbot. Faraz qilaylik, (2) qator yaqinlashuvchi bo'lsin. Unda qator
yaqginlashuvchiligi hagidagi Koshi teoremasiga ko'ra
Ve>0, dn,eN, Vn>n, m=123... da

]au+]| + ‘an-l-Il[ Lty an—:-ml <&

bo’ladi. Ravshanki,
[, +@ys + ot ay,,| <a, il Flapo] + ol
keyingi ikki munosabatdan
Ve>0, dn,eN,vn >n,, m=123,... da

|<e

a,qta,,+..+a

H+m

bo'lishi kelib chigadi. Koshi teoremasiga muvofiq (1) gator yaqginlashuvchi bo'ladi,

I-ta’rif. Agar }'la,| qator yaqginlashuvchi bo'lsa, > a, qator absolyut

=l n=]

yaqginlashuvchi deyiladi.

- P 11 1 o i
Masalan,ushbu Z—(—l) . :1—-—+—~—~—+“,+{ ) + .
a1 27 3% 4% n®
qator a >1 bo’lganda absolyut yaqinlashuvchi gator boladi, chunki
| | : 1 1 l
Y= == — - — book—t.,
i 2% 3% g n*

umumlashgan garmonik gator @ > 1 bo'lganda vaqinlashuvchi.

2-ta’rif. Agar Za,, gator yaginlashuvchi bo'lib, Z]a”[ qator uzoglashuvchi

n=l n=1

o
bo'lsa. ) a, qator shartli yaginlashuvchi qator deyiladi.

n=]
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2.1 5 I 1 1 -n"!
is ; Y A=) =l At
Misol. Ushbu 2 n( ) 597 F n
ijintor shartli yaginlashuvchi gator bo’ladi.

Ravshanki,berilgan qatorning gismiy yig indisi

1 -
:I—i+——l+,,.+i (3)
" 2 3 4 n
o ladi. '
Ma’lumki, In(1+ x) funksiyaning Makloren formulasiga ko'ra yoyilmasi

2 3 4 -1 n—lxn
In(]+x)=x—x—+X_—L+...+L+R,,..1(I),
2 3 4
hio'lib, 0 <x <1 bo'lganda
1
R . (x)<——
I J'H-[{ )I H+1
ho'lar edi.
Xullas, x =1 bo'lganda
I —l =1
1n2=1—l+l——+.,.+£—) + R, (1)
2 3 4 "
1
|Ru-'l(l)|<___"“ (4)
B n+l

b ladi.
(3) va (4) munosabatlardan
In2=S5,+R,,(1)

vit undan

1
S”—Ir12|§—
n+1

o' lishi kelib chigadi. .
Demak, n—o0 da S, —In2.Bu esa garalayoigan qatorning yaqinlashuvchi

elanligini bildiradi.

Ayni paytda, berilgan gator hadlarning absolyut qiymatlaridan tuzilgan qator

2| 11 1
—— =l =t =t —t..
2 " 3 n

n=|
giimonik qator bo'lib, uning uzoglashuvchiligi ma’lum. Demak,berilgan qator shartli
yuginlashuychi gator.
Endi
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lea’f‘ = ‘all +Ja2’ +"‘+Ianl g
"=

qatorning musbat hadli gator ekanligini e’tiborga olib, Y a, qatorning absolyut
#=1
yaginlashuvchiligi ifodalovchi alomatlarni keltiramiz.
Dalamber alomati. Faraz gilaylik,

o
2., =a +a, +..4a, +..

n=|

qator hadlari uchun

(a, #0, n=12,.)

Iim’—w—d

H—yz
a, l

limit mavjud bo’Isin. U holda:

1) d <1 bo’lganda, > a, qator absolyut yaginlashuvchi bo™ladi,

nh=l

2) d>1 bo'lganda, ) a, qator uzoglashuvchi bo'ladi.

a=l

Koshi alomati. Faraz qilaylik,

o
Dd,=a td, tota, +..

n=l

qator hadlari uchun

lim# |a“[ =K

LI 2

limiti mavjud bo’lsin. U holda:

1) K <1 bo’lganda, ) a, qator absolyut yaqginlashuvchi bo'ladi.

n=|

2) K >1 bo’lganda, Za" qator uzoglashuvchi bo'ladi.

n=l
2% Absolyut yaginlashuvchi qatorlarning xossalari.
Absolyut yaqinlashuvchi qatorlaring gossalarini keltiramiz.
) Agar qator absolyut yaginlanlashuvchi bo'lsau holda bu qator
vagqinlashuvchi bo’ladi.
Bu xossaning isboti 1-teoremadan kelib chigadi.
2) Agar

i
2.4, =a+a, +..+a, +... (1)

n
n=]
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(jitor absolyut yaginlashuvchi bo’lib, {b”} sonlar ketma-ketligi chegaralangan bo'lsa,

i holda

Za,bn =ab +ab, +...+ab, +. (3)

¥
n=|

ijitor absolyut yaginlashuvchi bo’ladi.
Ishot. Shariga ko'ra {b“} sonlar ketma-ketligi chegaralangan. Demak,
IM>0, VneN pa |b|sM (6)

o ladi.
(1) gator abselyut yaginlashuvchi.Unda Koshi teoremasiga ko'ra Ve >0 son

olinganda  ham % ga ko'ra shunday #n,eN topiladiki, Vw=>n, va
i =1,2.3,...bo’"1ganda

£

<— (7)
M

e |

Q|+t |a

arml | i+

o' ladi.
(6) va (7) munosabatlardan foydalanib topamiz:

fl—'f"bfl-HH ] ﬁ

Iarr+lbn+| | g |a”+zb,,_‘_2[ +...+ |a

=M qafl+] | + |an+2| ot |an+m!) <E.

Yana Koshi teoremasidan foydalanib, Za”bn qaqtorning  absolyut

n=|
yiginlashuvchi ekanligini topamiz.
3) Faraz qilaylik,
X
Ya,=a +a,+..+a,+.. (1)
n=l

(jator hadlar hadlarining o'rinlarini almashtirish natijasida ushbu

D.dj=d\+d st td (8)
J=1

(jator hosil gilingan bo'lsin.

Ravshanki, (8) qatorning har bir ', hadi (j=12,...) (1) qatoning tayin
bira, hadining aynan o'zidir,ya’'ni Vje N, 3k; € ;\-’,‘a,tf =a',; bo’ladi.

Agar (1) qator absolyut yaqinlashuvchi bo’libuning yig'indisi § ga teng
hio'lsa, u holda bu gator hadlarining o'rinlarini ixtiyoriy ravishda almashtirishdan
hosil bo’lgan (8) gator absolyut yaginlashuvchi va uning yig'indisi ham S ga teng
ho'ladi.
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!; | Isbot. Aytaylik, (1) qator absolyut yaginlashuvchi bo'lib, uning yig'indisi §
gateng bo'lsin.

(8) qator hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan Z’a'f’ gatorning gismiy
f=1

yig'indisini ¢',, bilan belgilaylik:

O—J‘I

M::

b @=a)

J=1

Agar n'= max & ; deyilsa,unda #'= # va Yne N bo'lganda

1= jzn
<X la
|
| bo’ladi. (1) qator absolyut yaginlashuvchi bo’lgani sababli uning gismiy yig indilari
ketma-ketligi yuqoridan chegaralangandir.Binobarin, o', yig'indi ham yugoridan
chegaralangan bo’ladi.Unda musbat hadli qatorning yaginlashuvchiligi hagidagi

teoremaga ko'ra Z’a J qator va ayni paytda Za qator ham yagqinlashuvchi
J=1

. bo'ladi. Demak, Za qator absolyut yaginlashuvchi.Uning yig'indisini S' deylik.

i=1

Endi berilgan > a, qator hadlarining o'rinlarini ixtiyoriy ravishda
n=l
almashtirishdan hosil bo'lgan
Q.dy =a\+d .t a
=1

qator yig'indisini S ga teng ekaninni istbotlaymiz. Buning uchun Ve >0 ga ko'ra
shunday ne N topilib, ¥ >n da

>a\—S

k=l

<g (9)

bo'lishini ko'ratish yetarli bo'ladi.
Ixtiyoriy musbat & sonni tanlab olamiz. Modomiki, Zak gator absolyut
k=1
yaginlashuvchi ckan, unda Koshi teoremasiga binoan olingan £=>0 songa ko'ra
shunday M, nomer topiladiki,

gyt

Il Z ’ak‘-(——

k—my+1

(m=123,..) (1
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uliuningdek, gatorning yaqinlashish ta’rifiga ko'ra

ny

Zak =
P

S5 (11)

ho ladi.

Yugoridagi natural son # ni shunday katta qilib olamizki, Za'k gatorning n dan

a=l1
fnita bo'Imagan # nomerli ixtiyoriy gismiy vig'indisi

L o
=2d, da Y
k=1 k=t
(istorning barcha dastlabki #, ta hadi qatnashsin.
n [0 iy y .
Ya,-S=|2d - Z“& +| Ya -S|
k=l k=l k=l
Keyingi munosabatdan va (11) tengsizlikni e’tiborga olib tnpamiz.
n i A Hy 1
Ya, -S|y a2al+ e -
k=1 = k=l k=1

Zﬂ’k Zak
Ma’lumki, # >n bo’lganda Za‘k gatorda Zak qatorning barcha dastlabki
k=l k=l

Ravshanki,

(12)

#, la hadi gatnashadi.Binobarin,
i

ialk -2.4;
= k=1

© ) .
ayirma Y a, qatorning.har bir hadining nomeri n, dan katta bo'lgan n—#, ta
k=1
hidining yig indisidan iborat.
Endi natural 7 sonni shunday kalta qilib olamizkibunda rn,; +m son

viqorida aytilgan barcha s —n, ta hadlarning nomerlaridan katta bo’lsin.

Unda

g+t

> la (13)

k=ny+1

n
a, Zaa
=

ho ladi.
(12), (13) va (10) munosabatlardan foydalanib, (9) tensizlikning, ya’ni

"
2=
k=1

{enpsizlikni bajarilishini topamiz.
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Berilgan qatorlarni absolyut yaqinlashishga tekshiring (1-11).Berilgan qatorlar
o va B ning qanday qiymatida abselyut yaqinlashuvchi bo’ladi (12-30):

L3y gy C

e 2n—1 nt I(Qn +(=1) }r

)51 ) L 17. 30"

g ln(rz +1) nel [1,1' nil+(= ])rr)"
3 sinna = (-1))
Z. e 18. Z,—"‘n
4. - __lu+ll._l_ = COSH
g( ) PR 19,§ -
5. = e wt 41 = sin2nin® n
;( ) - 20. Z__—n
6. 31— 21. 3 iy (L3l DY
R £ 2.4-6-.-(2n)
7.3y _ri;_ 93,3, AMBE O<x<m
T 2 S aln(n+1)

Hyda

o r—Inn

Z (~1)"sin*
23. ZL_)___
=l H

24' zr:{__ I}u—l 27 COSl" 74

o

0. S

=l s \[;
10. Z(_I}u ]nCOS—J;— 25. ia[rx—lXa—Z)...{rz*(n—m
=l L g nl
= |
—1
1, e Y3 THLUNE SO IR I T
P i 37 o 5% T 4%
. 1 1 1 1 1 1
=yt l+———+__.!______ S
i 3 &4 27 3 17 5% 7% 3% ga
oo 11
1 5
&)
13, 512 (1 +a)(2 +a) {n+a
> 28. 3 1y {Lrakeral- o)
& =) S R T
14. >V G I NN T O |
;,r‘nn 1 Z;r i 3" 4;; + 5,, F"'

9. 7. Ishorasi almashinuvchi qatorlar

Ishorasi almashinuvchi qatorlar.
Ta’rif: Hadlari ishoralari ham musbat, ham manfiy bo’lgan qatorlarga
Ishorasi o’ zgaruvchi qatorlar deyiladi.
Ishorasi o'zgaruvchi gior ishorasi o'zgarmas bo’lgan qatorga, ya’ni barcha
lindlarining ishorasi bir xil bo'lgan gatorga qarama-qarshi qo’yiladi. Ishora
0'zgaruvchi gatorning xususiy holiishorasi almashinuvchi gatordir.
Ta’rif:Hadlari navbat bilan musbat va manfiy bo’ldigan ishora o' zgaruvchi
qatorga ishorasi almashinuvchi qator deyiladi va u quydagicha ifodalanadi:

a, —a, +a,—a, +..+(1)""a, +..
Wunda a,,q,...,a, lar musbat sonlardir.
Leybnist alomati:
Teorema.Agar
a —a, +a, —a, +..+(=1)""a, +.. (1)

ishorasi almashinuvchi gator hadlarining absolyut kattaliklari monoton kamayuvchi

ho'lsa,
a =a, Z2d; 2d, 2..2d,.. (2)

hamda gatorning umumiy hadi ¢, nolga intilsa,ya™ni
q g ¥ i g 3

lima, =0 (3)
bo'lsa,(1) gatorning yig indisi uchun
0<s<gq (4

tengsizlik bajariladi hamdaberilgan qator yaqinlashuvchi bo’ladi.
Isbot: Berilgan qatorning juft va toq nomerli hadlarining alohida-alohida
xususiy yig'indilarini topamiz. U holda, juft nomerli hadlari yig'indisi
S, =a-a,ta,—a, v tay,  —t, =(a-a,)t{a;—a)+..+(a,_  —a,) (5)

(1)ketma-ketlik manfiy bo'lmagani sababli, §,, =0 dir.

In

BBundan tashgari,
242 SZH + (a2n+| - azm-z) = SZ:: (6)
bo'lgani uchun » — = da §,, kamayuvchi bo'lmaydi.
§,, xususiy yig'indini quydagicha ifodalash mumkin:
SZH =a "'(Hz — ) e (az;:---Q =y } —dy, (7)

Qavslar ichidagi ayirmalar va a,, lar manfiy bo’Imagani sababli
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Demak, juft nomerli hadlarning xususiy yig'indisi kamayuvchi bo’lganligi
hamda yuqoridan chegaralanganligi uchun ulimitga ega,ya’ni:

limS, =5 (bunda s>0) (&)

Qatordagi toq nomerdagi hadlarning xususiy yig'indilari uchunquydagi o'rinlidir.
Slm-a—l =2 SIn + aln-'r]

Bundan,

limS,, | =lim(S,, +a,, )= lim§,, +lima,,,, =S+0=S (9)
U holda,quydagi ham o'rinli bo'ladi:

lims, =5 (10)
S5, 20 bo'lgani uchun $=0, n>1 da Sy fay—(a, —a)=b<aq
Bundan,
0<S=limS, <h<q,

e

teorema isbot bo'ldi.

l.L 1.1 1. (™
isol. l-—+———4— -4 Y
A 23 45 6 "
alomati yordamida tekshiring.

*-- qator yaginlashishini Leybnits

Yechilishi:Berilgan ishorasi almashinuvchi qator kamayuvchidir,ya’ni:
1 1 1 1
I -z no s
2 3 "

7 —>® da a, ning limiti nolga intiladi,ya’ni

]iml-——U

3 gy

Demak, Leybnits alomatidagi shartlar bajariladi.U holda berilgan qator
yaqginlashuvchi bo'ladi.
Ishorasi almashuvehi qatorni yaqinlashishga tekshiring:

"

129W”‘ | 162@“”7=

i arr,:»mz-— 17. Z( )y == COS 2
1 n=l
oy (J
-n
18. [
=l ('}-‘1} E( ) Yn+1

I \‘{ IJ"(‘!L}”
()

" \( 1) Inz(u-!l)
W r.-u'rnil

mull] 7”+ﬂ
Ul \ [ =
o 3" +a

/ \‘ (- 1)'sin3n
. 1ui||(.-u I) In* (n+2)

i, \,"[ I)"[urcrg—l——arcsin—-L
el Vn

Jn

=, ( |)»r
] \
and Urn 1
(0, > - l,'l" Inn

I.| "

o) o Inln{n + 2)
P S Y

12,3 _CUn

I ek TS Z)W
|3, L{ I]"{[—cns%}

. 1
14, S | R ——
%( Y’ 41

53 ( )" _’.?_.*_2“,,,,12_?_

MI 1 "JII';

2% énln(nﬂ}lnln(n-l-fl)

u(n 1) 2
b e m('*;

u—l

= o 122"
21. nz_ll(hl) i

S
22  nin(r+1)

& U'n 1
g (n+ 1)Jn—+_

Ciy

23.

25. %)M+ 4)

’ §-\;J’n1+]i2+\l’n2 1-3}

= 1)
% g‘zf IS
27 g( ]" jl-;é:-}—];)

L . w1
‘ -1 i
28 g( Y narctg p

29, i(— 1) sin(«/}j— n)

o=l

& n +1
L — 1) sh =
30 “ZJ:{ } i 2n' —nt
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FUNKSIONAL KETMA-KETLIK VA QATORLAR
10.1. Funksional ketma-ketlik va ularning yaqinlashuvchan ligi.

X © R to’plam berilgan bo'lib, unda
FJ100), 5D (), ...
funksiyalar aniglangan bo'lsin. Ana shu funksiyalardan tuzilgan ketma-ketlikka X
to’plamda berilgan funksional ketma-ketiik deyiladi va u {/,(x)} kabi belgilanadi:
V@ £, 09, £, (), (1
J.(x) ga funksional ketma-ketlikning umumiy hadi deyiladi.
Ixtiyoriy x, € X' nuta olib,ushbu
PACH TN CHWACR I A eS W 2)

sonli  ketma-ketlikni qaraymiz. Agar bu sonli ketma-ketlik yaqinlashuvchi
A

yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) deyiladi, x, nuqta esa funksional ketma-ketlikning
yaqinlashish (uzoqlashish) nuqtasi deb ataladi.

{f,,(x)} funksional ketma-ketlik barcha yaqinlashish nuqtalaridan iborat
M(McR) toplam {/,(»)} funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi
deyiladi. = Vxe M uchun ushbu limf (x)—3bo’ladi.Agar Wxe M uchun unga

(uzoglashuvchi)  bo'lsa, funksional  ketma-ketlik Xp  nuqtada

mos keluvchi ]riigﬂ,(x) ni mos go'ysak,ya’ni
S x> lim f,(x)
bo'lsa unda A to'plamda aniglangan f(x) funksiya hosil bo'ladi.Bu f(x) funksiya
{0} ketma-ketlikning limit funksiyasi deyiladi. Demak,
lm7,(x)=f(x) (xeM)

Tekis yaqinlashishga tekshiring.
],j:,{x)=—L, E:[{);al OD<ag<co 16. _}""(x)=x21||]+i> E:{U;i}
X+ H nx

-2 z g A
3 . S Sy =Ednoxlnrlo1 (01
7,) s E =] 17.£,(x) T ,LLO,ZJ
3 £.00= " =] 18 £,()=2 o o)
I+ax nx

300

b1, (0) = arctg? | E = (0:) 19. ﬁ,{.\'):.s’h(ﬂe_m}, E=(1;»)
x
Non(v) .a.{j%—-—amtg%} £ =[0;1] 20. 7, (.r}zn{ch(i)—lj, E=(01)
+_r1 o x 7
t, fA(x) ;:‘1—(%,;‘;":[0;2] 21. f"[x)—nshn+x, E =(03)
1o ()= —2 E = (1;0) 22. Jg(x)zm(m—” -q-f]__ £=(0:1)
g n+x" n R

ctgn’ 5 1 1 :

K J’,,Ifl] - E%ﬂ ((1;[) 23. f,,(_r}: nz(nsh—n;-—;} E= (l,oo)
All +
b 1) mﬂ'c.‘gllz E=(e:5) 24. 1, (x):f%‘—)-, E =(03)
" A
10, 7,(0)= 45" +ax+1, £=(0) 25. ﬁ(x)=£iJ%-W. E=(01)
L/ (x) = e, E=(l;) 26. ‘,r;(x)=e°cm{L E=(1;2)
' nx
" I ; _ e™ E=(04

12, /.(x) -Hlu;, .-‘;=(0,2) 27. f,,(x) 7 _rlnmr’ ( )
13 £,(0)= \”'“2 - E=[og] 28. f,(x)=narcrgx', E=[0g)

H +Xx
14, 7.(x) —'—‘ cos=, £ = (l:0) 29. £, ()=l g (o)

x' n

15, /,() =14 nx —Jix). £ = (021) 30. f"{szn[I-—eﬁ], E=(1;=)

10.2. Funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlash uvchanligi.

Funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashuvchanligi. Faraz qilaylik,{fn(x)}:
L), (), £ (5), ..
funksional ketma-ketlik F; to’plamda yaqinlashuvchi (va’ni yaqginlashish to’plami
£y ) bo'lib, uning limit funksiyasi f(x) bo'lsin:
lim f.(x) = f(x).
Mu'lumki, bu munosabat
Ve>0,3n, =ny(s,x)e N, Va>n, | f,(x) - fx)|<e
hoclishini anglatadi. Shuni ta’kidlash lozimki, yugridagi natural £, son ixtiyoriy

lingan £ >0 son bilan birga qaralayotgan x e E, nuqtaga ham bog'lig boladi
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(chunki, x € £, ning turli qiymatlarida ularga mos ketma-ketlik,umuman aytganda
turlicha bo’ladi).

1-ta’rif. Agar V& >0 son olinghanda ham shu & >0 gagina bog'lig bo'lgan
natural #, =n,(£) son topilsaki, Vr > n, vaixtiyoriy x € £, da

[£,(0-f(x)|<e
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
Ve>0, In,=n(g)e N, Yn>n,, Vxe Ei|f,(x)- f(x)|<¢

bo'lsa,{ f,(x)} funksional ketma-ketlik £, to'plamda f(x) ga tekis yaginlashadi
(funksional ketma-ketlik E; toplamda tekis yaqinlashuvchi) deyiladi.

Shunday qilib, {/, (x)} funksional ketma-ketlik E, to'plamda f(x) limit
funksiyaga ega bo’lsa,uning shu limit funksiyasiga yaginlashish ikki xil bo'lar ekan:

1) V&>0,3n,=ne,x)eN,Vn>n,|f,(x)- f(x)|<e
bo'lsa, {f,, (x)} funksional ketma-ketlik E, da f(x) ga yaqinlashadi (oddiy

yaginlashadi). Bu helda
F(x) > f(x) (xe k)

kabi belgilanadi.
2) Ve>0,3n,=n(e)eN,V¥n>n, Vxeck,:

L) - fx)|<e
bo'lsa, {f” (x)} funksional ketma-ketlik £, da f(x) ga tekis yaginlashadi.Bu holda
£)3 7 () (keE)f,(0)> f(x) (xeE,)
kabi belgilanadi.
Ravshanki, {j; (x)} funksional ketma-ketlik £, to’plamda f(x) funksivaga
tekis yaqinlashsa u shu to’plamda f(x) ga vaqinlashadi:
LD f(x) = fx0)=f(x) (xeE).
Aytaylik,
| LTS ek
bo'lsin.Bu holda Vi >n, va Vxe Kk, da
L= f)]<e,yami f(x)—e< f,(x)< f(x)+e

bo’ladi. Bu esa {f”(x)} funksional ketma-ketlikning biror hadidan boshlab, keyingi

barcha hadlari f(x) funksiyaning " & -oralig’i"da butunlay joylashishini bildiradi.

SN #x

I-misol. Ushbu £ (x} =
]
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fuitknlonal ketma-ketlikning R da tekis yaginlashuvehiligi ko'rsatilsin.
Iavshanki,

sihnx

lim £, (x) = lim 0.

"= n
Domak,limit funksiya f(x)=0 .

|
Apar Ve >0 son olinganda n, = [—} deyilsa, unda Vn >n, va VxeR
£

tohun

SinAax sinax| 1 1
|j:,(x)—f(x)1:| -0 :| Ig_g <z
| n | n |™n n, +1
I lishini topamiz. Demak ta’rifga binoan
sinnx _, 0

-

n
b ladi.
lFaraz gilaylik, {fﬂ(x)} funksional ketma-ketlik E; to'plamda f(x) limit
funksiyaga ega bo'lsin.
I-tmrema.{j;(x)} funksional ketma-ketlik £, to'plamda f(x) funksiyaga
tokis yaqinlashishi uchun

lim sup‘f”(x) - f(x)| =0
HE g

o' lishi zarur va yetarli.
Isbot. Zararligi. Aytaylik, f,(x)~ f(x) (xe£)
o' lsin, Ta’rifea binoan
Ve>0,3n, =n(e)e N.Vn>n,VxeF, :|j;(x)—f(x}] <&
ho'lndi. Bu tengsizlikdan -
sup|f,,(x)— f(x)| <&
ek,
o [ih,unda
limsup| £, (x)— f(x)| =0
NV g
B lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik, lim Sup[f,;(x) — f(x)l =0
nm g

iy IninLimit ta’rifiga ko'ra
Ve>0,3n,eN Vn>n,, Sup

xeky,

f(x)—fx)|<e
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bo'ladi.Ravshanki
FACIEFIES B sup|£,(x) = f(x)].

U holda Vx € £, uchun

L)~ f(x)|<e
bo’ladi. Bundan

LI f(x) (xekE)
bo'lishi kelib chiqadi

1
2-misol. Ushbu £, (x)= xz+—n—2

funksional ketma-ketlikning £, = R da tekis yaqinlashuvchiligi ko'rsatilsin.
Berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi

S =lim f,(x)=lim [x* 4 ~|x], xeR

bo’ladi.Endi
supl, ()~ /()
ni topamiz:
g 1 el 1 1 1
Sup| [x* +— ~|x| = Sup| =L = Sup— =—.
xeR 1 Xl 5 1 xelt B 2 1 4
X +— +|o X+ =+
] n
Demak,
: s 1 .
lim Sup|, [x* +— —|x[ =lim—=0
1 rF_R n R—»rx_\n
bo’lib,
,1'2-&?%2 = lx‘ (xeR)
bo'ladi.

Eslatma.Agar {j;(x)} funksional ketma-ketligi uchun £ < R to’plamda
limsup|/, (x)~ f(x)|#0
iR el
bo’lsa, {fn (x)} funksional ketma-ketlik £ da tekis yaqinlashishi shart emas.
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Lindi funksional ketma-ketlikning limit funksiyasiga ega bo’lishi va unga tekis
Vilijiilashishini ifodalovehi teoremani keltiramiz:

2-teorema (Koshi teoremasi). {‘f;(x}} funksional ketma-ketlik £ to'plamda
limit funksiyaga ega bo'lishi va unga tekis yaqinlashishi uchun V& >0 son
tlinganda ham shunday n, =n,(s)e N topilib, Yn>n,, Vpe N va Vx e Eda

oo = f ()| <2

yi'ni
Ve>0,3n, =n(£)e N,.Vn>n,VpeN vaVxeE da

ooy @)= £,(3)| <2 @)
o' lishi zarur va yetarli,
Ishot. Zarurli.Aytaylik, £ to'plamda {j;(x)} funksional ketma-ketlik limit

lunksiya /(x) ga ega bo'lib, unga tekis yaginlashsin:
LI f(x) (xeE,)

Tekis yaginlashish ta’rifiga ko'ra
Ve >0,3n, =ny(2) € N,Vk > n,,Vx e E| f,(x)— £ (x)| < %
ho'ladi Xullas, k=n, n>n; va k= n+p, peNda
1@=r| <3 |, 0= ) <>

lenpsizliklar bajarilib,ulardan

s @)= £, =11y, )= F )= (1)~ £ ()| <
Foen () —f(x)l +H A ) - f(0)] < §+§ =g

=<

b lishi kelib chigadi. Demak, (2) shart o'rinli.
Yetarliligi. {f"(x)} funksional ketma-ketlik uchun (2) shart bajarilsin.Uni

iiydagicha yozamiz:
Ve>0,3n,=n(s)e N,Vn> n,VpeN,VxeE da

Vo= £,00) <= 3)

By laddi,
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Ravshankitayin x, € F da {f;(xo)} sonlar ketma-ketligi uchun (3) shartning

bajarilishidan uning fundamental ketma-ketlik ekanligi kelib chiqadi.Koshi
teoremasiga ko'ra {fn (xn)} yaginlashuvchi bo’ladi.Binobarin chekli

lim £, (x,) @)
limit mavjud.
Modomiki, har bir xe £ da (4) limit mavjud bo’lar ekan,undan avval
aytganimizdek, F to’plamda aniglangan
x—=>limf(x) (xek)
funksiya hosil bo'ladi.Uni f(x) bilan belgilaymiz. Bu funksiya {j;(x)} funksional
ketma-ketlikning limit funksiyasi bo’ladi:
[i(x)—= f(x) (xeE).
Endi (3) tengsizlikda, #» va x larni tanlab (h>n,, x€ E) p—o0 da limitga
o'tamiz.Natijada
. g
[f(x)—ﬂ(x)|£§~<g
hosil bo’ladi.Bu
L) f(x) (xek)
bo'lishini bildiradi.
Innx

Jnx

funksional ketma-ketlik £ =(0,1) to’palmda tekis yaginlashuvchilikka tekshirilsin.

3-misol. Ushbu £, (x)=

Agar ixtivoriy k € N uchun

1
n=k, p=k=n, x*:;—;
deyilsa,
s = |11 ' o222,
bo’ladi. Demak,
35,7 VkeN.InzkIpeN, HX*——e{0,1)¢|J’,“.P{x*)—f,,(x*)|250,

V2
Bu esa yuqoridagi teoremaning shartini bajarmasligini ko'rsatadi. Demak, berilgan
funksional ketma-ketlik £ =(0,1) da tekis yaginlashuvchi emas.
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Aylaylik, {f"(x)} funksional ketma-ketlik E to'plamda yaginlashuvchi
fii' lih, /(x) funksiya uning limit funksiyasi bo’lsin:

fi(x) = f(x) (x€E).
Agar
Je,>0VkeN,In>k, Ix*c E:

j;r-rp(x*) - -f:! (x*)‘ 2 ED
by Lsa, {./;,(x)} funksional ketma-ketlikning E to'plamda f(x) funksiyaga notekis
yiiinlashadi deyiladi.
4-misol. Ushbu £, (x) znsini
X

funksional ketma-ketlik £ =(0,1) da tekis yaqinlashishga tekshirilsin.

Ravshanki,
o 1
I sin—
[1rn f(x)=limnsin— =lim—& =—_
n—x m A=y x
_-x
nx

1
Ihemak, berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi f(x)=— bo’ladi.
X

l .
Aytaylik, x*=— bo’lsin.Unda
n

|£,(x*) - f(3*)| =|nsinl —n| 2 1-sinl = ¢,

imunosabat ixtiyoriy #€ N da o'rinli bo'ladi.
1 e . 1
Demak, £, (x) = nsin— funksional ketma-ketlik limit funksiya f(x)=— ga
nx X

I (0,1) datekis yaginlashmaydi.

Tekis yaginlashuvchi funksional ketma-ketlikning xossalari. Tekis
yigjinlashuvehi funksional ketma-ketlikning gqator xessalarga ega. Bu xossalarni
keliramiz.

Aytaylik, {jf,(x)} :

S, L0 ()
fiunksional ketma-ketlik £ R to’plamda yaqginlashuvchi bo'lib, f(x) uning limit
flnksiyasi bo'lsin:

1.(x) = f(x) (xeE).
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funksional ketma-ketlikning har bir

{0}
£(x) (n=1,2,3,...) hadi E to'plamda uzluksiz bo’lib,
S DT (x)  (xek)
bo'lsa, limit funksiya f(x) shu £ to'plamda uzluksiz bo'ladi.
Demak,bu holda

1-xossa.Agar

im{tim £,6) = tim(lin 1,0

I—3X \ e

munosabat o'rinli bo’ladi.

2-xo0ssa.  Agar { f,,(x)} funksional  ketma-ketlikning  har  bir
£(x) (n=1,2,3,...) hadi £ =[a,b] da uzluksiz bo'lib,
LT () (xelab))
bo’lsa,
b b
lim [ £, (xyde = [ £(x) dx
bo’ladi.

Demak,bu holda

lim [ £,(x)dx = [(lim £,(x)) d

munosabat o'rinli bo’ladi.

funksional  ketma-ketlikning  har  bir

(£}
£,(x) (n=1,2,3,...) hadi E=[a,b] da uzluksiz £,(x) (m= 1,2,3, hosilalarga

3-xossa.  Agar

ega bo’lib,
LX) 2ex)  (xelab))
bo’lsa,
P(x)=f'(x)
bo'ladi.

Shu kabi xossalarga keyinroq o'rganiladigan tekis yaginlashuvchi funksional
qatorlar ham ega bo’ladi. Ayni paytda, ular bir mulohazaasosida isbotlandi. Mazkur
xossalarning isbotini funksional gatorlarga nisbatan keltiramiz.

Tekis yaqinlashishga tekshiring.

COSvAY

1. f(x)= E=[0e
J.(x) Taiox’ [0:0)

16. f,(x)= fln[i i 1], {0:10)
X X
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4 fix ::'sin(ne""}, E=[l;oo)

A ':;", E = [1:0)

Amox

3+dn’x’

UWAGE E=[50)5>0

S L) =xe™ In n, E =[0;00)

q
b /(%)= n”l(l—ﬁ], E =[0;00)
R
3 3 6
1 /)= "—’“ﬁ”— E=[1;0)

B/ (x)= nfsilaﬁ—;:d:, E=[0a] 0<a<l

1]
9 fx)=t E;]x} E=(0;£J
] 4

I f(x)=x"—x", E= [0;]]

L /() = 3/x" +%,Q‘>D,E=R
n

1+ nx

12, [, (x)=sin LJE=R
2n

(3, /,(x) =sin— a>0,E=R
n

1 /) =x"+x" =25 £ =[0:1]

15, f (x)=sin"x E= (0;%)

17. £, () =ndl-x)", £ = [01]

8. ,ﬁ,(x):n[xn]*—l},e:[l;a],
l<a<m

19. f,,(x}=n]n(l+£],£=(0;l)

1+ nx
nx

20. fﬂ (x} = F= (l_‘nc)

x+e™
H

21.f(x)= ic}: E=(01)

22. ﬂ,(x):n:[(x-f-"il] —x‘],E:[();[}

23. fi(x)= sin{mz'f J E=(01)

X s+l

24, f(x)= e " E= (L=0)
25 fix)= co{%x" } E=(l:e0)
26. f(x)=n? ln[l + fz-J E=(01)

27, f(x)= cos(ne"“), E=(1:w)

28. f,,(x)=xl2 ’1+§,E=(0;1)

29. f.(x)= xi!cusi,}:" = (L)

30. £, = nz(x— nsmi], £={0)
h
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10.3. Funksional ketma-ketlik limit funksiyvasi uzluksizligi.

Funksional ketma-ketlik va limit funksiya tushunchalari. Aytaylik, har bir
natural 72 songa £ < R to’plamda aniglangan bitta £, (x} funksiyani mos qo’yuvchi
qoida berilgan bo’lsin. Bu qoidaga ko'ra

FG L@ £y (N (1)
to’plam hosil bo’ladi. Uni funksional ketma-ketlik deyiladi. £ to’plam (1) funksional
ketma-ketlikning aniglanish to'plami deyiladi.

Odatda, (1) funksional ketma-ketlik, uning #n-hadi yordamida {]‘; (x)}
yoki £, (x) kabi belgilanadi. Masalan,

n+l 2 3 n+1
f;r(x) = 2 : 22 23773 Fad
n+x” 14+x" 2+x a+x

j;(x)—%m£ sm£ sm£ ,sinﬁ,...
n

lar funksional ketma-ketliklar bo'ladi va ularnmg amqlanish to’plami mos ravishda
E=R , E=[0,+x)
bo'ladi. Ravshanki, x o’zgaruvchining biror tayinlangan x = x, € E giymatida ushbu
FHEED SR ACR AL B Ay
sonlar ketma-ketligiga ega bo’lamiz.
1-ta’rif. Agar {f (xo)} sonli ketma-ketlik yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi)

bo'lsa, {7, (x)}

(uzoglashuvchi) deyiladi. x, nuqta esa bu funksional ketma-ketlikning vaqinlashish

funksional ketma-ketlik x=x, nuqlada yaqginlashuvchi

(uzoglashish) nugtasi deyiladi.
2-ta’rif. {fn(x)} funksional ketma-ketlikning barcha yaqinlashish nuqtalarida
iborat £, — £ to'plam, {fn(x)} funksional ketma-ketlikning yaqinlashish to'plami

deyiladi.
Masalan, ushbu

0 1o s e S L
funksional ketma-ketlik aniglanish to’plami £=R bo'lib, u Vxe(—l,l] nuglada
yaqinlashuvchi, xER\(—i,I] da uzoglashuvchi beo’ladi.Demak, ketma-ketlikning

=(-11] bo'ladi.

yaqinlashish to'plami £,

Faraz qilaylik, {f"(x)} funksional ketma-ketlikning yagqinlashish to'plami
I, (15, < R) bo’lsin. Ravshanki, bu holda har bir x € £, da
f;(x))_f'z(x)s""')f;;(x)s-"
lietima-ketlik yaginlashuvchi, ya'ni
lim £, (x)
R—pon
inavjud bo'ladi. Endi har bir x € £ ga lim £, (x) ni mos qo’ysak, ushbu
[ ix—=lim £ (x)
flinksiya hosil bo’ladi. Bu f(x) funksiya {f,l (x)} funksional ketma-ketlikning limit
flinksiyasi deyiladi:
,l.!ﬂﬂ*(x) = f(x) (xe k).
I munosabat quydagini anglatadi: ixtiyoriy £>0 son va har bir xe E; uchun
shunday natural n, =#n,(£,x) son topiladiki,ixtiyoriy # > #, da
14,0 - f(0)] <& .
ya'ni
Ve >0,3n, =n,(e,x) € N, Vn>n, | f,(x)- f(x)| <&
o' ladi.
- x
-misol. Ushbu f (x)=nsin—
n
funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin.
Berilgan funksional ketma-ketlik E= [0,+OG) da aniqlangan. Uning limit
lunksiyasi
. oAlx
_\/; s ——
f(x)-—llmf(x)—hmnsm——]lm B fx=x
” n=ya .J;

F

b’ ladi, Demak, funksional ketma-ketlik Ez[0,+00) da yaginlashuvchi va

lim#nsin £ = \/_

Fi—

2-misol. Ushbu f (x)=x"
(lnksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin.
Bu funksional ketma-ketlik £ = R da aniglangan. Ravshanki

i




Vx e (1,4} da lim £, (x) = lim x” = 40,

Vxe(-1,1) da lim £, (x) = limx" =0,,
x=1dalimf (x)=liml=1,,

H—m

Vxe(—co,—-l) da lim £, (x) mavjud emas.

Demak, berilgan funksional ketma-ketlik £, =(—l,1] yagqinlashuvchi bo'lib, uning

limit funksiyasi

F(x)=limx" =

H—ym

bo’ladi.

0,agar —1<x<1 bo’lsa,
1 ,agar x=1 bo'lsa

3-misol. Ushbu £, (x)=n" (%’/J_c—"i.’f;) (x>0)
funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin.
Berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi quydagicha topiladi:

J(x) :Ei_l’ll(ﬁ,(x)) :}ii_l’gnz('\’/;—"*s'/;) =limn® [x; —xﬁJ =

>0

Hn—a

n=pt 4 n 1

1w +n

1 L. -1
i 7 | i 2ot 21
=limpx""| x -1 |=1lim g =lnx

Berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksiyasini toping.

L /) =x"=3x"2 4 20 E=[m]

2.0 =x" CGSL, E={0;»)
nx

b
3 f e
5 x+3n+2

A f"(x)=1/x1+%,5=}e

< falx)= (.r—l)arc:gx",ﬁ' = (0;00)

A=t x E=[02]

= [0;ao)

s

h

o

7. [ =n'xte™ E=[0,x)

16. f(x)=cos" = E=R
Ju(x) 0
1+ x™

2+x4JJ’E:R

7. 1,(x) =

18. /() =n’x{l-x), £ =[01]
19. 7,(x) = 4sinx, £ = [0.7]

20. £ =w'x"(1-x)E=R
21.ﬁ|(x):(]+£J",EZR

fl

22. £,(0) = nfifx —1) £ = (0:0)
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23, f(x)=e" [l;0)

N /= ﬂ[‘/x:—-l—l‘_x}E L {0;:0]
H

1
0, f(x)= n[x; —1} E=[13]

73
X

L = =0l
U = eyt J

10, f,(x)=narectgn, E = (0;0)

H—X

25. fﬂ(_x)=("”] JE=R

26. f,() {'«’h ‘]",E = (0:)

! |
I £ )= n[x; —xE}E = (0;0) :

12, [, ()=, f1+x" +[£;-J LE =[0:) 27. £.(x)=nlin{x + n)—Inn]

nr

28. o BRES
1) 1+e™

29. £.(x) zln[x1 +%}{l;oo]

30. £ (x)=e " [-11]

13, fy()=——,E=R
X +n
14, f,(x)=x"—x"E=[0:1]

15, f (x)=nx’ sinX,£=R
n

10.4. Funksional ketma-ketlikni hadma-had limitga o tish. Funksional

ketma-ketlikni hadma-had integrallash. Funksional ketma-ketlikni
hadma-had differensiallash.

M(M s R) to’plamda {f, (x)}:
FRC N AE N €3 W (N
funksional ketma-ketlik berilgan bo'lib,uning limit funksiyasi f(x) bo’lsin. X; nuqta

esn M to’plamning limit nugtasi. .
Teorema.Agar x —x;, da {f,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir

f,(x) (n=12...) hadi chekli
lim £, (x)=a, {(n=12,..)

limitga ega bo'lib,bu ketma-ketlik M da tekis yaqinlashuvchi bo'lsa,u holda {a, }:

letma-ketlik ham yaqinlashuvchi,uning a=£i_$an limiti esa f(x) ning x - x, dagi

llmitiga teng
lim f{x)=a

Y,
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bo’ladi.
[a,5] segmentda {7, (x)}:
ST B 50 P R - A (1)
funksional ketma-ketlik berilgan bo’lib,uning limit funksiyasi f(x) bo'lsin.
Teorema.Agar {f,, {x)} funksional ketma-ketikning har bir 50 (n=12..)
hadi [a,b] segmentda uzluksiz bo'lib,bu fuksional ketma-ketlik [a,b] da tekis
yaginlashuvchi bo'lsa,u holda

h ] ]
[ A, [ f0ax. .....[ £, (x)dx......
b
ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'ladi,uning limiti esa _[f(x)d_x ga teng bo'ladi,ya’ni

& &
lim [ £, (x)dc = [ f () @
Bu teoremadagi (2) limit munosabatni quydagicha
& &
lim [ 7, (x)dx = | [Iim f,,(x)]dx
ham yozish mumkin.
[a,5] segmentda yaginlashuvehi {7, (x)}:
F1 G, L3 (x)snene £, () (1)
tunksional ketma-ketlik berilgan bo'lib,uning limit funksiyasi f(x) bo’lsin.
Teorema.Agar  {f,(x)} funksional ketma-ketlikning har  bir hadi
Lix) (n=12...) [a.b] segmentda uzluksiz f.x) (n=12,..) hosilaga ega

bo’lib,bu hosilalardan tuzilgan

L el O, ...

funksional ketma-ketlik [a,b] da tekis yaqinlashuvchi bo’lsa.u holda f(x) limit
funksiyasi shu [a,b] da f (x) hosilaga ega bo'lib, {f,,'(x)} ketma-ketlikning limiti
f'(x)ga teng bo'ladi.

Quydagilarni isbotlang:

L, 0} = {m‘(]—x)"} funksional ketma-ketlik [0:1] segmentda f(x) limit funksiyaga
tekis yaginlashsa ham,lekin

I 1
lim [ £, (x) ke = Tim £, (x)x
N—Pmu ON—N’D
o' lishini ko'rsating.
2. i1.m)= {nxe'"’:} funksional ketma-ketlik [0;1] segmentda f(x) limit funksiyaga
lekis yaqginlashsa ham,lekin
1 1
| [nmf,,(x) la{x:& lim [ £, (x) dx
n 1 —32E s 0
bo'lishini ko'rsating. .
1.Quydagi integral belgisiostidagi ifodani limitga o'tish mumkinmi?
1 1
nx nx
im|————dx=lim———dx
'IHE'!- 1+nx* u"l-’n’31+r:2)c‘I
4., (0} = {x*} funksional ketma-ketlik [0:1]segmentda
0, 0<x<l bo'lganda
f(x)=

Imit funksiyaga notekis yaginlashsa ham,lekin

1 1
lim [ £, (x)dx = lim 7, (x)dx
L 1] ﬂ“_‘m

1, x=1 bo'lganda

bo'lishini ko'rsating.
s.{/;,{x)}={x2+-$sinn[x+%]} funksional ketma-ketlik (~o03+0) da f(x) limit
funksiyaga tekis yaginlashsa ham,lekin
(lim £, () # tim £, (%)
bo'lishini ko'rsating.

10.5. Funksional qatorlar va ularning yaqinlashuvchanligi.

Funksional qator va uning yig'indisi. Faraz qilaylik, £ R to'plamda
aniglangan
()11 (et ().
funksional ketma-ketlik berilgan bo’lsin.Bu ketma-ketlik hadlari yordamida tuzilgan

(quydagi
u (x) + o, (X) 2, () +




ifoda funksional qator deyiladi va > , (x) kabi belgilanadi:

n=]

DU, (0) =1, (xX) + ty (X) oot 20, (X) o (1)
n=l
Bunda £ funksional qatorning aniqlanish to*plami deyiladi.Masalan,

oy
1) Zx"_l =ltx+x 4+ +x" .,

n=|

2) Y ne™ =" +2e 436 4. 4ne +...

n=l1

funksional qatorlar bo'lib, ularing aniglanish to’plami E:(woo,+00) bo'ladi. (1)
funksional qator hadlaridan ushbu

Sy (%) = (x),

S, =, () +u,(x),

S, ()=, () +uy(x) +...+u,(x)

(2)
yig'indilarni tuzamiz.Ular (1) funksional qatorning gismiy yig'indilari deyiladi.
Demak, (1) funksional qator berilgan holda har doim bu qatorning (2) gismiy
yig indilaridan iborat {S, (x)}:

5,(x).8,(x).....S (x),...

funksional ketma-ketlik hosil bo'ladi.Ravshanki, x=x, € E nugtada {S”(xo)} sonlar
ketma-ketligi bo’ladi.

I-ta’rif.  Agar  {S,(x,)}  yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi})  bo’lsa,

Zuﬂ(x) funksional gator x =X, nuqtada yaginlashuvchi {uzoglashuvchi) deyiladi,

n=l

X, nugta funksional qatorning yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi) nuqtasi deyiladi.

2-ta’rif. Zun(x) funksional qatorning barcha yaqginlashish nuqtalaridan

n=|

iborat E,c E to’plam, ZHH(X) funksional gatorning yaqinlashish to’plami

n=l
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deyiladi.Bu holda iuﬂ(x) funksional qator E, to'plamda yaqginlashuvchi ham deb

n=l
yuritiladi.
Agar E, to'plamda ushbu

ilu"(x)| = |, ()| + 11, ()| + . [21, (| + ..

n=1
gator  yaqginlashuvchi  bo’lsa, z:fn(x) funksional qator £, da absolyut
n=l

yaginlashuvchi deyiladi.

3-ta’rif. iun(x) funksional qatorning gismiy yig'indilaridan {S,,(x)} iborat
n=l
ketma-ketlikning limit funksiyasi S(x):

S(x)—>S(x) (xek)

iu"(x) funksional qator yig'indisi deyiladi va Zu,,(x):S(x} (xe£)) kabi
el n=l

yoziladi.

I-misol. Ushbu ZXH =l4x+x o x4

#=1
funksional gatorning yaqinlashish to’plami va yig’indisi topilsin.
Berilgan funksional gatorning aniglanish to’plami £ =R bo’ladi.
Qatorning gismiy yig'indisini topamiz:

{;x—,agar x#1
I-x

n ,agar x=1

S () =l+x+x"+-+x"" =

Ravshanki, #—»c0 da S, (x) ning limiti x ga bog'liq bo'ladi:
a) xe(-L1)} da

1 AT
]imSn(x)=lim[—— ul ];

el 1-x l-x
b) xe[1,+0)da
lim.S, (x)=o0;
c) x&(-o,~1] da lim$, (x)mavjud emas.
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Demak berilgan funksional qatorning yaqinlashish to'plami £ =(-—l,1)bo‘}ib,

yig'indisi
]
S(x)=——
-
bo’ladi.
2-misol. Ushb 3 '
. ; 1+ x¥

funksional qatorning yaqginlashish to'plami topilsin.

Sonli qatorlar nazariyasidagi Dalamber alomatidan foydalanib topamiz:

_ | ox " (1 x
hmu"—“{ﬁzhm z+2:_x_2_:th_ZT);
pol g (x) | |14 14 x| o] 4202
a) xe(-1,1) da
. x(1+x*y
lim|—— =1 =[x].
2o, I+x2n+2 | I

Bu holda berilgan funksional qator (~1,1) da yaginlashuvchi bo'ladi.

b) x e (-0, ~1)U(l,+0) da
Lo
) x(]+x2") | 1
fim || =lim|———(= |-
xaf ] 4oy b E;:I_H x
x

bolib,funksional qator x € (—=0,—1) (1, +e0) da yaginlashuvchi bo'ladi.

c) x =11 da berilgan funksional gator mos ravishda ushbu

=1 &1y
sonli qatorga aylanadi va ular uzoglashuvchi boladi.
Shunday qilib, garalayotgan funksional qatorning yaqinlashish to’plami
E, = R\{=1L1} = (=w0,~1) U (=L 1) U(1,+o0)
bo'ladi
Qatorni berilgan oraligda yaqinlashishga tekshiring:

I.gsmgx"} E=(01) 16. iln(! i L} £ =i2]

2. ie—umr(fgr’ E= {01 m}
n=|

17. er sm-— £ ={01)

=1

I

1

0,

o

10,

Lm‘c :g— E= [0 ﬂflﬂf =0

el

)_|..[|+ 3} E =[1,0)

el
JE=[t;00
?_';I +a'x [ )
- HX‘
> JE = (1)
Tnix
w0 { i
Y £= )

wal X7

w 1y o3
32 *Ij"_“,-s:(o;l)

len'x

el

Z w:kf [] .{_ﬁ_:;}E:(l;w)

n=l

ish

i ie—muuﬂn :. E= ((l%j

nl

: chfg—!- = (0 1]

el

L E= (l co)

e [’Zi ]

18. imjb—:@;@

= 1+xn

19. i;i"‘[”]%}g:(&])
20. Z [ ”ul] =(1:0)

5 2[1 coss\f:]E (0:1)

22. 3 2" arctglnx) £ = (0:6).6 > 0
n=l

- arcrg(l}cosmr
23. Z,_J:TE =(01)
E=(0,6).6>0
x+1

24. i—“L"n—,
ol gt +cu{—)

JE= (5,50)_5 >0

= " 1

2.y sin~\;-;—‘E=(e:°°)
=1 Fi f——
£

) x 2
o —_ E: 0,1
27 ; chlxn n) g ( )

s e*) . x'
L+ |sin"=, E = (1)
28. Zln( +‘ﬂ }sm\!{;

29, Zsh—smﬂ(— E=(l:»)
30.3 arcfg—-i(x_n; — .E=(0])




10.6. Funksional qatorlarni tekis yaginlash uvchanligi.

Funksional qaterlarni tekis yaginlashuvchanligi. Aytaylik,

iun(x) =a(x) (). Fu (x) +...

n=|l
funksional qator E, to’plamda yaginlashuvchi (ya’ni qatorning yaginlashish to’plami
E,) bo'lib yig'indisi S(x) bo'lsin:

S, (x)>S(x) (xeE) (1)

bunda, S, (x)=u,(x) +,(x) +...+u,(x}). (3) munosabat
Ve>0, Vxe K, 3n, = ny(e,x) € N,Yn>n, 1S, (-S| <e
bo’lishini anglatadi.
1-tarif. Agar E, to'plamda
S,(x) 25(x), (xek,)
ya’'ni
Ve>0,3m = n,(s)e N.Vn>n, Vxek, 1S, ()= S(x)| <&

bo’lsa, Zuﬂ (x) funksional qator £, to'plamda tekis ya ginlashuvchi deyiladi.

n=[
Agar
F(x)=8(x)-S (x),
deyilsa,funksional qatorning £, to'plamda tekis yaqginlashuvchiligini quydagicha
n(x) 20, (xe k),
ya’'ni
Ve >0,3n, =ny(£) e N,Vn>n,Vxe B, |r(x)|<e
ko'rinishda ta’riflash mumkin bo"ladi.
Shunday qilib

Zun () =w(x)+u,(x) +.. 4w, (x) +...
< n=|
funksional gator, uning gismiy vig'indisi
S, () =0, (x) +2,(x) +... +u,(x)

va yig'indisi S(x) uchun

Su(x)_)S(x) (xe EO)
bo’lsa, funksional qator £, da yaginlashuychi,

S,(x) 2S8(x). (xek)

20

bo'Isa, funksienal qator E, da tekis yaqinlashuvehi bo’ladi.

1-teorema. Zuﬂ{x) funksional qator K, da gator yig'indisi S(x) funksiyaga

n=]
tekis yaginlashishi uchun
fim sup|Sﬂ (x)— S(x)l =0,
oo _\,Ea]

ya'ni
]imsuplr;i{x}l =0
”'mIEEn

bo'lishi zarur va yetarli.

I-misol. Ushbu Z«—-—l—

o (x+n)Xx+n+l)

lunksional gatorning [0, +oo] da tekis yaginlashuvchi bo’lishi isbotlansin.

Berilgan funksional gator gismiy yig'indisini hisoblab, so'ng yig indisini
lopamiz:

1 I 1
S, (x)= + + ==
(x+1)(x+2) (x+2}x+3) (x+nix+n+l)

1 1 1 1 1 1
=] —— =+ = & s o o =
x+1 x+2 x+2 x+3 x+n x+n+l
1 1

x+1 x+n+1

1
limSn{x):lim[L— - )=—-
o e\ x+1 x+n+l) x4l

Demak,
S(x)=L--
x+1
Unda
1 1
ST WL T T
x+1 x+n+l x+1 x+n+l
ha'lib,
1
sup |S, (x)—S(x)|=—
) n+l

ho'ladi.Keyingi tenglikdan
lim sup [S,(x)—S(x)|=0
)

H—px rqD.HG
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bo’lishi kelib chiqadi. 1-teoremaga ko'ra berilgan funksional qator [0,+oo) da tekis
yaginlashuvchi
Eslatma. Agar
limsup|S, (x) - S(x)| =0
nve e,

bo'lsa, Zu,,(x) funksional qator E, da tekis yaginlashuvchi bo'lishi shart emas:

n=l

Masalan,
ix”" =l+x+x"++x" 4
funksional qatorning (—1,1) ;ia yagqinlashuvchi, yig indisi
&)= l—_l—x

bo'lishini ko’rgan edik.Bu funksional qator uchun

lim sup ]S (x)- S(x)|-11m sup |[——| =+

i |

—x
bo’ladi. Demak, funksional qator (—1,1) da tekis yaginlashuvchi emas.
Faraz gilaylik,
Zuﬂ(x) =1 {x) +u,(x)+...4u, (x)+...

n=l

funksional qator £ < R to’plamda berilgan bo'lsin.

2-teorema (Koshi). Zu"(x) funksional qator £ to'plamda tekis

n=l
yaqinlashuvchi be’lishi uchun
Ve>0,3n,=m(e)eN,Vn>n, Vpe N, YxcE da

8,.p(¥) =S, ()| =

bo'lishi zarur va yetarli.
Funksional qatorning tekis yaqinlashuvchilik alomatlari.
a) Veyershtrass alomati. Aytaylik, E to'plamda

U () +u, () +.+u,,, (x)l <&

D u (0 =1 (x) + oy (x) .42, (5) + ... (2)
n=l
funksional qator berilgan bo'lib,
1) Vne N, VxeE da =C,,
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2) iCn =C, +C, +...+C, +...sonli qator yaginlashuvchi bo'lsin.U holda (4)
el
fikgional qator E to'plamda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
) —sharigako’ra Vn>n, ¥pe Nva ¥xe E uchun
'.'.rml{x) o, () + .t un+p(x)| < [t (O + [t ()] + o+

ey et Crip

u”p(x)l <c  +

i+

[10°'1ib,2) — shartda,ya’ni u ch qatorning yaqginlashuvchiligidan Koshi teoremasiga

n=1
Binoan
Ve>0,3n, =n(e)e N,Vr>n,VpeN da

?H-] + CMZ

+.te,,, <€
ho' ladi.Demak

|um(x) i, (0 +odu, (x)' <£.

Yuqoridagi 2- teoremaga ko'ra Zu"(x} funksional qator £ to’plamda tekis

n=l
yaginlashuvchi boladi.
xsinx

\/H—n(l+nx )

funksional qator tekis yaginlashishga tekshirilsin.
Berilgan gatorning aniglanish o plami E=(—-co,+oo) bo'lib, uning umumiy

2-misol. Ushbu z

hadi

O S NEY
i v "
hio'ladi. Ravshanki,
_[ xsinx [ ]x‘
O e ()| oo (1)

Lindi Vx € (=20, +c)uchun
L

1+ nx’ 2J_

ha'lishini e’tiborga olib topamiz:
| g
\/l+r.= 1+nx 2J (1+n
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Demak,berilgan funksional qatorning hadlari uchun

)5

; | . — ; .
bo’ladi.Ma’lumki, Z‘W qator yaqinlashuvchi.Binobarin,Veyershtrass alomatiga
H

n=1

ko'ra beilgan funksional gator (~oo,+oo) da tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

Funksional qatorning tekis yaginlashishini ifodalovchi keying alomatlarni
isbotsiz keltiramiz.

b) Direxle alomati. Aytaylik, EcR to’plamda aniglangan u,(x) va
v,(x) (n=1,2,3,..) funksiyalar quydagi shartlarni bajarsin:

1) VxeE da {u,(x)} ketma-ketlik monoton:

2) {u,(x)} funksional ketma-ketlik £ da 0 ga tekis yaqinlashuvchi:

u,(x) 50, (xek,);
1) shunday C € R mavjudki, Yae N, Yxe £ da

ivk(x) =C.

‘Vl(x)‘f‘Vg(_’C)-f-...-i-vn(x)] =

U holda
Zu” (x)-v,(x)
n=l

funksional qator E to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.
i sin x -sin nx
= Nnex
yaqinlashuvchiligi isbotlansin.

Aytaylik,

3-misel. Ushbu funksional ~ qator £ =[0,40) tekis

: 1 . .
u,(x)= T v {x)=sinx-sinnx
x

bo'lsin. Bu funksiyalar uchun Direxle alomatidagi uchinchi shart bajariladi.
Haqigatdan ham,

1) Vxe E da u,(x)= uchun

n+x

1 | x}n+l+x—w,‘n+x

Jntx —\/n+l+x B \/n+]+x-\/n+x

1
g 0
Jorx)n+lex) Jatltxtdnrx
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bo'lganligidan uning kamayuvchiligi kelib chigadi;
2) Ravshanki,

1 i 1
un(x)=m£—\/:,n—+oo daﬁ—)ﬂ.
Demak,
u,(x) 70, (xeky);
3) bu holda
ivk(x) = Z”:sinxsin&x =2Jcos ). sinﬁx--sinﬁlx <2
fa P 2 2 2

bo ladi.
Dirixle alomatiga ko'ra berilgan funksional gqator E=[O,+00) da tekis

yaginlashuvchi
¢) Abel alomati. Aytaylik, Ec R to'plamda aniglangan  (x) va

v, (x) (n=1,2,3,...} funksiyalar quydagi shartlarni bajarsin:
1) VxeE da { u,(x)} ketma-ketlik monoton;
2) shunday C e R topiladiki, Yne N, ¥xe £ da
|, (x)|<C;

3) Zun(x) funksional qator E to'plamda tekis yaqginlashuvchi. U holda
n=l
D, (x)v,(x)
=]

lunksional gator £ to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

n-+i .
4-misol. Ushbu ZL_I—)—.\:" funksional gatorning Ez[O,]] da tekis
n

n=l
yaqinlashuvcehi ekanligi isbotlansin.
Ayltaylik,

_1 il
u (x)=x", v"(x)z( ) (xe[0,1])
R
bo'lsin. Bu funksiyalar uchun Abel alomatidaki uchta shart bajariladi (bu ravshan).

Unda Abel alomatiga ko'ra berilgan funksional qator [0,1] da tekis yaqinlashuvchi

b Tndli,
Telids yaginlashishga tekshiring:
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o 1 n+x - 1
1.y — E={l,wo 16. ——.E=l;o
$ L% Foe Z.[ = (i)
n+x
o .
%50 'EF—G'I 17. y ’”‘I_E 0:0
i o) I
_n
Ay . 18. z 7= (0
,‘,lf-.r;'zx2 g( { :| §x+n Jn gy ’]
] St
4, — E =(0:1) 19. 3 E = [10,00)
n=1 1+(ll1 ) n=| s +2,
Y LY, %) 20. Z”S"’J— E=(0:0)
—xt—nx+n — S
6 ‘Lu{l i] = 21. ’”‘)2
§]+rzx +n £ (m} z,1’I+ = (DI)
o \H’E & \/7 o
7. Inf 1+= | £ ={1; 22. % [1- —, E=(0]
,?z_,:x+n +”J {1:0) Z cos arcrgJ; {01)
< ln!1+n”] 5 arce‘g(xn)
2 E=(le 23.
; x+lnn (‘ ) = ; 1+w"_ ( }F (I Do)
32 m[n(] E = (01) 24. th———ﬁ {e)
Sxa’ =l
10. Z——J_n—sms LE=(01) 235. Z arcfgi,Ez(O;l}
=t 2+‘x1r;/ =1 X
11, ZJ_SIII(Z”.\')sm-z— E=(l;=) 26. Z ;0)
w=|
) v, 2 TN
2. Z[e/’ﬁ —l)arcrngl, E(lw) 27, ;:J_[cos ]cosxn
= " £=(01)
“Il—cosf
< Infux) - (1 -
13. > ———— E=| —i 28. > ——— " E=(01
=Sl+n In*x’ (2 J ,,Z[:x In2[1+ x)’ ©)
.5 =l s 3
§]+H:‘rsmx, (0i1) 29 §n+ ]arc.rgJ_ E =(l;m)
= 1 : nx
I5. Z{::ug{ﬂx) E=(01) 30. §2+n3x3~arcsm I+nx’
=i E—'(l:OD)
326

10.7. Funksional qator yig indisining uzluksizligi.

Funksional qator yig'indisining uzluksizligi.Faraz qilaylik, EcR
(0" plamda

iu,,(x):ul(x)+uz(x)+...+un(x)+... (1)

n=|
(unksional qator berilgan bo'lib, uning yig'indisi S(x) bo'lsin.
I-teorema. Aytaylik, (1) qator ushbu shartlarni bajarsin:
[} qatorning har bir u,(x) (n=1,2,3,...) hadi £ to’plamda uzluksiz,

2) ern(x) qator £ da tekis yaqinlashuvchi.U holda funksional qator yig'indisi S(x)

el

funksiya E to’plamda uzluksiz bo'ladi.
Isbot. Aytaylik, x, e £,
S, (x) =2 (x) +1,(x) +...+ 1, (x)
bo'lsin.Teoremaning 2) — shartiga ko'ra
S.(x) 38(x), (xeE)
bo'ladi. Ta’rifza binoan
Ve>0,3n,=n(syeN,Vn>n,va VxeE da

1S, (x) - S(x)| <§ @)

jumladan

IS, () = S(x,) <§ 3)

lengsizliklar bajariladi.
Ravshanki, (2) va (3) tengsizliklar # ning #, dan katta biror tayin ",
qiymatida ham o’rinli bo’ladi:

S, (x)=5(x)| <f (2')

ot

<= (3)
2

leoremaning 1) shartidan va chekli sondagi funksiyalar yig'indisi yana uzluksiz
bo'lishidan
S (x)-z;,{x)+u2(x}+“.+zrﬂ!(x)

)

lunksiyaning E to'plamda uzluksiz ckanligi kelib chigadi.Demak, Sﬂ,I (x) funksiya

v = x, da uzluksiz. Unda.ta’rifpa binoan
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Ve>0,36=5(¢)>0,[x~x| <3 tengsizlikni qanotlatiruvchi barcha x € £ da
IS, ()=, () <— )
bo’ladi.
Yuqoridagi (2'), (3') va (4) tengsizliklardan foydalani topamiz;
[SG)=S(x,)|= I(S(x) =Sy CN (S, (=S, (5D +(S,, (x) = S(x,)| < [Sx) S, (=) +

£ £
< +t—+==¢.
3 3

Bu esa S(x} funkb[yanmg x, nuqtada uzluksiz bo’lishini bildiradi. Modomiki,
X, nuqta £ to’plamning ixtiyoriy nuqtasi ekan, S(x) funksiya Eto'plamda uzluksiz
bo'ladi.

Yuqorida keltirilgan teoremaning shartlari bajarilganda uning tasdig'ini
quydagicha

lim Zu (x)= Z(I{mu {x))

Tt ni=l

ifodalash mumkin.
Tekis yaqinlashishga tekshiring:

1 Z—lnn+x,E=(l;uo) 16. i————] JE = (L)
”IJ— n=l ??3 lﬂ( 1 J
n+x
2. = LA 17, - _1y IHxJ— o
%“x*’«l—m4 Lo {’l) ;( ) In l—x\/— E= ( m)
3' Ismx .i'.vl_r;E.__O;l
rul+;1r2 2 g( { J "E‘:xf-nSan;sm x’ (04]
) {z)
e, T [0 . cos =
4-2 = £ = (01) 19. > —"2 £-[i0,)
1+ (Innx) B st
53— % E_(oi 20, Somsindn
;Xl nx+nt’ ( ) El-i—n"x"' ( m}
6.5 _* | i],E:I' 1. % {nx): £ = (0
§1+Hx "[ +n (,0::) §|+n3 e { )
7. ;::_—;ln(l+ ) :(3;00) 22 kz,:[l COSJ':]amng F= ({”)
loll + n & arc.rg(m 1
8. J‘) E=A{ 23, Y —& ) (t “J,E: I
ZA*ln (1) §1+x\f; L +xn (1)
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1, l‘
= Jn 5\/7 = W xn
0.y sing|>, £ = (0:1) 25. 3~ -

3
" 24 x'nt a=l

i n{n{} E={01)

SHY nsh—— Bl
;ﬂs!n‘!-x, (,}

arcig™ £ =(0;1)
"

L. Z-u"_sm(zfr )Sln E =(1;0) 26. glﬁﬁné’}f:ﬁ;“")
Pl X oA
12. Z[eﬁ?—ljm—r_rg , E = (1;00) 27. ;&(cosxn l]cosxn,
wml E :(0’1)

13; 3 i) E—(l;l] 282 {oe, E=(01)

Sl+nin*x” 2 TSI+ nx)’
- il i 3

14. 2 E=(o 29. % g E=(1
§T+n v,m ( ) ,,E;n+x—| larrg‘[_ ( m)
. = 1 nx

15, S el o o) 30. 37t T
»! E—{l,w)

10.8. Funksional qatorlarni hadma-had limitga o tish.

M(M < R) to'plamda yaginlashuvchi

iu,,(x)=u!(x)+u2{x}+_..+u”(x)+... (1)

n=1
funksional gator berilgan bo'lib,uning yig'indisi S(x) bolsin. X, nugta esa M
to’plamning limit nuqtasi.
Teorema. Agar x—x, da Zun(x} funksional qatorning har bir

=l

t,(x) {n=12,...) hadi chekli
limu,(x)=c, (n=12,.) (2)

Xy

limitga ega bo'lib,bu qator M da tekis yaqinlashuvchi bo'lsa.u holda
Do, =¢+c, Fote, ..
n=|

(ator ham yaginlashuvchi,uning yig'indisi C esa S(x) ning x — x, dagi limiti
limS(x)=C

Ty,

i teng boladi.
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- - e E

Isbot. Shartga ko'ra (1) funksional qator tekis yaqinlashuvchi.U holda Ye >0
olinganda ham shunday m, €N topiladikibarcha #> g m  lar va M
to’plamning barcha x nugtalari uchun

[ty () + 20, 5 () + .4, (x)|<e 3)
tengsizlik bajariladi.(2) shartni €'tiborga olib,(3) tengsizlikda x — x, da limitga o'tib
quydagini topamiz:

s

I r1+| +C
Demak, V& >0 olinganda ham,shunday ny €N topiladikibarcha n>n,, m>n lar

uchun

H+I =+ Cn*’ =€
tengsizlik bajarilar ekan.Qator vdqmlashuvchlhgmmg yetarli va zarurly shartini
ifodalovchi teoremaga muvofiq

> e =+t oo

n=l
qator yaqinlashuvchi bo’ladi.Demak,
IimC, =C,

s

bunda
C,=¢+c, 4.+, (r=1,2,..)
Endi x—x, da (1) funksional qator yig'indisi S(x) ning limiti C pa teng
ya'ni
lim:5()=C
bo’lishini ko'rsatamiz.Shu magsadda ushby
S(x)—-C
ayirmani olib uni quydagicha yozamiz:
S =C=[S(x0) =S, (0] +[S,()-C,|+[C, -] (4)
bunda
S, () =1 (x) +u,(x)+... +u, (x).
Teorema shartoga ko'ra (1) qator tekis yaginlashuvchi Demak, Ve >0 olinganda

ham, % ga ko'ra shunday #, € N topiladiki,barcha n>n, va M to'plamning barcha
x nugqtalari uchun
JS"(_\'} —S(x)f < % (5)

tengsizlik bajarildi.
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(2) shartdan foydalanib quydagini topamiz.

limS,(x) = |im[u1(x}+u2(x)+.”+uﬂ(x]] =g +e, 4.+, =C,
AT, Xy

Demak, Ve >0 olinganda ham, % ga ko'ra shunday & >0 topiladiki |x—xu[<c5

bo'lganda
) ] P 6)
3
tengsizlik bajariladi.
Yugorida isbot etilganga ko'ra
}]irg C.=€

Demak, Ve >0 olinganda ham, % ga ko'ra,shunday #, € N topiladiki,barcha n > n,

uchun

oAl )
5 ]
bo'ladi.Shuni ham aytish kerakki,agar ;U=max{nﬂ,n_“} deb olinsa,unda barcha

> n_“ uchun (7) va (5) tengsizliklar bir vaqtda bajariladi.
Natijada (4) munosabatda (5).(6) va (7) tengsizliklarni e’tiborga olgan
holda,quydagini topamiz.

|50~ <[S@) =S, ()| +]S,()~C, | +]C, ~C <§ +§+-§- —¢

Demak, Ve >0 olinganda ham,shunday & > 0 topiladiki, ]xﬁxu[ <d uchun (xe M)
[S(x)-C|<e
tengsizlik bajariladi.Bu esa lim S(x)=C ekanligini bildiradi.

T3y

Teorema isbot bo'ldi.
Yuqoridagi limit munosabatni quydagicha yozish mumkin:

lim Zu (x)= Z|i]]_l"2 u”(x}]

TR
Bu esa cheksiz qatorlarda ham hadlab limitga o'tish qoidasi o’rinli bo'lishini

ko'rsatadi.
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‘.. H 10.9. Funksional qatoriarni hadma-had integrallash.

i

|

qu Funksional qatorlarni hadma-had integrallash.Faraz qilaylik, [a b]
il segmentda

|
I
I funksional gator berilgan bo’lsin,
-|I| 1-teorema. Aytaylik, (1) qator quydagi shartlarni bajarsin:
1) qatorning har bir 1 (x) (n=1, 2,...) hadi [a b] segmenda uzluksiz,

il 2) Zu (x) gator [a b] segmentda tekis yaginlashuvchi,

| | n=l

3) Zh‘"(x) =8(x).
n=]
U holda

| ifuﬂ(!)dx=J£uj(r)dr+ju2(:)df+...

|' #=l o
qator [a,b] da yaqinlashuvchi va
| ||| =
Il | Z
il n=|
I bo’ladi.
Il Isbot. Berilgan funksional gatorning gismiy yig'indisi
! S, (%) =2,(%) + 1, (x) +... +u (x)
! !'“ ni olamiz. Unda teoremaning 2) — va 3) — shartlariga ko'ra
| S0356)  (celas])
it bo’ladi. Tekis yaqginlashish ta’rifga
| Va)O,EInn:q,(a)eN,Vn>nU va V:e[a,b} da

u,(0)dit = jS(:)a& (xelab))

a

B e

< —_—

|| tengsizlik bajariladi.
i Teoremaning 1) — shartidan hamda yuqorida ishot etilgan 1-teoremadan
I foydalanib

i [uar  (n=123,.), [Swya
I o a

| integrallarning mavjudligini topamiz.
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Zm:u"(x)=u1(x)+u2(x)+.4.+uﬂ(x)+... (1)

Ushbu
Zju (t)dt = Iul({}dl+_[z:2(t)dt+ +ju (Odi+...

n=l 5

lunksional gatorni garaymiz. Bu gatorning qismiy yig indisi

o, (x)= ZIuk(t)dr (xe[a,b))

k=l g

bo'lsin. Ravshanki,

i j'uk (¢)dt = j(zﬂ: u, ()

kel g RN

Demak,
o,(x) =S, (0.

Endi

ijuﬂ(r)dr

n=l 4

funksional qatorning [a.b] da tekis yaginlashuvchiligini ko'rsatamiz. Quydagi

o, (x)—IS(r)dr

ayirma uchun

x E X
s!]sﬂ(:) ~S(0)|dt cb—_;_‘[dr =

&
{x—a)<eg
=

a,,(x)—jS(:)df j'LS'”(:)dt—JES(r)dt

bo'ladi. Demak,
o ()2 [SOd (refarb]).
Bu esa '
i]’u (1) dt

funksional qatorni [a,b] da tekis yaginlashuvchiligi va

qun(r}df=_[3(f}df
n=l o @
ho'lishini bildiradi

Keltirilgan  tcoremaning  shartlari  bajarilganda teoremaning tasdig’ini

(uydagicha
333




ij“k(f) df = (Zuk (t)}d

k=i k=1
ifodalash mumkin.

10.10. Funksional qatorlarni hadma-had differensiallash.

Funksional qatorlarni hadma-had differensiallash.Faraz gilaylik, [a b]
segmentda

Zu"(x}=u[(x}+uz(x}+‘..+u"(x)+‘.. (1)
n=l
tunksional qator berilgan bo'lsin.
1-teorema.Aytaylik, (1) funksional qator quydagi shartlarni bajarsin'
1) qatorning har biri hadi [a,6] segmentda uzluksiz w,(x) (n=1,2,..)
hosilaga ega,
2) Ushbu
DU (x) =24 (X) + 14, (X) + ...+ 20, () +...

n=|

funksional qator [a,b] da tekis yaginlashuvchi,
3) x, €[a.b] nugta mavjudki,

ZH (x,)= u(x) 1, (%) +...+ (g )+
qator yaqginlashuvchi. U holda

a) Zu (x) funksional gator [a b] da tekis yaqginlashuvchi

n=l

b} bu gator yig’indisi

$x)=>u,(x)
[a.8] da uzluksiz S'(x) hosilaga ega, "
&) $'(x) =3 (x)
bo’ladi. -
Ushbu iz{;(x)
e

qatorning yig'indisini o(x) bilan belgilaylik:
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Jm:igm. @)

Bu gator tekis yaqginlashuvchi va har bir hadi [a,b] da uzluksiz. Yuqorida

keltirilgan teoremaga ko'ra (2) ni hadlab integrallash mumkin:
[ode=Y u,(x)ax,
X =l

bunda x, E[a,b], XE [a,b]. Ayni paytda,

Zju;,(x} funksional qator [a,b] da tekis yaqinlashuvchi.

nel Xy

Ravshanki,

_X{u;(x)dx =u,(x)—u,(x,).

Xy

Demak, Y (u,(x)—u,(x,)) qator [a.b] tekis yaginlashuvchi.

n=l

Shartga ko'ra

Zun(xﬂ)
a=i
qator yaginlashuvchi (uni [a,b] da tekis yaginlashuvchi deb qarash mumkin).
Shunday qilib

Z@U)MW)ZMm

n=l

qatorlar [a,b] da tekis yaqginlashuvchi bo’ladi. Bundan esa bu gatorlarning yig'indisi

bo’lgan

>, (x)
n=|
funksional gatorning [a,b] da tekis yaqginlashuvchiligi kelib chigadi. Shuni e’tiborga

olib topamiz:

Jcr(x Vdx = Z(u (x)—u(x, )= izf”(x)—iu(xﬂ}=S(x)~«S(xﬂ).

n=1 r=l n=l

o (x) i’unk5|ya,har bir hadi uzluksiz,o'zi tekis yaqginlashuvchi
2 U, (%)
n=1
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qatorning yig'indisi bolgani uchun, [a,b] da uzluksiz bo'ladi.
Unda keying tenglikdan

o(x) =(S(x) - S(x,)) = S'(x)
bo'lishi kelibchigadi.
Demak,

Sum
n=|

qator yig'indisi uzluksiz S'(x) hosilaga ega va

S'(x) =2 u,(x)
n=1
boladi.
Bu keltirilgan teoremaning shartlari bajarilganda uning tasdigini quydagicha

yozish mumkin.
(Zu (x)} Z(iun(x)].

n=l

1-misol. Ushbu 3" 1n D01+ )

(0 < x < +w)
v H(r+14+x)
funksional qator yig'indisi topilsin.
Ma’lumki,
= 1

o (n+x)r+14+x)
funksional qator [0,+w0) da tekis yaqin[ashuvchi bo'lib.uning yig'indisi

S(x)=

T+x
gateng:
I = i

T+x = (n+x)Xn+x+1)
Ravshanki, bu qatorning har bir hadi [0,+%0) da uzluksiz. Demak,uni 2 — teoremaga
ko'ra hadlab integrallash mumkin'

l+r z_,:-! n+£)(r.-+ l+1)
Aniq integrallarni hisoblaymlz.

x

i}

1 _ 1
J‘{.«.-4—.*)(r.»+l+r) [nﬂ n+l+t

Demak, Zln e

n=l

Qatorning yig'indisini toping:

LY ()
e

2. Z(n—i— 4)x*°
m=1

3 Z a(2n+1)x"?

n=lh

4.y (2n" —n-2)x""

n=0

5. (n+3)x"
n=3

0. Z(n +5)x™
n=2

7.3 °(2n" +5n+3)x"

n=l

8. i(%z —n—=x"

re=d]

9. i(ﬂ +3)x"
10. i(n +4)x*?

I1. Z:(r.'2 +5n+3)x"

n=d)

12,3 (n =20 —1)x"?

n=tl

)dt =In(1+0)];

=In(1+x).

ji‘f‘_= In(1+7)|; = In(1+x),
1+1

(n+1)(n+x)
a(r+1+x)

*=1In
0

16. > (n* +2n+2)x™"
n=l}

17. i(n—i—S)x“'2

H=1

18. 3 @nt +7n+5)x""
m=ll

19. i (n+4)x"

n=l

20. Y ~2n—-2)x""

213 (7 +Tn+4)x"

n=tl

22. i(n+2}x”“'

0
23. i(nz + 6+ 5}x"+'
0

o

24, Z(n’ —n+ l}x"

=i

25, i[ﬂ+ 6)x”"

n=l

26. i(baz —2n+ I)x”

Hai)

o

27. Z(ﬂz +2n— ])x""'1

n=i}




13. X (n+1)x"
n=3

14. 2 (7" +n+1)x 29. 3 (n+2)x

a=tl =

15. 3 (n+ 22 30. 32wt e

=3 all

10.11.Darajali gator, uning yaginlashish radiusi va yaqinlashish
intervali,

Darajali qator, uning yaqinlashish radiusi va yaqinlashish intervali. Faraz

qgilaylik,

Zanx" =atax+ax’+ . +ax + ..

=0
darajali gator berilgan bo’lsin. Bu qatorning yagqinlashish yoki uzoglashish nugtalari
hagida quydagi uch hol bo'lishi mumkin:

1) barcha musbat sonlar qatorning yaginlashish nugtalari bo’ladi;

2) barcha musbat sonlar qatorning uzoglashish nuqtalari bo’ladi;

3) shunday musbat sonlar borki, ular gatorning yaqinlashish nuqtalari bo'ladi,
shunday musbat sonlar borki, ular qatorning uzoqlashish nugtalari bo'ladi.

Birinchi holda, Abel leoremasiga ko'ra darajali qgator barcha xe R da
yaqginlashuvchi bo'lib, darajali qatorning yaqinlashish to'plami £ = (—e0,+%) bo'ladi.
Bunday qatorga ushbu

5 ] " ] 2 1 n

D o B R S

wep 7! 2! #!
darajali qator misol bo'ladi

Ikkinchi holda, Abel teoremasi natijasiga ko'ra darajali qator barcha x e R\ {0}
da uzoglashuvchi bo’lib, uning yaqinlashish to’plami £ = {0} bo'ladi. Bunday
qatorga ushbu

Zn!x" SX+2I 431 b a4

n=i
darajali qator misol bo'la oladi.
Endi uchinchi holga qaraymiz. Bu halda ushbu

-
PO B N

fr=d}
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iurajali gator misol bo’ladi. Bu darajali qator barcha x €(0,1) da yaginlashuvchi va
demak, Abel teoremasiga ko'ra gator (=1,1} da yaginlashadi, barcha xe[1,+00) da
(tor uzoqlashuvchi va demak, Abel teoremasining natijasiga ko'ra qator
(=, ~1]U[1,+) da uzoglashadi. Demak,darajali qatorning yaqinlashish to’plami
l=(~1,1) bo'ladi.

Aytaylik,

a1

2
Z ax"=a+ax+ax’+. . +ax"+..
r=ll

darajali qator + nuqtada (r, >0) yaginlashuvchi, R, nuqtada (R >0) esa

uzoglashushchi bo’lsin. Ravshanki,

n<R
bo'ladi.
Agar Zaﬂx” darajali gator
n=0
ntR
2
nuqtada yaqinlashuvchi bo’lsa,
Kt
== & . R=R
2
deb, uzoglashuvchi bo'isa,
R
r=r, =
v=n k=l
deb r, va R, nugtalarni olamiz. Ravshanki,
R —r

5n, R2R vaR —r= !2

bo'ladi. Bu munosabatdagi », va R, sonlarga ko'ra r, va R, sonlami yuqoridagiga

o'xshash aniglaymiz:

Agar Z a x" darajali qator

=0}

nuqtada yaginlashuvchi bo'lsa,

R
& :2_22., Ry =R,

deb, uzoglashuvchi bo’lsa,
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R n+R,

h=n,

S

deb r; va R, nugtalarni olamiz. Bunda
R, —r

2

nEn K2R va R-n=
bo'ladi,

Bu jarayonni davom ettiraborish natijasida Zaﬂx" darajali qatorning

=l

yaginlashish nugialaridan iborat {r,}. uzoglashish nuqtalaridan iborat {R,} ketma-
ketliklar hosil bo"ladi.Bunda

va n—oo da

bo’ladi.Unda yuqorida keltirilgan teoremaga ko'ra limz, va lim R, limitlar mavjud

va
limr, =limR,
bo'ladi. Uni r bilan belgilaymiz:
limy, =limR =r.
Endi x 0'zgaruvchining ’xl <r tengsizlikni qanotlantiruvchi ixtiyoriy
qiymatini olaylik.Unda
lims, =r
bo’lishidan, shunday i, € N topiladiki,
fx]<rn“ <r
bo'ladi. Binobarin, berilgan darajali gator 7, nuqtada, demak qaralyotgan x nugtada
yaqginlashuvchi bo'ladi.
x o'zgaruvchining x| >+ tenglikni qanotlantiruvchi ixtiyoriy gimatini olaylik.

Unda

limR, =¢
bo’lishidan,shunday n e N topiladiki,

]x’ > Rn, = f

bo'ladi. Binobatin, berilgan darajali qator R, nuqtada, demak garalyotgan x nugtada

uzoglashuvchi boladi.
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Demak, 3)-holda

Zaﬁx” darajali qator uchun shunday musbat r soni mavjud bo'ladiki, ’x' <r,

=)

yi'ni Vxe(-r,r) da qator yaqginlashuvchi, Ix]>r, ya'niVx € (—0,~r) U(r, +0) da

{tor uzoglashuvchi bo'ladi. x =+ nuqtalardaZaﬂx” darajali qator yaginlashuvchi

=)

liam bo'lishi mumkin, uzoglashuvchi ham bo lishi mumkin.

I-ta’rif. Yuqorida keltirilgan » son Zaﬂx” darajali qatorning yaqinlashish

A=l
radiusi, (—r,r) interval esa darajali qatorning yaginlashish intervali deyiladi.
Eslatma. 1)-holda darajali qatorning yaqinlashish radiusi # =-tco deb, 2)-
holda darajali qatorning yaginlashish radiusi » =0 deb olinadi.
3% Darajali qatorning yaqinlashish radiusini topish. Biror
Dax =a, +ax+ax’ +otax"+ ..
A=l
darajali qatorni qaraylik. Bu qator koeffisentlaridan tuzilgan {a,,} (7=0,1,2,..)
ketma-ketlik uchun
[) Vi20 da a0,

2) lim | mavjud bo’lsin. U holda Zaﬂx" darajali qatorning vagqinlashish
e ] =il
radiusi
. |a
¥ =lm|—%
M epan aﬁ+|
bo'ladi.

Aytaylik, darajali qator uchun

aﬂ

a

LR

lim

=

=L (a,#0.n=0,1,2,3.)

bo'lsin. Qaralayotgan Zaﬂx” darajali qatorda x ni parametr hisoblab.Dalamber

n=0

alomatipa ko'ra uni yaqinlashishga tekshiramiz:

i

; . |a,, ; 1 1
lim |- = lim|[—L -Ix‘:[x’llm —_— =|x‘-—
bz aﬂx" b a, sz _(_l‘n_ L
aml
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[+

"l <1, ya'ni ]x] <L
bo’lganda qator yaginlashuvchi bo’ladi,
i >1 |x|> L
L yani

bo’lganda darajali qator uzoglashuvchi bo'ladi.

Bundan Y a,x" darajali qatorning yaqinlashish radiusi

n=[0
=L =lim|-2 (@)
AN n+l

bo’lishi kelib chigadi.

1-misol. Ushbu 3 — X (01=1)

n=p € Rl

darajali qatorning yaqginlashish radiusi topilsin.

Bu gator uchun

n" _ (n+)™

- enn!’ fica S en-l-l(n_'_ 1)!

bo’ladi. Ravshanki,

o e™Mn+ L
l nn |'e( (nl)nﬂ) |=llI‘l’l ‘ i
e -nl (n+ e
n

Demak, berigan darajali qatorning yaqinlashish radiusi » =1 bo'ladi.

Ixtiyoriy darajali gatorning yaqginlashish radiusini aniglab beradigan teoremani
isbotsiz keltiramiz.

2-teorema (Koshi-Adamar). Ushbu

a,

=lim

H—s

lim

Ay

am—[

Yax"=a,+ax+ax’ +.+ax"+..
Y oe=d)
darajali qatorning yaginlashish radiusi

P (5)

limz [aﬂl

bo'ladi.
Eslatma. Agar

lim «"i'[a,,l =400
R
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1 s, Za“x" darajali qatorning yaqinlashish radiusi » =0 deb,

il
lim gfla,| = 0
b

b lun, Za"x" darajali qatorning yagqinlashish radiusi » =-+cc deb olinadi.

neld

2-misol. Ushbu

o

Z o x5f.l'

n=ll

darajali gatorning yaqginlashish radiusi topilsin.
Avvalo
2x° =¢
tleb olamiz. Natijada berilgan qator quydagi

D=L "
n=t)
ko rinishga keladi. Bu gatorning yaqinlashish radiusi (5) formulaga ko'ra

1 1
limgfla,| lim¥1

H—pz

=1

ho'ladi. Demak, |f| <1 da qator yaginlashuvehi, [f|>1 da uzoglashuvchi. Unda

. ok 1 .
‘.‘..x'l <1, ya’ni |x{<-3— da berilgan qator yaginlashuvchi,
2
; . 1
[.’..x"':-l, ya’'ni Ixf>?J—2= da uzoqlashuvchi bo'ladi. Berilgan darajali qatorning

yiqinlashish radiusi r :% bo'ladi.

NG
o (_I}J’I
J-misol. Ushbu x"
és""\/;
ilarjali qatorning yaqinlashish toplami topilsin.
(_l)n “ _ (_])PH—I
LN N

Horilgan dacajali qatorning yaqinlashish radiusini (4) formulaga ko'ra topamiz:

Ravshanki, a, =

. a : 5 L H "
r=limf—=~=lim ( II} -3—-%=]im3 £Jr—l=3.
e am_l e i ’!‘I (_1) ] n
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Darajali gator x =-3 nuqtada ushbu ZJ_ sonli qatorga aylanadi va bu sonli gator

uzoqlashuvchi bo'ladi. x =3 nugqtada esa quydagi 23 :/_) sonli gator hosil bo’ladi
n

n=1
va bu qator Leybnist teoremasiga ko'ra yaqinlashuvchi bo’ladi. Demak, berilgan
darajali gatorning yaqinlashish to'plami £ =(—3,3] dan iborat.

Darajali gatorning yaqinlashish radiusini toping:

2%\,9 16. ;(1+;+ it )(x 1y

& 2n=1Y . (2+(—1) ) .
x A (x+]
2 z(3n+2]( +2) 17 Z (x+1)

n=1 n=l
(1 +2 cos(ﬂD x"
4

( l)ﬂxﬂ Ll
3 18.
,,Z:,; 2n+1 ; In*(n+1)
e n—l = i
” (- (2nr+3) el 19. Z a_+_{’? X", a>=0,b>0
~ 3ntid =i\ B A
2§ Ty 5 X
5 20. ,a>0,b>0
2% ( 3 J S
I I Sala=1)..(a—(n+1))
& +2)" 2L 3
,,Z_l: n3+4n(x ) ; nl
o _J;
= 5" +(=3)" 3 -
. o 22. ) —=—(x-1)
- g‘\/ﬂz-i'ﬂ'-l'l
o i g oo [J;]
g S (x+D)" 3n-2 9y 3D

n
= Ar+l 3n+2
o 3’ _3’ — i
. ZM(I+3)" 24. ( .x )
n=l \/-’_? n=l \SINA

10. i(%—i)x", a>0 25-2(_1),, ( )(x 1

n

Ms 1M

1LY 3" ( +2)(x — 1) 26. 3 2"x"
n=i] n=l
= 42 o - (x—]}”
12. 214 (x+1) 27. ;T,mo
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& (21! =, nl
tLL[)_"{i_{x_l_an 28. Z%IN,HB']

(8] n! n=l &

i, Z‘{Al")

29. iz" cos” x

el n=|
0 —nt
15 X(I—lJ x" 30. i(1+l) e
il " n=1 n

10.12.Darajali gqatorlarning xossalari.

Darajali qator tushunchasi. Abel teoremasi. Har bir hadi
u(H=a,(t—1) (1, eR n=0,1,2.)
funksiyadan iborat bo’lgan ushbu
Dat—t,) =ay,+a(t—t,)+a(t—1,) +... (1)
n=ll
[inksional qator darajali gator deyiladi, bunda
a,,a,....a,,...
hitjiqiy sonlar darajali gatorning koeffisentlari deyiladi.

(1} daf—1I, =X deyilsa, u quydagi

Y ax' =a,+ax+ax +..+ax" +.. (xeR) 2)
n=d)
ko rinishga keladi va biz shu ko'rinishdagi darajali qatorni o’rganamiz.
Ravshanki, (2) qatorning gismiy yig'indisi
S, ()=a,+ax+ax’+. . .+ax"
lo'phaddan iborat.Ayni paytda, x=0 da S,(0)=a, bo’ladi. Demak,har qanday (2)
lko'rinishdagi darajali qator x =0 nuqtada yaginlashuvchi bo’ladi.
I-teorema (Abel). Agar
Y ax" =g, +ax+ax’ +.otax" ...
n=i)
durajali gator x = x, #0 nuqtada yaqinlashuvchi, ushbu
[x| <]
lengnizlikni qanotlantiruvchi barcha x larda darajali qator yaginlashuvchi (absolyut
yapinlashuvehi) bo’ladi.
Ishot. Faraz qilaylik, x=x, =0 da




o
2 a%

a=l
qgator yaqginlashuvchi bo'lsin. Qator yaqinlashishining zaruriy shartiga ko'ra
lima,x, =0

bo’ladi. Demak, {anx{,’ } ketma-ketlik chegaralangan:

AM >0, Vre N da !aﬂxg <M.
Ravshanki,
|a"x"‘= a.x, cadl R 7 et 3)
X x,
va |x|<|x| da Xl=g<1 bo'ladiDemak 3 ik =>q" geometrik qator
Xy n=0 | Xg =

yaginlashuvchi. Unda ushbu

|

M
n=l
qator ham yaginlashuvchi bo'ladi. (3) munosabatni €’tiborga olib, so’ng solishtirish

teoremasidan foydalanib

x
Xy

Dax”
w=ll
darajali qatorning yaqinlashishini (absolyut yaqinlashishini) topamiz.

i
Natija. Agar ) ax" =a, +ax+ax +..+ax"+..
r=ll

darajali qator x = x, nuqtada uzoglashuvchi ( ushbu

N A SR R O s
n=l}
sonli gator uzoglashuvchi) bo’lsa, quydagi
x| > x|

tengsizlikni ganotlantiruvchi barcha x larda Za,,x" qator uzoglashuvchi bo’ladi.
n=l
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Isbot. Teskarisini faraz qilaylik. > ax” qator [x|>|x| tengsizlikni
n=l}

(anotlantiruvehi biror x=x* nugtada (|x*>|x|) yaginlashuvchi bo'lsin. U holda
Abel teoremasiga ko'ra |x]<|x* tengsizlikning ganotlantiruvchi barcha x larda

yaqinlashuvehi, jumladan x, nuqtada ham yaginlashuvchi bo'lib qoladi. Bu esa

ihartga ziddir,

Abel teoremasi va uning natijasi darajali qatorlarning yaginlashish
(uzoqlashish) to’plamining strukturasini (tuzilishini) aniqlab beradi.
Darajali gatorning yaqinlashish radiusini toping:

1LYz i % (kn)! ,
prery S al(n+Dl (n+{k+D)!
3 Z.’i”(zH)" 17. in!z“"
(] pesi
YRS B o
d Z( ) z 18. > (2—Ve)2-e)...2~-e)="
Fiedl 2”+3 =l
w ! oy = 2
4, Z(n;])ﬁizﬁ 19. ZH[CDS-I—) =
frelh 4 ) n
w 20 cas(%)
5' niiz" 20‘ Zﬂ
2 >—

] n=l

& (n2Y ” 1y
2\ & 31, 2 - ;
) E(,HSJ z ;[(] n] arcige ](z+l)

7. izll.’n(z_s)n 27, i(”zi?}(z—])"

el ne=l
SEAL = n+l
i, 5= 23. 1+arct: z4+2)
;[JFJ Z_.:( B ]( )
£ (Y x 1
9, n![~) 24, [lnoos—)z"
2" 2|ty
a o0 n 4 3n
0, 34 25, T2+
nal n! n=l (ﬂ+ [)(n+2)
[ Zn z-ln ey 1‘_‘1,)
e 26. | — |2
Z n Z,[ 2
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12, i(nﬂ}z o 27, z (2+hf—) — iy

o A G 2

& (), S n! 2
13. z 28.

HZ;(ZM)! Z 14+ D)(1+20)...(1+ ni)
14. Z(Z!)a, a>0 29. Z sinfn+1 J—)(xﬂ}

n=1 n. n=1
15. Y nle™ 2", a>1 30.2 Z(x-1)

n=1 n=1

10.13.Teylor qatori.Elementr funksiyalarni Teylor qatoriga yoyish.

Funksiyaning Teylor gatori. Aytaylik, f(x) funksiya x, € R nugtaning biror
Us(x,) =[x € Rix,—8 <x <X, + 636 >0}
atrofida istalgan tartibli hosilaga ega bo'lsin. Bu hol f(x) funksiyaning Teylor

formulasini yozishga imkon beradi.
f! X
F@=f)+—— (°) X—Xg)+ f( )

bunda r,(x)-qoldiq had.
Modomiki, f(x) funksiya U,(x,) da istalgan tartibli hosilaga ega ekan,unda

VA TRIEA T

A S P (n;gx°)(x—x,,)"+rn(x),

(e, fm( L0 ey e (1)

Flx

darajali gatorni qarash mumkm
(1) darajali qatorning koeffisentlari sonlar bo’lib ,ular f(x) funksiya va uning

hosilalarning x, nugtadagi giymatlari orgali ifodalangan.
(1) darajali qator f(x) funksiyaning Teylor qatori deyiladi.
Xususan, x, =0 bo’lganda (1) darajali gator ushbu

f'{O) ACT AL xn+___:if‘"’(0) &
21 nl el

fO)+——
korinishga keladi.
Faraz gilaylik, 0 f(x) funksiya biror (—r,r) da (r>0) istalgan tartibdagi
hosilaga ega bo'lib, uning x, =0 nuqtadagi Teylor qatori

10,10, VAL NN "
21 n!
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F@ ="

[i" Inin, 13u qatorning goldig hadini #, (x) deylik:
Y " {n)
10, EACEIFALC)
21 a!
-teorema. (2) qarajah qator (—r,r) da f(x) ga yaqinlashishi uchun ushbu

0 "0 (1)
f( ) _f2(1 )x2+.‘.+—~f n!(O)x”—i—rn(x)

J(©O)+

x" +r(x).

Sx)=f0)+—"—=
Teylor formulasida, Vxe(—r,r) uchun
’lli_):grﬂ(x)=0

bo'lishi zarur va yetarli.

Isbot. Zarurligi. Aytaylik, (2) darajali qator (—r,r) da yigiindisi, f(x)
ho'lsin. Ta’rifga binoan

lims, (1) = £(0), (xe(7,r)
o' ladi,bunda
0927+ L0, LSO RALOW
21 n!

Itavshanki, Vx e(—r,r) da 11_28ﬁ(x)=f(x} bo’lishidan

lim{ £ (x) =S, (x)] = lim7, (x) =0

ho'lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik, ¥x e (—r,r) da limr,(x) =0 bo’lsin.U holda
lim[ £(x)= S, ()] = lim~, (x) =0
bo'libunda
lims, (x) = £(x)
o' lishi kelib chigadi.Demak
()
f(xy=f(0)+——= +f—fm‘x"+
n!

ACMWACHY
21

bo'ladi.

Odatda, bu munosabat o'rinli bo’lsa, f(x) funksiya Teylor gatoriga yoyilgan
doyiladi.

2". Funksiyani Teylor qatoriga yoyish. Faraz gilaylik, f(x) funksiya biror
{~r,r) daistalgan tartibli hosilalarga ega bo’lsin.

2-teorema. Agar 3IM >0, Vxe(—r,r), Va=0 da
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[F | sm
bo'lsa, f(x) funksiya (—r,r) da Teylor qatoriga yoyiladi'
{n) (n)

Ma’lumki, f(x) funksiyaning Lagranj ko'rinishdagi qoldiq hadi Teylor
formulasi quydagicha bo’ladi:

' " (n}
)= 1@+ L L2y SO,
4 n
bunda,
{n}
( ) .){ (gx) u+l (04641)
(n+1)!
Teoremanig shartidan foydalanib topamiz:
() n+l
ol =Dl cpr T (s (rr.
(n+1)! (n+1)!
Ravshanki,
iR
lim
e (1)

Demak, ¥x e(—r,+) da
}'i:_gr"(x) =0

bo’lib, unda qaralayotgan f(x) funksiyaning Teylor qatoriga yoyilishi kelib chiqadi.

3°. Elementar funksiyalarni Teylor qatoriga yoyish,

a) Ko'rsatgichli va giperbolik funsiyalarni Teylor qatorlarini topamiz.Aytaylik,

fx)=e€
bo'lsin. Ravshanki, £(0)=1, f"(0)=1 (neN) bo'lib, V¥ e(-a,a) da (a > 0)
0< f(x)<e”,0< " (x)<e”

bo’ladi. Binobarin, 2-teoremaga ko'ra f(x)=¢* funksiya (—a,«) da Teylor qatoriga

yoyiladi va (3) formuladan foydalanib topamiz:
" 2 )
=Y 1424+l 4 4E 4 o=l )
= n! no2t n!
a>0 ixtiyoriy musbat son. Demak, (4) darajali qatorning yaqginlashish
radiusi# =+ bo'ladi.
(4) munosabatda x ni —x ga almashtirib topamiz:

350

S s - R

a_owl=x)y . ox A !
e _%; ~ =1 ”+5!——-...+(—1) At

Ma’lumki giperbolik sinus giperbolik kosinus funksiyalari quydagicha

e e +e

thze = , chx=
2

tn'riflardan endi.

Yugoridagi
. x xl "
€ =l+—4+—4  +—4 .
I 21 n!
2 n
Hefetpl e apy ”—+...
I 2t D n!
formulalardan foydalanib topamiz:
2n+l = 2n+]
she="4+_4 _+ + :Zx——,
1 3 (2u+1)! m (2rn+1)!
2 4 In ) In
chx=[+£—+x—+..‘+ LA = =
2t 41 (2m)! m (2n)!

Bu shx, chx funksiyalarning Teylor gatorlari bo’lib, ular ifodalangan darajali

(|torning yaqinlashish radiuslari » =+ bo'ladi.
b) Trigonometrik funksiyalarning Teylor qatorlarini topamiz. Aytaylik,
J(x) =sinx bo'lsin. Ravshanki, ¥xe R, Yne N da

lf@=s [ro@) <

bo'lib, £(0), £'(0)=1, F*"(0)=0, f*(0)=(-1)" (neN) bo'ladi. Demak, 2-
leoremaga ko'ra f(x)=sinx funksiya Teylor qatoriga yoyiladi va (3) formulaga

binoan
(1) 2n+l l 3 l 5
sinx= SX——Xx +—x —-.. 5
§(2n+l)l 3!)r sgx 6)
boladi,
Aytaylik,
fix)=cosx

bo'lsin. Bu funksiya uchun VYxe R, Ve N da
lrel<t 7)<

ho'lib,

SO)=1 F(0)=0, £ (0)=(-1)", f*"(0)=0 (neN)
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bo'ladi. Unda 2—teoremaga ko'ra f(x)=cosx funksiya Teylor qatoriga yoyiladi va
(3) formulaga binoan

D oo Lo b ©6)

bo'ladi.
(5) va (6) darajali gatorning yaqinlashish radiusi » =+ bo'ladi.
d) Logarifmik funksiyaning Teylor qatorini topamiz.Aytaylik,
J{x)=In(l+x)
bo'lsin.Ma’lumki,
meoy_ CD (=)
& (x)_Tx)"— (neN)
bo'lib,
S0 )™
“m n
bo’ladi. Bu funksiyaning Teylor formulasi

2 Xt x”

2
n(l+x)=x——+=-Z 4 11" ir %)
2 3 4 n

ko'rinishga ega.
S(x)=In(l+x) funksiyani Teylor gatoriga vyoyishda I-teoremadan

foydalanamiz. Buning uchun (7) formulada r,(x) ning 0 ga intilishini ko'rsatish

yetarli bo’ladi.
Faraz qilaylik, x € [0,1] bo'Isin. Bu holda Lagranj ko rinishida yozilgan
okl
r (%) =-&—I (0<d<1)
(n+1)(1+6x)™

qoldig had uchun

I G < ——

n+l

bo'ladi va

limz (x)=0
tenglik bajariladi.

Faraz qilaylik, x €[-«,0] bo'Isin, bunda 0 <& <1.

Bu holda Koshi ko rinishda yozilgan

=S

(1+6x)™ sty <l
L
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(joldiq had uchun

s+l

o

'rn(x}| < o

ho'lib,

limr (x)=0
ba'ladi.
Demak, ¥ e (~1,1]

limz, (x)=0.
Unda 1-teoremaga ko'ra
a _1 =1 2 3 n
n+0=3 " 2L L Pl ()
n=l n 2 3 ¢

bo'ladi.
(8) darajali qatorning yaginlashish radiusi r =1 ga teng.
Agar yuqoridagi In(1+x) ning yoyilmasida x ni —x ga almashtirilsa, unda

wo R 2 3 "
X X X X

ID(I—‘)C I e e e
) § n 2 3 "

formula kelib chiqadi.
e) Darajali funksiyaning Teylor qatorini topamiz.
Faraz qilaylik,
Fx)=(1+x)" (@eR)
bo'lsin. Ma’lumki,
F7x)=ala-1)a-2)..{a—n+ D)1+ x)*" (neN)
bo'lib, .
SO =a(a-1)a-2).(a—n+)
bo'ladi. Bu funksiyaning Teylor formulasi ushbu
(1+x)" = L. (e —1) oy o af(a+1)..(x—n+1)
1! 21 sl

X" +r(x)

ko'rinishga ega.
Endi #— 0 da r (x) =0 bo'lishini ko'rsatamiz.
Ma’lumki, Teylor formulasidagi qoldiq handing Koshi ko'rinishi quydagicha

— (a_!}(ahz)“'[(a_])_(n_[)] x”a'x{]+gx)a_l( 1_6 Jn
n! 1+8x

r,(x)

(0 <@ <I) bo'lar edi.




Aytaylik, x €(-1,1) bo’lsin. Bu holda:
1) liml,(a—1}(():—2)..‘[(0—1}—(n—1)]x" =0 bo'ladi,
i el n‘

chunki, limit ishorasi ostidagi ifoda yaginlashuvchi ushbu
a(a—1). (a n+1) o
1+Z

gatoming umumiy hadi;
2) o (1= [ <@ x(1+6x)"" <|ar-x|(1+|x])*7;
3) 1-é 1-8 &
1+8x 1+8x
bo'ladi. Bu munosabatlardan foydalanib, ¥x e(-1,1) da
Elmlwrn(x) =0

[
=

bo'lishini topamiz. 1-teoremaga ko'ra

ala—1) o a(a+l}...(a—n+l)x,, i

g
(1+x) _1+“x+ Py -

bo’ladi.

Bu darajali qatorning yaginlashish radiusi o # 0, ¢ N bo'lganda 1 ga teng:r=1.

(9) munosabatda & =—1 deb olinsa, unda ushbu

—_— Z( " =lexsxt = 2t = F D)+

1+x s

formula hosil bo'ladi. Bu formulada x ni —x ga almashtirib topamiz:

——Z( 'x" =l+x+x" +..+x" +...

n=0

1-misol. Ushbu f{x)= ll‘l-i——ii
x

funksiya Teylor gatoriga yoyilsin.
Ma’lumki,
m”—x = In(1 +x)— In(1—x)
bo'ladi.
Biz yuqorida

2 3
X

x x"
In(l+x)=x—"—4 " — +(-1)"" %
(1+x) R (-1 5
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®)

3
X x %L

In{l-x)=-—x————- et
(=) 2 3 "
bo'lishini ko'rgan edik. Bu munosabatlardan foydalanib topamiz:
2 3 n
a4 X

In(1+ x)—In(l—x)= x—f—+x——...+(—1)“ —+..—
F g n

x X x" 2x° 2% 2x2
x| E 2t — +..
2 3 n 3 5 2n-1
Demak,
3 5 2n-1
111-1+—x= P L P £ +.. . (10)
I-x 3 5 2n—1

(10) darajali qatorning yaginlashish radiusi r =1 bo’lib, yaqinlashish to'plami (~1,1)
bo’ladi.
smr

2-misol. Ushbu f(x)= j

funksiya Teylor qatoriga yoyilsin.

Ma’lumki,

3 5 2n-1
sint=(—£~+-t—— + (- —

31 5! an-n1

Unda

2 4 2ﬂ—2
Gt opbon o )y —

31 5! (2n- 1)1|

bo'ladi. Bu darajali gatorni hadlab integrallab topqmiz:

In-2
J-Slnf J‘{I_P‘L_" ey ! +...}it=
st @n-1)!

3 3 2n-1
1 x
=x——t——rt (=) ———+
3.3 5t5 2n-1(2n-1)
Keyingi darajali qatorning yaqinlashish radiusi » = 400 bo’ladi.
Berilgan funksiyalarni ko rsatilgan nuqtada Teylor qatoriga yoying.

I.y=Inx x,=1 16. y=¢™* x,=0

e =1

~ . bols 0
2. y=4x x,=1 17. y=3 «x D01 £F

I, bolsa x=0

3, y..—_l x0:3 18. y:sini xu=0
x 2
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irigonometrik ko'phad deyiladi.

X
4<y:5iﬂ— A 19. =co 2 Al
4 ™ IEOOSE % =0 f{x) funksiya [—ﬁ,fr] da berilgan bo'lib, u shu oraligda integrallanuvchi
=l %y=0 20. y=(x—tgx)cosx x,=0 bo'Isin. Rayshanki,
6. y=e’sinx x,=0 21. y=In(10+x) x,=0 SG)cosnmx , f(x)sinnx (n=1,2,3,..)
7. y=x* X, =0 22. y=l+x X, =0 F'lll)ksiyala.r ‘ ham i?tegrallar}uvch% bo'ladi.Yuqorida keltirilgan funksiyalarning
| 1 integrallarini quydagicha belgilaymiz:
8. y=cos(x+a) x,=0 23. y= x
I . cYE—— x,=0 1
NP ¢ Ay =— J-f(x)d.x s
| 9 =C0 ;Ix —-0 ki -
.y SxXCIX X, = 24, y=xn(l+x) X, =0 1
10. y=In(l+e*) x,=0 25. y=38-2 x =0 a,=— [/(&x)cosnxdx,  (n=1,2,..) 2)
1+x 2
11. y= X =3 — X i 17 2
(I-x ° 26. y“m % =0 b,,z;ff(x)smnxdx. (n=1,2...)
er e bol o So'ng ushbu
12. y:ecosx X.=2 27. v= , bo'lsa x= W
’ & % %“+Z(a,, cosnx + b, sinnx) 3)
n=l

1, bo'llsa x=0
trigonometrik qatorni tuzamiz.

sinx
, bo'llsa x=0 Ravshanki,(3) trigonometrik qator {2) munosabatlardan topiladigan

13. y=cos"x x,=1 28. y=
I, bo'llsa x=0 au,al,b,,az,bz,...,a",b",...
4. y=—Incosx x,=0 29. y=Inlnx x =0 sonlar bilan to'la aniglanadi.
i5 p=e® ol 30 o ’ 1-ta’rif. Koeffisentlari (2) munosabatlar bilan aniglangan (3) trigonometrik
’ o r=e % =2 qator f(x) funksiyaning Fure gatori deyiadi Bunda
10.14. Fure qatori. A 9@y 30y 1330y 5. a1 b, ..
sonlar f(x) funksiyaning Fure koeffisentlari deyiladi.
F ; . Demak, f(x) funksiyaning Fure gatori shunday trigonometrik qatorki, uning
ure gatori ta’rifi. Har bi i .
1 " (x)n 5 oo ha;i: . ( ) koeffisentlari (5) formulalar yordamida aniqlanadi.Shuni e’tiborga olib, f(x)
o =a, COsSnx + , Sinfx -"120,1,2,“. N . . N o ; ;.
garmonikadan iborat ushby funksiyaning Fure qatori quydagicha yoziladi:
4a, = :
= Sx)~=2+>(a, cosnx + b, sinnx).
a, +Z(a,,cosnx+b,,sinnx) (1) (x) le )
n=l
I-misol. Ushbu f(x)=e™ (~r<x<m ,a#0)

funksional qator trigonometrik qator deyiladi.Bunda
funksiyaning Fure qatori topilsin.

2R ’bl 1855, .. b,
sonlar trigonometrik qatorning koeffisentiari deyiladi. (2) formulalardan foydalanib,berilgan funksiyaning Fure koeffisentlarini
Odatda, (1) trigonometrik qatorning gismiy yig indisi

hisoblaymiz:

T()=a,+>(a, coskx + b, sinkx)
k=l
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_l’" £423 ot 1 aT 2
ao*ﬂ_J;? dx-g(e ~e““”)=;shmr,
a, _1 Te”cognxdx=lacosnx+ Asinm o T

T T a?+n? s
=(~_1)".l‘ 2o h

- Ct2+nzs arx (H=I>2:'--)=

b, ——-l _f e™ sinnxdx= ! asinnx—nc{)smcew ’

‘?r-z T a,'z'f'nz _x
i n—I_];‘ 2n
=(-1) = Q2+n2.§hmr (n=1,2,..)

Demalk,
Il)=e=

funksiyaning Fure qatori

flx)=e™ ~ 120- + Y (a, cosnx + b, sin nx)=
n=1

2shar| 1 & (1)
=———,:——+ (2 ) = (acosnx—frsinm)]

T 20 Deat+n
bo’ladi.
Aytaylik,ushbu shartlar bajarilsin:
1) quydagi
Ay - .
5 +Y (a, cosnx + b, sinnx) 4)
n=1

trigonometrik qator [— 71',?3’] da yaqiniashuvchi va uning yig'indisi f (x) £a teng:
a X
f(x)=—2‘1-+2(a,, coshx + b, sinnx), (5)
=l
2) (5) ni hamda uni coskx va sinkx larga (k =0,1,2,...) ko paytirishdan
hosil bo’lgan

B ac. oy
S(x)coskx= —z-cosb: + E (a, cosnxcoskr +b,sinnxcoskx) ,

. a, . i
f(x)sinkx= —zﬁsm b+ 3 (a, cosnxsinkc +b, sinnxsin k),
n=|

qatorlar [~z ,;r] da hadlab integrallansin.U holda

ay 5 ay ,b] 1 352 3 eally ’bn P
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sonlar  f (x) funksiyaning Fure koeffisentlari bo'ladi,(4) trigonometrik qator esa
f(x) funksiyaning Fure qatori bo’ladi.
Bu tasdigning isboti quydagi
T 4 T
_[ flx)ax If(x)coskxdx s ff(x)sinkxdr
i

- -
integrallarni hisoblashdan kelib chiqadi.
4°. Juft va toq funksiyalarning Fure qatori. Faraz qgilaylik, f (x) funksiya

[— :r,:r] da berilgan juft funksiya bo'lib,u shu oraligda integrallanuvchi bo’lsin.Bu
funksiyaning Fure koefTisentlarini topamiz:

@ = L T F(x)cos nxdx = i[ ]J' f{x)cos mxdx + Tf(x)cosnxdxil =
T, -7 [4]

.—-ETf(x)cosnxdx (H=0,1,2,---) 5
Ty

b, = 1 ]r'f(x)sinnxdx = i[ _? f(x)sinnxdx + Tf(x)sin nxdx] =
T ) 0

-

=%[_If(x)sinnxdx+If(x)sinmcdx}o (n=1.2,.).

Demak juft f (x) funksiyaning Fure koeffisentlari

a, =£J’f(x)cosnxdx (n=0,1,2,...))
Ty

b =0 (n=1,2,...)

n

bo'lib,Fure gatori
Fx)~L 4> a, cosnx
n=l :
bo'ladi.
Aytaylik, f(x) [unksiya [—}‘T,?i'] da berilgan toq funksiya bo’lib,u shu oraliqda
integrallanuvchi bo’Isin.Bu funksiyaning Fure koeffisentlarini topamiz:
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=2 [ cosmnas= 1  tocosmes 1 (*""“’W“”‘J -

-7

=%[_ (j} S&)cosnxdx f(x)cosnxdx]=o (n=0,1,2,..),

b, = ;_Irf (x)sin ruxax = i[i F(x)sinnxds + I f(x)sinnxdx] =

2 T
Z—[ff(x)sinnxdx] (n=l,2,...).
Tlo
Demak,toq f(x) funksiyaning Fure koeffisentlari
a, =0, (nzO,],Z,.‘.),
2 I
b, =;ff(x)sinnxdx ., (n=12,..)
0
bo'lib,Fure gatori
f(x)-ib,,sinmc
n=l
bo’ladi }

2-misol. Ushbu f{(x)=x* (-7 <x<n) juft funksiyaning Fure qatori
topilsin.
Avvalo berilgan funksiyaning Fure koeffisisentlarini topamiz:

2
a, =—Ix2dx =
o
2 2 Lsinmx|” 47
anz—Jx cosnxdx=—x"—— ———stinnxdx:
To T n oy nmy

_ 4 xcosnx|” 1% 4
—;[TL —;gmsnxdx}(— o= (r=12,.)

Demak, f (x) =x" funksiyaning Fure qatori

Fe)=x - a5 i 050
3 el n
bo'ladi
3-misol. Ushbu f(x):x (—;rﬁxﬁ;r)
toq funksiyaning Fure gatori topilsin.
Berilgan funksiyaning Fure koeffisientlarini hisoblaymiz:
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o jcosrzxa.’x] 2(_l)n_l.

o Mo

b, :—jxsmnxdx—
T

xcosmx|"
Ty

H

Demak, f(x)zx funksiyaning Fure gatori

flx)~ Z(—l)"1 Zsinnx

n=l
bo'ladi o
5", [—l,f] oraliqdagi berilgan funksiyaning Fure qatori. Faraz qilaylik,
£(x) funksiya [-/,!] oraligda ( >0) berilgan bo'lib,u shu oraliqda integrallanuvchi
bo'lsin.
Ravshanki ,ushbu

T
f="x

!
almashtirish natijasida [—1,1] oraliq [—7:,:*:] oraligqa o'tadi. Agar

1
160)=1{L1)-00)
deyilsa, (a(r) funksiya [— J'T,?r] oraliqda berilgan va shu oraliqgda integrallanuvchi
funksiya bo'ladi. Uning Fure qatori

olt)~ %“ + i(a,, cosnt +b, sinnt)
n=l

bo'lib,
——jgo(:)cosmdz , (n=0.1,2,..)
L jq}(r)smmdr (n=1,2,..)
bo'ladi, Endi
K4
t=—x
/

bo'lishini e’tiborga olib topamiz:

[n’ ag 2 7 T J
Zx|~=L4+>|a,cosn—x+b,sinn—x|,
i J 2 %[ { f

i
_[ [ )cosn%xdx . (rz=0,1,2.”)

Pl

1

e

14 T
b, =~ (o — dx . (n=1.2..)
' P[[fx]smnfx (
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Natijada berilgan 7 (x) funksiyaning Fure qatori quydagicha

f(x)"*-—+2(a cos-—~+b smf}’E)

n=l

bo'lib, bunda
a,,=%_j;f(x)cosf:—a-dx (n=0,1,2..)
14 . nr
=;£ F(x)sin - xx (n=1,2..)
bo'ladi.

4-misol: Ushbu f(x)=¢" (-1=x<1) funksiyaning Fure qatori topilsin,

Yuqoridagi formulalardan foydalanib, f (x)=e"

e” funksiyaning Fure
koefTisentilarini topamiz:

a = J‘exdx =eg—¢”

=1

3

1
RITSIN R — Cosnmx
a, —_[e Cosnmdy = —— T PR |

B 1+ n%7? L
=T_l_2—2(e°°s””‘e_'°°smf) (-IJ" Lo} — (=12,
+hHT
1
b, —Ie cosnmdy = ﬂtl"_m”f____‘;‘s__’_”ge:
~I 1+n°7 b
oo 2.
-
=(- 1)"”;2—;5—2— (n=1,2,..).
Demak,
fE)=e"  (c1=2x21)

funksiyaning Fure qatori _

. " 1+l
or =€ +( )Z[ (“I) i (—I2 Hﬁsinnm]
2 2

+n'x? 1+n
bo'ladi.

Berilgan funksiyalarni Fure qatoriga yoying:
L. f(x) =si gn(cos x) 16. f(x)=|x, [-11]
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2. f(x) = arcsin(sin x)

3. f(x)=aresin(cosx)

4. f(x)=x-[x]
5. f(x)=|cos x|
6. f(x)=|sin x|

7. /()=

o)

8 f(x)=e",0<x<nm

9. f(x)=xsinx, O0=x=<r7

10. f(x)=€", (0:In2)

1. f(x)=sinax, 0<x<7

12. f(x)=x+signx, {—a;7)

13. f(x)=n"-%", (~mn)

4. f(x)=x", (-7;7)

15. f(x)=eM, (-z;7)

17.

18.

19.

20.

Z1.

22

23

F(x)=Insin f‘
2

F(x)=In|cos=

S(x)=Injtg

gsinx
1-2gcosx+gq

flx)=

Fid T
f(x)=secx, —Iﬁx<z

Sll'l Hx

fx)= i

n=l

fxX)=x,-7r<x<m, x,

0,

O<x=unx

—-7=x<0

=, (la| <D

By

=T

x,=0

17
24, f(x)= {

25. f(x)=|x|,—w<x<m x, =7
26. f(x)=m+x,-7<x<7, X, =7

2x —-r<x=0

=
210 = 3 O<x<nm t
O<x<!
28. f(x)— =F (0;21)
l<x<2!
—T<x<(
—T30T)
29. f(x) { X 0<x<r (
<x<— ;;-_3_;1-
30. f(x)— i
_{x.q_
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