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Математиками билиш — факат стандарт 
масалаларнигина эмас, балки фикр эркинлиги, 
соглом мантщ, оригиналлик, яратувчанликни 
талаб киладиган масалаларни еча бтишдир.

Д. Пойа
СУЗ БОШИ

Ватанимиз мустахиллиги таълим тизимидаги улкан узгаришлар 
ихтидорли ухувчилар, талабаларга булган муносабатни хам тубдан 
узгартирди. Республикамизнинг ривожланган мамлакатлар 
даражасида тараххий этиши жамият аъзолари, айнихса, ёшларнинг 
эркин фикрлай олиш даражаси, мустакдл ижодий фаолиятлари 
натижалари билан белгиланади.

Талабаларнинг математик билимларни узлаштириши, малака 
хоеил килиши ва куникмага эга булиши, фанга булган хизихишини 
рагбатлантириш ва математикавий маданиятни шахллантиришда 
мустахил фикрлаш хобилиятини фаоллаштириш масаласи алохида 
ахамият касб этади.

Мазкур масалаларни хал килишда рахамлар билан ишлаш 
усулларини узлаштириш, айнихса, фикрдаги хисоб-китоблар 
математика хонунларини яхширох туш>нишга ёрдам беради. Шу 
билан бирга, консентратциялаш хобилиятини оширади, хотирани 
мустахкамла1вди, бир вахтнинг узида бир нечта гояларни хотирада 
ушлаб туриш малакасини ривожлантираци. Бундай хисоблаш 
усулларини урганадиган киши, бир нечта фикрлаш тузидмалари 
билан бир вакднинг узида ишлашни урганади.

Ушбу ухув хулланма математиканинг мухим хисмларидан 
булган туб ва мураккаб сонлар, такхосламалар назарияси ва Диофант 
генгламаларини ечишнинг бир неча усулларини урганишга, тахдил 
хилишга багишланган. Унда Эратосфен галвири, Мерсен туб сонлари, 
Евклид алгоритми, Эйлер функцияси, Лежандр символи, .Диофант 
тенгламалари ёритилган. Талабаларнинг акдий фаолиятини 
мустахкамлаб, машгулот жараёнида вахтдан ютишига ёрдам 
берадиган, тезкор хисоблаш имкониятини берувчи усуллар 
урганилган.
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Укув кулланма уч бобдан иборат. Биринчи бобда туб ва 
мураккаб сонлар, туб сонлар тупламининг чексизлиги, Эратосфен 
галвири, булиниш муносабати, энг катта умумий булувчи ва энг 
кичик умумий каррали, Евклид алгоритми, чекли занжир касрлар ва 
муносиб касрлар хоссалари, систематик сонлар ва улар устида 
амаллар хамда туб сонлар тарихи баён килинган. Иккинчи бобда 
бутун сонлар халкасида таккосламалар, унинг хоссалари ва 
чегирмалар, синф х,алкаси, Эйлер функцияси, Эйлер ва Ферма 
теоремаси, биринчи даражали таккосламалар ва биринчи даражали 
таккосламалар системаси мисоллар ёрдамида гушунтирилган. 
Учинчи бобда Диофант тенгламалари, биринчи даражали икки 
номаълумли Диофант тенгламаларининг бутун рационал ечимларини 
топиш усуллари, аникмас тенгламаларнинг умумий ечими, 
тенгламани ечишни соддалаштириш, Лежандр символи ва унинг 
хоссалари, туб модул буйича кжори Даражали таккосламалар, 
иккинчи ва учинчи тартибли Диофант тенгламалари, соннинг 
курсаткичи, туб модул буйича индекслар, икки дадли таккосламатар, 
иккинчи тартибли аникмас тенгламалар кенг ёритилган. Хар бир 
мавзу мисоллар билан баён килинган ва мустакил ишлаш учун 
машкдар берилган.

Уйлаймизки, укув кулланма уз укувчиларини топади, бошка 
мавжуд укув адабиётлари каторида кизикарли математика ва 
олимпиада масалалари курси буйича уларга билимларини оширишга 
кумак беради.

Ушбу укУв кулланмадан педагогика олий таълим муассасалари 
талабалари ва профессор - укитувчилари фойдаланишлари мумкин.

Муаллифлар
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БУТУН СОНЛАР ХАЛ КАСИДА БУЛИНИШ МУНОСАБАТИ
1Л-§. Туб ва мураккаб сонлар. Туб сонлар тупламининг 

чексизлиги. Эратосфен галвири
Санаш учун 1, 2, ... натурал сонлар ишлатилади. У = {1,2,... } 

туплам эса натурал сонлар тутами дейилади. Агар а ва Ъ натурал 
сонлар учун шундай q натурал сон топилиб, а = b ■ q шарт 
бажаридса, у холда а натурал сон Ъ натурал сонга булинади, деймиз.

11 ату рал сон туб сон дейилади, у иккита турли натурал 
булувчига (бир ва узи) эта булса мураккаб сон дейилади, агар унинг 
булувчилар сони иккитадан куп булса.

Бир сон на туб, на мураккаб сонга тегишли эмас. Туб сонлар (ва 
уларнинг натурал даражалари) узаро тубдир. Мураккаб соннинг 
бирдан фаркди натурал булувчиси -Ja дан катта эмас. Бу шартдан 
фойдаланиб а соннинг туб булувчиларини факат -Ja дан катта 
булмаган туб сонлар орасидан излаш кераклиги келиб чикдди.

Яна бир оддий усул - туб сонлар жадвалларидан фойдаланиш. 
Сунгги 200 йил ичида куплаб туб сонли жадваллар тузилган ва нашр 
этилган. Уларнинг энг кенг доираси Д.Х, Лехмера 1000000 гача 
булган оддий сонларни уз ичига олади.

Учинчи хизидарли усул: а сондан катта булмаган туб сонлар 
жадвалини тузиш учун Эратосфен галвири деб аталувчи усул мавжуд. 
Бу усул буйича сонлар кагор и да биринчи топилган р, туб сонга 
каррали булган сонларни учириш, сунг иккинчи рг туб сонни топиб, 
унта каррали сонларни учириш ва до к аз о. Бу жараённи -fa дан катта 
булмаган туб сонгача давом зттириб, 1 дан а гача сонлар ка тор и да 
учирилмай кол гаи сонлар а дан катта туб сонларни хосид килади.

Масала и: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 -туб сонлар, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 
14, 15 -  мураккаб сонлар.

Таъриф. 1 дан фаркди умумий булувчиларга эта булмаган 
иккита натурал сон узаро туб сонлар дейилади.

Теорема, а - бирдан фарцяи натурал сон бупсин. У холда унинг 
бирдан катта энг кичик натурал булувчиси туб сондир.
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Исбот. Хакицатган хам, агар а ■ т  булиб, т мураккаб сон булса, 
т нинг р  булувчиси булиб, р < т  ва р Р 1. У холда а : т  ва т  • 
р шартлардан a • р муносабат келиб чикади. Бу эса т -  бирдан кагта 
энг кичик натурал булувчи, деган шартга зид. Демак, т - чуб сон.

Хулоса. Бу теоремадан, агар а мураккаб сон булса, а нинг 
албатта бигга /а  дан катта булмаган туб булувчиси бор булиши келиб 
чикади. Хакикатдан хам, а мураккаб сон, р  эса унинг бирдан катта энг 
кичик туб булувчиси булсин. У холда шундай q сон топилиб, а =  
ра > р2 ёки р < Ja келиб чикади.

Демак, бирдан катга а натурал сон туб сон булиши учун р < -fa 
туб сонларнинг бирортасига хам булинмаслиги етарли. Масалан, 101 
туб сон булиши ёки булмаслигини аникдаш учун уни Viol дан кичик 
булган 2,3,5,7 туб сонларга булиб курамиз, 101 бу сонларнинг 
бирортасига хам булинмайди, шунинг учун. 101 туб сон экан.

Агар с = 91 булса, туб сон булиши ёки булмаслигини аниклашда 
■Jc = 9,...; 91 га булинишини текшириш учун 2, 3, 5, 7 сонларга булиб 
курамиз, биз 91 = 7-13эканлигини топамиз. Демак, 91 мураккаб сон 
экан.

Мисол. 397, 401, 403, 409, 677 сонларидан бири мураккаб сон 
булишини курсатинг.

Арифметыканинг асосий георемаси
Теорема. Х,ар цандай натура.i сон бирга тенг, туб сон ёки 

купайтувчтари тартибигача аникликда ягона усулда туб сонпар 
купайтмасига ёйшади.

Исбот. Математик индукция методи билан исбот киламиз.
1- боскич. Индукция базиси п~-1 булсин. У холда теорема исбот 

булди.
2- боскцч. ХаР кандай 1 <к<п учун теорема тугри булсин. Яьни,

к = 1 га, туб сон ёки купайтувчилари тартибигача ягона усулда туб 
сонлар купайтмасига ёйилади.

3- боскич. Агар п туб сон булса, исбот тамом. Агар п мураккаб 
сон булса, у холда 1 <а<п ва 1 <Ъ<п шартларни каноатлантирадиган 
шундай натурал сонлар мавжуд булиб, n^a b индукция фаразига кура 
а, Ъ лар туб сонлар ёки купайтувчилари тартибигача аникликда ягона
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усулда туб сонлар купайтмасига ёйилади. Агар а, b лар туб сонлар 
булса, исбот тугайди.

Акс холда,
О- — VvVl’ ■■■ Рк> Ь~~Рк+1'Рк+2’ ••• ipnv 

Энди бу ёйилма ягона эканлигини исбот киламиз.
Фараз килайлик, п  =  qx, ■■■,qs тенглик п нинг бонща ёйилмаси 

булсин. Бундан, п=рь р2, ...рт = <h>--’Qs келиб чикади. Бу 
тенгликнинг иккала томонини рх га булайлик. У холда, рх ва qx, ...,qs 
лар туб сонлар булганлиги учун qx,...,q s лардан бири рх га тент. 
Аникдик учун Pi'Q i булсин. У холда, р2, ...pm^q 2, - , q s- Бу 
ёйилмалар п дан кичик сонларнинг ёйилмалари булганлиги учун, 
индукция фаразига кура, купайтувчилари тартибигача ягона. п 
натурал сонни туб купайтувчиларга ёйганимизда, рг туб сон ёйилмада 
аг марта, р2 туб сон а2 марта ва хоказо, рт туб сон ат марта 
учрасин. У холда п =  рхг,р22, ифода п натурал соннинг
каноник ёйилмаси дейилади. Каноник ёйилмада туб купайтувчиларни 
усиш тартибида жойлаштирсак, ёйилма ягона булиши аник.
1- масала. Туб сонлар айирмаси шаклида ёзиладиган барча ток 
сонларни топинг.
Ечиш. Туб сонлардан биттаси, албагта, жуфт булиши керак, шунинг 
учун N = p -2, бу ердар  -  жуфт булмаган туб сон.
2- масала. X'=3n+2(w=l,2,...) соннинг квадратини натурал сон квадрата 
ва туб сон йигиндиси шаклида ёзиш мумкин эмаслигини исботланг. 
Ечиш. Агар N2 = п2 + р булса, у холда p=(N-n)(N+n), бундан 
N-n=i,N+n = р демак, 2N=\+p ёки p=2N-i=6m+2, бу эса мумкин 
эмас.
3- масала. Маълумки, р,р+ \ 0, р+14 сонлар туб. р  ни топинг.
Ечиш. р, р+10, р 414 сонлардан камида биттаси 3 га буяинади. Демак,
р=3.
4- масала. 127 туб ёки мураккаб сон эканлигини аникланг.
Ечиш. л/ш дан ошмайдитан 2, 3, 5, 7, 11 туб сонлар 127 ини 
булувчилари
эмас, демак, бу сон туб сондир.
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5- масала. Агар туб р, q сонлар учун х 2 — рх + q = 0 квадрат 
тенглама иккита турли бутун ечимга эта булса, р, q лар топилсин. 
Ечиш. Тенгламанинг ечимлари хг < хг шартни каноатл антир син. 
Виет формулаларига кура, р =  хх +  х 2, q = х ,х2.
q- туб сон булгани учун охирги тенгликдан х, =  1 булади ва бундан 
q =  х2; р — 1 + х2 -  иккита кетма -  кет туб сон эканлиги келиб 
чикади. Бу эса фадат q=2, р=Ъ булгандагина уринли.
6- масала. 2320 ва 2350 сонлари орасида жойлашган барча туб 
сонларни топинг.
Ечиш. Ечимни соддалаштирши максадида 2321 дан 2349 гача 
булган сонлар каторида жуфт, 0 ва 5 билан тугалланадиган сонларни 
ёзмаслик мумкин, чунки бу сонлар туб эмас. Демак: 2321, 2323, 2327, 
2329, 2331, 2333, 2337, 2339, 2341, 2343, 2347, 2349.
Бу сонлар кагоридан 3 га булинадиганларЯи учирамиз (3 га булиниш 
аломатидан фойдаланамиз). Бу сонлар: 2331, 2337, 2343, 2349 
Крлган сонлар: 2321,2323, 2327, 2329,2333,2339, 2341,2347.
Бу каторда 5 га каррали сон булмаганлиги сабабли 7 га каррали 
сонларни учирамиз. Бу куйидагича амалга оширилади. Катордаги 
биринчи сонни 7 га 
буламиз:

2321 =7-331 +4.

К^олдик 4 дан (7 гача 3 ечишмайди) 7 га каррали сон натурал 
сонлар каторидаги 2321 дан кейинги учинчи сонлиги келиб чикади, 
яъни 2324 ва шу 2324 дан кейинги барча 7 чи сонлар булади. Яъни: 
2331,2338, 2345. 11 га каррали сон 2321.
Бундан кейин келадиган 11 га каррали сонлар 2332, 2343 сонлар 
учирилган. 13 га каррали сонларни топамиз: долган сонлардан 
биринчи сон 2323 ни 13 га буламиз:

2323=13-178+9.

Демак, 13 га каррали сон натурал сонлар каторида 2323 дан 
туртта кейин келган (9+4=13) булади, яъни 2327. Бу сонни учирамиз. 
13 та булинадиган кейинги сон 2340, бу сон учирилган. >/2350 < 49 
булганлиги сабабли бу жараённи то 47 туб сонгача давом эттириш
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керак. 2329 -  17 га каррали, 2323 -  23 га каррали сонлар. Долган 2333, 
2339, 2341, 2347 сонлар туб сонлар булади.
7- масала. Ихтиёрий олтита кетма-кет натурал сонлар учун улардан 
фа кат биттасининг булувчписи буладиган туб сон топютишини 
исботланг.
Ечиш. Кетма-кет булган, п, п+1, и+2, и+3, и+4, и+5 сонларни 
оламиз. Агар и сони 5 га булинмаса, п+1, и+2, и+3, и+4 сонларидан 
фадат биттаси бешга булинади. Агар и сони 5 га булинса, и+5 х;ам 5 га 
булинади.
У холда, 5 га булинмайдиган и+1, и+2, и+3, и+4 сонлардан иккитаси 
2 га булинмайди. Шу иккита ток, сонлардан бири, албатта, 3 га 
булинмайди. Демак, 2 га, 3 га ва 5 га булинмаган шу сон 5 дан 
каттарок туб сонга булинади.

п, и+1, и+2, и+3, и+4, и+5 сонлари орасида шу туб сонга 
булинадиган сон ягона.
8- масала. р1,р2, ...,р„ туб сонлар учун b = ргр2 ... рп + 1 сони туб 
сон буладими?
Ечиш. 2 -3  • S '7  4 1  13 +  1 =  30031 = 59 • 509. Йук;, туб сон 
булмайди. Яъни мураккаб сон.
9- масала. 218 + 3 18 йигиндини туб купайтувчиларга ажратинг.
Ечиш.
218 + З18 = (22 + З2 ) (24 -  2232 + З4 ) (212 -  2б • З6 + З12 )=
= 13 ■ 61(212 -  2б ■ З6 + З12 )= 13 • 61 • 488881= 13 • 61- 37 ■ 73 -181.
10- масала, Куйида1иларни исботланг:

a) Агар а сон р  туб сонга булинмаса, у хслда а, р  сонлар узаро 
туб булади.

b) Агар бир нечта сон купайтмаси р  туб сонга булинса, у холда 
уни ташкил килган купайтувчилардан камида биттаси р  га булинади. 
Ечиш. а) Тескарисини фараз диламиз, яъни а сон берилган р  туб 
сонга булинмасдан, у билан 1 дан фаркди умумий булувчига эга 
булсин.
р  сон туб булгагешги боне бу умумий булувчи факат р  була олади, 
яъни а сон р туб сонга булинар экан. Зиддиятга эга булди.
Ь) Агар бир нечта сонларнинг купайтмаси р  туб сонга булиниб, 
купайгувчилар барчаси р  га булинмаса: (а) хоссага кура улар р  туб



сони билан узаро туб булади, Демак, берилган купайтма дам р  туб 
сони билан узаро туб. Бу эса зиддиятта олиб келди.
11- масала. 3, 5 ва 7 сонлар ягона уч эгизак сонлар (яъни айирмаси 2 
га тенг булган арифметик прогрессия ташкил эгувчи 3 та туб сон) 
ташкил этишини исботланг.
Ечиш. р, р  + 2 ш р  + А { п > Ъ )  сонларни курамиз. p=3q+\ (q=2A,...) 
булса, р+2 -  сон мураккаб сон булади (3 га булинади). Агар 
p=q+2{q=\,2....) булса, р+4 мураккаб сон булади.
12- масала, р > 3 туб сон учун 24 | р 2 — 1 муносабатни исботланг. 
Ечиш. р — 1, р +  1 кетма -  кет жуфт сонлардан биттаси 4 га биттаеи 3 
га булинади. Демак, р 2 — 1 =  (р — 1)(р +  1) сон 24 га булинади.
13- масала. 3»+2 (и = 1,2,) куринишдаги энг катта туб сон мавжуд 
эмаслигини исботланг.
Ечиш. к  = 2-з-5-... р+2 куринишдаги сонни караймиз, бу ерда р = Зп+2 

куринишдаги сон (К  сони дам шу куринишдаги сон). К  нинг каноник 
ёйилмасида р  дан катта туб сонлар мавжуд ва булар орасида Зи+2 
куринишдаги туб сон мавжуд. Зл+1 куринишдаги губ сонлар 
купайтмаси яна шу шаклга зга булганлиги сабабли у К  га тенг була 
олмайди. Демак, р  кандай булишидан катъи назар, Зи+2 куринишдаги 
р  дан катга туб сон мавжуд.
14 -масала. Кандай натурал п сонлар учун Зи-4, 4н-5, 5п-Ъ 
куринишдаги учта соалар барчаси туб булади?
Ечиш. Бу соачар (Зи-4)+(4я-5)+(5и-3)=12л-12=!2(»-1) -  жуфт 
булгани учун улардан камида биггаси, албатта, жуфт, яъни 2 га тенг 
булади. Аммо, 4и-5 ток булганлиги сабабли, куйидаги долларни 
карашимиз етарли:

3 п — 4 = 2 « п  = 2 ёки 5 п — 3 =  2 <=>п=1 
Агар п=\ булса, 4« -5= -1.
Агар п=2 булса, 4н-5=3, 5п-3=1. Демак, н=2.

15-масала. п>2 сондан катта булмаган барча туб сонлар купайтмаси 
п дан катта булшнини исботланг.
Ечиш. р  — туб сон р<п шартни каноатлантирувчи энг катта туб сон 
булсин.
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jV=2-3-5-... p - l  соннинг каноник ёйилмаси факат п дан катта туб 
сонлардан иборат. Демак, N >п ва буидан N = 2-3-5-.р>п.
16- масала. 27195е -  10887е + 101528 сони 26460 га булинишини 
исботланг.
Ечиш. 26460 =  22 ■ З3 • 5 • 72 каноник ёйилмани хосил киламиз.
А = 27195е -  10887е +  10152е сонини 27195е -  (10887е -
10152е)
куринишда ёзамиз. Бу сон 5 • 72 га булинади. Хдкидатдан хам 
27195 =  3 ■ 5 ■ 72 • 37,10887е -  10152е айирмаэса 10887 -  10152 = 
735 =  3 • 5 ■ 72 га булинади.

Бопща тарафдан, А =  (27195е — 10887е) +  10152е
куринишдан А  сони 22 • З3 га булиниши келиб чикади, чунки 
27195е -  10887е сон 27195 -  10887 = 16308 =  22 • З3
151 га булинади, 10152 сон эса 10152 =  23 • З3 • 47 каноник ёйилмага 
эга. Шундай хилиб, натижада А сони 5 • 72 га ва 22 • 33сонига 
булинишини хосил килдик. Демак, у 26460 =  22 • З3 • 5 - 72 сонига 
хам булинади.
17- масала. Шундай 50 та натурал сонлар топилсинки, улардан хеч 
бири бошхасига булинмайди, аммо ихтиёрий иккитасининг 
купайтмаси колган 48 та сонлардан барчасига булинади.
Ечиш. рг, —,Pso — туб сонлар булсин.

А 1 = Pl Р2 - P so>A2 = Pi -p i Рз ■ .■■■Pso>--Aso = Pi • -P49 • 
p | о сонлар масала шартини каноатлантиришини курсатамиз. 
Х,акикатган хам, агар i ^  j  булса, Aj/Aj =  p-jpj сон бутун булмайди. 
Бундан ташкари, А,А^ =  (рх • ... • p S0) 2Pi • р, сон А±, ...,А50 сонларнинг 
барчасига булинади.
18- масала, р  ва 8р2+1 -  туб сонлар булса, 8р2+2р+1 туб сон 
булишини исботланг.
Ечиш. р  ва 8р2 +1 — туб сонлар булганлиги сабабли р  = 3 булиши 
керак, чунки р = Зк+\ ёки Зк+2 булганда 8// +1 туб булмайди. Демак, 
8р2 +-2р+3 = 79 -  бу туб СОН.

19- масала. Геометрик прогрессияда биринчи, знтанчи ва уттизинчи 
хадлар натурал сонлар булса, унинг йигирманчи хади хам натурал сон 
булишини исботланг.

11



Ечиш. аг, а2, ..., ап, -  берилган геометрик прогрессия, #-унинг 
мах раж и булсин. Масала шартига кура, alt а1С = a±q9 ва а 30 = 
axq29 соплар натурал сонлар булади. Шунинг учун q ва q29-  мусбат 
рационал сонлар. Демак, q2 =  q29/(q 9)3 ва q = q9/{q 2Y  сонлар хам 
рационал сонлар булади. q = т  /  п  булсин, бу ерда т ва п натурал 
узаро туб сонлар.

а30 = агт 29/ п 29
29 29 »-» -  29натурал сон, т ва п узаро туо оулгани учун а\ сон п га оулингани 

келиб ч и кади. Демак, а20 — ci\q19 — агт 19 / п 19 сон натурач сон 
булади.
20- масала. Кайси натурал п сон учун п 5 +  п4 +  1 сон туб булади? 
Ёчиш. п= 1 булса, п 5 +  п4 + 1 =  3 -  туб сон.

п 5 +  гг4 + 1 = гг5 +  п4 + п 3 -  п 3 -  п2 -  п +  п 2 + п  + 1 =
= п3(п2 +  п +  1) — п (п 2 + п +  1) + (п2 +  п +  1) =

-  (п3 - п  + 1 )(п 2 + п  + 1) 
муносабатлар уринли.

Маълумки, п > 1 булганда п3 - п + 1 > 1 , п 2 + п +  1 > 1  
булади. Демак, бу холда п5 + п4 +  1 сон бирдан катта натурал сонлар 
купайтмасига ёйилади, яъни у туб эмас. Демак, и=1.
21-  масала, а4 + 4Ь4 сон туб сон буладиган барча натурал а, b сонлар 
топилсин.
Ечиш.

а 4 + 4Ь4 = а 4 +  4Ь4 + 4а2Ь2 — 4а2Ь2 =  (а2 + 2Ь2)2 -  4а2Ь2 =
= (а2 +  2 Ь2 +  2 аЬ )(а2 + 2 Ь2 — 2 аЬ)

=  [(а + Ь)2 + Ь2Ж а -  Ь)2 + Ь2]
Равшашш, (а  + bУ  + b2 > 1. Демак, а4 +  4Ь4 сон туб сон 

булиши учун
(а +  Ь)2 +  b2 = 1

тенглик бажарилиши зарур ва етарли.
Бу тенглик факат а~Ь~1 булганда бажарилади. Бу сонлар зса 

масала шартини каноатлантиради.
Изох. Адабиётларда а 4 + 4Ь4 =  [(а +  bУ  +  Ь2][(а — bУ + b2] 

айният Софи Жермен1 айнияти деб юритилади1.

1 Софи Жермен-франт з математиги, файласуф ва механик.
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22- масала. 2”- I  ва 2”+1,(л>2) сонлар бир вактда туб сонлар була 
олмаслигини исботланг.
Ечиш. 2" =3g+i ёки 2” =Зд+2 куринишга эга. Биринчи холда 2”-1 = 3q -  
мураккаб сон, чунки п > 2 да q > \  булиши керак. Иккинчи холда 
2”+1 =3^+3— я на мураккаб сон.
23- масала. Агар р  туб сон ва 0<к<р булса, у холда,

к = ____________ 1 ■ 2 ••• (р — 1)р____________
р 1 • 2 ••• (/с — i ) k  ■ 1 ■ 2 -  (р -  к -  1)(р -  к') 

биномиал коэффициент р  туб сонга булинади.
Ечиш. Биномиал коэффициент бутун сон булгани боне, у ни
1 -2  (р — 1)р сурати махражига булинади. О < к <р  булгани учун 

1 - 2 ••■(к — 1)к ■ 1 • 2 •■•(]} — к -  1 )(р  — к) = к \(р  — к)\ 
сони р  сон билан узаро туб сон. Шунинг учун 1 - 2-*-(р — 1)р 
суратнинг факат
1 2 (р — 1 )р купайтувчиси махражга булинади.
24- масала. Мураккаб а сонининг 1 дан фаркди энг кичик булувчиси 
\/а  сонидан катта булмаган туб сон булишини исботланг.
Ечин!. Натурал сонларнинг туплами куйидан чегараганлигидан а 
сонининг 1 дан фаркли энг кичик булувчиси мавжуд булиши келиб 
ч и кади ва биз уни Ъ оркали белгилаймиз.

Дастлаб, Ъ сонини туб сон булишини исботлаймиз. Агар биз уни 
мураккаб сон деб фараз килсак, у ут д т  кичик бул1'ан натурал 
булувчига эга булганлиги келиб чикали ва бу булувчи а сонини хам 
булади. Бундай булиши мумкин эмас. Демак, b сони туб сон булади. 
a=bq тенгликдан q булинма а сонини натурал булувчиси эканлиги 
келиб чикади. Демак, b сонини таърифига кура q > b тенгсизлик 
бажарилади. Шу генгсизликдан фойдаланиб, а = bq > bb =  b2 га эга 
буламиз.

Изох. Бу масала а сонидан катта булмаган туб сонларни 
топишда Эратосфен галвири2 деб аталадиган одций усулдан 
фойдаланишга имкон беради. Унинг мохияти билан танишамиз.

Эратосфен (м.а. 276-194 йиллар.) — кадимии юнонлнк олим. Кубни иккилаш масаласини ечишга дойр махсус
хурнлма
(мезолябий)ни кашф кклган.
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1, 2, 3 а сонлар ичида 2, 3, 5, 7, туб сонлари ва уларга 
булинадиган сонлари кетма-кет учирилади. Бунда:

а) р  туб сонига булинадиган сонларни учиришни р 2 дан бошлаш 
керак;

б) учириш жараёнини л/а сонидан катта булмаган туб сонлар 
учун уткатиш етарли.

Натижада а сонидан катта булмаган туб сонлар учирилмай 
колади.
25- масала, р  -  туб сон булсин.

а) р  дан кичик ва у билан узаро туб булган натурал сонлар 
нечта?

б) р 2 дан кичик ва у билан узаро туб булган натурал сонлар 
нечта?
Ечиш. а) Барча р дан кичик натурал сонлар у-билан ударе туб булади. 

Уларнинг сони эса р—1 га тенг.
б) Барча р2 дан кичик ва р  га каррали булмаган натурал сонлар 

р 2 билан узаро туб булади.
р  дан кичик вар  га каррали сонлар р, 2р, .... (р -  1)р куринишга 

эга. Уларнинг сони р - 1 га тенг. Демак, р2 дан кичик ва у билан узаро 
туб булган сонлар

(V2 -  1) -- (р -  1) =  р2 -  V 
та булади. я) р~1; 6) р2-р.
26- масала. (Евклид теоремаси)3 . Туб сонлар чексиз кулщир.
Ечиш. Тескарисини фараз киламиз, яъни факат п та туб сонлар 
мавжуд булсин. b = ргр2 — рп + 1  сонини олайлик. У барча 
Pi>Pi> — ’Рп туб сонлардан катта булгани учун мураккаб сон булади. 
Демак, унинг 1 дан фаркди энг кичик р  натурал булувчиси туб сон 
булиб, у Pi.Pz, —,рп лардан бирортаси билан устма-уст тушади, яъни 
b ва pt , Pz. — ’Pn сонлар Ь га бир вадтда булинади.

Демак, 1 =  РхР2 —рп — Ь сони р  га булинади. Зиддият.
Изох. 2006 йилда 232582657 — 1 -сони туб сон булиши 

текширилди. Бу сон хозиргача энг катта маълум булган туб сон 
булиб, у унли позицион системада 9В08358 та ракамдан иборат.

3 Евклид (м .а 356-300 йклл^>.) — кадимий юионлик олим. Геометрия фанининг асссчиларидах1. бири.
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27- масала. е1 — 2, еп = еге2 ... ес_1 + 1 (п > 2) тенгликлар ёрдамида 
анщланган кетма -  кетлик факат туб сонлардан иборат буладими? 
Ечиш. Йук, е5 = 1807 = 13 • 139.
28- масала. Ихтиёрий натурал п учун п та кетма-кет мураккаб сонлар 
мавжудднгини курсатинг.
Ечиш. 1 ■ 2 • 3 ■ •  (n +  1) +  2 сон 2 га, 1 • 2 ■ 3 ■ ... • (n +  1) +  2,...,
I  • 2 • 3 • ... • (п  +  1) +  п  + 1 сон п+ 1 га булингани учун, бу сонлар 
масала шартини каноатлантиради.
29- масала. 3, 7, 11, ... чексиз арифметик прогрессияда туб сонлар 
чексиз куп булишини курсатинг.
Ечиш. Тескарисини фараз кдламиз, яъни берилган прогрессияда 
факат п та рх =  3,р 2 — 7,..., рп туб сонлар мавжуд булсин.
Ь = 4р2 —Рп +  3 сонини олайлик. У барча рг,р 2, —,рп туб сонлардан 
х,еч кайсисига булинмасдан, 4к+3 куринишдаги р  натурал булувчига 
зга, Зиддиятликка келдик.
30- масала. 1001001001 соннинг 10000 дан катта булмаган туб 
булузчиларндан энг каттасини топинг.
Ечиш. 1001001001 =  1001 • 106 + 1001 = 1001 • (106 +  1) =  7 •
I I  • 13 • (106 +  1) =  7 • 11 • 13 ■ (102 + 1) • (Ю4 -  102 +  1) =  7 • 11 • 
13 • 101 • 9901
Жаооб. 9901

1.2-§. Булиниш муносабати. Катурал сон, натурал 
булувчиларининг сони ва йитиндиси

(z, +,•) - бутун сонлар далкаси, a , b e z .

Маълумки, а сони b сонига булинади, агар шундай с сони (ceZ ), 
топилса, бунда а= ь-с  булса. Булинишга нисбатан хоссалари:
!)V(a6 Z)a :а, чунки а - а Л
2) а ,Ь л Ь .с ^ >  а: с,
3) а':ЬлЬ:с (а±Ь)':с

4) а:Ь /\ bf.c => (а+ Ъ)1с
5) а':с, mdi(b е Z)(ab)’:c
6) а\Ъ => (-а) i Ь А а \ (-6) а (-а ): (-й)
7) V(a е Z)a ф 0, а /0
8) a^0Ao:i=>|aj>|b|
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Таьриф. а бутун сонни Ь га ( ь v о) колдшуш булиш деб, шундай 
бутунb q <, а < b(q +1) ва 0 < a - b - q < b  q , r e Z  СОНГ8 аЙТИЛадИКИ, 
куйидаги тенглик бажарилади:

a = b q + ryO<r <\Ь\.

Куйидаги теорема мухим ахамиятга эта.

1 - Теорема. а,Дег,Ь*охандай булишидан катьи назар, а ни Ъ га 
доимо бир дийматли крлдикди булиши мумкин.

Исбот. a) be'Z. ь> 0. Ъ каррали соаларни усиш тартибида 
жойлаштириб чикамиз: ...,*(-2),£>(-1),*0,61,62,...

bq&z, булсин. Энг катта бутун сон, а дан устун булмасин. У холда, 
r = ry b q <а< b(q ■+1) ва 0 < a - b q < b .  y  = a - b - q  оркали беЛГИЛаЙМИЗ, 

унда:

a = b-q + r, 0 < г< Ь.

b) beZ.b <л) хоссасини куриб чикдмиз. У холла. -ь>о. а) хоссасига 
мувофик, шундай q , r a Z  мавжуд,
a = (-b)-q+r,  0 < г < —6 ёки a = b ( —q)+r ,0 < г  <— Ь.

Ягоналиги. q, г, q„ fj бутун сонлар булсин, бунда a = b-q + r за

a = b q x + /;,0 <г <)6| ё 0 < /;< |6 |.

Бу нисбатлардан:

b ( q - q l) = rl -r ,d < \r l - r \< \b ' fZ \b \q -q x\r\rl - r \  (1-1)

га эта буламиз.

Агар q Ф qi деб фараз кдлинса, (!.1) =>|r1-r]>|6i булганлиги сабабли 
карама-карши фикрга келдик. Демак, q f- q\. У холда, (1.1) дан келиб 
чикади, r=rv

Изох- Шуни айтиш жоизки, охирги g) хосса булиниш билан 
боглих мулохазаларни бутун сонлар учун эмас, балки натурал сонлар 
учун юритшпга имкон яратади.
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2 га каррали бутун сонлар (яъни, 2к ,к  6 Z, куринишдаги 
сонлар) жуфт, 2 га каррали булмаган бутун сонлар (яъни, 2к+1, к  6 
Z , куринишдаги сонлар) эса ток сонлар, деб юритилади.

Бунда куйидагияар уринли:
a) Иккита ток; сонларнинг йигиндиси ва айирмаси жуфт, 

купайтмаси эса ток сон булади.
б) Иккита жуфт сонларнинг йигиндиси, айирмаси ва купайтмаси 

жуфт сон булади.
1 -масала, а сонни 13 га булганда туликмас булинма 17 га тенг булса, 
а нинг энг катта кийматини то пинг.
Ечиш. Масала шартига кура, а = 13-17+г, 0 < г < 13. Демак, г = 12 
булганда а энг катта кийматга эришади, яъни 13-17+ 12 = 233.
2- масала, а) а+1 сон 3 га булинса, 4+7а сон дам 3 га булинишини 
исботланг:

b) 2+а ва 35-Ъ сонлар 11 га булинса, а 'Ь  сон уам 11 га 
булинишини исботланг.
Ечиш.
a) 4 +  7а = 4 (а + 1) + За булгани учун 4+7а сон 3 га булинади.
b) а + Ь — (2 +  а) — (35 — Ь) + 33 булгани учун а+Ъ сон 11 га 
булинади.
3- масала. Булинувчи 371, туликмас булинма 14 га тенг булса, 
булувчи ва унга мос колдикларни топинг.
Ечиш. Масала шартига кура, 371 = Ь-14 +г, 0 < г < Ъ , бундан 14b < 
371, Ъ < 26. Бошка томондан 15fc > 371, бувдан Ъ > 24. Демак, 6=25: 26 
ваг  = 21; 7 булади.
4- масала. Ихтиёрий т ва п бутун сонлар т п(т  +  п) сони жуфт сон 
булишини исботланг.
Ечиш. Агар т ва п сонлардан бирортаси жуфт булса, у х,олда тп(гп + 
п ) сони жуфт сон булиши маълум. Щунинг учун m ва п сонлар 
иккаласи дам ток, булади деб фараз кипамиз. У уолда, иккига ток 
сонларнинг т+п йигиндиси жуфт сон булганлиги сабабли т п(т  + п) 
сони жуфт булади.
5- масала, а сонни Ъ сонга булганда булинма q ва нолмас коядик г га 
тенг. а ни кандай натурал п 
ортади? [ VH О':
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Ечиш. an -  bqn + rr, дан rn < b ва a<-.Г
6- масала. Берилган еттита сондан ихтиёрий олтитасининг йигиндиси 
5 га булинади. Бу сонлар х,ар бири 5 га булининшни исботланг.
Ечиш. Берилган сонларни а, Ъ, с, d, е, f  g  орцали, уларнинг 
йигиндисини эса к  орхали белгилаймиз. Масаланинг шартига кура 
к -  а, к - b ,  к -  с , к — d, к — е, к — f ,  к -  д 
айирмалар барчаси 5 га булинади. Уларни кушиб,

7к — (a + b + c + d + e +  f  + — 6к
тенгликни досил киламиз. Бундан 6т сони 5 га булиниши келиб 
чикади. Бу эса к сони 5 га булинганда бажарилади.

Шундай килиб, к ва к-a сонлар 5 га булинади, демак, а=к-{к-а) 
сон х,ам 5 га булинади.

Худди шундай, колган b, с, d, е, /  вз g  сонлар 5 га булиниши 
исботланади.
7- масала. Учта кетма - кет натурал сонлардан биттаси 3 га 
булининшни исботланг.
Ечиш. Натурал сонни 3т, Зт + I, Зт + 2 сонларнинг биттаси 
шаклида ифодалаш мумкин. Агар п = Зт булса, у х,олда 3\п; агар п = 
Зт + 1 булса, у долда 3jn + 2; агар п = 3т + 2 булса, у холда 3|л+1. 
S-масала, а) 3 та кетма-кет натурал сонларнинг кучтайтмаси 6 га 
булининшни исботланг.

Ъ) 5 та кетма — кет натурал сонларнинг купайтмаси 120 га 
булининшни исботланг.
Ечиш. а) Берилган сонлардан камида биттаси жуфт сон булгани учун 
купайтма 2 га булинади. Худди шундай, берилган сонлардан камида 
биттаси 3 га каррали булгани учун купайтма 3 га булинади. Демак, 
купайтма 6=2-3 га булинади.

Ь) Берилган сонлардан камида биттаси 5 га, камида биттаси 3 га, 
камида иккитаси 2 га булиниши аник,-

Бундан тапщари, 2 га булинадиган сонлардан камида биттаси 4 
га булингани учун купайтма 5-3-2-4=120 га булинади.
9-масала. Агар беш хонали сон 41 га булинса, шу сонни ташкил 
хилган радамларни айланма алмаштириш ёрдамида хосил булган хар 
хандай соннинг 41 га булининшни исботланг.



Ечиш. Беш хонади сон N = 10’а + 10’6 + 102с+1Ы + с булсин ва у 41 га 
булинсин. Ракамларни айланма алмаштиришдан (чапга бир ракамга) 
куйидаги сонни косил киламиз:
A!,=104i+ W V + i0 2<i+10d + a = 10(l04a4 103i-i-102c+10(/+e)-105a + a  = 10iV-99999a 

4 i j N  ва 41199999 дан 4 11 N] келиб чикади.
10- масала. Ихтиёрий натурал к  сон учун 7 + 72 4---Ь 74fe йигинди,
400 га булинишини исботланг.
Ечиш. Берилган йигиндини куйидагича ёзамиз:

(7 +  72 + 73 + 74) + (75 +  76 4- 77 +  7s) + -
4- f j 4 k - 3  _j_ j4rk—2 y tfc - l _j_ y 4 k j  _

=  (7 + 72 -i- 73 +  74) • (1 + 74 +  7s +  - • +  74k_4)
= 7 • 400 • (1 + 74 +  78 + -  +  74k~4)

Бундан, 7 4- 72 f  — h 74k йигинди 400 га булиниши келиб чикади.
11- масала. 22' +1(и==2Д...) куринишдаги барча сонлар 7 ракам билан 
тугашини исботланг.
Ечиш. 22’+1 = 17. Агар 22"+1 = !0?+7, булса. у хрлда

22”1+1 = (22")2+1 = (1О?+6)2-т-1 = (1О0+6)41 = 1О0+7.

12- масала. 7-11-13=1001 ни билган долда 7, 11, 13 га умумий 
булиниш аломатини келтириб чикаринг. Бу аломатни 368312 га 
кулланг.
Ечиш. N = 1000^ + г=  1001 q + r ~ q  дан N  сон 7, 11 ва 13 га булиниши 
учун шу сондан унинг 1000 га булинганида х,осил булган колдикдан 
айирмаси 7, 11 ёки 13 га булиниши зарур ва етарлиги келиб ч и кад и, 
яъни 7 -11-13 /(1 -  q) . Агар N  = 368312 булса, юкорида келтирилган 
айкрма 368 -  312 = 56.
56 факат 7 га булинганлиги сабабли 368312 / 7 га булинади, лекин 11 
ва 13 га булинмайди.
13- масала. I 2009 + 22009 4- — j- 162009 натурал сон 17 га булинишини 
курсатинг.
Ечиш. Ихтиёрий к = 1,2, .... 16 учун

(17 -  k )2009 =  17А -  к2009 
тенглик уринли, бу ерда А -  натурал сон.

Демак, к 2009 4- (17 — к )2009 сони 17 га булинади.
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-̂ 2009 ^  22009 ___ j- 162009 =  ( i 2009 + 162009) +  (22009 +  152009) -f ...
булгани учун берилган йигинди хам 17 га булинади.
14 -масала. Туртта кетма-кет жсйлашган бутун сонлар купайтмасига 
бир кугиил ганда тулик квадрат до сил булишини исботланг.
Ечиш. т -  т, т + \, т + 2 -  туртга кетма-кет келадиган бутун 
сонлар булсин. У холда
(т —1 )т{т + 1)(т + 2)+ 1 = {т -  1 )(т + 2)(т2 + т)+ 1 = (т" + т — 1 )2 .
15- масала. Барча натурал п сони ва т>2 ток, сони учун к = т п сонни 
караймиз. 1к + 2к + — (- (т  — 1)к сонини т га булинишини 
исботланг.
Ечиш. Маълумки, к=тп куринишдаги сон ток булади.

Демак, барча натурал i = 1 ,2 , ..., -  сонлар учун

ik +  (m — i)k = т (1к~л  -  ik~2(m — i) + + (m -  i)k_1)
тенгликларни косил киламиз.

Бу тенгликларни барчасини кушиб чиксак, 
l k +  2fc + -  +  ( m - l ) fc 

сони т га булинишини косил киламиз.
16- масала. 1110 -  1 сонни 100 га булинишини исботланг.
Ечиш. Ньютон биномини куллаймиз:
(i+io)'t,=i+c;c io+c120.io2+cf0 io3+...+io,°
Бундан
(1+Ю)10—l = 10-10+Cfo.102+Cfo-10J+...+1010 кар бир кушилувчи 100 га 
булинади.
17- масала, х, у  -  бутун сонлар булсин. 2 х + 3 у  сони 17 га булиниши 
учун 9 х  + 5 у  сони 17 га булиниши зарур ва етарли булишини 
исботланг.
Ечиш. Куйидагиларга эгамиз:
17|(2* + Зу) => 17 j(l3 (2x  + Зу)) =* 17|(2б* + 39у) => 17|(9дс + 5у) 

Демак, 2 х  +  3 у  сони 17 га булинса, 9 х  +  5 у  сони хам 17 га 
булинади.
Бошка тарафдан
171(9* +  5у) => 17|(4(9х + 5у)) => 17|(36х + 20у) => 17|(2х + Зу)
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Демак, 9х  4- 5 у  сони 17 га булинса, 2х + 3 у  сони Х£Ш j у га 
булинади.
18- масала. Дар бир бутун п учун п -п  сон 5 га булиниши исботланг

Ечиш. п -  п = п(п2-\)(пг \ \ ). Бутун сонни 5 га булганда Колдикггар О
1, 2,
3, 4 булади ва бундан бутун сон 5к, 5к + 1, 5к + 2, 5* + 3 5^ j- 4 
куринишдан бирига тенг булиши келиб чикади.
Агар п = 5к булса, п сон 5 га булинади; агар п = 5к + 2 ёуи п = f 3 
булса, (п2 + 1) сон 5 га булинади; агар п = 5к + 1 ёки п ~  5^ + 4 бул^а, 
(я2-1) 5 га булинади.
19- масала. Барча бутун п сонлар учун куйидагиларни исботланг'

a) п5 — 5п3 +  4п сони 120 га булинади;
b) п 2 + Зп + 5 сони 121 га булинмайди.

Ечиш.
а) п5 -  Бп3 + 4п = п(н2 -  1)(я2 -  4) = п(п -  1 )(л + 1)(п _  2)(п + 2) 

булгани учун у 5 та кетма-кет натурал п-2, п-1, п п+1 пА 2 
сонларнинг купайтмаси булади. Бундай сонлар эса 5 ! =  j  . 2 .3  ^
5 — 120 сонига булинади (текширинг).

б) п 2 + Зп +  5 =  (п + 7)(л  -  4) +  33 тенглик ба*арилишини 
курсатиш кийин эмас.

Агар 11 |п2 + Зл + 5 булса, у уолда 11 |(п + 7)(п _  яъни 
1 1 1 п + 7 ёки 11 | п — 4 - булади.

(п +  7) — (л — 4) =  11
булгани учун 121 |(п  +  7)(п — 4) булади. Аммо 33 Сони , 7 | 
булинмагани учун бу уолда п2 + Зп + 5 сони 121 га булиц\1:др,дИ 
Агар п2 + Зп + 5 сони 11 га булинмаса, у уолда п2 +  зп +  5 сони 
121 га булинмайди.
20- масала. Ракамлар йигиндиси бир хил булган икки сон айирмаси 9 
га булинишини исботланг.
Ечиш, nx = о„...а1а(, ва iv, =bm...blb0 булсин.

N, = 9Q + ]Га, ва N2 = 9g2 +Х 6. Дан шартга кура,
i=0 /=С

Yfl,= Xbj , демак, N\ -  N2 = 9(Q, -  Q2).
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21-масала. Кетма-кет келган туртта ракам бирин-кетин ёзклган 
оулиб, дастлабки иккита ракам урни алмахдгирилгандан сунг туда 
квадрат булган т)фт хонали сон косил кдлинган. Шу сонни топинг. 
Ечиш. Масала шартига кура,
Nz = 1000(х + 1) + 100х + 10(х + 2) + (х + 3) = ] 1(101 х+ 93).
Бундан N  = 11-к ва N  тула квадрат булганлцгидан i ]к2 = Ю1х + 93. 
яъни
.2 101х+93 2х+5  г- _  тк ----- -------- 9х+8+—j-y—. Бу ерда х 3 келиб чикдци. Демак,

У = 11(]01-3 + 93) = 4356 = 662.

1.3- §. Энг катта умумий булувчи ва Энг кцчик умумий каррали.
Евклид алгоритми

Таъриф. a,b<=Z,alb S<eZ . бутун сонларнинг умумий булувчиси 
а,,а2,...а„, агар a, :S(i= 1,л). d ^ Z , а^аг,...аг бутун сонларнинг ЭКУБ и 
деб аталади агар:

а) d -ш у  сонларнинг умумий булувчиси буЛса;

б) o' шу сонларнинг кар кандай умумий булувчисига булинади.

Таъриф дан куриниб турибдики, бутун сонларнинг ЭКУБи аник; 
белгисигача аникданган. а„а2,...а бутун сондар ЭКУБининг факат 
мусбат кийматини куриб чикамиз ва уни (а:.а2,...аг) ёки ЭКУБ 
(а,,а2,...£г„) деб белгилаймиз.

Лемма. Агар a=bq+r булса, у колда ЖУБ(а,Ь) = ЭКУБ(й,г) .

Икки бутун соннинг ЭКУБини топиш масаласини ечамиз.

a,beZ,a/.b булсин. а  ни h гацолдюуш буламиз:а=Ьч0+г,, 0<г,<|Ь|.

Энди Ъ ни г, :b=Tj q„+r2, CXr2<|b| га буламиз ва коказо.

Бу кетма-кет булиш жараёнини нолли КОДцик; косил кдщмагунча 
давом эттирамиз. Чунки г, >/2 >г,... a b(a /  b, Ь ) а) натурал сонларининг 
кетма-кетлиги гугалланмас булиши мумкин эмдс, зеро neN, шундай
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натурал сон борки, у гм :г„. Натижада тенглик занжирини х,осил 
киламиз:

а -  bq0 + rv 0 < г <| b \
b = r,q.+r2, 0 <г2 <г,
r,=r2q2 + r3, 0 <гъ<г2 (1.2)

г. - 2 М , ч + ' , . 0 < г , < г _ 1

. Г«-1=ГпЧп’Г»*=Ъ

(1.2)тенгликдан (а,Ь) = (о,г,) = (r,r2) = . О)=гп ни х.осил киламиз. 
Шундай килиб, куйидаги теоремага келамиз.

1 - Теорема, a, b(a /ь, Ь /  а) бутун сонларнинг ЭКУБ и а , Ъ бутун 
сонлар учун Евклид алгоритмида охирги нолли булмаган колдикка 
тенг.

Мисол. 816,-187 бутун сонларнинг энг катта умумий булувчисини 
топиш.

Ечиш. 816.-187 бутун сонларга Евклид алгоритмини куллаймиз:

~ ТЧйПЗ 
-1*7 | 6»

куриниб турибдики, 816 = —187-(-4)+ 68,—187 = 68-(-3) +17,68 = 17-4,

Нолдан фаркди колдик 17 га тенг. Хусусан, (816,-187)=17.

2 - Теорема. 3(x,yeZ),ax+by=d а, е z  (; = Гл).булсин. Агар,

(ai,a2) = dl,(a3,dl) = d2,(at ,d2) = d ,,...,(an,d ^ 2) = dn_I,moKu(al,a2,...,a„) = d ^ l.

Бутун сонлар ЭКУБи куйидаги хоссаларга эга:

1) катталигига кура энг катта мусбат умумиий буяувчи (о,,а2,...,а„) шу 
сонларнинг ЭКУБи хдсобланади;

2) a ,b e Z ,m  е N, буЛСИН, у Х,ОЛДа {am. Ът) = т(а, Ъ);



3) агар
V г

ЪлЬ-т, булса, у х,олда. Г £  Ь \ {а,Ь)
4) агар \т ' т) т

Узаро Ч*"{а’Ь)’ бУл с а ’ У ^ о л д а = 4 * ,y e z ) ,a x + fy = d .
V .

Та. бутун сонлар, Энг кцчик у мумий карралн бутун сонлар
Nik ̂ <р. ai,a2,...,an бутун сонлар узаро туб деб аталади, агар ЭКУБ

= 1 булса.

1. а Узаро зуб С0!*Ларнинг хоссалари

УзаР° ^  сон хисобланади <*3(x,yeZ)ax+by=\.
»т. а) Шартга кура, (а ^  = 1 ЭКУБнинг 4-хоссасига кура,

6] ^+*^=1.

®+*у=>̂  Цэггакура, ах+Ьу = Ц х ,» е 7 )  {arb) = d  буЛСин.

туб с° \  l-d,dmN/\t:d=bd=\. Буцдан куринадики, а ва b узаро бутун 
Хулац Нр

^fap ЭКУБ(а,г,) = 1=>а;а!>Ь:А1 ^  ̂ =1_

Т, ^нз кичик У мумий карралн бутун сонлар 
Л

, И\ ) ^ ,Ф- а ва Ъ сонларинио, м усбат уМуММй карралилари ичида 
И Шу сонларнинг энг кццИк умумий карраписи дейилади ва у 

белгиланади.
агар {. • бутун сон а,,а2,...,а„ УМумий каррали бутун сон деб аталади, 

п, булса.

аталад^ бутун сон а,,аг,...,аг энг кичик умумий каррали сон деб
а) т д Ч  куйидаги шартлар бджарилса:

б) хар ь. Мий каррали бутун сон ^  ;
V
Гу умумий каррали бутун сон т га булинади.

ликами.̂  Уд сонларнинг ЭКУБинц фак;ат мусбат кийматини куриб 
1 -Тео^  ̂ЭКУК(0|,ог,...,д,) ёки [ с ,^  а ] белгилаймиз.

V (a,ieN)\a,b\ = Y—r
у п  J М )
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1 -хулоса У(а,ь e Z ) , a * 0 ; b *  о.учун шу сонларнинг ЭКУБи мавжуд.
2-хул оса (a,b е  Z)  энг кичик мусбат умумий каррали сони шу бутун 

сонларнинг ЭКУБи хдсобланади.
Бутун сонларнинг ЭКУКи хоссалари

2) a ,b € :Z ,m ^ N 6 y n c a ,  у Х,ОЛДа [ат,Ьт\ = т[а,Ь\,

3) агар а\т/\Ъ\т  булса, у холда а b 
т т

4) агар d = (a,b) булса, У  холда 3{x,yeZ),ax+by = d.

Хоссалар
a) р  туб сон булса, ихтиёрий натурал т сон учун (р, т)=р(р, 

т)=1 булади;
b) d=(m, п), т  =  d m ', п  = chi' булса , у холда (т ',п ')  =

1 булади;
c) d=(m, п), т  = d 'm '.n  =  d 'r i  ва (m ',n r) = 1 булса, d. = d! 

булади;
д) агар т  =  р“]р“2 ...р“к ва п = pf*pf2 p fK булса (бу ерда рь 

р2, p r -туб сонлар, а„ (3, > 0), у холда

( m , n ) = p i Р2 —Рк тенглик уринли;
е) а ва Ъ сонларининг энг катга умумий булувчиси шу 

сонларнинг барча умумий булувчиларига булинади.
1-масала. Иккита кетма-кет жуфт сонларнинг ЭКУБи 2 га, ток 
сонларнинг
ЭКУБи эса 1 га тентлигини исботланг.
Ечиш, (2л, 2и + 2) = 2(и, п + 1) = 2
2п + 3 = (2 п + 1)-1 + 2 
2п + 1 = 2-п + i
2 = 1 -2, бундая (2л + 1 , 2и + 3) = 1.

2-масала. (Крлдикри булиш уацида теорема) а ва b (Ьф0) бутун 
сонлар булса, у холда a=hq+r тенгликни ханоатлантирувчи ягона q ва 
г (0 < г  < \Ь\) бутун сонлар мавжуд.
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Ечиш. [х] оркали х  Е R сонининг бутун цисмини, яъни х дан катта 
булмаган энг катта бутун сонни белгилаймиз.

{х} = х  — [х ] тенглик билан х  Е R сонининг каср щеми 
аникланади.

Бутун кием ва каср кием таърифларидан бевосита

щЧщНщ)
тенглик келиб чикади. Демак, а = jj^J \b\ + \b\ = bq + г

бу ерда

Бундан bq +  г ва 0 <  г <  |Ь|.
Агар а — bql +  гг тенглик бажарилса (0 < гг <  jfe|). у колда 

К ч - q 1) = r1 - r
булади. О < г ,гг < \Ь\ тенгсизликлардан _

\b \ \q - 4 i \  = | r i - r |  <  |6|
тенгсизлик келиб чикади, бундан | q — q1\ < l .  q, qx сонлар б>тун 
булгани учун q =  qlf =  г  га эга буламиз.

Изох. Юкоридаги q сон туликсиз булинма, г сон эса а ни b га 
булинганда косил булган колдик деб юритилади.

Нагижа. а сонининг бирор булувчисига мос булган булинма 
ягонадир.
3- масала. (а, b) = 1 дан (а + b, а - b) 1 ёки 2 га тенглиги келиб 
чикишини исботланг.
Ечиш. (а + Ъ, а - b) = d  булсин, у колда <^2а ва d\2b. (2а, 2Ь) = 2(а,Ь) = 
2 булганлиги сабабли d\2.
Демак, d = 1 ёки 2.
4- масала. Агар а сони Ъ сонидан кичик булмасдан, a=bq+r (0 <р<Ь) 
булса, у колда (a,b)=(b,r) булади.
Ечиш. D(a,b) оркали а ва b сонларнинг умумий булувчилари 
тупламини белгилаймиз. а = bq + г (0 <г < Ъ) вал’ ED (а,Ь) булсин. 
Демак, r—ar-bq сони s сонига булинади, яъни s Е D(b,r). Аксинча, л Е 
D(b, г) булса, у колда а = bq +г сони s га булинади, яъни 5 Е D(a,b ). 
Демак, а сони Ъ сонидан катта булмасдан, a=bq + г (0 < r<b) булса, у
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колда, D(a,b) , D(b,r) тупламлар устма-уст тушади. Бундан уларнинг 
энг катта элементлари узаро тент булиши келиб чикади, яъни 
(а,Ь),(Ь,г).

5- масала. Агар «,v2 -u2v, = 1булса, (а,Ь) = (ufi+vp^a+vja) ни исботланг.
Ечиш. (a, b) = d  ва (uia+v1b,u,a+v2b)=dl булсин. dl \(ula+v1b),dl \(u.2a+v2b) 
ва «,v2-«2v, = l дан dx\a,d,\b келиб чикади, демак, | Адан Н |rf
келиб чикади. Шундай килиб, dx = d.
6- масала, р  > 3 туб сон 6 га булинганда косил булган колдик 1 ёки 5 
га тенг булишини исботланг.
Ечиш. р  > 3 сон б га булинганда 2 ва 4 колдиклар косил була 
олмайди, акс колда р  сон жуфт булар эди. р  > 3 сон 6 га булинганда 3 
колдик кам косил була олмайди, акс колда р  сон 3 га булинар эди. 
Демак, р  > 3 туб сон 6 га булинганда косил булган колдик ёки 1 га ёки 
5 га тенг булиши мумкин.

Натижа. р  > 3 туб сон 6 п ±  1 куринишга эга.
7- масала. 3 = (51 ,2 1) ни 51 х + 2 \у  шаклда ифодаланг.
Ечиш. 51 = 21 -2 + 9, 21 = 9-2 + 3. Бундан

3 = 2 1 - 2 - 9  = 21 -2(51 - 21 -2) = 21-5 - 51-2.
8- масала, р > 3 туб соннинг квадрата 12 га булинганда косил булган 
колдик 1 га тенг булишини исботланг.
Ечиш. Олдинги масаланинг натижасига кура р ~  6 п ± 1  куринишга, 
унинг квадрата эса Збтх2 ±  12n + 1 куринишга эга. а ва b сонпарнинг 
иккаласини кам будадиган сон шу сонларнинг умумий булувчиси 
дсйилади. D(a, b) оркали а ва b сонларнинг умумий булувчилари 
гупламини белгилаймиз. Маълумки, барча а ва Ъ учун D(а, Ъ) туплам 
юкоридан чегараланган. Шунинг учун а ва Ь сонларининг умумий 
булувчилари ичида энг катгаси мавжуд булиб, шу сонларнинг энг 
катта умумий булувчиси дейилади ва (а, Ь) оркали белгиланади.
9- масала. 1428 ва 2765 сонларининг энг катта умумий булувчиси ва 
энг кичик умумий карралисини Евклид алгоритмидан фойдаланиб 
топайлик:

1428=2765 0+1428;
2765=1428-1+1337;

1428=1337-1+91;



1337=91-14+63;
91=63-1+28;
63=28-2+7;
28=7-4+0;

Демак, (1428, 2765)=7.
Бу сонларнинг умумий карралисини топиш учун эса 

[а,Ъ] {а,Ь)=а-ь формуладан фойдаланамиз.

[1428,2765] = - 4- 8?2765 = 395 -1428 = 564060.

10- масала. аЬва.т = [а, Ь] сонларнинг ЭКУБини топинг.
Ечиш. (ah, т) = ( dm, т) = m(d, 1) = т, бу ерда d = (a,b) .
11- масала, (2и+13, п+7) ни топннг.
Ечиш. (2и+13, п+1)={п+1, н+6)=(и+6, 1)=1.
12- масала. Учта кетма-кет натурал сонларнинг ЕКУБ ва ЕКУКини 
топинг.
Ечиш. (п, п + 1, и + 2) = ((п, п + 1), п + 2) = (1,и + 2) = 1.
[п, п +1, п + 2] = [[и, п +1], и + 2] = [я  (n +1), п + 2 J =

И(п + 1)(п + 2)!=^ 1 ) ( «  + 2) п
(n(n + i),n  + 2j (п,п + 2) v

нинг жуфт-токлигига караб 2 ёки 1 булади.
Демак, агар п ток, булса, [п, п + 1, п + 2] = п(п + 1)(л + 2) ва агар г. 
жуфтбулса, [п,п+ 1 ,п+ 2] .

13- масала. (160, 72) ни 160 ва 72 сонлар оркали чизикди ифодасини 
топинг.
Ечиш. 160 = 72-2+ 16, 72 = 16-4 + 8, 16 = 8-2.
Иккинчи тенгликдан 8 = 72 -  16-4, биринчи тенгликдан эса 16=160— 
72-2 келиб чикади. Щу тенгликларга кура:

8 = 7 2 - 1 6 - 4  = 7 2 -  (160 -  72 ■ 2) - 4 = (-4) • 160 + 9 • 72.
Демак, (160, 72)= 8 = ( -  4) • 160 + 9 • 72.
Маълумки, узаро туб а,Ъ сонлар учун (a,b) = 1 тенглик 

бажарилади. Айрим адабиётларда бу тенглик узаро туб сонлар 
таърифи сифатида кабул килинган.

Куйидаги хоссага эгамиз:
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Хосса. а,Ъ сонлари узаро туб сон булиши учун ат+Ъп- 1 шарт 
зарур ва етарли, бу ерда т ва п бутун сонлар.
14- масала. Иккита соннинг ЭКУБи шу сонлар айирмасидан катга 
булиши мумкинми?
Ечиш. а > b ва (a, b) = d  булсин. Бундан а = dx, b = d y n a x - y > 0  
булади. Агар d > а - Ъ = d(x - у) булса, 1 > х - у в а О < х ~ у <  1 ни 
хосил кдаамиз. Бу тенгсизлик уринли эмас, чунки х ва у  -  бутун 
сонлар.
Демак, (а, Ь) < а -  Ъ (а > Ъ) булади.
15- масала, а ва b натурал сонлар учун маълумки, а2 + Ь2 сон ab га 
булинади. а~Ь тенгликни исботланг:
Ечиш. d — (а, Ь), а = du, b = dv.

d2 га кискаргириб, гг + v 2 сони uv  га булинишини хосил 
килам из. A mmo, (u2 + v 2, uv)  = 1, чунки и  ва v  узаро туб. Демак,

uv  — 1.
Бунданu = v = ] , a  = b = d  эканлигикелибчикдци.
16-масала.

х + т  = 150 системанинг натурал ечимларини топинг.
[(х,у)=30

Ечиш. (х, у)  = 30 куйидаги системага тент кучли.
( х = 30и 
-j y = i  0v
[(“•v) = l-

Бундан берилган системанинг биринчи тенгламаси u+v=5 куринишга 
келади ва и = 1,2,3,4 кдйматлар кабул хилади. Демак, х  = 30, 60, 90,120 
га тенг булиши мумкин. у  = 150 —х дан у  =120, 90, 60, 30.
17-масала, т > п булсин. Куйидагиларни исботланг:

(ат ~  1, ап -  1) =  a (m'n) -  l ( a  >  1);
Ечиш. Маълумки, (ап, а11 — 1) =  1. Демак,

Сат  - 1 ,а п - 1 )  = (ат  -  ап, ап -  1) = (ап(ат ~п -  1), ап -  1)

=  (ат~п -  1 ,а п -  1).
Шунинг учун ат — 1, ап — 1 сонлар учун Евклид алгоритма 

т,п даражалар учун хам Евклид алгоритмига утади хамда (т,п) ва 0 да 
тугалланади.
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18- масала. Натурал сонлардан ташкил топган щ кетма-кетлик учуй 
i ^  j  ларда (а^ aj) — (i , j ) тенглик бажарилади. Барча i лар учуй 
ai = i булишини исботланг.
Ечиш. Х,ар бир щ  учун (а;, a2f) = (г, 2i) =  i ra булинганлиги боис 
Gj >  i булади.

Фараз килам из, бирор i учун а* > L тенгсизлик бажарилсин. У 
долда,

(a ai, a*) =  (a„ i) =  i.
Бошка томондан a a. сон га булинганлиги учун (aa.,a .) = щ > 
i. Зидцият.
19- масала. Маълумки, узаро тенг булмаган натурал
а,Ъ сонлар учун a b \а2 + ab +  Ь2 муносабат уринли. \а — Ь\ > УаЪ 
тенгсизликни исботланг.
Ечиш. д =  (а, Ъ) деб олсах, а — х  д Г  Ь — у  д  тенгликларга эга 
буламиз, бу ердах, у -  узаро туб булган сонлар. Бунддн 

ab(a + b) ху{х  + у )д  ^ ^  
а2 + ab +  Ь2 х 2 + х у  + у 2 

муносабатларга эга буламиз.
(х 2 +  ху  + у 2,х )  = (у 2,х ) =  1, (х2 + ху  + у 2, у )  =  (х 2,у )

=  1, (х  +  у, у) =  1 
тенгликлардан

(х2 + ху  + у 2, х  + у) = (у 2, х  + у )  = 1 
тенгликни косил киламиз.

Шунинг учун энг катта умумий булувчининг хоссаларидан 
х 2 + ху  + у 2\ д муносабатга эга буламиз. Бундан а > х 2 + ху  + у 2. 
Демак,

I a -  Ь|3 = |^(х -  у)\3д = д2\х -  у\3д > д2 ■ 1 ■ (х2 + ху + у2) > д2ху = ab 
20 -масала (1—ХМО). Барча натурал п сонлар учун ~ ~ ~  касР 
кискармас каср булишини курсатинг.
Ечиш. 3(14п + 3) — 2 (2 In  + 4) = 1 булгани учун

2171+4
21п + 4ва  14п +  3 сонлар узаР° туб сонлар, я ъ н и ---- —каср

1471+3

кискармас булади.
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2 1 - масала, а, Ь, с бутун сонлар берилган булсин. Шундай узаро туб 
к,1 сонлар топиладики а к  + b I сон с га булинади. Исботланг.
Ечиш. |й| + \Ь\буйича индукцияни куллаб исботлаймиз. а — 0 ёки Ъ = 
О булса натижа осонлигича келиб чикади. к ва / сонларнинг 
кшорасини узгаргиб, а > 0 ва Ь > 0 деб олишимиз мумкин.

Бу холда |а | +  |Ь| > |а  — Ь| +  |Ь|. Индукция фаразига кура, 
шундай узаро туб к' ва V сонлар топиладики, улар учун (а -  Ь)к' + 
Ы' сон с сонига булинади. Бундан ак' + Ь(1' -  к ')  сон с сонига 
булиниши келиб чикади.

к' ва V узаро туб булгани учун к = к' ва I =  V -  к ' узаро 
тублиги келиб чикади.
2 2 - масала. Барча т ,п  бутун сонлар учун [т,п] ■ (т .п) = \тп\ 
тенгликни исботланг.
Ечиш. [а,Ь] = [|а|, |Ь|] булгани учун факат натурал т ,п  сонлар учун
исботлаймиз.

а. а2 аь R. R, 8ь ___
т  = P i P 22 :.Vk Bari =  Pi Рг - P k булсин (бу ерда и=1, 2 ,

п , пк—туб сонлар, а ;, р4 > 0), у холда
_  min(ai,Pi) min(a2,p2) min(<xk,pfc) r .(ж, n j -  pj p2 ...pk ва |m, nj

maxCaj.Pj) max(a2,p2) max(«fc,pfc)
“ P i  P  2 — P k

тенглкклар уринли. Бундан
(m, n)

min(ai.pi) maxtei.p!) min(a2,p2) max(or.2,82) m!n(afe,pk) raax(afc,pfe)
=  P  1 P i  P  2 P  2 - P k  P k  =

_  _min(a1,p1)+max(a1,p1)m m (a 2,32.Pz) mm(ak,3k)+max(ak,8fc)
“  P i  P 2 — P k  —

р“1+р1Рг2+р2 — Pfct+Pfc =  m}i келиб чикади.

1.4-§. Чекли занжир касрлар, муносиб касрлар хоссалари

Икки номаълумли чизицли тенгламалар. а  ва 4 натурал 
сонлар учун Евклид алгоритми куйидагича булсин:

a = 6gr,+r1 0<г, <4>;

^ = ед,+г2,0<г2 <г,; 
т*з =г.д,+г^О£гъ <г2;
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rn-2=r„-i4„-l+r„,0<rn<rn_l; 
гп-х=гЛ» ;»■«! = 0;

Х,ар бир тенгликни булувчиларга булиб чикдмиз:
а г
b =q"+ V

(1.3)

Ъ г,
Г, Г,

(1.4)

г, г,— ~q2+~; гг г2

и—2 .
Г, — («+!)■ Vi

Натижада тенгликлар хосил булади.
а 
ЬУ холда, a- = qn + 4-; (1.3) тенглнкка (1.4) тенгликдаги —
О в  г

кииматини куисак,
а 1 1
r q°+J =Чо+ г

9, + -^гх п

а 1

^ 
1 II £ 4- j Яо

Чх + . . г,?2+-

Ч0 + 1

2̂
1

?1 +
1

?2+-

ифодага эга буламиз. Бу жараённи давом этгирсак, 
1

- =  9 о + -

? i +  -
1

1
?2 +--+ "

Чъ ’
' J_
9„

тенглик келиб чикади.

Бу ифода — рационал соннинг занжир касрга ёйилмаси
ъ

дейилади. “Занжир каср ” “узлуксиз каср ” деб дам аталади.
Занжир касрлар куринишида белгиланади.
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_[
31
27

.  120 .  27 .  .1-мисол.---= 3+— = 3 + —- = 3 +31 31 31

1
ёхи ——=[3,1,6,4]. ■21

-  =  3 + -

1+ -27 1 + ̂ рг 2 /

-  =  3  +  -

1 +
б Л4

- = Ь 0, Чм—.яЛ занжир каср берилган булсин. У холдаь

,к<п занжир каср к- муносиб каср дейилади ва

куринишда белгиланади. ~q ~~̂  булиши аён.

Муносиб касрлар куйидаги хоссаларга эга. Агар к> 2 булса,
] А “ ̂ А-1 ‘ 7- ' / * ;-1.Л — (2*-! ‘ 7л + (7 2 ,

Т Ра Р, а Рг Ps Р,
а * а а а а'

3. -А— ' Н)*
а а-, а-а.,

4. ^ а - , - а ^ - .= ( - 1 ) АЧ-
Бу хоссаларнинг исботи бевосита таърифдан математик 

индукция методики хуллаш ёрдамида хосил хилиниши мумкин. 
Масалан 1- хоссанинг исботини куриб чихайлик:

булганиК =д + 1 =M l1а " 1 ’а ?. ?, учун

^ = ft,a = W = ® ,-9 i+ ta = ft булиши равшан. У холда, £=2 учун
= !

а 9o+mia!
<ь

Чо + 4i . + 9о + 92 . ■ (9o9i + 1)9з + 9о _ ~ 92 + f
ЗА ' ад2+1 7А+1 а ‘92 7 а

Бундан Р2 = Р ■ q2+ Р0; Q2 = а  • q2 + Qg хосил булади.
Фараз килайлик, к натурал сон учун 1-хосса тутри булсин. 1-

Р Р а ± Р  Рхоссани к+1 учун исбот киламиз. Яъни, -  -■■■■'■ к~2 ; булсин. —а .а-^+а., - а
муносиб касрдан муносиб касрни хосил кцлиш учун ак ни дк+—

вы  t * ' 9*+i
билан алмапггириш кифоя.

Шунинг учун
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Р ^к-{(Як+ ) 'г ^к-2 р  р
к̂+1  _______ Як+1______ _ Рк-\ЯкЯкА + ̂ к-1 + Як+1 _

&+‘ Qk_k (qk + — ) + (2,_2 Qy-Л Л кч  + б*-; 'г Qk-i' 1
9*+1

_ (Д-i?6+Pk~i)4k*i +Д-i _ Д • + Д_, .
\6i-i9t * Si ’ Si : Si ' 7;. + 0ы

ДеМаК, Д+1 = Pkqk+l + Pk-i’Qk+i ~ St9«+i + йм■
Долган хоссаларни му ста кил исбот килиб куринг.
4 - хоссадаы (Pk,Qk) = 1, яъни, муносиб касрнинг сурат ва махражи 

узаро туб сон булиши келиб чикади. Чунки PkQlA-QkPk̂  = (-1)*-1 сон Д 
ва Ок сонларнинг энг катта умумий булувчисига булинади.

Демак, ® каср кискартирилмаган булса, у холда -  ни занжиро ь
касрга ёйиб кискартириш мумкин.

13412-мисол. -—  касрни занжир касрга ёяйлик:2013 г г г
1341 = 2013 0 + 1341 
2013 = 1341! +672 
1341 = 672-1 + 669 
672 = 669-1 + 3 
669 = 3-223

У холда

1341
2013 = [0,l,l,l,3] = 0i

1+ -

1 + -

223

447
671

Агар (а. Ъ) =! булса, яъни -  каср кисхармас каср булса, у холдаь
Д-а_1- а - Д -1 = (-1)м  тенгликдан Р„ S„_,-Q, Д_, = (-!Г ‘ ёки
а 'й - г 6'^-! = Н Г ' хосил булади. Бундан -j -(— l)"-1 j— -(—1 >""1 j = 1 
тенглихка зга будамиз. Уни с га купайтирсак, 
а ■ jc • Q*-i • (— —Ь• jc -Д_; ■ (—1)”_1| = с тенглик косил булади. Демак, (а,Ь)=1 
булганда

ах-Ьу = с (1.5)
тенгламанинг ечимларидан бири

34



(1.6)

/  ^ - а - г н г 1
(  Л = с .Р „ _ , . ( - 1 Г '

хоеил булади. (1.6) тенгламанинг умумий ечими

{ х - х Q+b-m
у  = у0+а-т  (1.7)

формула билан х,исобланади.
3-мисол. 25х ~ 16 у  = 9 тупламни бутун сонлар чуял амида

ечинг.
2 1  =  1 + А  =  1+  > = 1  +  _ L _  =  i  +  _ 1 _  =  1н----- Vif, i s  . у? ___L

9
'7

1 -J-

= 1+-

1

11 п=—. Демак, — = — . Топилган кийматларни (1.7)
йм i+ _ L  7 * а  ?

i+i3
формулага куйиб,

( x »Q (- 
\  .v =9-/;<

Крйматларни бундан {

Умумий ечимни топамиз. Хусусий ечим сифатида {

г-9-7+16/и=—63+16т
11+25т=-99+25т от е  Z

л г= —6 3  
jy = —9 9  НИ

олиш мумкин.
Текшириш: 25' (~®) -16 ■ (-99) = -1575 + 1584=9
4-масала. Битта кутичада пашшалар билан чумолилар бор, 

Уларнинг оёкдари сони 76 та. Пашшанинг 8 тадан оёги, чу'молининг 
эса 6 тадан оёги бор булса, кутичада нечта пашша ва чумоли бор?

Ечиш. Фараз кдлайлик, кутичада х дона пашша ва у дона 
чумоли бор. Масала шартига куфа, 8х + 6у = 76 ёки 4х-(-Зу)=38.

Бундан 1 = 1+--.
3 3

Демак,
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Пекин масала шартига кура, х > 0, у > 0 . Топилган ечимларнинг 
мусбатларини олишимиз керак. Яъни, { т  <= Z  Бундан 
_1Ё < т < ундан эса _ 12 2 s т ̂  ±  келиб чикади. Агар,

3  2  ’  3 2

т=-10, булса, х=8; у=2; агар т = -1 1, булса, х=5; у=6; агар т=-12 булса, 
х=2; у=10 булади. Демак, масала ечими куйидагилардан иборат:

2 > { г ^ б  3 ) { r i 0

Иррационал сонларни занжир каср куринишцда ифодалаш

Агар а иррационал сон берилган булса, унинг бутун кисмини 
ажратиб, куйидагича ёзиб олишимиз мумкин: «=[«]+{«}. Бу ерда [а] - 
берилган а иррационал соннинг бутун кисми, {а} - берилган а 
иррационал соннинг каср"  кисми булиб, албатга,

[а]>1,0<{а}<1,[а]ни—,(а, >1)куринишда ёзиб олсак, a = q0+— косил

булади.

Энди а, учун юкоридаги жараённи такрорлаб, с, ни a, =q, + --
«г

куринишида ёзиб оламиз ва коказо:

«1 = ?1+—.9] =[ai]-«2>l;
«2

«, =#, +— а, >1." а .
Бу жараённи п марта такрорласак, a=[q„,q„...,qn_.,аг„]занжир каср 

косил булади. Бу жараённи чексиз давом эттирсак, a=[qr0,91,...,g^1>g„...] 
чексиз занжир каср косил булади.

Агар а  квадрат иррационаллик булса, яъни шундай а, у с лар

мавжуд булиб. а = а+~  куринишда ёзиш мумкин булса, у колда а с
ни чексиз даврий занжир каср сифатида ифода килиш мумкин.

Мисол. -Л ни чексиз даврий занжир касрга ёйинг.
Ечиш:
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■Jl =1 + (->/2-1) = 1 + —\— = l + -7= = 1 +1 . H , i
1

2 +

Демак, >/2= [1,(2)]

1.5-§. Сонлар назарпясида мухим функциялар

Таъриф. х £  Р соннинг [х] бутун цисми деб, х  дан катта 
булмаган энг катта бутун сонга айтилади.

Масалан, [—1,5] = —2, [—1] =  —1, [0] =  0, [1,5] =  1, [тт] = 3.
Умуман олганда, таърифга билоан, [х] =  к тенглик куйидагини 

билдиради: к сон к < х < к + 1 шартни кдноатлантирадиган бутун 
сондир.

у=[х] функциянинг графиги зинасимон куринишга эта (1,1- 
расм).

{х} =  х — [х] тенглик билан х 6 R сонининг каср щисми 
аникланади.

Масатан,

х соннинг бутун кисми, яъни [х] куш тенгсизлик билан [х]< х < 
|х] I- 1 ёки х — 1 < [х]< х ёки х  = [х]+ а, 0 < а < 1 тенглик билан 
аникланади ва антъйе функция дейилади.
Агар X) ва хг сонлардан бирортаси бутун булса,

г

Ж

1.1-раем

{-0,3} =  0,7; { -  {V2} =  V2 -  1; {-2х/5} = 2 -  V2; {1} = 0

[xi+x2] = [xi] + [x2]

т \  ! т J
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ml купайтманинг каноник ёйилмасигар  туб сон
т +И +. .+ т

.Р.. 1_л] У  _
даражада келади, бу срда S  сон р’ <т<р’+' тенгсизликдан аникланади. 

Хоссалари:
1) [х] < х ;  2) [л +  а] = [х] + а ; 3) [х +  у] > ЭД + [у] 

бу ердаа ихтиёрий бутун ,х , у - ихтиёрий сондар.
4) {х} =х тенглик 0 <х < 1 булгандагина бажарилади;
5) {х}={у} тенглик х-у=п (бу ерда и-бутун сон) булгандагина 

бажарилади;
6) Ихтиёрий х учун {х+1 }={х} булади.
Шундай цилиб, у={х} функция энг кичик даври 1 га тенг булган 

даврий
функциядир. Унинг графиги (1.2-расм) келТйрилган.

Натурал соининг булувчилар сони ва улар йигиндиси
Ихтиёрий натурал а сон учун х(а) ва S(a) функциялар мос 

равишда а соннинг натурал булувчилари сони ва уларнинг 
йигиндисини ифодалайди. Бу функциялар учун куйидаги формулалар 
уринли:

г(а) = (а, +1)(а2 +1)...(аг„ + 0 = П (а. +1)
«=1

r ' - l  рТ '-_1 рТ х-  1 тУ р“‘+' -1 
1 л -1  i f  р,-  1

S(a) = £~—
л -1 л  -

бу ерда: а = р“‘р“'...р“" =Y\p? ~ а соннинг каноник ёйилмаси.

Бу функциялар мултипликатив, яъни агар (a, b) = 1 лар учун 
т (ab) = г (а) х (b) ва S (ab) = S(a)S(b) уринли.
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Эйлер функцияси.

<о(а) — Эйлер функцияси а соннинг барча натурал кийматларида 
аникланган
булиб, а дан капа булмаган ва у билан узаро туб булган сонлар 
сонини билдиради.
<р(i) = i деб кабул килинган. Эйлер функцияси:

формула ёрдзмида хисобланади, бу ерда а = р ? р у ...р “- -  соннинг 
каноник ёйилмаси.
Хусусан, <р\ра)=ра - р-\(?{Р)= р-\.

Эйлер функцияси мултипликатив, яъни узаро туб а,Ь,...,к сонлар учун 
ф{аЪ...к)=ф{а)<р(Ъ)...<р(к) шарт бажарилади.

куринишдаги функцияга Мёбиус функцияси деб аталади.
Бу функция мултипликативдир, яъни агар (а,Ь)=1 булса, \k{a,b) = 
и(а)ц(й).
Агар в{а) — ихтиёрий мултипликатив функция булса, у холда

Мёбиус функцияси

Барча натурал сонлар учун аникланган

^(a) = l(“ 1)"> агаР а = PiPi-Pt- P,=Pj, i* i
О, агар а туб сон квадратага булинса

I j i ( d ) 0 ( d ) =  \ \ - 9 ( р ) )  , агар а Ф1.
1, агар а = 1агар а  = 1

Агар бу формулада в  (о)=1 ва в(а)=~ деб олсаж, куйидаги
а

формулаларни косил киламиз:
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Агар бутун а лар учун/ (а) — функция бир кцйматли булиб,
F ( a ) ^ f ( d )  (d>  0)

уринли булса, у холла

/ м = р № ( § )

тенглик уринлидир (Мёбиуснинг тескарилаш формуласи)
1-масала. 2002 соннинг булувчилар сони ва уларнинг йигиндисини 
топинг.
Ечиш. 2002 = 2 • 7 ■ II • 13, бундан

2- масала. 2002 соннинг барча булувчиларини топинг.
Ечиш. 2002=2-7-11-13 - каноник ёйилмасидан фойдаланамиз: 
(1+2)(1+7)(1+11)(1+13)=1+2+7+11+13+14+22+26+77+91+143+154+18 
2+286+ +1001+2001-2002 нинг барча булувчилари йигиндиси, демак, 
хар бир кушилувчи изланаётган булинмаларни беради.

QQ/r __
3- масала. 3-2cos-—  соннинг оутун кисмини тогшнг.181
Ечиш. a€Z  вах каср сон учун [а -х ]  = а + [-х] формула уринли. Бу 
формулани куллаб

ни хосил киламиз.
4-масала, х 2 — 10[х ]+  9 =  0 тенгламани ечинг.
Ечиш. Фараз кдпайлик, [х] = к булсин. к >  0 эканлиги тушунарли.

х  > к булганлиги учун х >  0. Натижадах2 — 10 [х] + 9 <  0 
тенгсизликни хосил килам из.

Бундан 1 <  х <  9 келиб чикади, бундан 1 <  к  < 9 . х 2 + 
9 сон 10 га булинувчи бутун сондир. Текширишлар шуни 
курсатадики, 1; V61; V71 сонлар тентламэни каноатлантиради.

S (2002)

т (2002) = (1+1)(1+1)(1+1)(1+1) = 16
21+1 -1 7Ы _ 1 1 lI+1 _ 1 13i+1 _ 1002) = ----- --------i ~ ---- i —--- - = 3-812

’ 2-1 7-1 11-1 13-1
= 3-8-12 14 = 4032.
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5-масала. 180 дан катга булмаган ва 5, 7, 11 ларга булинмайдиган 
сонлар сонини тошшг.
Ечиш. п = 180 т р \ = 5 ,р2- 1 ,р ъ - ^ 1  ларучун

В(180;5,7,11) = [180] - 180 _|1801J L 7 J 180
11

180
5-7

180
5 11

180 " 180
711 5-711

= 180-36-25-16+5 + 3 + 2-0  = 113.

6-масала . [“ р 1] =  [х] тенгламани ечинг. 
Ечиш. Фараз килайлик, [.х] — к. У долда

Г. 2х +1 ,
а: ------<к + 1

I 3 
[ к < х < х + \

тент кучли системани ёзамиз:
ГЗ*-1 3£ + 2------ < х < —-----
1 2 2
( к < х < х + 1

Бундан к куйидаги тенгсизликни каноатлантириши келиб чикади:
ЗА: — 1 Зк + 2

~ ~ г ~  < к  + 1‘к < ~ -
Яъви, - 2 <  к<3.

Шундай килиб, к -1; 0; 1; 2 кийматларга эга булиши мумкин. 
Ушбу дийматларни кетма-кет (1) системага куйиб, хосил булган 
тенгсизликларни ечиб, куйидаги жавобни топамиз.
Демак, —1 < х < — 0 < х  < 2; ^ < х  < 3

7-масала. (2т)!! нинг каноник ёйилмасига р  туб сон нечанчи 
даражада киришини аникданг.
Ечиш. (2т)! ? = т\ 2т булганлиги сабабли р  = 2 га тент булсэ.

.71

-* т 2. <т< 2к

р  > 2 булса,

т
, р '  < т <  р ‘

га тенг оулади. 

8-масала I х + у X у ёки " л : ] у
Н И

п
4-

п
-  | + 
п j п -I га тенглигини исботланг.
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Ечиш. х+у
{ 4-
L«j Р

булиб, бу ерда: 0 <а <1, О < [:1 <1. Демак,
О < а + /? < 2 булганлити сабабли [а + /? ] О ёки 1 га тент булади.
9-масала. Барча натурал булувчилари кутгайтмаси 5832 га тент булган 
натурал сонни топинг.
Ечиш. ,+) 5832 = 23 -Зб, бундам а = 2*-УШ

! х(1+д)(1+у) = 6 
|у (1+лс)(1+у) = 12.
Бу системанинг ечими: х=  1, у  = 2. Демак, а = 18.
10-масала. Куйидаги кетма-кетликни курамиз 

1,2, 2, 3,3, 3,4, 4, 4, 4 _
(Кетма-кетликда битта бир, иккита икки, учта уч, туртта турт, бешта 
беш ва хрказо). Кай с и сон

а) 2002-; б) п -  инчи уринда туради?
Ечиш. Фараз килайлик, хп — к ; к — п—х,ад. Верилган кетма-кетликда 
к  сони биринчи пайдо булгунга кддар

к{к -  1)
1 +  2 +  34----hfe — 1 —-----—-----

„  1 к(к+1)сон кетма-кетлиги езилади. Охирги к сон ——-----уринда туради.

Шунинг учун
к(к  -  1) к{к + 1)
----------- < п < ------------ .

2 2
Бундан

к 2 — к < 2п < к 2 +  к
келиб чщади.

Охирги х,осил булган тенгсизяикнинг унг ва чап кисмига -  ни
кушиб куйидагиларга эга буламиз:

1 ,  1
к 2 — к + - <  2п. < к 2 + к + -

(4 4 - 4 4
У х,олда,
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Бундан

к < V2n + - <  к + 1.

Натижада,

Берилган кетма-кетл икнинг n-хадини хдсоблаш формуласини 
хосил килдик. Хусусан, х2002 — 63
11- масала. 3 ва 4 га булинадиган ва 14 та булувчига эга булган сонни 
топинг.
Ечиш. Мисол шартига кура, г(а) = 14=2-7=(1+1)(б+1), демак, а=р?р£% 

яъни а= 201 -3°% бу ерда а, >2,а, >1, Демак, а = 26 • 3 = 192.
12- масала. 100! сон иккининг кайси даражасига булинади?
Ечиш. 1, 2, 100 соилар орасида куйидагилар мавжуд:

^  =  50 та жуфт сон,
100 „„ .—  = 2эта 4 га каррали сон.

Бундан 100 ! =  1 -2 • 3 ■ 100 купайтмада жами 50 + 25 +
12 +  6 + 3 +  1 = 97 та 2 сони катнашади, яъни: 100! сон 297 га 
булинади ва 298 га булинмайди. Демак, жавоб 97.
13-масала, ср (12 • 5 • 1956) ни хиеобланг.
Ечиш. Узаро туб купайтувчиларни аниклаш учун купайтманинг 
каноник ёйилмасини топамиз:
12-5-1956 = 22 -3-5- 22 -3-163 = 24 -З2 -5-163. Бундан
<р (12 - 5-1956) = ф (24 • З2 ■ 5-163)= (24 -  23)(32 -  3)(5 -1)(163 -1) =
= 8- 6 - 4 •162 = 31104.
14 -  масала (Гаусс масаласи).

= бта 16 га каррали сон.

-| =  Зта 32 га каррали сон.

=  1та 64 га каррали сон.
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У сp(d) =  х 
d\x

айниятни исботланг:
Ечиш. х = р“гр“2 — Ркк- Мультипликатив функциялар учун асосий 
айниятга кура,

^  ф(<2) =  (1  +  (p (p i)  +  <p(pi) +  -  +  ф Ср Г1)  -  =
d\x

=  { l  +  (P i -  1) +  (p f  -  P i)  +  -  +  ( P i 1 -  р Г1" 1)} -  =  Pia iP22 -  P**
=  x

Айният исботланди.
15- масала. д>(У -5Г) = 600 тенгламани ечинг. _
Ечиш. 600 = 23 • 3 • 52 дан ■5,') = 23-3-52. Бошкатомондан 

^ (з^ )= (з1-Зх-’)(5 -̂5>'-').

Демак, З1”'•2-5>'"1 - 4 = 23- 3-52 ёки 3*-,5’"1 =3-52 вах = 2, у  = 3.
16- масала. Агар х>0 ва п натурал сон булса, у долда

[^1 = [п] булишини исботланг.
Ечиш. Равшанки, (а;Д) ораликда [р] — [а] та бутун сонлар 
жойлашган.

Хдкикагган хам, агар т бутун сон ос < m < р тенгсголикни 
каноатлантирса, у холда [а] + 1 < т  < [р] . Худди шундай, (я//?)

ораликда — |^ | -  та берилган х >  0 га каррали сонлар жойлашган.
х дан кичик ва п га булинадиган натурал сонларни курамиз. 

Бундай сонлар жами = j^j -  та. Ammo [х] дан катга булмаган

ва п га булинадиган сонлар хам та. Тенглик исботланди.

17- масала, р (2002) ни хисобланг.
Ечиш. 2002 = 2-7-11 -13 дан р (2002) = (-1)4 = 1 келиб чикдци.
18- масала, п - натурал, х - хаки кий сонлар учун

[пх] =  [х] +

тенгликни исботланг:
Ечиш. п сонини фиксирлаб,

Г 1] п  — 1]
lx Н— + -  + х + -------
L nJ п
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f i x )  =  [x] +  \x + - ]  H----- 1-1x4---------1 -  [nx]
L n j  1 n  J

функнияеи караймиз. У холда,

/  {х + ~) ~  [х + “] +  [х  + ~] +  +  [* +  ~ ]  + [х +  1] -  [пх + 1].
Ихтиёрий бутун к учун [х +  к] = [х] формулани куллаб барча 

хаки кий х кийматларида

/ ( r  + ~ ) =  / W

тенглик бажарилишини хосил киламиз.

Демак, y=flx) функция даврий функция булади ва у х е

ораликда айнан нолга теш булшнини текшириш кийин эмас.
Бундан у=fix) функция барча хаки кий х кийматларида нолга тент 

булиши келиб чицади.

19-масала. —-]  формула тугрилигини а =12 учун
X  d V'v р)

текширинг.
Ечиш. 12 нинг булувчилари: 1, 2, 3, 4, 6, 12. Бундан

2 3 4
О __1 2 I

2 3 3
. 200 2]

+0+1+0=- 
2 3 6 3

у  pjd)  _ д(1) , М(2) | д(3) | д(4) | д(б) | //(12)^ 1 1 1 
X  d 1 2 3 4 6 12

M l W I 2

20-масала, а) 1(2 +  VT) ; |(2  + VI) [ >  0,9 ...9
1001

сонлар ток, эканлигини исботланг.
/ г—ч2002 / /—ч2002 j—

Ечиш. (2 +  V3J ифодада кавсни омиб (2 + V3J =  А + Ву/3 ни
хосил киламиз, бу ерда А ва В -  натурал сонлар. Бундан 

,2002/■ /” *4 bUU/l г—
{ 2 - Щ  = А -  ВЧЪ =

Бу холда
(2 + / 3 )

, ,—.2002 , ,—, 2002
(2 + V3) +  (2 -  л/3) =  2А

2002 -

булади.

Бундан
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(2 +  V3) = 2 i 4 - l  +  l - ( 2 - V 3 )
2002 2002

келиб чщади.

Натижада, |(2  +  V3)2°°2j =  2А — 1 - ток; сон, яъни
f  ,  I—ч 2002т / 1—ч 2002
{(2 + л/3) ] = 1 -  (2 -  л/з)

2002

келиб ч и кади.
Хрсил булган тенгликнинг унг кисмини бах;олаймиз:

2002 1 12002 1

1001

1 „6-§.Туб сонлар тарихидан

Кддимги грек математиги Эратосфен дунёда биринчилардан 
булиб, ернинг улчамиии аникдади, “параллел” ва “меридиан” 
тушунчаларини киритди. Пифагор эса “ер шар шаклида” деган 
фаразни уртага ташлади: “Табиатда дамма нарса мукам мал. шунинг 
учун х,ам ер мукаммал куринишда булшпи даркор. Геометрик 
жисмлардан энг мукаммали шардир. Демак, ер шар шаклида булиши 
керак”. Лекин ернинг шар шаклида эканлигини исбот килиш ва униш 
радиусини улчаш факат Эратосфенгагина насиб килди. У биринчи 
булиб, ер юзи харитасини тузиб чикди. Уша пайтда маълум булган 
Европа, Осиё, Ливия, Арабистон, Ариана, ХиВДиетонларгина унинг 
харитасидан жой олган (А. М. Куприн. Слово о карте. -М.: Изд. 
“Кедра”, 1987).

Туб совларни урганиш тарихи 2000 йилдан бери копрок даврни уз 
ичига олади. Эрамиздан аввалги III асрда яшаган .юнон олими Евклид 
туб сонлар .2,3,5,7 ... чексиз куп билан ишлаш исботлаган. Бунда у 
туба сонлар сони чеклита, деб N = p , p 2-.,.-pk +1 сонини олади. Бу сон 
р 1,р г,...,рк ларнинг бирортасига хам булинмайди. Демак, N  туб сон 
ёки р,,Р2,...,рк лардан бонща бирорта ркЛ губ булувчига эга. Бу эса туб 
сонлар сони чеклита дайилганига зиддир, яъни туб сонларнинг сони 
чексиз куп. Ушбу исбот Евклиднинг “Бошлангичлар” асарининг IX 
катобидаги 20-теоремасида келтирилган булиб, х,озиргача мажуд
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исботларнинг энг соддаси хисобланади. И ату ран сонлар каторида туб 
сонлар соннинг чексиз куплигиникг бошка исботлари билан 
кизикувчилар Л. Эйлер ва Г. Поя исботлари билан танишишлари
мумкин.

Туб сонларни куйидагича тасаввур килишимиз мумкин. Куз 
олдингизга хонадан чидиб, салюта караб чузияиб кетган электр 
симини келтиринг. Бу симнинг дар бир метрита биттадан лампочка 
осилган булиб, бу лампочкалар кетма - кет натурал сонлар билан 
ракамланган булсин. Сим токка уланганда факат туб ракам л и 
лампочкалар ёнсин.

Энди тармок буйлаб фазота саёдат килайлик. Куз оядимизда 
куйидаги ходисалар намоён булади:

1-лампочка улик, 2- , 3- лампочка ёнщ! Бунакаси бошка 
учрамайди!

3 ва 5; 5 ва 7; 11 ва 13; 17 ва 19; 29 ва31; 41 ва 43; 71 ва 73; 101 
ваЮЗ сонлар згизак сонлар дейилади.

Биринчи юзта натурал сонлар билан ракамланган 
дампочкалардан 75 таси учи к ва25 таен ёриклигини курамиз.

Биринчи мингталикда 832 та ва 168 та.
Биринчи миллионталикда эса 921502 та ва 78468 та мос равишда 

учик ва нур сочувчи чирокдарни кураеиз.
Тасаввур киламиз. Оркада хам, олдинда хам зим-зиё 

коронтулик. Пекин нур сунмайди, чунки Евклид теоремасига асосан, 
олдинда чексиз куп нур сочувчи чирокдар учрайди.

Агар бизнинг учиш тезлигимиз, хатто, 300000 км/с, яъни 
ёруглик тезлигига тент булса хам нур сочувчи чирокдар куринмайди. 
Пекин биламизки, П. Л. Чебишев теоремасига асосан, канча масофа 
босиб утган булсак, яъни шунча масофадан сунг яна нур сочувчи 
чирок куринади, деб узимизга таскин бера оламиз.

Маълумки, туб сонларга оид масалаларни хал кдлиш жараёнида 
буюк математикларнинг мехратлари натижасида математиканинг 
асосий сохаси — “Сонлар назарияси” вужудга келди. Шуниси кизикди, 
сонлар назарияси муаммолари канчалик мураккаб булмасин, 
масаланинг мазмуни, хатто мактаб ёки лицей укувчилар учун хам 
тушунарли.
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Туб сонлар жуда уадимдан маълум булсада, унга 
математикларнинг уизиуиши уанузгача сунгани йуу. Бунинг иккита 
асосий сабаб бор: биринчиси туб сонлар жуда содца ва табиий 
аникланган, иккинчидан бу сонлар бплан ифодаланадиган баази 
математик хоссаларини умумий уолда исботлаш жуда кийин уозирча 
исботлаш йули йук;. Масалан, Бундан 263 йил илгари Л. Эйлер ва X- 
Голдбахлар томонидан куриб чиуилган гипотеза уозиргача уз 
исботини топмади. Бу гипотеза Голдбахнинг бинар проблемаси деб 
деб аталиб, у куйидагича: иккидан катта булган уар уандай жуфт 
сонни иккита туб соннинг йигиндиси куринишида ифодалаш мумкин. 
Бу гипотезанинг тугрилигини дастлабки бир неча жуфт сонлар учун 
текшириб куриш осон (масалан: 4=2 + 2, 6=3 +3, 8=3 +5, 10=3 +7, 
12=5+7 ва уоказо) замонавий компьютерлардан фойдаланиб, анча 
катта сонлар учун уам текшириб курилган), лекин уни умумий уолда 
исботлаш уозир уам муаммолигича уолмокда.

Х.Голдбах муаммоси. 1742 йили Санкт-Петербург
академиясининг аъзоси X. Голдбах Л. Эйлерга ёзган хатида куйидаги 
фаразни баён уилди: Бешдан катта булган уар уандай натурал сон 
купи билан 3 та туб сон йигиндиси сифатида ифода уилинади.

16=3+2+1!, 12=7+3+2, 13=7+3+3, 11=7+2+2 вауоказо.
Кинбор 1000 гача, Обри 2000 гача, Миле 9000 гача X. Голдбах 

гипотезаси тугри булишини текширганлар.
Х.Голдбах муаммосидан яна иккита фараз (гипотеза) келиб 

чиуади:
- уар уандай 4 дан кичик булмаган жуфт сон иккита туб сон 

йигиндисига тенг;
- уар уандай 7 дан кичик булмаган ток сон учта туб сон 

йигиндисига тенг.
Л. Эйлер X. Голдбах муаммосини уал уилгани йук, лекин у бу 

муаммоии уал уилиш учун уар уандай 4 дан кичик булмаган жуфт сон 
иккита туб сон йигиндисига тенглигини исбот уилиш етарли 
булишини курсатди.

Агар 2m-pt + рг булса,
2л+ 1 = 2я + 3 -2  = 2(л—1) + 3 = р\ + р'г +Ъ.
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Лекик, 200 йил мобайнида X. Голдбах муаммосини кеч ким дал 
кила олгани йук. Факатгина 1937 йили академик И. М. Виноградов 
кар кандай 7 дан катта ток соннинг 3 та туб сон йигиндисига 
тенглигини исбот килди. Бу теоремадан кар кандай 10 дан кичик 
булмаган жуфт сон 4 та туб соннинг йигиндисига тенглиги келиб 
чикади. Хакикатдан,

2п-\ = р ,+ р 2+р, ёки 2п = р\+  р \ + р2 + \ = р\+  р \+  р.^\=-- р \ + р \+  р ,+ 2 -2 .  

ёки 2и+2 = р\ + р\+ Рз+3.
Шундай килиб, козиргача X. Голдбах муаммоси тулик кал 

килингани йук.
Шунингдек, юкоридаги N=pl p2-...pk+l туб (мураккаб сонлар) 

сони (берилган к >2 учун) чексиз куп деган муаммо кам очик 
К&лмокда. Шу каби ухшаш турли муаммоларни кал килиш жараёнида 
сонлар назарияси фан сифатида шаклланди.

Урта асрларда сонлар назариясининг гуллаб - яшнаши буюк 
француз математиги П. Ферма (XVII асрда яшаган) номи билан 
боглик- Лекин, у уз кашфиётларининг ёзма баёшши колдирмаган.

Сонлар назарияси энг аввал фан сифатида Леонард Эйлернинг 
(1707- 1783) илмий ишларида шаклланди. Л. Эйлернинг фаолияти 
акдни лол колдирадиган даражада бой. Л. Эйлер 1735 йили бир кузи, 
1766 йили иккинчи кузи кам курмай колишига карамай, умрининг 
охирги йилларида унинг илмий фаоллиги камаймади, аксинча, ошиб 
борган. Унинг илмий ишлари 72 жилдлик асарлар тулламида 
жамланган булиб, уларнинг юздан ортиги сонлар назариясига 
багишлантан. П. Ферманинг деярли барча исботсиз теоремалари Л. 
Эйлер томонидан тулик исбот килиниб, улар асосида купгина 
математик конуниятлар кашф килинди.

У какда “Бошкалар учун нафас олиш жараёни кандай кечса, 
Эйлер учун кисоблаш жараёни шундай табиий жараён” ёки “Юраги 
уришдан тухтаганда дам мияси кисоблашдан тухтамаган математик”, 
дейишади.

Туб сонлар билан боглик булган бундай гипотезатарни кунлаб 
келтириш мумкин.

Малумки, туб сонлар натурал сонлар каторида текис 
таксимланмаган. Масалан, (1,100) ораликдаги натурал сонларнинг

49



25% ва туб сон булса, (101,200) ораликда 21%, (201,300) ораликда 
16%, (1,1000) ораликда эса 16,8% туб сонлар бор. Шунинг учун дам 
туб сонлар таксимотини узила ифодаловчм функциями излаш табиий 
хол булиб куринар эди. х нинг барча табиий кийматларида факат хар 
хил туб сонга тент киймат кабул килувчи /  (х) бутун Л. Эйлер ва 
бошка олимлар томонидан бундай купхадлар топилди, лекин 
кейинчалик маълум булдики, уларнинг бирортаси хам аргументнинг 
барча табиий кийматларида турли туб киймат кабул килмас экан. 
Масал ан:
f{x)= xl +х+П купхад *=о,1,2.3....15 булганда;

/(* ) = 2хг+29 купхад * = 0,1,2,3,....28 булганда; 
f{x)=x2+x+41 купхад * = 0,12,3,...,39 булганда;
/(* )  = *2 -79*+1601 купхад * = 0,1,2,3,...,79 булган
кийматларда турли туб сонларга тенг кийматлар кабул килади, лекин 
бошка баъзи кийматларида эса мураккаб сонга тенг киймат кабул 
килар экан. Кейинчалик ушбу теорема исботланди.

Л. Эйлер туб сонларга оид изланишларида х=1, 2,..., 40 
булганида туб сон буладиган р(х) = х2- х +41 куринишдаги полиномни 
кашф килди. р(х) купхаднинг биринчи 2398 та кагурал сонлар 
орасидаги кийматларидан тенг ярмиси туб сонлар булишини исбот 
килди. Шунингдек, q(x)=xz+x+72491 купхад оркали ифода
килинадиган 5000 та туб сонларни аникдади.

Бундан ташкари, барча кийматлари туб сонлардан иборат п 
даражали купхад мавжуд эмаслигини исботлаб, Л. Эйлер уз ишлари 
билан аддидтив сонлар назариясига асос солди. Сонлар назариясида 
купгика конуниятларнинг исботи Л. Эйлер номи билан боглик. 
Лекин, хозирги кунда хам уз ечимини топмаган муаммолар жуда куп.

Эгизак туб сонлар, яъни 3 ва 5; 5 ва 7; 11 ва 13;...; 239 ва 241 
сонлар жуфтлиги чексиз купми ёки чеклими?

2" +1 2" -1;л2+1. куршшшдаги туб сонлар чексиз купми?

Мерсен туб сонлари

Х,озиргача жуфт мукаммал сонларнинг сони чексиз купми ёки 
улар чекли сондами? деган савол очик колиб келмода. Чунки, 2к -1
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куринишдаги туб сонлар соннинг чексиз эканлиги исботланмаган. 
Бундай куринишда сонлар туб булишишининг зарурий шарти унинг 
даража курсатгичи к нинг туб булишидир.

Х,акикатпан хам, k=kik2- мураккаб сои булса, у холда ф)*1 -Гни  
тривиал булмаган (яъни, узидан ва 1 дан фаркли) купайтувчиларга 
ажратиш мумкин. Улардан бири 2* -1 га тенг булади. Лекин бу шарт 
етарлн шарт эмас, яъни туб булса, 2*-1 сон барча к лар учун туб сон 
булавермайди. Масалан, к=\\ булганда 2й-1 =2047= 23-89 мураккаб 
сон.

Ихтиёрий р  туб сон учун м р= 2Р-1 куринишидаги туб сонлар 
мукаммал сонлар муаммоси билан жиддий шугуллзнган француз 
монахи Мерсен шарафига Мгрсен туб сонпари деб аталади.

Юкоридаги формулага асосан:
М2 =У.МЪ =Т,М5 =31;М, =127;Л/П =2047 = 23-89 

булишини хисоблаб топиш кцйин эмас. Демак, 2р-1 куринишдаги 
сонларнинг хаммаси хам туб сон эмас экан.

Л. Эйлергача Мерсен туб сонлари Мр га мос (р=2,3,5,7,13,17,19) 
келувчи 7 мукаммал сон маълум булган.

1756 йили Л. Эйлер M3i туб сон булишини исбот килди. Бир 
асрдан купрок давр мобайнида Мп энг катта Мерсен туб сони булиб 
колди.

1883 йилда рус математиклари И. М. Первушин (1827-1900) 
Ма =26'-1 соннинг туб эканлигини исботлади.

Француз математиги Лукас 1876 йили 
Мп1 = 170141183460469231731687303715884105727 СОН Мерсеннинг туб СОНИ 

булишини исботлади.
Сунгра Д. X. Лемар ЭДМ оркали Р=521, Р=607, Р=1279, Р=2203, 

Р=2281 туб сонлар учун хам М. Мерсеннинг туб сонлари булишини 
курсатди.

Кейинчалик Ризел (1958), Л=3217, Гурвис (1962) Р=4253, 
Р=4423, Гиллелс (1964) Р=9689, Р=9941, Р=11213 сонлар улун М. 
Мерсен туб сонлари булишини аникдадилар.

Лукас топтан М ни 39 та ракамдан ташкил топганлигини курган 
эдик, хозирда энг катта Мерсен туб сови 3376 ракамдан иборат булиб,
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бу сон Американинг Иллинойс университета математиклари 
томонидан хисоблаб топилган. Улар топтан сонлари билан жуда хам 
фахрланадилар, математика факультетидан юбориладиган хар бир хат 
солинган конверт устига шу сонни ёзиб куядиган булдилар.
М1Шз=211213-1 сонида 3375 та ракам булиб, унинг туб эканлиги 1963 
йилда исботланган. Бу исоблаш асосида француз математиги Е. Люк 
томонидан 1878 йилда топилган критерия ётади. У хуйидагидан 
иборат: , бунда ( туб сон) нинг туб сон булиши учун ушбу рекурент 
кетма-кетлик с1 = 4,с2 = 42-2=14,...,с,1=с2_1-2  нинг |/>-1|- хадини м„ га 
булиниши, яъни ен  зО(то<Ш; ) булиши зарур ва етарлидир.

Мисол. М7 = 27 -1 = 127 га Люк критериясини куллаймиз. У холда 
127 модули буйича куйидаги муносабатларга эта буламиз:

с3 = 4,с2 = 4г-2  = 14.с3 = 142 -  2= 194s 67,с„ = 1942_=2s 672- 2 s 42,с5 = 422 — 2 = -1б,
с6 =162 -  2 = 254s Q(mod27).

Демак, теорема шарти бажарилади ва биз = 127 ни туб
сон дея оламиз.

Табиий савол тутилади, АДгМерсен сони буладими?
Масалан, мМг =23-1= 7-туб сон; мМз =27-1=127-туб сон 

MWs =231—1— туб сон (Эйлер исбот килган);
MUi =Мт -  ту'б сон (Лукас исбот килган).

Ферма туб сонлари

Ажойиб математик П. Ферма
= 22" +1 (1.8) 

куршшшидаги барча сонлар туб сонлар булишини тулик ишонч билан 
айтган. (1.8) формула билан ифодаланадиган сонлар Ферма сонлари 
деб аталади.

F0 = 22' +1 = 3; F, = 22 +1 = 5; F2 = 22’ +1 = 17; Д = 22’ +1 257; F, = 22‘ +1 = 65537;
Fs = 22’ +1 = 65536-65536 + 1 = 641 • 6700417.

F5 мураккаб сон булишини Эйлер курсатган.
Fn формула билан ифодаланадиган кейинги мураккаб сон 

Fn -  +1
1883 йили рус рухонийси Первушин томонидан аникданди.
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Энди F5 мураккаб сон эканлигининг исботини келтирамиз:
641 = 625 + 16 = 54 + 24 -> 54 s —24(mod 641), (2)
641 = 5 • 128+1 = 5 • 27 +1 -+ 5 • 27 = -l(mod 64!).(3)

(2) таккосламанинг иккита тарафини 228 га купайтирамиз:
54.2“ =-232(mod641)

(3) нинг иккала тарафини 4-даражага оширамиз:
5 -228 si(mod641). косил булса, охирги 2 та таккосламаларни бир- 

биридан айирсак, 232+]=0(mod641) х,осил булади. Демак, 2” +11641.

!.7-§. Систематик сонлар ва улар устида амаллар

Ракамни номлаш ва ёзишнинг х,ар кандай усули сонлар 
системаси деб аталади.

Барча сонлар системаси икки синфга булинади: позитцион ва 
нопозитцион. Сонларни ёзишда ишлатиладиган белгиларга ракамлар 
дейилади. Позитцион санок; системасида берилган соннинг кцймати 
сонни тасвирловчи радамларнинг эгаллаган урнига боглик; булади. 
Мисол сифатида, 0, 1, 2, 3,. . . , 9 араб ракамларидан ташкил топган 
унлик санок системани караш мумкин, улар сондаги тутган у-ринларга 
караб турли кийматни акс эгтиради.

Нопозитцион санок системаларида белгининг киймати унинг 
эгаллаган урнига боглик эмас. Мисол сифатида рим ракамлари санок 
системасини келтириш мумкин. Масалан, XX сонида X раками, 
каерда жойлашганига карамасдан унлик санок системасидаги 10 
кийматини англатади.
Нопозитцион рим санок системаси 7 та белгидан иборат: 1-1, V-5, X- 
10, L-50, С-100, D-500, V-100Q. Бу санок системада сонларни ёзишда 
куйидаги коидаларга амал килиш керак:
1. Агар кичик белги катта белги олдида турса, айирув амали 
бажарилаци.
2. Агар катта белги кичик белги олдида турса, кугаув амали 
бажарилади.
Масалан; CLV-155, СМ-900,
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(1.9)
Бунда, at e^ (/= l,s),^ i6  0, q- асосга кура санок системасининг а сони 

дейилади. а е .V сонининг кискача куриншии а=(а,)а1_1..л0)̂

Масалан, 589,2 =5 122 + 8 12+9.

Теорема, q асосга кура, У(абЛг)еанок системаси (1.9) 
куринишда булиб, бир кийматлиги аникданган.

Исбот, (1.9) ни математик индукция методи ёрдамида 
исботлаймиз.

a) a<=N,a<q булсин. У хонду (1,9) дан а - а  кедибчщади.
b) a s N ,a > q  булсин. Фараз кдлайлик, v(meAr),l<m<a (1) каноатлантира 

олеин.
а НИ q га КОЛДИКДИ буламиз: a = bq+a0(a0 fEM), бунда Ъ<а, у 

холда фаразимизга индуктив ёндашиб, ъ ни куйидагича тасвирлай 
оламиз:

Математик индукция принципи ёрдамвда (1.9) га эга булдик.
Ягоналиги. v(aeiv) сон учун (1.9) нинг уринли эканлигини 

математик индукция методи ёрдамида исботлаймиз,
a) aeN,a<q булсин. У долда (1.9) дан а=а келиб чикали ва ягона.
b) a e N ,a > q  булсин. Фараз КИДашшк, (1.9)ни
кдноатлантиради ва ягона.

v(aeiv) булсин. (1.9) дан фарклирок д асосга кура куйидаги 
куринишга келтира олишимиз мумкин:

а = Ьд°+ Ья_д'~1+ ...+Ьд + Ьа ■, (1.11)

(1.9) ва (1.11) дан:

b = a.q’ t+aa_]q’ 2 +...+a2q+ al,aj eAT.a, ^ 9 f г = 1, .

(l.lO )raxypa, a=bq+a0(a0 <sM), тенгликдан:

a = а д  4- a ^ q " ' +...+alq+ aa.

( 1.10)

a= (asqs~l +as_1qs 1+...+a:i)q+a0 =(bsq’ 1 +Ь^д* 1 +...+ bt)q + h„. 

Бу тенгликдан, колдикди булиш теоремасига кура:
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aK=MJ>=asq s ' ^ a s_,q-2 +...+a, =bsqs 1 + Ъ ^ г +...+*, 

ь< а  дан индукция фаразимизгакура b ) t - s ,a ,  =bs,...,a, =b„

Шундай килиб, v { ceA f) учун (1.9) тенглик ягонадир.
Систематик сонлар устида амаллар 

Х,ар хил сонлар системасида кушинт, айириш, купайтириш, 
булиш амаллари \ 0 асосли санок системаси коидасига кура 
бажарилади.

Мисоллар:
1. Кушиш, айириш.

ДО2* Ш$»
"отГ шГ

2. Купайтириш. булиш.
4Ь% x m h  ! №

- 2 H I 
54.12 'В -2 '% 41

4165
45.V26*

0

42 -5 -$  *2  
55=41? *3

Пир сапок сисгсмасидан бешка санок системасига утиш
V(a е N) р  асосга кура, санок системаси булсин. а  сонини q 

асосга кура санок системасида ёзшл талаб килинсин.
Фараз кдиайлик, а  сонини q асосга кура санок системасида

а = akqk + ак_дк~1 + ...+alq +а0.

e0,alv..,at сонларни топиш зарур. Бу р  асосга кура санок системаси 
учун а ни q га колдикди буламиз: a = bQq+aa.

Худди шу санок системасида Ьи ни q га колдикди буламиз.
b0 ^fyq+a, .

Ва худди шундай давом этгирамиз. Бу жараён кетма-кет 
бажарилиб, ноль булинмага айлангунича давом этади:

bk-i — 0-q +bt_i ,bt_x — at .

р  асосга кура санок системаси учун а ни q га колдикди булиш 
куйидаги схема ёрдамида бажарилади:
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Стрелка тартиб йуналишини курсатади.
Агард < р, у холда а ни а га булгандаги а ^а х,...,ак колдикдар 

кетма-кетлиги р асосга кура санок системасининг хеч булмаганда 
бир ракамидан иборат булади. Бу ракамлар q асосга кура, санок 
системасидаги а сонининг ракамлари булади.

Агарда, р>ц дан катга ёки тенг будса, у холда q ва баъзи 
a0,av ...,ak колдикдар р  асосга кура санок системасининг хеч 
булмаганда бир ракамидан иборат булади. Бу ракамлар q асосга кура 
санок еистемаси ёрдамида ёзилиши зарур.

Масала, 5456 сонини 12 асосли санок системаси куринишда 
ёзинг.

12 сонини санок системасида 6 асосга кура ёзиб оламиз: 
12 = 2 ■ 6 + 0 = (20)б.

« 5 ,  [ » *
~ т Ш |386
.  JL_ Г Г  [т.

Уй_ ш й5 =% 11

Демак, 5456 = 15512.
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II БОБ. ТАККОСЛАМАЛАР НАЗАРИЯСИ ЭЛЕМЕНТЛАРИ
2.1-§. Бутун сонлар халкасида таккосламалар, уларнинг 

хоссалари, чегирмалар синфи халкаси

Бизда а, Ь, бутун сонлар хамда т > 1 натурал сон берилган 
булсин. Агар а-b айирма т га колдиксиз булинса, у холда а бутун сон 
b бутун сон билан т модул буйича таххосланади ва куйидагича 
белгиланади:

a = b(modm). (2.1)
Таърифга кура, а ва б бутун сонлар учун а = Ь(тойт) 

муносабатнинг уринлилиги (а-Ь)':т  НИ, ЯЪНИ a —b -m q , q e Z  НИ 

билдиради
Бутун сонларнинг м модуль буйича таккосланиш муносабати бутун 
сонлар тупламида эквивалентлик муносабати булишини текшириш 
к,ийин эмас. Бу муносабат буйича эквивалентлик синфлари м модуль 
буйича чегирмалар синфлари ёки чегирма синфлар дейилади.

Масал ан:
4Z = {...,-16,-12, -8, -4,0,4,8,12,16,...}
4Z + 1 = {...,-15,-11,-7,-3,1,5,9,13,17,...}
4Z +2 = {...,-14,-10,-6,-2,2,6,10,14,18,...}
4Z + 3 = {...,-13, -9, -5,-1,3,7,11,15,19,...}

Кейинги уринларда куйидаги теоремани исботлаймиз.
1-Теорема. Иккита а ва b бутун сонлар m модул буйича 

таххосланишлари учун уларни m га булганда бир хил крлдик  чикднпи 
зарур ва етарли.

Исбот. a  э 6(mod т) буЛСИН. У ХОЛДа, a - b  =  m q,qeZ . ДемаК, 
a =  mq+b. Агар b =  m q'+ г,0< г <т  буЛСЗ, а —  m (q+q') +  г,(! < г < т. ЯъНИ, а  Ва 
Ь бутун сонларни ш га булсак, бир хил колдих холар экан. Аксинча, 
агар f  = пщ]+г>0 < г< т  ва b = mq1+r булса, У холда a - b  = m (q^-q1) ёки 

asb(m odm ) булади.
Таккоеламанинг асосий хоссалари. Куйида таккосламанинг 

бевосита таххослама таърифидан келиб чихадиган асосий 
хоссаларини келтирамиз. Бу хоссаларнинг барчасида a, Ъ, с, d  лар
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ихтиёрий бутун сонлар, т эса 1 дан кагга натурал сон деб 
хисоблаймиз.

1°. asa(m odm )

2°. Агар а з  г, (mod/к) булса, У холда &sa(modm) булади.
3°. Агар asb(mo<im)B8. b = c(modm) булса, у ХОЛДЗ a = c(modm) 

булади.
4°. Г аккосламаларни хадма-хад кушиш ва хадма-хад 

купайтириш мумкин, агар a = b{modm) ва с^сК яю йт ) булса, у холда 
a + csb+ d(m odm ) ва ас = bdiw.odт) булади.

5°. Таккосламанинг иккала тарафини хам ихтиёрий сонга 
купайтириш мумкин. ЯЪНИ, a  = 6(modm)6ynca, У холдаас 3 Ьс{тг-лйт) 

булади. _
6°. Агар asb(modm) булса, у холда a" = bn{modm) булади. Бу ерда п 

ихтиёрий натурал сон.
7° Таккосламанинг ихтиёрий кисмига модулга каррали сонни 

кушиш мумкин:
a=b(modm) ва/с, г G Z => a+km= s(m od т ) ва а = s 4- 

l m ( m o d m )
8° х  =  u (m odrrii)  в а х  =  u ( m o d m 2) «=» x =  u (rn o d [m i,m 2])
9° x =  u (m o d  m )  ва a k G Z (k  — 0 , 1 , ,  n) булса, у холда

a 0x n +  с ^ х 71-1 +  — I- a n_xx  +  a n =  a 0u n +  a jU 71-1 4-------1- ап- ги  +
a n(m od  m ),

10° x =  u (m odrr i)  в а ak =  bfe(m odm ), (k  =  0,1, ...,n ) булса, у
холда
a 0x n +  я 1х п—1 H-------1- O j ^ x  +  a „  =

=  b0un +  ^ и 71-11—  +  +  bn(m o d  m )
11° (a, p) =  1 булсин. ax =  a y  (m o d  p) => x =  у  (m o d  p)
12° Агар a =  b (m o d  d), a  =  b (m o d  c), (d, с) =  1 булса, у холда 

a  =  b (m o d  dc ).

13° Агар a =  b ( m o d d )  булса, у холда ихтиёрий с G Z учун 
ас = b c(m o d  d).

14° Агар ас  =  b c (m o d  d )  ва (с, d) =  1 булса, у холда 
a  =  b (m o d  d ) .
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Юк,оридага хоссалардан, агар а=6(mod/n) булса, у холда 
коэффициентлари бутун сонлардан иборат f ( x )  = a0x" +а1х"~' +... + а„_1х+а„ 

купхад учун
/(a) = /(i)(mod т) (2.2)

булиши хелиб чикаци.
Таккосламаларнииг хоссаларидан 2, 3, 5, 7, 9, 10, 11, 13 га 

булиниш аломатларини келтириб чикариш мумкин.
Масалан: 9 га булиниш аломатини куриб чикдйлик. Бунинг 

учун ихтиёрий натурал сон п учун таккрсламадан фойдаланамиз. У 
холда (2.1) таккосламага асосан
a0a1...a„=a0Kr+a110”"1+a„_.10 + a„sa0+a,+... + c3„(mod9), ЯЪНИ СОН 9 га 
булиниши учун унинг рахамлари йигиндиси 9 га булиниши зарур ва 
егарли экан.

Чегирмаларнинг тулик еистемаси.
Берилган модул буйича чегирма синфлар эквивалентлгос 

синфлари сифатида шундай синфлар эга буладиган барча 
хусусиятларга эга.

Хусусан, т модул буйича исталган иккита чегирмалар синфлари 
устма-уст тушади, ёки бирорта хам у мумий элементга эга булмайди. 
т модул буйича барча чегирмалар синфлари бирлашмада Z  тупламни 
беради. Шунингдек, т модуль буйича хар кдндай чегирмалар синфи 
шу синфга кирувчи ихтиёрий а элемент оркали бир кий мат л и 
аникланади, бу синф куйидаги туштамдан иборат:

{« + кт ] к е  Z}  = a+mZ.

Бу тупламни, яъни а=Z>(modт)уринли буладиган барча aeZ  
сонлар тупламини a(modm) ёки а каби белгилаймиз.

Синфнинг ихтиёрий сони т модул буйича чегирма дейилади 
(шу синфнинг бошца совларига нисбаган).

Х,ар бир синфдан ихтиёрий равишда биттадан олинган сонлар 
туплами берилган т модул буйича чегирмаларнинг тупа синфи 
дейилади.

Одатда, чегирмаларнинг тула синфи сифатида берилган т 
буйича знг кичик манфий булмаган чегирмалар, яъни 0, 1,2,  ..., т-1 
система олинади. Баъзан берилган т модул буйича чегирмалардан
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абсолют киймати буйича энг кичик мусбат булмаган чегирмаларнинг 
тула системаси дам каралади:
-(т-1), -(т-2), -2, -1, 0. т модул буйича абсолют киймати
жидатидан энг кичик чегирмаларнинг тула синфи дам ишлатилади, 
Масалан, т=1 булганда бу система -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3 чегирмалардан 
иборат булади;
т- 8 булганда эса -3,-2, -1, 0, 1, 2, 3, 4 ёки —4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3 
чегирмалардан ташкил топади.

Чегирмаларнинг тула системасидан олингак ва т модул билан 
узаро туб булган чегирмалар т модул буйича чегирмаларнинг 
келтирилган системаси дейилади. Келтирилган системада чегирмалар 
сони q>(m) Эйлер фуккцияси кийматига тенг.

Чегирмаларнинг тула системасидаги каби келтирилган 
системанинг дам уч тури ишлатилади: энг кичик мусбат 
чегирмаларнинг келтирилган системаси, абсолют циймати буйича 
энг кичик манфий чегирмаларнинг келтирилган системаси, абсолют 
киймати буйича энг кичик чегирмаларнинг келтирилган системаси.

X], х2, .... хс бутун сонлар системаси с=т ва ir-j да x,=x;(modm) 
булганда факат шу долда т модул буйича чегирмаларнинг тула 
системасидан иборат булади. (а,т)= 1 булганда ах+b чизикди 
форманинг кийматлари т модул буйича чегирмаларнинг тула 
системасидан иборат булиши учун х  кабул киладиган кийматлар х,ам 
чегирмаларнинг тула системасидан иборат булиши зарур ва етарли.

Xj, х2, хс бутуш сонлар системаси c=ip(m) ва vfcj, (хит)= 1 да 
x,=Xj(modm) булганда ва факат шу хрлда т модул буйича 
чегирмаларнинг келтирилган системасидан иборат булади. (а,т)=1 
булганда ах чизикди форманинг кийматлари т модул буйича 
чегирмаларнинг келтирилган системасидан иборат булиши учун х 
кабул киладиган кийматлар хдм чегирмаларнинг келтирилган 
системасидан иборат булиши зарур ва етарлидир.
1-масала. Ихтиёрий натурал п сон учун хуйидагиларни исботланг:

а) п2 = 0 ёки п 2 =  1 (mod. 3)
б) п 2 = 0 ёки п 2 = ±1 (mod 5)
с) п 2 = 0 yoki п2 =  1 yoki п 2 = A(mod 8)
д) п3 =  0 yoki n3 =  ± l(m o d  9)
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e) n4 =  0 yoki n4 = 1 (mod  16)
Ечиш. а) Куйидаги х.олларни караб утамиз: п = —1,0,1 (mod 3). Бу 
холда п2 = l,0 ,l(m o d 3 )

б) Куйидаги холларни караб утамиз: 
п =  —2, —1,0,1,2(mod 3). Бу холда п2 =  —1,1,0,1, —1 (mod  3).
Щунга ухшатиб, с); д); е) лар хам текширилади.
2-Масала. Куйидаги шартни каноатлантирадиган т нинг 
кийматларини топинг:

20 = 8 (mod m).
Ечиш. т нинг кийматлари (таккосламанинг маъноси хаквдаги 
теоремага асосан) 20 -  8 = 12 нинг булувчиларидан иборат, яъни: 1; 2; 
3; 4; 6; 12.

2.2-§. Эйлер функцияси. Эйлер ва Ферма теоремаси

т натурал сонга булинганида бир хил г долдик коладиган барча 
бутун сонлар туплами т модул буйича сонлар синфини ташкил 
килади. Бу синфнинг хар бир сони у мумий холда mk+r, k£Z 
куринишда ёзилади. Барча синфлар сони т га тенг.

Бутун номанфий сонлар тупламида аникданган <р(т) функция 
Эйлер функцияси дейилади.

т>\ ва (а,т)=\ булганда куйидаги тадкослама уринли: 
а ’"’’ =1 (modга), бу ерда (р(т)--Эйлер функцияси (Эйлер теоремаси). 

Масалан, да(1) = 1,р(2)=1,<р(3) = 2,(э(5) = 4:<з(12) = 4. 
р  туб сон ва (ci,p)= I булганда куйидаги таккослама уринли: 

ap~l = 1 (mod р) (Ферма теоремаси).
а бутун сонни узида саклайдиган т буйича чегирмалар синфини 
a(mod т) билан белгилаймиз. Демак, a{modm)=za+mZ={a+hrv, kSZ}.

(Ферма теоремаси). р  туб сон учун ар — a (mod р) таккослама 
уринли булади.

Исбот. а буйича индукцияни куллаймиз. а=1 да натижа равшан. 
Фараз киламиз, р| ар — а , у холда Ньютон биноми формуласига кура,

' Ферма Пер ( 1601-1655,) -  франциялик адвокат ва математик. Аналитик геометрия асосчиси.
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P-1

(a +  l ) p — (a  +  1) =  (ap — a) +  ^  Cp ak
k =l

p| Cp, к = 1 , 2 , p — 1, муносабатдан (текширинг) ва индукция 
фаразига кура, р|(а +  1)р — (а +  1). Демак, (а +  1)р =  (а + 
l)(m o d p ),

Изож. Агар {а, р)=1 булса, у жолда Ферма теоремасидан 
куйидаги муносабат келиб ч и кади:

av~1 =  l(m o d p )
Таккосламаларнинг хоссаларига кура куйидагига эгамиз: 

с, =  d[(mod p ),i =  1 , 2 , п => схс2 ... cn = dxd2 ... dn(mod р )
(a, /?)=] булсин. Куйидаги сонларни киритамиз:

а, 2а, З а ,..., (р — Зфа
бу кетма-кетликдг иккита турли хадлари р  модул буйича 
таккосланмайди. Хакикагган дам,

ia =  ja (m od  р) =$ i = j(m od  р) => у =  j 
Демак, a, 2a, 3 a ,..., (p — l ) a  -сонлардан х,ар бири 1 ,2 .3 , p— 1

соилардан факат биттаси билан р  модул буйича таккослакади.
Бундан

a  ■ 2a ■ 3a ••• ■ (р — l ) a  = ap-1 ■ 1 • 2 • 3 ■ ... • (p — 1)
=  1 - 2 - 3  • • (p — l)(m od  p)

1 ■ 2 • 3 •... • (p — l ) ,p  =  1 булгани учу'н a 3"1 = 1 (mod p) булади. 
ZimZ - билан m модул буйича барча чегирмалар синфлари тупламини 
белгилаймиз:

Z/mZ={0(modm), 1(тосЬг),..., (m-l)(modm)}.
Бу тупламда кудпиш ва купайтириш амалларини куйидаги тенгликлар 
оркали киритилади:

а ( т  о d m  )+b( т о d m  )=(а+Ъ)( m о d m ), 

a(mod/n)-b(modm)=afe(mod?«)
(ZlmZ, +) — абел грутасидан уамда Z группанинг m2 кием 

грухша буйича фактор группасидан иборат булиб, т модул буйича 
чегирмалар синфининг аддитив группаси дейилади.

(Z!mZ, +) -  бирлик элементли коммутатив халкадан иборат 
булиб, т модул буйича чегирмалар синфининг халцаси дейилади.
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Агар (а,т)=1 булса, а(тодт) синф т модул билан узаро туб 
булган чегирмалар синфи дейилади.

т модул билан узаро туб булган чегирмалар синфлари тунлами 
купайтиришга нисбатан абел группасини ташкил этади ва у т модул 
билан узаро туб булган чегирмалар синфлариникг мулътипликатив 
группаси дейилади.

Агар аЬ' \ (тобиз) булса, а чегирма b чегирмага т модул буйича 
тескари дейилади.
1- масала. SO модул буйича чегирмалар туда системасининг учта 
турини ёзинг.
Ечиш. О, 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 -  10 модул буйича энг хичик манфий 
булмаган чегирмалар туда системаси.

-9, -8, -7, -6, -5, -4, -3, -2, -1, 0 -  10 модул буйича абсолют 
киймати жихатидав энг кичик манфий чегирмалар тула системаси.

-4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5 ёки -5, -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4 - 1 0  
модул буйича абсолют киймати жихатидан энг кичик чегирмалар туда 
системаси.
2- масала. 25п -  1 нинг 31 га булинишини исботланг (и £N).
Ечиш. 25 -  I = 31 булганлиги учун 25 s  1 (mod 31). Бу такдосламанинг 
искала томонини (6-хоссага асосан) п даражага кутариб, 25" = 1 (mod 
31) ни хосил киламиз, бу эса 31 | (25п-  1) ни англатади.
3- масала. 3 \  З2, З3, З4, З5, З6 сонлар системаси 7 модул буйича 
чегирмаларнинг келтирилган системасини ташкил этишини 
курсативг.
Ечиш. Берилган сонлардан энг кичик мусбат чегирмаларни тузамиз:
3, 2, 6, 4, 5, 1, чунки, 32=2(mod7), 33=6(mod7), 34=4(mod7), 3s=5(mod7), 
36=l(mod7).
4- масала. 2nlfJ сонининг охирги иккита ракамини топинг.
Ечиш. Берилган соннинг охирги икки раками бу сонни 100 га 
булганда хосил
буладиган колдикдан иборат. Демак, куйидаги таккосламани 
каноатлантирадиган х сонини топиш талаб килинади:

2100 = х (mod 100).
Иккининг кичик даражаларидан бошлаб, 100 га булганда косил 
буладиган
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колдикдарни кетма-кет ажратамиз:
2100 = (210)10 = (1024)10; (Ю24)10 = (24)10 (mod 100).
(24)10 = (576)5 s  76 5 = (76)4-76 = (5776)2-76 = (76)2-76 = 5776-76 = 762 
=5776 = 76(mod 100).
Шундай килиб, 2100 сонининг охирги икки раками 7 ва 6 дан иборат.
5- масала. 383175 ни 45 га булганда косил буладиган колдикни топинг. 
Ечиш. 383=23(mod45) булганлиги учун 383l 75= 23 175(mod45). Энди 
<р(45)=24 ва (23,45)=1 дан Эйлер теоремасига кура: 2324=l(mod45) ни 
х;осил киламиз. Демак, 23175=23z4,7+7=(2324)7-23 7=l'-237(mod45). Шу 
тахдигда давом этиб,
237=(232)3-23=343-23=342-34-23=1156-782=31 -17=527=32(тоб45) ни 
косил киламиз.

Шундай килиб, 383175=32(mod45). Изланаётган колдик 32 дан 
иборат.
6- масала. Агар р  -  туб сон булса, у колда С*_, s  ( - i f  (mod р) 
таккосламани исботланг.
Ечиш. Маълумки, ихтиёрий р  ва к  сонлар учун С *_,+С ^ = с *  формула 
уринли, к с* - бутун сондан иборат булиб, р  га булинади, чунки к  < р ,  

р  эса туб сондан иборат, шунинг у чун у махражнинг бирорта кам 
купайтувчиси билан кискариб кетмайди. Шундай килиб, с* a o(modр ) . 

У колда С*_, а  ( -1) (mod р). Бу рекуррент муносабатни кетма-кет
куллаб, юкори курсаткични 1 гача камайтирамиз:

- Н ) С" = Н ) Ч 4:? = ( - о 3 с кЛ  =■■■=( - i f  Ср - 1) = Н *  (mod р).
7- масала, х  нинг кар кандай бутун кийматида х7 = x(mod42) 
таккослама тугрилигини курсатинг.
Ечиш. Ферма теоремасига кура, х7= x(mod7). Энди х7= x(mod2 ва 3) 
эканлигини исбот киламиз, бунинг учун 2 ва 3 модуллар буйича 
чегирмаларнинг туда системасини, яъни 0, 3, 2 сонларни синаш 
етарли.
8- масала. Агар а ва Ъ - ихтиёрий бутун сонлар, р  - туб сон булса, 
куйидаги таккосламани исботланг:

(а + Ь)Р = а1’ 1- bp (mod р ).

Ечиш. Биномни ёйиш формуласидан:
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{a+b)p s  ap +Cipap-1b+ C 2pa ^ 2b2 + . . л С ^ а Ь ^ 1 +bp.

Унг томовда иккинчи цушилувчидан бошлаб, р - 1 - кушилувчигача 
барча кушилувчилар р  га булинади, чунки

с* = ——— '—-А---- оу ерда к < р .

Демак, с* = 0(modp),i= 1,2,...,(/j -1).

Бу ерда (a+5)' = e, + lif (mod р) келиб чидади.
9- масала. Бутун соннинг 100-даражасини 125 га булганда досил 
буладиган колдидни топинг.
Ечиш. Агар (а,5)=1 булса, у холда Эйлер теоремасига кура:

(/Р25) = ат = 1(т0(П25).

Агарда (а,5) == 5 булса, у холда а 100 = 0(modl25). Демак, (а,5) = 1 
булса, у долда изланаётган колдик 1 га тенг. Агарда (а,5)=5 булса, у 
холда a lz5 сони 125 га булинади.
10- масала. ни ток т сонига булинганида хосил буладиган 
колдикни топинг.
Ечиш, =r(modm), 0<г<т булсин. У долда = lr  = l(modm) ёки

r = i±~2, бу ерда q£Z. О<г<т шартни q= 1 да ягона - ~ £  диймат

даноатлантиради, бу ердан г = ни досил киламиз.

11- масала. 341 сони учун 2 ,41=2(mod341) таккосламанинг уринли
эканлигини курсатинг.
Ечиш. 341 мураккаб сои, 341=11-31 25=l(mod31) ва 2l0=l(mod31) 
тавдосламалар уринли эканлигини осонгина текшириш мумкин.

Ферма теоремасига асосан 2 l0=l(modl 1). 11 ва 13 сонлар узаро 
туб булганлиги учун бу ердан 210=l(m odil-31) келиб чикади, яъни 
2l0=l(mod341). Демак, 2340=l(mod341) ва 2341=2(tnod341) 
таккосламэлар уринли.
12- масала, ах = 1 (m odp)  таккосламани каноатлантирадигак барча х 
сонлар топилсин.
Ечиш. Ферма теоремасига кура, бу сон х  = ap~2(m odp ) тавдослама 
билан аиикланади.

65



13- масала, р  туб сон барча бутун а Ь, сонлар учун abp — Ьар -  сони 
булади.
Ечнш. Ферма теоремасига кура,

bp = b (m o d p ), ар = a (m odp )
abv — bap =  ab — ab = 0 (mod p).

14- масала. p>J туб сон учун p -i та рахамдан тапжил топтан 11... 1 сон 
р  га крлдиксиз булкнишини исботланг:
Ечиш. (10, р)=1, Демак, Ферма теоремасига кура

11... 1 =  — -—  = —  = 0 (mod р).

15- масала, р  туб сон учун (а + b)p = (ар + bv)(m o d p )  таккослама 
уринли булади.
Ечию. Ферма теоремасига кура, _

а = ар(mod р), b — bp(mod р), (а + b)p — (а  + b) ~ а 4- b =
(av + bp)(m od  р).

16- масала. (Эйлер теоремаси). Агар (а,т)=1 булса, у х,олда
а ч>(иг) =  1 (m odm )

п — ф(?п) белгилаймиз.
х х,х 2, ... ,х п сонлар {1, 2, ..., т } туплам ичида жойлашган ва т 

сони билан узаро туб булган узаро тенг булмаган сонларни 
ажратамиз. Маълумкн, улар бир-бири билан m модул буйича 
таккослаимайди.
Куйидаги сонларни кириггамиз:

CLX-̂ f CLX-̂ t ; (XX-j2
Бу кетма-кетликда дам иккита турли дадлари m модул буйича 
такдосланмайди.

Хдкикаттан дам, х { A Xj ва хра = Xjd(mod m ) булсин. У холда 
(a,m)= 1 булгани учун x L =  Xj(mod т ) булади. Бу эса х г,х 2, . . . ,х п 
сонларнинг бир-бири билан m модул буйича таккосланмаслигига зид. 
(а ,т ) = 1, (хи т ) =  1 булгани учун (а,т)= 1 булади, яъни 
axi = Xj(mod т ). Бу тавдосламаларни i=1, 2,.... п буйича купайтириб 
чидсак

ахх ■ ах2 ■... ■ ахп = ап ■ х г ■ х 2 ■ ... ■ хп = х г ■ х 2 ■... ■ xn (mod т ) 
ни хосил килам из. (хг • х2 ■ ... ■ хп,т )  =  1 булгани учун ап = 
l(rnod т ) булади.
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Изох. ф(р) = р — 1 булгани учун Ферма теоремаси Эйлер 
теоремасидан бевосита келиб чикади.
17- масала, а бутун сон учун а 10 +  1 сон 10 га булинади. 
а ни топинг.
Ечнш. (а,10>--1, акс х,олда а 10 + 1 ва 10 сонлар узаро туб булади. 
ф(10) = 4 булгани учун, Эйлер теоремасига кура, 
а10 + 1 = 0 (mod 10) таккослама а2 +  1 = 0 (mod 10) таккосламага 
тент кучли. а =  ±1, а = ±3  холларни караб чикиб, а — ± 3 (mod  10) 
ечимни топамиз.Демак, а = ±3(mod 10).
18- масала. р>5- туб сон булса, р8 = 1 (mod  240) ни исботланг.
Ечнш. 240 = 24 • 3 • 5 . Ферма теоремасига к5фа, р 2 = l(rnod 3) ва

р4 = l(m od  5) ■ ср(24) = 23 булгани боне, Эйлер теоремасига
кура

р 8 = 1 (mod  16)
Демак, рй ~ l(m od т ),т  -  3,5,16, яъни р8 = l(mod 240) .
19- масала. я = 12.81‘",~148'2',сонини 13 га булгандаги колдикни топинг. 
Ечнш. 2 хоссага кура, гп (а)=r„ (l28:w)-r15 (ш 123)). Шунинг учун

r.,(l28l4S), ,̂(l?.8129) ни колдигини топамиз. Демак. 128=-2(modl3).
Кетма-кет равишда
1282 s ( —2)* (mod 13) яъни 1282 = 4(m odl3),

!284 = 4 2(modl3) яъни 1284 = 3(mod 13),
128s s4 -3 (m odl3 ) яъни 1286 s - i(m o d l3 ) ,

128п s ( - l ) 2(m odl3) яъни 128‘2 s](m od!3), 

топамиз.
Бундан 148 = 1212 + 4, V холда 128I4*=(l28!2)‘2-1284 =3(modl3), шунинг учун 

(l28'4S) = 3. Худди шундай, г13(148:29) = 5. Натижада куйидаги колдикда 
зга буламиз,
Пз (а) = Пз (3 -  5) = 4, (-2) =-11.

2.3-§. Биринчи заражали таккосламалар ва уларни ечнш
усуллари

я-даражали бир номаълумли таккослама деб куйидаги 
куринишдаги таккосламага айтилади:
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a0x" +alx" 1 +...+ап_1х+ап = 0(modm),

Бу ерда: ао=0(тосЬг), a,eZ, i=0, n, n- 1 манфий булмаган бутен сон. 
Таццосламани ечиги -  уни каноатлантирадиган х пинг барча 
цийматларини топиш демакдир.

Агар берилган такдосламани бирор х=а диймат даноатлантирса, 
у долда бу такдосламани а билан т модул буйича таддосланадиган 
барча сонлар дам даноатлантиради: x=a(modm) ёки х=тк+а, яъни, т 
модул буйича а тегишли булган чегирмалар синфининг барча 
чегирмалари даноатлантиради. Хар бир синф битта ечимни ташкил 
этади.

Демак, такдосламани ечиш уни каноатлантирадиган 
чегирмаларнинг барча синфларини топишдан иборат.

Хар бир синфдан биттадан олинган чегирмалар туда системами 
ташкил этганлиги учун такдосламани каноатлантирадиган сонлар 
синфини аниклаш, чегирмаларнинг туда системасидан уларга мое 
келадиган чегирмаларни топишдан иборат экан. Одатда, а сифатида 
берилган модул буйича манфий булмаган энг кичик ёки абсолют 
диймати жидатидан энг кичик чегирмалар олинади. Шундай дилиб, 
тула системанинг нечта чегирмаси берилган таддосламани 
даноатлантирса, таддослама шунча ечимга эга булади.

Агар бир хил х номаълумли ва бир хил модул ли иккита 
такдосламани х номаълумниннг бир хил дийматлари даноатлантирса, 
бундай таддосламалар тент кучли дейилади.

Берилган таддосламага тенг кучли таддосламалар дуйидаги 
алмаштиришлар натижасида досил булади:

а) берилган такдосламанинг иккала томонига дам бир хил сонни 
душиш натижасида;

б) берилган такдосламанинг ихтиёрий бир дисми модулига 
каррали булган сонни душиш натижасида;

с) берилган такдосламанинг иккала томонини модул билан узаро 
туб булган сонга купайтириш (булиш) натижасида;

д) такдосламанинг иккала томони ва модулини бир хил сонга 
булиш натижасида.
1-масала. Куйидаги таддосламаларни ечинг:

а) x3-2x+6^G(modl 1);
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6) x4+2x’+6^0(mod8); 
с) х4-х3—x2+5x-2=0(mod6).

Ечиш. а) 11 модул буйича абсолют киймати жихатидан энг кичик 
чегирмаларнинг туда системасидан иборат:

-5, -4, -3,-2, -1,0, 1,2, 3,4, 5
сонларни бевосита таккосламага куйиб текшириш натижасида 5 сони 
такдосламани каноатлантиришини хосил киламиз. Ечимни 
x=5(modl 1) куринищда ёзамиз;

б) 8 модул буйича чегирмаларнинг тула системаси -3, -2, -1, 0, 1, 
2, 3, 4 да бирорта хам чегирма таккосламани каноатлантирмайди, 
шунинг учун берилган таккослама ечимга эга эмас;

с) 6 модул буйича чегирмаларнинг тула системаси -2, -1,0, 1,2, 
3 да факат иккита сон таккосламани каноатлантиради: -1 ва 2. 
Берилган таккослама иккита ечимга эга: x=-l(mod6) ва x=2(mod6). 
Модулнинг булувчиси буйича олинган таккослама берилган модул 
буйича таккосламанинг натижасидан иборат булади.
2-масала. xz~5x+6=0(mod9) таккосламани ечинг.
Ечиш. Модулнинг булувчиси буйича олинган таккосламани куриб 
чикамиз:
x2-5x+6=0(mod3), бу ердан x2+x=0(mod3) ёки x(x+l)=0(mod3) 
купайтувчиларнинг х,ар бирини алохида ечиб x=0;2(rnod3) ни хосил 
киламиз.
Ечимларни чегирмалар синфи оркачи х=3q; 3q+2 шаклида ёзамиз. 
Энди х=3q ни берилган таккосламага куямиз: 9g2-15#+6=0(mod9), бу 
ердан 3^=3(mod9), яъни, <pl(mod3) ёки q-\+3t. Бу ердан х=3+9? ёки 
x=3(mod9) ечимни хосил киламиз. х=Зд+2 да берилган таккослама 
куйидаги куринищда булади:

9g2+12g+4—15g-10+6H)(mod9).
Бу таккосламани содцалаштиришлардан сунг 3<pQ(mod9) ёки 
9=0(mod3) ни хосил киламиз. q=3t булганда бериладиган 
таккосламанинг иккинчи ечими 
х=9?+2 ёки x=2(mod9) ни хосил киламиз.

Шундай килиб, берилган таккослама иккита ечимга эга экан: 
x=2;3(mod9).
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x а (-1)" bPn_x (mod/?;),

бу ерда касрни узлуксиз касрга ёйганда косил буладиган

охиргисидан битта олдинги муносиб касрнинг суратидан иборат. 
Баъзи холларда такко сл ам ал а р ни к г хоссаларига асосланган
алмаштиришлар оркали берилган таккослама осон ечилади (3- 
мисолга каранг).
4- масала. Ку'йидаги таккосламани Эйлер усули билан ечинг:

9x=8(mod34).
Ечиш. (9,34)= 1 булганлиги учун берилган таккослама ягона ечимга 
эга булади. <р(34)=16 ни хисоблаб куйидагиларга эга буламиз:, 

х=8-915=8 -З30=8 -314 =8 -(2187)2=8 ■ 11 ̂  16(mod34).
5- масала. Таккосламани узлуксиз касрлар оркали ечинг:

285x=177(mod924).
Ечиш. (285,924)=3 ва 177=59-3 булганлиги учун берилган таккослама 
учта ечимга эга.
Таккосламанинг иккала томони на модулини 3 габуламиз:

95x--59(mod308).
—-  касрни узлуксиз касрга еямиз: —  =(3, 4, 7, 1, 2). Муносиб касрлар 

жадвалини ту'замиз:
2.1-жадвал

'Л 4 7 1 2

р, 1 3 13 94 107 308

Шундай килиб, / >„_1=Т’4=107, демак, х=(-1)4-!07-59(mod308); бу ердан 
натижа таккосламанинг ечими x=153(mod308) ни косил киламиз. 
Берилган таккосламанинг ечимлари куйидагича тасвирланади: 

х=153; 461; 769(mod924).
Биринчи даражали такко с л ам a  i ар н и биринчи даражали икки 

номаьлумли аникмас тенгламаларини (диофант тенгламалари) ечишга 
тадбикини караб чикамиз.

Куиидаги аникмас тенглама
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ax+by=c; (a, b, cEZ)
ни ечиш талаб килинсин. Агар (a,b)=\ булса, у холда берилган 
тенглама бутун ечимларга эга булиб, унинг умумий ечими куйидагича 
ифодаланади:

х=Х] +Ы,
y=yi-at

ёки Ь манфий булганда куйидагича ифодалаш кулай:
х= Х\-Ы, 
y = y t+at.

Бу формулаларда x t ва у\ лар х ва у  ларнинг тенгламани 
каноатлантирадиган кандайдир кийматларидан иборат ва teZ.
Агар (a,b)=d >1 ва с сони d га булинмаса, у холда ах+Ьу=с тенглама 
бутун сондаги ечимларга эга эмас.

Биринчи даражали аникмас т£дгламалар назариясидан 
номаълумларнинг хусусий ечимларини топишнинг бир неча усуллари 
мавжуд.

Тавдосламалар ёрдамида хусусий ечим куйидагича топилади: 
ах+Ьу^с дан таккосламанинг маъноси хакидаги теоремага кура 
ax=c(modb) бир номаълумли таккосламани хосил киламиз, бу ерда b 
уз ишораси билан олинади, таккосламани каноатлантирадиган х нинг 
киймати Xi сифатида олинади, у  у нинг киймати зса бевосита берилган 
тенгламага Х] ни куйиб топилади.
6-маеала. Куйидаги тенгламани бутун сонларда ечимларини топинг:

39х-22у=10.
Ечиш. Тентламадан куйидаги таккосдама келиб чикдди:

39x=10(mod22).
Бу таккосламадаги коеффициентларни 22 модул буйича энг кичик 
мусбат чегирмаларига келтирсак, 17x=10(mod22) га тенг ва бу ердан 
Xi=20 ни хосил киламиз. Бу кийматни берилган тенгламага куйиб, 
у. =35 ни топамиз. Демак, берилган тенгламанинг умумий ечими 
куйидагича булади:

jx = 20 + 22t 
{у = 35 + 39/
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7-масала, Гугилган куннинг 12 га куиайтмаси ва ойнинг 31 га 
купайтмаяарининг йигиндиси 299 эканлиги маълум булса, тугилган 
кунни топинг.
Ечиш. х-сана, у-ойнинг разами булсин, У холда куйидаги 
тенгламани хосил кдламиз:

12х+31у=299.
Бу ердан 12x^299(mod31) ёки 12x=20(mod31) таххослама келиб 
чикади. Охирги таххосламани ечиб, х(=12 ни топамиз. Топилган 
кийматни берилган тенгламага куйиб, у,=5 ни хосил хиламиз. Демак, 
тугилтан кун 12 -  май экан.

2.4-§. Таккосламалар системаси ва унинг ечими

Бир номаълумли хар хил модулли биринчи даражали 
такхосламалар системасининг умумий куриниши хуйидагидан 
иборат:

а,х = bv (mod w,)
агх  = b7 (mod тг ) (2.3)

anx  = bn (mod mn )

Бу система ечимини топишнинг умумий усули ку'йидагича:
Дастлаб системанинг биринчи такхосламасининг x^a(modmi) 

ечими топилади, бу ерда а-т , модул буйича манфий булмаган энг 
кичик ёки абсолют киймати жихатидан энг кичик чегирмадан иборат, 
бу ечим сонлар синфи шаклида ёзиб олинади:

x^m/t+a (2.4)
(Агар биринчи таххослама ечимга эга булмаса, берилган система хам 
ечимга эга булмайди).

Сунгра х нинг (2) даги хиймати системанинг иккинчи 
таххосламасига хуйилиб,

а2(т\t+a)^b2{modm2) (2.5)
таххослама хосил дилинади. (3) такхосламадан t нинг сонлар синфи 
шаклидаги

i=m2t]+B
куриниши тонилиб, у (2) тенгликка дуйилади, х нинг янги хиймати 
хисобианади. (Агар (3) таххослама ечимга эга булмаса, берилган 
система хам ечимга эга булмайди).
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Натижада х яинг сонлар синфи шаклида ёзилган ва берилгая 
системанинг дастлабки иккита таккосламасини каноатдантирадиган 
киймати х,осил булади. х нинг топилган киймати учинчи таккосламага 
куйилиб, хосил булган таккоелама t\ га нисбатан ечилади ва б нинг 
сонлар синфи шаклида ёзилгаи киймати х нинг ифодасига куйилади, 
сунгра х  нинг бу киймати туртинчи таккосламага куйилади, шу тарзда 
системанинг охирги таккосламасигача ечилади. х нинг охирги 
циймати бертган системанинг ечимидан иборат булади.
Берилган системани ечишда даставвал хар бир таккосламани алохдца 
ечиб, система куйидаги куринишга келтириб олинади:

jcs  а х (mod т . )

х  = а г ( m o d  т . )  ( 2 . 6 )

л: o r„ (m c d m n)  _

Сунгра юкоридаги усул кулланилади.
Агар (1) системанинг арс=Ъ,(тоАт )̂, (i=\,n) таккосламалари учун 

(ahm,)=di ва d,\kj булса, у долда хар бир г-таккосламанинг хадлари ва 
модулини dj га кискартириб, (1) системага тенг кучли булган 
куйидаги система хосил килинади:

•X ( , тп У
V <  J

Бу системанинг таккосламаларини х  га нисбатан ечиб, (5) 
системанинг ечимини куйидаги системанинг ечимига келтириш 
мумкин:

(2 .8)

х = cCj j m od^j 

х  = tx2 ( m o d  jl  d j

m o d —— j
d j

Агар (4) системада mh mn модуллар жуфт-жуфти билан
узаро туб ва i i j  да (гп»т$=\ булса, у холда унинг ечимини куйидаги 
формула билан хам топиш мумкин:
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(2.9)м м мх0 =—Л«, +— у2а2 +... ■+— уга„
т, т2 тп

бу ердаМ=[ти т2 тп\ вауь У г у „  лар

— у, = l(rnod/•«),( = \,п
т.

таккосламаларнинг ечимларидан иборат. Системанинг ечими эса 
x^Xq (modа/) таккосламадан иборат булади.

Агар модуллар жуфт-жуфти билан узаро туб булса,о?1 d2 d„
бу усул билан (6) системани х,ам ечиш мумкин.
1-масала. Куйидаги тавдосламалар системасини ечинг:

fxsl3(modl6)
| x = 3(modl0)
| jc = 9(modl4)

Ечиш. Биринчи таккосламадан: х=16г+13 ни косил киламиз. х нинг бу 
кийматини иккинчи таккосламага куйиб кисоблаймиз: 

16C-13=3(modlO), ёки 16r+10=0(modl0),
Бу ердан 8r=0(mod5) ёки 16i=0(mod5) ни косил киламиз, демак, t=5tj. 
t=5ti ни х=4 6/+13 ифодага куямиз: х=16-56+13=80^+13. х нинг 
топилган кийматини учинчи таккосламага куямиз:

806+13=9(modl4), ёки 806^4(410614), бу ердан 806-10(modl4), ёки 
406=5(mod7), ёки 8r=l(mod7), бу ердан 6-1 (mod7), яъни, fi=7/2+l. 

/]=7/*2+1 ни х=80б+13 ифодага куйиб, х=80■ (7r2+ 1)+13=560/2+93 ни 
косил киламиз. Шундай кдлиб, x=93(mod560).

Теюиириш: 93-13 айирма 16 га булинади; 93—13 айирма 10 га 
булинади; 93-9 айирма 14 га булинади.

Эслатма. ! 6;-0{mod10) таккосламани ечишда 8r=0(mod5) 
таккосламани косил килдик, унинг ечими 6H)(mod5), ёки 6=56 
берилтан таккосламанинг х=80б+13 ечимига олиб келди. Аммо 
16f=0(modl0) таккосламанинг иккинчи r=5(mod!0), r=10ft+5 ечими 
кам мавжуд, чунки d=( 16,! 0)=2. Бу ечимни х=16бЫЗ ифодага куйиб, 
х=16(10б+5)+13=160б+93 ечимни косил киламиз. Пекин, 
93=13(mod80) булганлиги учун, яъни 93 ва 13 сонлари 80 модул 
буйича бир синфга тегишли булганлиги учун х нинг бу кий маг и га мос 
булган ечими каралмайди.
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Бу эслатмадан (1-мисол) агар системанинг бирор таккосламаси 
ёки ti га нисбатан бирор таккослама т модул буйича d та ечимга эга 
булса, у х,олда система ечимини топиш учун d та ечимга эга булган 
таккослама ечимини унга тенг кучли булган mid модул буйича 
таккослама ечими билан алмаштириш етарли.
2- масала. Гаккосламалар системасини ечинг:

Г 7 х  = 3 (mod 11)
■I 15а-= 5 (mod 35)
[ За = 2 (mod 5)

Ечиш. Системанинг хар бир таккосламасини алохида ечиб, бу 
системага тенг кучли булган куйидаги системанк хосил килам из:

(х  = 2(modl l) 
х  = 5 (mod 7)

[ x  = 4 (mod 5)
Бу системанинг модуллари жуфт - жуфти билан узаро туб 

сонлардан иборат булганлиги учун унинг ечимини (7) формула билан 
топиш мумкин.

№=[ 11, 7, 5]=385, — = 35,— = 55,— = 77 
щ т 2 т 3

сонларни тонко, куйидаги таккосламаларни тузамиз:
35M/=l(modl 1), 55н^1(тоб7), 77мг=1(тоб5), 

бу ердан иг-6, и2=-1, и3=3 ларни топамиз. .Энди (7) формуладан 
куйидагини хосил киламиз:

T0=35-6-2+55-(-l)-5+77-3-4=1069=299(mod385).
Шундай килиб, x=299(mod385).
3- масала. Таккосламалар системасини ечинг:

f 5х = 7 (mod 9)
\ 4 x s  3(mod7)
[3jcs8(modl2)

Ечиш. Берилган системанинг учинчи такдосламасдца (3,12)=3, аммо 
8 сони 3 га булинмайди, шунинг учуй бу таккослама берилган 
система хам ечимга эга эмас.
4- масала. Таккосламалар системасини ечинг:

С xs2(mod3)
( х ш  3(mod2)
[jcse— l(mod6)

Ечиш. Системанинг дастлабки иккита таккосламаси T=-l(mod3) ва
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x=-l(mod2) такхосламаларга тенг кучли, шунинг учун уларни учинчи 
тавдосламанинг натижаси булганлиги учун ташлаб юборилса булади. 
Шундай килиб, система учинчи таккосламасининг ечими системанинг 
хам ечими булади, яъни, x— l=5(mod6).
5- масала. 2, 3, 4, 5, б ва 7 сонларига булинганида мос равишда 1, 2, 3, 
4, 5 ва 0 колдик хосил буладиган сонни гогошг.
Ечиш. Масала куйидаги таккосламалар системасига келтирилади:

х  = 1 (mod2) 
х  = 2(mod3) 
х  = 3 (mod 4) 
х  = 4 (mod 5) 
x  = 5 (mod 6) 
x  = 0 (mod 7)

x=l (mod2) ёки x=3(mod2) таккослама x=3(mod4) таккосламанинг 
натижаси сифатида ташлаб юборилиши мумкин. Худая шундай 
x=2(mod3) таккослама хам олинмайди.

Шундай килиб, куйидаги системани хосил киламиз:
х  s 3(rnod4) 
х в  4 (mod 5) 
л" я 5 (mod 6) 
х  ш 0(mod7)

Бу системани ечиб, х=119(mod420) ни хосил киламиз.
6- масала. Куйидаги таккослама ечимга эга буладиган а нинг 
кийматларини топинг:

fxs5(modl8)
■] jcs8(mod21) 
i х  s a(mod35)

Ечиш. Биринчи таккосламадан х=18М-5 ни хосил киламиз. х нинг бу 
кийматини иккинчи таккосламага куйиб, t нинг кийматини топамиз:

! 8M-5=8(mod2.1), 18/=3(mod21) ёки 6?^!(mod?), f=6(mod7).
/=-1 (глос17) ни олипг кулайрок, бу ердан t=lt/-l. Бу кийматни х нинг 
ифодасига куйиб, х=16(7f/—1 )=5= 126//— J 3. х никг хосил килинган 
кийматини системанинг учинчи таккосламасига куямиз: 

126Г/-13=а(тоб35), яъни 21//=«=13(mod35).
(21,35)=7 булганлиги учун охирги таккослама ечимга эга булиши 
учун a+13=0(mod7) таккослама ечимга эга булиши керак, бу ердан 
a=l(mod7).
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Шундай килиб, берилган система a=l(mod7) булганда ечимга эта.
7- масала. Унлик санок; системасида берилган 4х87>>6 сони 56 га 
булинади. Шу сонни топинг.
Ечиш. Масала шартидан куйидаги таккосламаларни тузамиз;

J 4х87у6 = 0 (mod 8)
[4jc87 уб = 0(mod 7)

Биринчи таккосламадан 7у6 нинг 8 га булиниши ва 8 га булиниш 
аломатига асосан у=3 ва у=1 кийматларни косил киламиз. Бу 
кийматларни иккинчи таккосламага куйиб,

4x8736=0(mod7)
4x8776=0(mod7)

таккосламаларни топамиз. Бу таккосламаларни куйидаги куринишда 
тасвирлаб оламиз:

400000+10000x+8736=0(mod7) 4х= 1 (mod7)
ёки 400000+10000x+8776=0(mod7) 4x=3(mod7).
Биринчи таккослама x=2(mod7) ёки х=7Н~2 ечимга эга. Бу ердан t= 0 да 
X] =2 ва t= 1 да Хг=9 ни косил киламиз. t нинг бошка кийматларига мос 
келувчи х  нинг кийматлари ярамайди.
Иккинчи таккослама x=6(mod7) ёки x=lt+6 ечимга зга. Бундан ягона 
киймат х3=6 ни хосил киламиз. х  нинг косил килинган кийматларкни 
берилган соннинг ифодасига куйиб, 428736, 498736, 468776 сонларни 
хосил киламиз.
8- масала. Куйидаги таккосламани узаР° туб модуллар буйича 
таккосламатар системасига келтириб ечинг:

x’+2x+3=0(mod 15).
Ечиш. Берилган таккослама куйидаги системага тенг кучли:

Jjt3 + 2 х + 3  = 0(mod5)
[x+2^ + 3 = 0(mod3)

Бу системанинг иккинчи таккосламаси (x-l)(x+l)=0(mod3) 
таккосламага тенг кучли ва у х нинг барча бутун кийматлари учун 
уринли. Демак, берилган таккослама куйидаги таккосламага тенг 
кучли булади.
x’+2x+3=0(mod5), бу ердан xEE2;4(mod5) ни косил киламиз. Берилган 
15 модул буйича куйидаги ечимларни косил киламиз: 
x=2;7;12;4;9;14(modl5).
9- масала. Куйидаги чизик кайси бутун нукталардан утади:
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1 5и=2х3—5х2+4х+1 1, бу ерда -  2<х<8 ?
Ечиш. Чизик тенгламасидан 2х3—5х2+4х+1 l=0(modl 5)
таккосламага эга буламиз. Бу таккослама зса куйидаги системага тенг
кучли

2х3-5 х2+4х+] l=0(mod5)
2х3—5х2+4х+1 l=0(mod3).

Биринчи таккослама x=2;4(mod5) ечимларга, иккинчиси эса 
x=l;2(mod3) ечимларга эга.

Jx s2 (m o d 5 ) Jx s2 (m o d 5 ) [x s4 (rao d 5 ) Jx s4 (m o d 5 )
Э нди, ^ ^ i(mod3)' |Xs2(mod3) [x = l(mod3)’ x = 2(mod3)

таккосламаларни ечиб, x=7;2;4; 14(modl 5) ечимларни топамиз.
Шартда курсатилган оралшда х нинг куйидаги кийматлари тушади:

х=7;2;4;-1
у  нинг мос кийматлари чизщнинг берилган тенгламасидан топилади. 
10-масала. Таккосламалар системасини ечинг:

Г 9м s  15 ,
< (m od 12),\7 х—3и = l v 7

Ечиш. Биринчи таккосламанинг иккала томони ва модулини 3 га 
кискартириб, Зи=5(тоб4), ёки 3w=9(mod4), ёки &=3(mod4) ни косил 
киламиз. 12 модул буйича и=3;7;1 l(modl2) ечимлар келиб чикади.

Бу ердан куйидаги учта сисгемани косил киламиз:
7х = 1 + 3« 

и = 3
(mod 12),

7х = 1 + Зг/ 
к = 7

(mod 12), <
[ 7х = 1 + Зи 

и = 11
(mod 12)

Бу системаларни соддалаштириб,

1 a s 3 (modl2)>
IxslO. . ! jc = 10 . ,

^ = ^ (mod 12), ) и = j j ( mod'2 ) ’

ечимларни косил киламиз.
11-масала. Таккосламалар системасини ечинг:

Г х  + 2и = 3 . .
< (m od 5)[4х + и = 2Л 7

Ечиш. Иккинчи таккосламани 2 га купайтириб, косил булган 
таккосламадан биринчи таккосламани кадма-кад айирамиз: 
7x=l(mod5), бу ердан x=3(mod5) ни косил киламиз. Биринчи 
таккосламани иккала томонини 4 га купайтириб, косил килинган 
таккосламадан иккинчисини айирамиз:

и=0(шоб5).
Текишриш:

<'"r ” 3(mo(i5) система берилган системанинг ечимидан иборат 

эканлигини курсатади.
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Ш  БОБ. ДИОФАНТ ТЕНГЛАМАЛАРИ

3.1-§. Биринчи даражали икки номаълумли Диофант 
тенгламаларининг бутун рационал ечимларини топиш усуллари.

Дастлабки эслатмалар.
Аннкмас тенглама -  Диофант тенгламадаридир. Биринчи 

даражали икки номаълумли аникмас тенглама деб ах+Ьу+с=о 
куринишдаги тенгламага айтилади, бунда х, у  лар номаълум. а, Ъ, с 
лар параметрлар (козффициентлар). Купинча масаланинг шартлари 
шундай буладики, факат бутун сонлар билан ифодаланган 
кийматларгина, баъзан эса факат бутун, шу билан бирга мусбат 
сонлар билан ифодаланган кийматларгина масал ад а куйилган саволга 
тугри жавоб була олади.
1- масала. 118 ни шундай икки булакка ажратиш керакки, улардан 
бири 11 га, иккинчиси 17 га колдиксиз булинсин.
Ечиш. Сонлардан бирини 11х. иккинчисини 11у билан белгиласак, 
1Ьс+17у=П8 тенглама косил булади.

Масалада 118 ни ажратишдан хосия буладиган сонларнинг 
ишоратари тугрисида кеч нарса айтилмагани учун манфий илдизлар 
хам масалага жавоб була олади дея оламиз. Чунончи, масаланинг 
шартларини (х=3 ва у =5 булганда) 33 ва 85 дан иборат сонлар 
каноатлантиради. лекик х=20 ва _v=-6 булганда 220 ва 102 дан иборат 
сонлар хам каноатлантиради.
2- масала. Бирига 4 та, иккинчисига 7 та самовар сигадиган икки хил 
яшик бор. 41 та самоварни жойлаш учун хар кайси хил яшикдан нечта 
олиш керак?
Ечиш: Кичик яшикларникг сонини х билан, катталарининг сонини у  
билан белшлаб, ушбу тенгламани тузамиз:

4х+7т = 41.
Масаланинг шартидан бунда факат бутугн ва хну билан бкрга, 

мусбат илдизлар экани куриниб турибди. Бу тенглама х=3, у=5 дан 
иборат факат бир жуфтгина илдизга эга була олади.

Хуллас, аникмас тенгламаяарниххг бутун, сонлар хамда бутун ва 
мусбат бутун сонлар билан ифода килинган илдизларини топйшимиз 
зарур.
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Ii . Tенгламаларнинг илдизлари бутун сон булмаслик
аломатн.

Куйидаги
ах-т by-re — О

тенглама берилган булсин. Агар а, Ь, с коэффидиентлардан баъзилари 
каср булса, барча коэффициентларни бир махражга келтириб, кейин 
махражни ташласак, у холда барча коэффициентлар бутун булади. 
Сунгра а, Ъ, с ларнинг бирор умумий купайтувчиси булса, 
тенгламанинг иккала кисмини унта хисцартириш мумкин. Демак, а, b 
ва с коэффициентларни умумий купайтувчиси булмаган бутун сонлар 
деб, фараз киламиз.

Энди бирорта бутун, лекин ! га тенг булмаган умумий 
купайтувчига эга, деб фараз киламиз. Масалан:

а = та, , Ъ = mb

Бу холда, тенглама ушбу куринишни олади:

а1х+Ь,у = —.
т

х ва у  ларнинг кийматлари бутун булса, тенгламанинг чап кдсми 
бутун, унг кцсми эса каср сон булади, чунки юхоридаги фаразимизга 
мувофих, с сон т га булинмайди. Бундай тенгликнинг булиши 
мумкин эмас. Демак,

Акш учас тенглама номаълумларининг коэффициентлари  
умумий купайтувчига эга булиб, озод \а д  унга эга булмаеа, 
тенглама бутун илдизларга эга булмайди.

Щунинг учун бундан кейин барча мухокамаларда а ва Ъ ни 
узаро туб сон деб, фараз кдламиз.

12. Тенгламаларнинг илдизлари мусбат сон булмаслик 
аломати.

ах+Ьу=с тенгламада а ва b коэффициентлар мусбат, озод хад с 
манфий булсин. У холда х  ва у  нинг хар хандай мусбат кийматларида 
тенгламанинг чап кисми мусбат, унг хисми эса манфийлигича цолади. 
Бундай тенглик булиши мумкин эмас. Агар а ва b коэффициентлар 
манфий, с мусбат булса, тенгламанинг барча хадларини 1 га 
хуггайтириб, у холни хам олдинги холга келтирамиз. Демак,
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Аницмас тенгламада номаълумлар коэффициентларининг 
ишоралари озод xyid иш врасига царама-царши булса, тенглама 
м у сбит ил дкз га эга булмайди.

Аникмас (Диофант) тенглама илдизларининг умумий формуласи

Бирор усул билан (масалан, бевосита синаш нули билан) 
ах+Ьу=с Диофант тенгламасининг бутун сонлар билан ифода 
килинган бир жуфг илдизини топтан булайлик. Бу илдизлар х = а ва 
у = р  булсин, уларни берилган тенгламага дуйиб, куйидаги айниятни 
косил киламиз: а а +ъ р = с. Бу айниятни берилган генгламадан хадлаб 
айирсак, а{х-а)+ь(у-р)= 0  булиб, бундан ах = аа-ъ(у-р) ёкИ 

х = а - ^ ~ — келиб ч и кади, х нинг бутун сон булиши учун - (?■- ^
а а

ифода бутун сон булиши зарур ва етарли (чунки, а  бутун сон). 
Бошкача айтганда, ь(у- р) ифоданинг а га колдиксиз бу.тиниши зарур 
ва етарли. Пекин, фаразимизга биноан (м )= т  демак, у - р  
айирманинг а га бутун булиниши зарур (ва етарли). у - p  ни а га 
булишдан чиккан бутун булинмани t билан белгилаб (у мусбат хам, 
манфий хам булиши мумкин), ушбуни хосил киламиз:

= t , бундан у =р+м  ни оламиз.
а

х ни ифодаловчи формулада —— - каср урнига t ни куйсак,
а

х -а -Ы  хосил булади.
Хуллас, аникмас тенгламанинг илдизлари учун куйидаги 

формулаларни хосил килдик:
х = а  — Ы, у  = р +  at

Бу формулаларда t га ихтиёрий бутун мусбат ва манфий 
кийматлар бериб, аникмас тенгламанинг чексиз куп бутун 
илдизларини топамиз. Жумладан, t = 0 булганда юкорида узимиз 
топган х=а ва у = р илдизни топамиз.

Топилган формулаларга диккат килиб каралса, уларнинг 
куйидаги коидага кура тузилганини куришимиз мумкин:

1. Формулаларнинг биринчи хади берилган номаълумнияг 
топилган хусусий киймати булади.
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2. Формулаларнинг иккинчи х,ади берилган тенгламанинг 
коэффициентлари билан ихтиёрий бутун t соннинг купайтмасидир, 
бунда х ни ифодаловчи формула учун берилган тенгламадаги у  
ёнидаги коэффициент, у  ни ифодаловчи формула учун эса х ёнидаги 
коэффициент олинади.
3. Коэффициентлардан бири тескари итора билан олинади.

Коэффициентлардан кайси бирини тенгламада турган ишораси 
билан ва кайси бирини тескари ишора билан олишимизнинг хеч 
кандай фарки йуклигини куриш кийин эмас, Хак,ик,аттан хам, 

х = а —Ы, у = Р + at ва х = а л- bt, y = fi—at 
формулалар худци бир турли илдизларни беради, фа кат биринчи 
формулалар t нинг мусбат к,ийматларида. берган ечимларгш иккинчи 
формулалар t нинг абсолют микдор жихатидан уларга тент булган 
манфий кийматларида беради.
1-масала. Ъх+5у = 2б тенглама берилган. Бевосита урн и га куйиш 
билан х = 2 ва у = 4 кцйматларнинг тенгламани цаноатлантиришига 
ишонч хосил киламиз. У холда колган барча нлдизлар ушбу 
формулалардан топилади:

х = 2 +5t, т = 4-3г ёки х = 2-51, y = 4+2t .
Бу формулаларда t га ихтиёрий кийматлар бериб, тенгламанинг бутун 
сонлар билан ифодаланган турли илдизларини хосил киламиз. 
Масалан, биринчи жуфт формулаларни олиб, к>йидагидарни хосил 
киламиз:

3.1-жадвал
1 0 I 2 3 -1 -2 ...

X 2 7 12 17 -3 -8

У 4 1 -2 -3 7 10

Агар иккинчи жуфт формулаларни олсак, у холда t га кетма-кет 
О, -3, - 2, -3, 1, 2, ... шунга ухжаш кийматларни бериб, худди уша 
илдизларни олган булар эдик. Шундай килиб, аникмас тегюламанинг 
бутун сонлар билан ифодаланган илдизларини топиш масаласи 
кандай булмасин, бир жуфт илдизни топишга келтирилади.
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Урнига куйиш у сули

Аникмас тенгламанинг бир жуфт илдизини топиш учун 
куйидаги усулдан фойдаланиш мумкин:

Масалан, ах + Ьу = с тенглама берилган булсин. Номаълумлардан 
бирини иккинчисига нисбатан аниклаймиз (коэффициенти кичик 

булганини танлаш яхширок). Масалан, а < Ь булсин. У долда, х -  с~Ьу
а

. с-Ьу ифода а га колдиксиз булингунча у га кетма-кет 0, 1, 2, 3, ... 
кийматлар бера бошлаймиз. у = п булганда с-Ьп ифода а га бутун 
булинади ва т булинмани беради, деб фараз киламиз. У долда х = т 

ва у  = г. киймаглар берилган тенгламанинг бир жуфт илдизини беради.

Куйидагини оламиз: = т ёки c-bn = am , ат + Ьп=с. Охирги
а

тенглик т ва п сонлар берилган тенгламани каноатлантиришини 
курсатади.

2-масала. Ушбу тенглама берилган: 7.г-4у = 2. Бу тенгламадан
1х — 2у  ни ашщлаймиз: 4у = 7 х - 2 ,  у = —  . х  га кет’ма-кет 0, 1, 2, 3, ...4

кийматлар бериш билан х = 2 булганда 7 х - 2  ифода 4 га булиниб, 
булинмада 3 чикишига ишонч хрсил кила оламиз. Демак, биз бир 
жуфт илдизни топдик: х  = 2 , у  = 3. Илдизларнинг колган жуфтлари 
умумий формуладан гонилади: х=2+4/, у=з+7г ёки х -2 - 4 1, у -ъ -7 1.

Эслатма. Сонлар назариясида агар а ва Ь узаро туб сонлар 
булса, 0, 1, 2, 3, ..., (a-i) сонлар орасида хдр вак,т шундай бир у 
сонни топиш керакки, уада с - Ь у  ифода а га колдиксиз булиниши 
исбот килинади. Шу сабабли куп марта синашдан кутилиш учун а ва 
Ъ коэффиниентлардан кичигини булувчи килиб олиш тавсия 
килинади.

Аникмас тенгламанинг хусусий шакли

Агар аникмас тенгламада номаълумлардан бирининг 
коэффициенти 1 га тент булса, у тенглама умумий шаклда осоклик 
билан ечилади. Масалан, х нинг коэффициенти 1 га тенг булсин, У 
холда х+ Ъ у= с  булиб, бундан ,г ни аниклаймиз: х = с -Ъ у .  Бунда у
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нинг бутун сон билан ифодаланган исталган кийматларига л нинг хам 
бутун сон билан ифодаланадиган кийматлари тугри келади.

3-масала. 5хн >■ = 18 тенглама берилган. Бундан у=18-5* келиб 
ч и кади, х га ихтиёрий бутун кийматлар бериб, у  учун мос келган 
бутун кийматларни топамиз:

3.2-жадвал
X 0 1 2 3 4 -1 -2
У 18 13 8 п3 -2 23 28

3.2-§. Аникмас тенгламаларнинг умумий ечими

Исталган коэффициенти аникмас тенгламани ечиш усулини 
мисол устида к>фсатамиз. Куйидаги тенглама берилган булсин: 
23х+53т = 109.

Бу тенгламадан коэффициенти кичик булган номаълумни, яъни 

109-53у. дундан бутун кисмини ажратамиз:ни топамиз: х -- 23

х = 4 -2 у +.,1 7 -7  У23 ; у  бутун булганда х нинг бутун булиши уч>'н 17 

ифоданинг кандай булса хам бутун сон булиши зарур ва етарли. Бу

сонни t билан белгилаб, ушбу 17-7у
23 ёки n - l y  = 23t; 23г+7т = 17

ларни топамиз. Агар у  ва t учун —~~ ~  =t тенгламани ёки шунинг

узидан иборат булган 2 it+ ly= \i тенгламани каноатлантирадиган 
бутун кийматлар топсак, шу билан х учун тугри келадиган бутун 
кийматларни топтан буламиз ва масала ечилган булади. Хуллас, 
берилган тенгламани ечишда янада соддарок, коэффициентлари 
берилган тенгламанинг коэффициентларига Караганда кичик булган 
иккинчи бир тенглама ечишга келтирилади. Янги тенгламада хам

шундай киламиз. Унда у  ни аниклаймиз: у - - = 2-3  ( + -

нинг бутун сон булиши учун 3-2г ифода бутун сон булиши зарур ва

етарли. Бу сонни /, дейлик: Ъ -21-~ tx ёки 7tx+ 2t = 3. t ва ?,нинг

кийматлари охирги тенгламани каноатлантирувчи бутун сон булганда
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х па у  учун берилган тенгламани каноатлантирадиган бутун 
кийматлар оламиз. Демак, масаламиз козффициентлари янада кичик 
булган охирги тенгламани ечишга келтирилади. Бунинг билан хам 
олдингидай иш курамиз:

ифодани t2 билан белгиласак (tez), = t2 ёки 2/г+/, = 1 келиб ч и кади,

Номаълумлардан бирининг (t. нинг) коэффициента 1 га тенг булган 
тенглама хосил булди. Бундай тенгламаларни ечишни биламиз, уни 
ечиб, ушбуни топамиз: /, = \ - ъ 2 . Бу тенгламада /2 га ихтиёрий бутун 
кийматлар бериб, t, учун бутун кийматлар хосил к илам из. ва г2
нинг топилган бутун кийматларини / учун чицарилган 

t = 1-Зг, + -Ц -̂ = 1-3/, +t2 ифодага куйиб, t нинг мос келган бутун

кийматларини топамиз. t ва t, га мос келган жуфт кийматни 
юкоридаги у  нинг ифодасига куйиб,

3_21v = 2-3/ + — — = 3 — 2? +
7 1

ни топамиз. Нихоят, у  ва t учун топилган кийматларни х учун 

булган х  = 4 -  2у + =  4-2  у +t

ифодага куйиб, х учун мос келган бутун кийматларни хосил киламиз. 
Аммо, х  ва у  ни тугридан-тугри t2 га нисбатан ифода килиш хам 
мумкин. Бунинг учун f ни ифодаловчи тенгламадаги tx урнига унинг 
i2 оркали белгиланган ифодасини куямиз: t = s - з.-, +t2 =! - з(] -2ц)+t, ёки 
t = -2+7t2. Энди у  учун булган ифодага t ва /, урнига уларнинг г, 
оркали белгиланган ифодасини куямиз:
Х = 2 —3/+£[ = 2 —3(—2 + 7r2)+(l —2?2) ёК И  у  = 9 -23 t2. НиХОЯТ, У  ва t НИНГ 

топилган кийматларини х  учун булган ифодага куйсак,
д: = 4 - 2 к + /  = 4-2(9-23г2)+ (-2  + 7/2) 6КИ х = -16 + 53г2 

келиб чикади. Шундай килиб, х ва у  учун куйидаги формулаларни 
хосил килдик:

х  = —16 + 53/2 , у  —9 — 23iy . <. "
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Бу формулаларда t2 учун ихтиёрий бутун мусбат ва манфий 
кийматлар бериб, тенгламанннг чексиз куп илдизларини хосил 
киламиз, улардан бир нечтаси 3.3-жадвалда келтирилди:

3.3-жадвал

L_ _ ь ._ _ 0 1 2 -1 -2
X -16 37 90 -69 -122
У 9 -14 -37 32 55

Берилгаи ва ундан кейинги тенгламаларнинг коэффициентлари 
устида кидинган ишларга диккат бзилан караб, шундай кетма- 
кетликни куриш мумкин:

1. Берилган тенгламанннг катта коэффициента 53 ни кичик 
коэффициента 23 га булдик; булинма 2 ва колдик 7 чикди.

2. Берилган тенгламанннг кичик коэффидиенти 23 ни колдик 7 
га булдик; булинмада 3 ва иккинчи колдик 2 чикди.

3. Биринчи колдик 7 ни иккинчи колдик 2 га булдик; булинмада 
3 ва учинчи колдик 1 чикди.

Бонщача айтганда, берилган тенглама коэффициентларининг энг 
катта умумий булувчисини топмокчи булгандек иш курдик. Бундан 
ушбу натижани оламиз:

Агар аникмас тенгламада номаълумларнинг коэффициентлари 
узаро туб сонлар булса, хамма вакт тенгламанннг бутун илдизларини 
тспиш мумкин.

3.3-§. Тенгламани ечишни создала штириш

Баъзан аникмас тенгламани тезрок ечишга олиб келувчи 
соддалаштиришдан фойдаланиш мумкин.

1. Номаьлумларнинг коэффициентларидан бири ва озод хад 
умумий купайт>'вчига эга булганда тегипши равишда янги номаълум 
танлаб, тенгламанинг иккала томонини уша купайтувчига 
кискартириш мумкин.
1-масала, бх -  5у = 21 тенглама берилган. Коэффициент 6 ва озод хад 
21 умумий 3 купайтувчига эга. Демак, 5у хад хам 3 га булиниши 
керак. 5 нинг узи 3 га булинмагани учун у номаълум 3 га булиниши
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керак. y  = 3t деб фараз килиб ( / -  буту и сон), куйицаги тенгламани
оламиз:

—15/ = 21 ёки 3 га кискартирилгандан сунг 2х-Ы = 1 булади. Бу

тенгламани ечамиз: x = -L^i= 3+ 2t+ ~= 3+ 2t+ ti, бунда ~ -  = /, булиб,

натижада 2/, — / = 1 ёки с келиб чщади. Топилган кийматларки х ва у  
ларни ифодаловчи тенглихларга куйсак,

х  — 3 -J- 2(— 1 + 2/, ) -ь г, — 1 + 5?j,
7  = 3(—1 + 2/,)=—3+6/,

хосил булади.
2-масала. 9*+14_у=105 тенглама берилган. 7  = 3/ деб фараз дклиб, 
тенгламанинг хар икки томонини 3 га кискартирсак: 9х+14-з/=Ю5 дан 
Злг—14/=35 ни оламиз. Бу тенгламада х = и к десак, з-7/,+ 14 7=35  булиб, 
буни 7 га кискартирсак, з/,+2/=5 булади. Бу охирги тенгламани 
ечамиз: —

/=- -3/, „ 1-г „~ ^  = 2~tl+ ~ = 2 - t l +t1, оунда булиб, натижада

2 /,+ /,= 1  ёки /, = 1—2г, келиб чикдди. Кетма-кет оркага кайтиб, урнига 
хуйишларяи бажарсак, куйидагиларни топамиз:

/ — 2 —(i—2/2)+/2 = 1+з?2: 
x  = 7tI — 7(l —2/3) = 7 —14/2;
7 = 3 / = 3(l + 3t2) = 3 + 9/2.

2. Агар бутун сонга тенгланувчи ифоданинг суратидаги хадлар 
умумий купайтувчига эга булса, тенгламани ечишни соддалаштириш 
мумкин.
3-масала. ш+1?7=41 тенглама берилган. Буни л га нисбатан ечамиз:

1-х
12 нинг бутун сон буяиши

ва етарли. Бу ифодани / бутун десак ва унга тенгласак, ~ ~ =t’

1—>=12/, >> = 1-12/ булиб, натижада *= 3-(i-i2 /)+ 5 /= 2 + 17/ булади.
3. Агар бутун кисмни ажратиб чихаришда колдих 

булувчининг ярмидан катта булса, манфий колдик, киритиш куйай.
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4-масала. Пх-20у=49 тенглама берилган. Бундан

5-И.'

Бу теигликдан i - t  = 2t,, нихщт / = 1-2/, булади. Оркага кайтиб, урнига 
куйишларни бажарсак,

Берилган тенгламани одатдаги усул билан ечганимизда х учун

киритиш ёрдамида олинган 11/+ 2у = 5 тенгламага Караганда
мураккаброкдир.
5-масала. 15* + 28у=59 тенглама берилган. Тенгламани манфий 
колдикдар киритиб, х га нисбатан ечамиз:

Бу параграфдаги мисолларда келгирилган тенгламаларни 
одатдаги йул билан ечиб куриб, курсатилган содцалаштирипши 
тадбик килмаганда уларнинг хдр бирини ечиш учун куп иш бажариш 
талаб кшшнганлигини куриш жуда осон.

Юкорида айтилганидек купгина аникмас тенгламанинг топилган 
илдизларидан айни замонда х ва у  учун факат мусбат кийматлар 
берадиганларини олиш керак. х нинг кандай кийматларида х  ва у  учун 
бутун ва мусбат кийматлар олишни бирданига аниклаш мумкин. 
Хдкикаттан, куйидаги формулаларни олайлик:

у = 2—5(1 —2/,) + t,=-3+ll/, 
x = 4 + 2(-3+mi)+(l-2fI)=-l+20/I

ушбуни олган булар здик: * = 4 +у + ~ ~  ва ундан кейинги тенглама

1 + / = 2/,; / = -1 + 2/,.

Уринларига куйсак, натижада
у ~ 7̂ —1+2/,  ̂ +/, -—7+15/,;

л: = 4—2(—7+15/j) + (-1 + 2/,) = 17-28/, Келиб ЧИКДДИ.

Мусбат ечимлар
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x = a  + bt. y - p - a t

x ва у  нинг мусбат булиши учун t га факат шундай кийматлар олиш 
зарур, v кийматлар да а  + Ы> О, p-at>  О булсин. а ни мусбат сон деб 
хисобдаймиз. У вацтда турлича холлар булиши мумкин.

1. Иккала тенгсизлик хам бир хил маънода. Бу хол b манфий 
сон булгандагина содир булади. Тенгсизликларнинг хоссаларидан 
фойдаланиб, куйилагиларни топамиз:

Бу холда тенглама саноксиз куп бутун мусбат илдизларга эга 
булади. Масалан, куйидаги тенгсизликни олайлик:

очи к. куриниб туради. Демак, t учун - 1  дан кичик булган хар кандай 
буту'н сонни олиш мумкин экан.

хавдай бутун сонни олганда х ва у  учун бутун ва мусбат кийматлар 
чидиши очих куриниб турибди.
6-масала. Зх-5у = 1\ тенглама берилган. Бутенгламани ечамиз:

тенгламани каноатлангирувчи саноксиз куп жуфт мусбат бутун 
кийматларини топамиз.
7-масала. & х-3у = - \3  тенглама берилган. Тенгламани ечамиз:

= l+ y  = 3t;3
y = - \  + 3t;

x= 4  + 2 (- l + 3 t) - t  = 2 + 5t.

Мусбат илдизларини излаймиз:
1 2-1 + 3;>0; 2 + 5Z>0; еки /> -; t >— ;3 5

2
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13 + 8v 1 -хy = ----— = 4+3xh------ = 4+3x+f;3 3
1 —X= /; 1- x = 3t; x = 1—3/; y= 7—8t.

Мусбат илдизларини кддирамиз:
1 71—3г>0;7-8г>0; еки г<-, /< - .3 8

г нинг i  дан кичик х,ар бир бутун (яьни О, 1, 2,... ) киймати х ва >•

учун бутун ва мусбат кийматларни беради.
2. Тенгсизликлар карама-карши маънода булиб, бири 

иккинчисига зид.
Масалан, куйидаги тенгсизликни олайлик:

7 i 1t <—; /> —1—.8' 3
t нинг айни вактда иккала тенгсизликни каноатлантирадиган 
кийматлари йук экани очик куриниб турибди. Бу холда тенглама 
мусбат илдизларга ага була олмайди.
8-масала. 4х+5+ = -7 . Бу тенгламани ечайлик.

x=± ^ y  = - 2. y+h l :
4 4

1-Т = r,y=\-4t; 

= -3+51.
3 1Бундан -3 + 5/>0; ] — 4/>0 ёки /> -;  / < - .  Бу тенгсизликлар бир-бирига
5 4

зид, тенгламанинг мусбат илдизяари йук.
3. Тенгсизликлар карама-карши маънода булиб, бир-бирига зид

эмас.
Масалан, куйидаги тенгсизликлар чиккан булсин:

/ >4—; (<7—.
Г  4

1 3t нинг 4 -  билан 7 -  орасидаги барча бутун кийматлари, яъни 5, 6 ва 7 

сонлар х ва у  учун мусбат илдизлар булади. Шундай килиб, бу
холда:
t учуй топилган чегаралар орасида. канча бутун сон булса, 
тенгламанинг шунча бутун мусбат илдизи тохшлади.
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Хусусий холда бу ерда хам тенгламанинг бутун мусбат 
илдизлари булмаслиги мумкин. Бу уол t учун топилган чегаралар 
орасида хеч бир бутун сон булмаганда содир булади. Масалан, 
куйидаги тенгсюликлар чиккан булсин:

1 7Тенгсизликлар бир-бирига зид эмас, лекин 1-  билан 1-  орасида хеч
4 8

бир бут>и сон топилмайди. Демак, тенгламанинг бутун мусбат 
илдизлари йук.
9-масала. 3*+7x=55 . Тенгламани ечамиз:

55-7 у 10 „ 1 - у
3 3

-ЗП _

л=16+7/,
1 2

Бундан 1-3/ >0; 16+7/>0 ёки / < - ; / > - 2--. t учун факат ушбу

хийматларни олиш мумкин: 0, - 1, - г .  Тенгламанинг учта илдизини 
Хосил хиламиз:

3.4-жадвал

t 0 -1 -2
X 16 9 2
У 1 4 __ 7 ____!

10-масала. 5х+4>>=3. Тенгламани ечиб, куйидагини оламиз:
х = 1 + 4/;
Х = 2-5г.

1 2 1 Бундан /> -;  к -  Тенгсизликлар бир-бирига зид эмас, лекин -  билан 4 5 4
2
— орасида бутун сонлар йук. Демак, тенгламанинг бутун мусбат 

ечимлари йук.
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3.4-§. Лежандр си.мволн ва унинг хоссалари. Туб модул буйича 
юкори даражали таккосламалар. Иккинчи ва учинчи тартибли 

Диофант тенгламалари

т - натурал СОН, a0,at,a2 e Z ,a 2 *0 булсин. a0x 2 + alx+a0 =0(modm) 
квадратик тавдослашни кдраймиз, х  узгарувчига нисбатан тулик 
квадрат ёрдамида, Эйлер теоремасини куллаш оркали ажратиб ва 
колдикли булиш хакидаги хитой теоремасига асосан, таккосламани 
куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

х2 = a  (mod т)

бунда, aeZ.
Бундан кейин квадратик таккосламани х1 =а{тойт), деб караб 
кетамиз. Маълумки, хамма а лар учун, m таккосламага нисбатан 
ечимга эта була олмайди.
1-Изох. а  3 ва ш = 4 учун, х 2 = a(m odm ), квадратик таккослашда
ечимлар йук, уларни бирма-бир куриш билан текшириш осон.

Таьриф. Агар таккосламанинг ечими булса, у холда а — т 
модулга нисбатан квадратик чегирма дейилади, акс холда а сони т 
модулга кура квадрат чегмрмасиз дейилади.

1-Теорема, р  > 2 туб сон учун р-1
2

га тенг квадратик

чегирмалар сони ва р-1
2

та квадратик чегирмасизлар сони мавжуд.

Исбот. Шуни таъкидлаймизки, бунда х1 s ( p - x f  (mod р ). Яъни,

квадрат чегирмалар сони тадан ошмайди. сонлар

орасида р  модулга кура таккосламалар йук эканлигини курсатамиз, у 
холда х 2 = у 2(modр }  булсин. У холда ( х - у ) ( х + у ) \р  куринишда
келтирсак, бундай булиши мумкин эмас, чунки х *увах+у< р. Щундай 

килиб, биз ~ -  - та квадратик чегирмани топдик.
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Таъриф. Лежандр белгиси [—I- а бутун сон ва р  туб сонлар
\Р )

[»■
•i 1, (0 га тенг агар а, р  га булинса, 1 га тенг
[-1,

учун дуйидагича

агар а, р  модулга кура квадратик чегирмали булса, -1 га тент , агар а, 
р  га кура квадрат чегирмасиз булса) аникданади.

Лежандр белгисининг асосий хоссаларини келтирамиз: 
Айтайлик, a , b s Z , ( a , p )  = 1,(b,p) = l, q-TOK,, Туб СОН ( p , q ) = l .

Таъриф. и-тод натурал сон булиб, 1 дан катта булсин ва 
п = р,...рк- п сонини туб купайтувчиларга ажратмаси (хар хил булиши

шарт эмас). Ихтиёрий а бутун сон учун, (а,п)=1, Якоби символи \ - \
W

Лежандр символи ордали куйидаги формула ёрдамида аникданади.

Масалан. Одилона таддослашни урганинг.
х2 =983 (mod 1103).

Биламизки, 1101 - туб сон. Лежандр символини дисоблаймиз. 
Квадратлараро узаро келишув донунидан фойдаланиб,
(  983 1 _  (1103') = J 120) _  (  2 V Г 3 У  5 1 _
(ПОЗ,1" ( 983 ) (983) (983 / у983983J_

Шундай килиб, л:2 s 983(inod 11 оз) таддослама дал дилиниши мумкин.
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Диофант томонадан дилинган ишларни тушуниш учун 
алгебраик геометрия ва аник мае тенгламалар назариясидан баъзи 
маълумотларни билиш керак. Хозирги кунда аникмас тенгламаларни 
ечиш масаласи куйидагича ифода этилади: фараз килайлик, п та 
номаълумли т та купхад берилган булсин (т<п):
f I(x ,,x2,..jc„),f2(x1,x 2,..j„ ) ,...,fm(xI,x 1,..jcn) бу купдадлар к  майдондан 
олинган коэффидиентлар билан таъминланган.

системанинг барча ечимларининг М(К) тупламини топиш ва унинг 
алгебраик тузшшшини анщлаш талаб этилади. Шу билан бирга 
(х*,х2,...х°) ечим рационал дейилади, агар барча х° еК  булса.

М(К) тупламнинг к  майдонга богликлиги маълум. х + у 2 = 3 
тенглама Q рационал сонлар майдонида биронта илдизга эга эмас, 
лекин q{уз) майдонда, яъни a+ bS (a,b<=Q) куришпндаги сонлар 
майдонида чексиз куп ечимга эга.

Сонлар назарияси учун мудим булган доллар:
1) Хачон к  -О  рационал сонлар майдони;
2) р  туб модулга кура к  чегирмалар майдони.
Диофант ана шулардан бириячисига дараган. Бундан кейин биз 

дам а: = Q деб дисоблаймиз.
Куйида биз факат Диофантнинг шундай тенгламаларини 

караймизки, уларни икки номаълумли битта тенгламага, яъни т = 1, 
п=2 долга келтириш мумкин:

Бу тенглама R2 текисликда Г  алгебраик эгри чизикци аниждайди. 
(3.2) тенгламанинг рационал ечимини Г эгри чизиднинг рационал 
нудтаси деб атаймиз. Биз купрод геометрик тилга мурожаат киламиз, 
Диофантнинг узи бундай дилмаган. (3.2) га тартиб буйича дандайдир 
синфлаштиришни берамиз. (3.2) эгри чизиднинг тартиби деганда, 
/(.г, у) купдадда! и дадларнинг максимал тартиби (бунда х  ва у  

ларшшг даражалари йигиндиси) тушунилади. Бу тушунчанинг 
геометрик маъноси эса тугри чизикнинг п -тартибли эгри чизид билан

(3.1)

f( x ,y )=  0. (3.2)
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роппа-роса п та нукдада кесиштхш тушунилади. Бунда кесишган 
нукдаларнинг карралилари, комплекслари ва “чексиз 
узоклашганлар”и каралади.

Масалан, хг +уг = \ айлана ва х+у=2 тугри чизщни 2 та 
комплекс нукдада, х1 -  у2 = 1 гипербола ва у=х тугри чизик 2 та чексиз 
узокдашган нукталарда, худди шу гипербола х = \ тутри чизик билан 
эса 2 каррали битта умумий нуктада кесишади.

Лекин Диофант тахдиди максадлари учун (бу терминни хозир 
Диофант геометрияси дейишади) тартиб буйича классификациялаш 
куполга ухшайди. Буни мисолда тушунтиршп кулай. Айтайлик, С: 
х2 + у2 = 1 айлана ва дар кандай рационал коэффициентли /.: у =0 тугри 
чизик берилган булсин. Бу айлана ва тугри чизикнинг рационал 
яуктасини бир кдйматли мосликка куйипимумкин. Буни куйидагича 
аникдаймиз:

С айлананинг В нукдаларини L  тугри чизикнинг в  нукдалари 
билан C n I  ва (ab)<~,l каби кесишган жойларидаги нукдаларига мос 
куйилади (3.1 -раем).

Бундай >;олда L  тугри чизик С  айлананинг тартиблари турлича 
булсада, уларнинг Диофант тахдили ажралмас булиб, уларнинг 
рационал ечимлари туплами эквивалентдир.

Алгебраик эгри чизикдарни жинс буйича классификациялаш 
анча нозик булиб, буни XIX аерда Абел ва Риман киритган. Бу 
классификациялаш Г эгри чизикнинг махсус нуктапари ссники 
хисобга олади.

А
/

А

3.1-раем.
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Айтайлик, Г эгри чизикнинг (3.2) тенгламадан иборат f{x,y) 
куидад рационал сонлар майдонида келтирилмайдиган ва Г эгри 
чизикнинг Р{х0,Уъ) нуктасида унта утказилган уринманинг тенгламаси

f'y нолдан фаркди, масалан, /((х,„>0)=0  ва /Дд',„т0)* 0  булса, к =«: 
булиб, уринма эса Р(х0,уа) нуктада вертикал булади.

Агар Р(х0,у0) нуктада кар иккала хусусий косилалар нолга тенг 
булса, яъни /Хх„,у0)=0 ва /Ддг0,у0)=о булса, Р{х0,у0) нуктамахсус нукта 
дейилади.

Масалан, у 2 = х2+ д-3 эгри чизикда (о,о) нукта махсус, чунки бу 
нуктада / х = -2 х -Ъ х 2 ва f x =2y  лар нолга айланади.

Энг содда махсус нукта каррали нукта булиб, унда ,f[y ва f  
косилалардан камида биттаси нолдан фаркди. 3.2-расмда каррали 
нукта тасвирланган булиб, бу нукдадан иккита турлича уринмалар 
утган.

3.2-расм.

Бундан кам мураккаброк булган махсус нукта 3.3-расмда 
тасвирланган.

97



Алгебраик эгри чизикда чекли совдаги махсус нукгалар булиши 
мумкин. Айтайлик, "

А х >у) = о  (*)
эгри чизик тенгламаси булиб, бунда f(x,y) купхдд о  рационал сонлар 
майдонида келтирилмайдиган булсин. Махсус нукталарнинг 
координаталари /Дху)=0, / У(х,у)=0 тенгламаларни х,амда (*)
тенгламани даноатлантириши керак. Лекин бу учала алгебраик 
тенгламалар системаси фак,ат чекли сондаги ечимларга эга булиши 
мумкин. Каррали махсус нукталардан бошка хеч кандай махсус 
нукталари булмаган бундай алгебраик эгри чизикдарнинг жинсини 
аниклаймиз. Умумий холда, яъни ихтиёрий алгебраик эгри чизик 
учун жинс анча мураккаб аникланади.

Айтайлик, Г ясси эгри чизшднинг каррали нукталаои сони

d(d> о) га тент булсин, у холда Г нинг жинси ушбу р = п̂ ■ 1̂ '1—

формула билан аникланувчи р бутун сонга айтилади, бунда п сон Г 
эгри чизик тартиби; Р > 0 ни курсатиш мумкин.

Агар Г тугри чизик ёки иккинчи тартибли эгри чизик булса, 
келтирилган форхмуладан куринадики, Р = 0 яъни, бу эгри чизикдар 
(3.2 - , 3.3-расмлар жинсга эга эгри чизиклар)дир. Учинчи тартибли 
эгри чизикдар махсус нуктага эга булиши булмаслигига боглик булиб, 
О ёки 1 жинсга эга. Масалан, 1 жинсли “Ферма эгри чизиги”дир:
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х3+ у = 1 .  Бирок, жинс буйича классификациялаш эгри чизикнинг 
арифметик хоссаларини тан олмайди.

Масалан, х2+у2 = 1 ва х1 + у2 = 3 эгри чизиклар 0 жинсга эга, шу 
билан бирга, улардан биринчисида чексиз куп рационал нукталар 
булиб, иккинчисида биронта хам йук- 

(2) тенгламани ечишда кунинча
x  =  <p(u ,v , ), y  =  i / / ( u ,v )  (3 -3 )

узгарувчиларни алмаштирамиз; бу ерда <p(u,v) ва у/(н,у) икки кушдд 
нисбатларидан иборат рационал функциялардир, (3.3) ни (3.2)
тенгламага хуйсак,

g(u,v)= о (3.4)
ни оламиз. Бу тенглама Г эгри чизикди ифода этади.

Айтайлик, г  ва г' нинг нукталари узаро бир кийматли булиб, 
бирининг нукталарини боищасининг нукталарига )лказиб куйидаги 
икки шарт бажарилсин: 1) <р ва ц/ лар рационал коэффициентларга 
эга булсин; 2) (3.3) тенглама тескариланувчи, яъни улардан уз 
навбатида

“=-Мх’У’)' v=4/ ,{x,y) (3 .3)
ларни топиш мумкин булсин, бунда <р, ва лар рационал 
коэффициентли рационал функциялардир.

Агар г  ва Г‘ эгри чизикдар орасида (3.3) ва (3.3) формулалар 
ёрдамида рационал коэффициентлар билан узаро мослик урнатиш 
мумкин булса, эгри чизикдар эквивалент бирационаллар дейиладк, бу 
алмаиггиришнинг узини эса бирационал дейилади. Масалан, агар 
<р{и, v) ва у/(и, v) лар ушбу куринишли чизикди, яъни

х = ip { u ,v )  = a u + b v  +  c,  ̂

y  = l//(u, v) = OiM + 6lV + C1J

функциялар булса, u,v ларни х ,у  ларнинт чизикди рационал 
коэффициентли рационал функциялари оркали ифодалаш мумкин,

яъни алмаштириш бирационал булади, бунда а
“i

Мураккаброк мисол курамиз. Айтайлик, х эгри чизик уз 
тенгламаси билан берилган булсин:
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у 1 - x 4- x 1+ 2 x - 2  = ( x - l)(x3 + 2) (**)
Буни v1 =срг{и) (^3 (и)-учинчи даражали куш;ад куринишли L эгри 
чизикка бирационал алмаштириш мумкин. Бунинг учун (**)

тенгламанинг хдр икки томонини (х-1)4 га булиб, х -1  =  - ,
и

деймиз. У холда (**) тенглама ушбу тенгламага алмашади:

У
(х-1)2

= V

v2 = Зи + Зи2 + Зи +1
Шунинг билан х  ва у  лар u ,v  оркали рационал ифода этилади:

1 + и v  1 Ух =---- ,у  = -т  вааксинча, и =----- , v = ———,
и у  и-  х - 1  ( х - 1 ) 2

яъни, L ва L эгри чизиклар бирационал эквивалентдир.
Иккита бирационал эквивалент эгри чизицларнинг м  ва М

рационал нукталар тупламларини нукталарнинг чекли тупламигача
бир кийматли мослишни урнатиш мумкин—

Диофант тахяили нуктаи назаридан иккита бирационал
эквивалент эгри чизиклар узаро тент хукукли. Шу билан бирга. г
эгри чизик тартиби г  эгри чизик тартибидан фаркли.

Агар Г учинчи тартибли эгри чизик булса, у энг камида битта
рационал нуктага эга булиб, унинг бирационал алмаштиришлар
оркали хосил килинган тенгламасини

y2=x3 + ax1 + b (3.5)
куринишга келтириш мумкин, бунда а ва b лар рационал сонлар.

Фан тарихчиларининг Диофант методига берган бахоларк.

Келгуси параграфларда иккинчи тартибли эгри чизихдарнинг 
рационал нукталарини аниклашда Диофантнинг умумий методларга 
эга булгаиини урганамиз. Пуанкаре ана шу методларни 0 жинсли 
барча эгри чизиклар учун куллаш мумкинлигини курсатди. Диофант, 
шунингдек, учинчи тартибли эгри чизицларда рационал нукталарни 
аникдаш учун умумий методларни топган, аммо бу методлар иккинчи 
тартибли эгри чизиклар га тадбик этилган методдан кескин фарк 
килади. Пуанкаре ишларидан куринадики, Диофантнинг бу методлари 
1 жинсли кар кандай эгри чизикдарга рационал нукталарни топиш 
учун кулланилиши мумкин.
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Алгебраик эгри чизикларнинг рационал нукталарини топиш 
учун бошка хеч кандай умумий методлар хозиргача мавжуд эмас.

Математика тарихида Диофантнинг метод ва гояларидан Виет 
ва П. Фермадан то Л. Эйлергача булган тадкикотчи математиклар 
кандай фойдаланганини кискача шархлаймиз. Купгина фан 
тарихчилари математикларга карама-карши уларок хозиргача 
Диофант ижодини, унинг илмий меросини бахолай олмадилар (очиги 
бахоламадилар). Улар Диофант тенгламасининг битта хусусий 
ечимини топиш билан чегараланиши, турлича масалалар 
(тенгламалар)ни ечишга турлича сунъий усулларни куллагая деб 
чикишди, масалан, Г.Ганкель ёзади: “...хозирги математик 
Диофантнинг 100 та масэласини ечишни урганиб олгач, 101- 
масаласини ечишда кийналади ... у кувониш урнига курмай колади”. 
Г. Ганкелнинг китобида Пуанкаре ишлари ёзилган булиб, унда мазкур 
гаплар (бахолар берилган) ёзилган эди. Лекин О.Беккер ва 
И.Гоффманларнинг 1951 йилда нашр килинган “Математика тарихи” 
номли китобининг 90-бетида ушбу жумлалар ёзилган: “Диофант хеч 
кандай умумий методни бермайди, лекин кар бир янги масала учун 
янги кутилмаган сунъий усул куллайдики, булар шаркона усулларни 
эслатади”. Ана шундай мулохазани Ван-дер-Варден узининг 
“Уйгониш илми” китобида хам келтиради: “Одатда, у (яъни, 
Диофант) битта масала ечими бутун сонни берадими ёки каср сонни 
берадими, унга масалани ечишга алохида усулни куллайди. 
Масалаларнинг биридан бошкасига у'гишда ечиш усулларини 
узгартириб боради. Хеч бир икки хил масалани бир хил усулда 
ечмаган”. Айникса, 2-тартибли аникмас тенгламаларни ечишда 
хийлаксрлик билан квадрат тенгламаларни рационал илдиз берадиган 
турларга келтириб, уларга мос хилма-хил усулларни топа олган. 
Г.Цейтен Диофантга анча тугри бахо берган: “Умуман айтганда, 
Диофант масала учун умумий ечимни изламай биргина ечимни 
топишга харакат килган; унинг масалалар ечишдаги куллаган 
хусусий, сунъий, хилма-хил усуллари унинг ечимларни излашдаги 
ижодкорлигидан даракдир”. (“История математики в древности и 
среднего века”, Гонги, 1938, стр. 167-168). Г.Цейтен 2-тартибли 
аникмас тенгламаларнинг рационал ечимларини топишдаги хусусий
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усулларини атрофлича тахлил кдпади, лекин учинчи тартибли 
аникмас тенгламаларни ечишда Диофант куллаган усулларни 
курмайди, топа олмайди.

3.5-§. Соннинг куреаткичи. Туб модул буйича индекслар.
Икки хадли таккосламалар. Иккинчи тартибли аникмас 

тенгламалар

Диофантгача ушбу куринишдаги тенгламалар каралган:
2 2 2 X +у = Z

ва булардан биринчиси кадимги Вавилонияда урганилган. Бу 
тенгламани ечишдаги формулалар Пифагорчилар томонидан 
топилган:

х1 = к1 -1, у  = 2к, z = k2 + 1.
Юкоридаги икки тенгламадан Дккинчиси Евклиднинг 

“Негизлар”ида а = 2 учун рационл сонларда эмас, балки бутун 
сонлардаги ечимлари тулик келтирилган. а нинт ихтиёрий квадрат 
булмаган холи учун бу тенгламанинг ечимини Архимед билган (у 
Эратосфенга барчата маълум булган “бухалар хакидаги масала”ни 
куйган), Диофант узининг “Арифметика II” китобида турлича 2- 
тартибли аникмас тенгламалар хакида фикр билдириб ушбу 
теоремани беради:

Иккита узгарувчили иккинчи тартибли аникмас тенглама 
биронта хам рационал ечимга эта эмас ёки ечимлар параметрининг 
радионал функциялари сифатида ифода этилган чексиз куп 
х  = ср{к,) у = ip ( к ) ечимларга эта, бунда <р, ц> лар рационал фуншщялар.

Буни курсатиш (тушунтириш) учун “Арифметика II” 
китобининг 8~масаласини келтирамиз. “Берилган квадратни иккита 
квадратга булинг. Айтайлик, 16 ни иккита квадратга булиш таклиф 
килинган булсин. Улардан биринчисини *2 десак, бошкаси \ в - х г 
булиб, 16- х 2 = у 2 булиши керак. Ана шу квадратланувчи сон 2 х - 4  

булиб, квадрата 4х2 +16-16л булади, бу 16-х2 га тент булиши лозим. 
Хар икки томонга манфий сонларни кушиб, ухшаш хддларни
ихчамлаймиз, у холда 5х2 = 16х ва х = — келиб чикади. Бири5 25
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иккинчиси ^ф-, буларнинг йигиндиси “ - = 16 ва булардан х,ар бири 

квадрат булади”.
Энди Диофант методини “соф куринишда” ажратишга каракат 

киламиз.
Фараз килайлик,

х1+ у 1= а1 (3.6)

тенглама берилган булсин.
Бу уз вактида маркази координаталар бошида булган айлананк 

ифода этади. Бу тенгламанинг рационал ечимларидан бири (о,-а) 
булади. Диофант

(3.7)х = х , 
у  = Ъ х-а\

урнига куйиш кил ад и. Ихтиёрий к учун к = 2 ни олади ва foe-2 нинг 
квадрати х,акида гапириб, (3.7) нинг геометрик талкини (о,-а) 
нуюадан у  = к х - а  (2.7)  тугри чизикнинг утишидир. Бу тугри Ч И ЗИ К  

(3.6) айланани яна бир нукдада кесади, унинг координаталари к га 
боглик рационал функциялардир. Хак,ик;атдан, х 1 + ( f a - a f  =а2 ва 

2ак . к 2 -1
x ~ i '  у=кх~а=аУ 7 \-

Хуллас, к нинг х,ар бир рационал кийматига (3.6) эгри 
чизицнинг факат битта рационал нуктаси мос келади ва аксинча. 
Унинг исталган нуктаси билан (о -а) нуктани туташтирсак, рационал 
бурчак коэффициентли тугри чизикни оламиз. Диофант методининг 
мох,иятини “Арифметика II” китобининг 9-масаласини ечишда яккол 
курамиз, у куйидагича ифодаланади:

“Иккита квадратлар йигиндиси булмиш берилган сони бошка 
иккита квадратларга алмаштирилсин.” Диофант 13 сонини беради, у 
4+9 га тент. Хуллас, битта ечим (2,3) эканлиги маълум. Бошка
ечимларни топиш учун биринчи сонни x  = t+ 2 ,  иккинчисини y  = 2 t- 3  

билан белгилайди, яъни у тугри чизикни (2,-3) нуктадан утади.
Диофант методининг мутлако умумийлигняи куриш кийин

эмас.
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Агар эгри чизик камида битта радионал нуктага зга булса, 
иккинчи тартибли эгри чизикнинг барча рационал нукталарини 
топишга имконият беради. Иккита узгарувчига боглик 2-тартибли

А(*.у) = о  ( 3 - 8 )

тенглама берилган ва у (а,ь) рационал ечимга эга булсин. Диофант

изидан бориб. А a+t’ I уРнига куйишларни килам из ва ушбу
y  = b + kt)

тенгламани косил киламиз:
f 2{a + t,b  + ki)= f 2(a,b)+tA{a.b)+ klB(a, b)+ t2C(a,b,k)=  0.

Лекин, f 2(a ,b ) = 0  шунингучун
_ Л{а,Ь)+кВ\а,Ь)

С{а,Ь,к)

Хуллас, кар бир рационал к учуй битта ва факат битта рационал
ечим топамиз. Агар берилган тенглама

уг = oV  +bx+с (3-9)
куринишга эга булса, Диофант у = ах+т деб тенглама куринишини
„ с - т 1узгартиради ва х = ——— оулади.

2 а т -Ь
Аналитик геометрияда R2 текисликнинг кар бир элемента 

(х,у)eii2, проектив текислик эса Р2 булиб, унинг элемента (u,v,z)eP2 
лардан кеч булмаганда битгаси нолдан фаркди. (u,v,z)eP2 ва 
(u{.\\,z^eP2 ларни бир хил деймиз, агар и, =ки, v, = *v, zv = kz (*,gо) булса. 
Шундай килиб, чексиз куп учликлар битгагина ну клан и ифода этади.

V(u,v:z)eP2 берилган булиб, агар z* 0  булса, у колда нукта кам

уша нукгани аншщайди. Бу нукта билан (х>)еА’2 орасида бир 

цийматли мослик урнатамиз: х =—,у  = ~. Агар z = 0 булса, у колда
Z  Z

(а,у,о) нукта R2 текисликнинг бирорта нуктасига жавоб бермайди. 
Бундай нуктаки чексиз узокдашган ёки хосмас нукта деб атаймиз. 
Барча шундай нукталар чексиз узоклашган z  = 0 тугри чизикда ётади. 
Аффин координаталарида ёзилган f ( x , y ) = о тенгламадан бир жинсли

координаталардаги тенгламага утиш учун х=—, у - - ,  деймиз.
Z Z

Умумий махражга келтириб, мос урнига куйишларни бажариб,
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<p(«,v,r)=o тенгламани оламиз. <s(«,v,z) ифода (u,v,z) га нисбатан 
купкад. Масалан, х 1- у 1 = 1 гипербола тенгламаси бир жинсли 
координаталарда u2-v 2=z2 куринишни олади. Бу эгри чизикнинг 
чексиз узокдашган нуктасини топиш учун z  = 0 деймиз (бошкдча 
айтганда чексиз узокдашган тугри чизик билан унинг кесишган 
нуктасини топамиз). У колда v=±u , яъни (1,1,0) ва (i,-i,o) нукталарни 
топамиз. Уларнинг кар иккаласи кам радионл координаталарга эга. 
Бундай нукталарни чексиз узоклашган рационал нукдалар деймиз. 
Диофант урнига куйишларига кайтайлик. (3.9) тенглама бир жиисли 
координаталарда

v2 = а2и2 + buz + cz2 (3-9')
каби ёзилади. (i,a,o) ва Д-а.р) нукдалар унинг чексиз узокдашган 
рационал нукталари булади. Улардан биринчиси оркали тугри чизик 
утказамиз. Бир жинсли координаталардаги тугри чизикнинг у мумий 
тенгламаси Ли + Bv+Cz = 0 куринишга эга. Лекин бизнинг нукда шу 
тугри чизикда ётади, яъни, А ■ 1 -г В ■ а + С • 0 = 0. Демак, А = ка, В=-к, С = кт 
урнига куйишларни килиш мумкин, бу ерда m-ихтиёрий. Шундай 
килиб, изланган тугри чизик тенгламаси au-v+mz=0 булади ёки 
буидан яна аффин координаталарига утсак, у = ах+ь ни оламиз. Бу эса 
Диофант томонидан бажарилган урнига куйишлар булган. У узининг 
“Арифметика III” китобининг 19-масалаеида: “Берилган квадратни 
иккита квадратга чексиз сондаги усуллар билан ажратиш мумкин” 
дейди. Яна “Арифметика IV” кигобида 19-масалани куйидагича 
ифодалайди: “Учта сондан исталган иккитасининг кунайтмаси бир 
билан биргаликда квадратни берадиган умумий (ёки аникмас) 
ифодани тогагаг”: Диофант бу ифодаларни ушбу х  + 2, х  ва 4х + 4 

куринишда топади ва ёзади: “Шундай килиб, муаммо умумий (ёки 
ноаник куринишдаги) ифода ёрдамида кал булди, бинобарин, улардан 
ихтиёрий иккитасининг купайтмаси бир билан биргаликда х  кандай 
танланмасин, квадратдан иборат булади, чунки умумий (ёки ноаник 
куринишдаги) ифодани топиш -  шундай формулани бериш деганики, 
j  кандай танланмасин, уни урнига куйгандан сунг (масала) шартлари 
каноатлантирилади”.
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у 2 = а2х2 + Ъх+с аникмас тенгламани ечиш учун Диофант 
методларя “Эйлер урнига куйишлари” билан устма-уст тутади 
(математик анализни упитан кар бир олий укув юрти талабасига 
Эйлер урнига куйишлари таниш). У ерда хам, бу ерда хам х  ва у  лар 
битта параметрга боглик рациояал функциялар билан ифода этилади;

бу урнига куйишлар f ■ ^ —=  интегрални хисоблашда
J у ах1 +Ьх+с

бажарилади. Бу ерда y  = J a x + l  ёки y = tx + 4 c  дейишмумкин.

3.6-§. Учинчи тартибли аникмас тенгламалар

Диофант “Арифметика IV” китобида учинчи ва туртинчи 
тартибли аникмас тенгламаларни тадкик килади. Бу ерда иш анча- 
мунча мураккаб: агар учинчи тартибли- эгри чизик рационал 
нукталарга эга булса, уларнинг координаталари битта парамегрли 
рационал функциялар билан ифодаланиши мумкин эмас. Пекин, 
кубик эгри чизикдинг битта ёки иккита рационал нуктасини билган 
холда унинг яна битта учинчи рационал нуктасини топит  мумкин. 
Хар кандай тул ри чизик учинчи тартибли эгри чизшсни учта нуктада 
кесади. Уларнинг координаталарини, масалан, Г эгри чизик 
тенгламаси

fi(x,y)= 0 (3.10)
дан у  ни чицариш билан косил килинган учинчи даражали 
тенгламадан топиш мумкин. Агар бу натижавий тенгламанинг 
илдизларидан иккитаси рационал булса, учинчи илдизи хам рационал 
булади (буни кубик тенглама илдизларининг йигиндиси х2 олдидаги 
коэффициентни тескари ишора билан олинганини х3 олдидаги 
коэффициентга булинганига тент эканлигини эътиборга олсак, агар 
тенглама коэффициентлари рационал булиб, унинг иккита илдизи 
рационал булса, учинчи илдизнинг рационал булиши маълум). Бу 
эслатма, масалан, ушбу иккита тасдикка асосланади:

1) Агар р нукта эгри чизикнинг рационал нукгаси булса, Г эгри 
чизикка Р нукгадан к бурчак коэффициента рационал булган уринма 
утказилади. У г  билан кесишиб, яна бигта рационал нуктани хосил 
кгшади (Уринма тенгламасини эгри чизик тенгламаси билан
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биргаяикда ечиб, каррали рационал илдизга эга булган натижавий 
кубик тенгламани оламиз, демак, учинчи илдиз хам рационал булади).

2) Агар г  эгри чизикнинг i\, i\ нукгалари рационал булса, бу 
нукдадардан рг\ тугри чизикни утказнб, г  билан кесишадиган 
учинчи рационал нукда изланади.

Бу усулларни Диофантнинг уринма ва кесувчи методлари деб 
атаймиз. Ана шу методлар тадбицига дойр унинг “Арифметика IV” 
китобидан олинган 24-масаласини караймиз: “Берилган сон шундай 
иккита сонга ажратилсинки, уларнинг купайтмаси томонсиз кубга 
тент булсин.

Айтайлик, 6 сони берилган булсин. Биринчи сонни х десак, 
иккинчиси 6 -х  булади. Бирининг иккинчисига купайтмасини 
томонсиз кубга тенглашиб колятгти, аммо у бх-х1 булади; бу 
томонсиз кубга тенг булиши керак. Мен кубни кдндайдир 
коэффициентли х-1 данхосил кцламан; айтайлик, 2х-1 булсин, унинг 
куби минус томони 8х3 + 4х-12х2 га тенг. Бу бх-х2 га тенг.

Агар иккала кисмдаги х нинг коэффициентлари тенг булганда 
эди, у холда х' ва х2 лик тенг хадлар кол ар эди; бунда х рационал 
булади. Аммо 4х сон 3-2х нинг 2х га ошиги билан кушимчаси 
сифатида олинади; 3-2х-2х бизга 2 -2х ни беради; бирок, фаразимизга 
кура 6 булиши керак. Хуллас, иш х олдидаги коэффициентнинг 2 га 
купайтмаси 6 ни берадиган сонни излашга келади. Бу эса 3 булади.

Бинобарин, мен бх-х2 нинг куб минус томонга тенг булишини 
истар эканман, у холда кубнинг томонини Зх-1 деб оламан; бу куб 
минус томон

27х3 + 6х — 27х2 = 6х — х2

ва х = Щ булади.

Формулалар буйича биринчиси = р- , иккинчиси = булади”.

Энди Диофанл' методини соф холда ажратишга харакат циламиз. 
Айтайлик, а сон берилган булсин. Изланган сонлардан бирини х 
билан, иккинчисини а -х  билан белгилаймиз. Шартга асосан,

х(а-х) = у3- у  (3.11)
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булади. Рационал ечимлардан бири (o,-i) булади. Диофант йулидан 
бориб, бу нукта оркали

у  = кх- 1 (*)

тугри чизикни утказамиз (Диофант дастлаб к = 2 ни олади) ва унинг 
(3.11) эгри чизик билан кесишиш нуктасини топамиз:

а х - х 2 -  * V  -З к гх 2 + 2кх 
х рационал булиши учун 2к = а, яъни

*=§ (•*)
дейиш етарли, буни эса Диофант куллаган. Шундан кейин

ЗА2-1  .  За2- 4  х  =---- -— = 2 ----- -—
е  аг

ни топамиз. “
(**) шарт (*) тугри чизик учун нимани билдиришини курамиз. 

Буни аниклаштириш учуй икки узгарувчили учинчи тартибли 
ихтиёрий (3.10) тенгламага Диофант методини куллаймиз. Бу 
тенглама (а,ь) рационал ечимга эта, яъни f 3(a,b)= 0. р(а,ь) нукта
оркали

у  — Ь = к(х — а) (3.12)
ёки

х = а + 1,1 (3.13)
у  = Ь+ Щ

тугри чизикни утказамиз. У хдлда,
f 3(a+ t.b  + kt)= f 3(a,b)+tA(a,b)+ktB(a,b)+ t 2C (a,b ,k)+ t3D (a ,b ,k)= 0 . A mmo f 3{a,b)

ва агар
Л(а, b) + кВ(а, i>) = О (3.14)

десак, у холда

к
- ъА “,Ь) _ дх 

В{а,Ь) of- (Г)

ду
ни о лам из, яъни (2.12) тугри чизикнинг бурчак коэффициента шундай 
тан.ланиши керакки, у (2.10) эгри чизикка р(а,ь) нуктада уринсин. 
Шуи л ай килиб, бу ерда Диофантнинг уринмалар методидан 
фойдаланилади.
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Худди шу методни куллаб, Диофантнинг “Арифметика VI” 
китобидан олинган 18-масалани ечди, шунингдек, Диофантнинг узи 
тасдикдаши буйича бизгача етиб келмаган унинг “Поризмлар” номли 
китобида каралган

х3 +у* =я3 -Ь3
масалани хам ечди.

Йул-йулакай Диофант уринманинг к бурчак коэффициентини

аникловчи соф аттебраик усулни олди, бу ерда к - ^ -  ёки
dx

3f,
Ф = _ дх_ 
dx % .

By

хосилага тенг. Лимитга утипши талаб зтмайдиган, яъни соф 
алгебраик усул билан ёритиладиган бу усул хосилани таърифлашнинг 
тарихий жараёнида катта роль уйнади, асосан Ферма ва Декартда, 
хозирги даврда зса алгебраик геометрияда кенг кулланилади.

Энди IV китобининг кесувчи методи кулланилган 26-масаласига 
утамиз. “Шундай иккита сон топикгки, уларнинг купайтмаси улардан 
хар бири билан олинганда кубни берсин”.

Фараз килайлик. биринчи сон кубга тенг коэффициент билан, 8 
х, иккинчиси эса х?-\ булсин. Битта шарт бажарилади, чунки 
купайтмага биринчисини кушиш кубни беради.

Шу купайтмага иккинчисини кушганда хам кубни берадиган 
холни аникдаш колди, холос. Аммо, иккинчисини кушиш 
8т3+х2-8х-1 = куб ни беради. 2т-1 дан куб хосил киламиз, бу ушбуни

беради: х = —. Яна формула буйича: биринчиси —  , иккинчиси эса 
!3 13

27 „
169

Диофант изидан бориб, биринчи номаълумни а3х, иккинчисини 
х2-1 билан белгилаймиз. У холда, масаланинг биринчи шарти 
бажарилади, иккинчиси эса,

а3х3+х2-а ,х-1 = /  (3.15)

ни беради. Диофант алмаштиришлар бажариб, х = j ~ t  ни олади.
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Бу ерда кулланилган метод у стада бироз тухталиб утамиз. (3.15) 
тенгламанинг рационал ечимларидан бири (о-)) булади. Бу нукта 
оркдли y -k x - 1 тугри чизик, утказамиз ва у (3.15) билан кесишшп 
нуктасини тспамиз:

(а 1 —к ъ ■ T3)+ (l+ 3 к 2 ■ х 2)—{cf - 3 к - х )

Диофант олдинги холда килинганидек, х олдидаги хоэффициенши 
эмас, балки л3 олдидаги коэффициент ни нолга тенглайди ва натижада

а 3 - к 3 = 0 ,  к = а  булади,
Бундай тенглаштириш геометрик нуктаи - назардан нимани 

билдиради? Бу саволни геометрик талдинда тушунтириш учун х=~,
Z

у = -  деб, бир жинсли координаталарда (2.15) тенгламани куйидагича
Z

ёзамиз:
а ’и ' + u 1z - a ‘uz1 — z* = у 3 (3.15)

Бу ерда эгри чизиднинг иккита рационал нуктага эгалигини курамиз: 
н(о-1Л) ва p2(i,a,o); буларни туташтирувчи тугри чизик v=au>z дан 
иборат. У эса (3.15) билан кесишиб, учинчи рационал нуктани х о с т  
килади. Шундай килиб, бу ерда Диофант берилган рационал 
нукдалардан бири чекли, иккинчиси эса чексиз узокдашган ёки 
махсус булган ход учун кесувчи методини куллайди. Диофант 
узининг уринма ва кесувчи методларини бошка (“Арифметика IV, V, 
VI” китобларидан олинган) масалаларни ечишда хам куллайди.

МИСОЛЛАР

ЗЛ. Тенглама ифодаларики барча мумкин булган узгарувчилар 
кийматига тулик алмаштириш усули

1. 49х+51у=602. Барча натурал ечимларини топинг.
Ечиш:

х = — > 1,602-51т > 4S 
49

51т < 553,1 < 1043
51

Бу ораликдан х = 5 ,у = 7  ечимларга келамиз.
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Жавоб: ( 5;7)

2. Тенгламанинг натурал ечимларини тотжнг.
х (х - 1)(* -2)-...-21 = / - 12.

Ечиш: х>5 да тенгламанинг чан томони 5-2, яъни ноль билан 
тугайди. Унг томони ноль билан тугаши мумкин эмас. Куйидаги 
жадвални киритамиз.

3.5-жадвал
у  нинг охирги разами у2 нинг охирги раками -12 нинг охирги 

раками
0 0 8
1 1 9
2 4 2
3 9 7
4 6 4
5 5 3
6 6 4
7 9 7
8 4 2
9 1 9

Демак, х>5 тенглама ечимга эга эмас. Энди долган холларда урганиб 
чикамиз.
х=4: да24=у2-12; у=6 
х=3: да6=у2-12; ечимга эга эмас. 
х=2: да2=>,2-12; ечимга эга эмас. 
х=\ : да 1=_у2-12; ечимга эга эмас.
Жавоб: (4;6).
3. Тенгламанинг бутун ечимини топинг, х2+1=3у.
Ечиш: 1). Тенгламанинг унг томони 3 га буликади.
2). Чап томонини 3 га булганда кандай колдик колиишни курам из. 
Бутун сонларнинг колдикли булиш теоремасига асосан, бутун сон 3 га 
булинганда, колдик 1 ёки 2 колади.
Агар х=3к булса, у холда тенгламанинг унг томони 3 га булинмайди. 
Агар х=3к+ 1 булса, у холда тенгламанинг чап томони 3 га 
булинмайди.
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Агар х=Зк+2 булса, у х,олда тенгламанииг чал томони 3 га 
булинмайди.

Демак, тенглама ечимга эга эмас.
Жавоб; ечимга эга эмас.

Ечиш: Тенгламанииг чаи томонини х вау  га нисбатан квадратлар 
куринишига келтирамиз.

-3 сони ни бир неча хил куринишдаш купайтиришлар усули 
б план ёзиш мумкин.
-3=3-(-1)=-31=-1-3=1-(-3).

х1 -4х—у2 +6 = 0. тенгламани туртта система куринигнда ёзиб, 
бутун ечимларини топамиз.

Бу системани ечимидан ( 31 ) ,  (1;3), (3;3), (1;-1) чщади.
\ x - y - 1 = -1 
|х + у-3= 3
Гх - у - 1=1
|x + y -3  = -3

Жавоб: (3;-1), (1;3), (3;3), (1;-1).
2. \+х+х2+х3 =2У тенгламанииг натурал ечимларини топинг.
Ечиш: Купхадни купайтма куринишга келтирамиз.

2"-" + 2'"+1-22" =2.
1-ХОЛ. /и=0 булсин. У холда 2У+ 2 - \ = г ,2 у = \у= 0 ..х= 0 . натурал ечими 
йук.

3.2. Купайтувчиларга ажратиш усули
1. Тенгламанииг барча бутун ечимларини топинг.

х 1 - 4 х —у 2 +6 = 0.

(x2- 4 x  + 4 ) - 4 - ( y 2- 2 y  + l) + l + 6 = 0 o ( x - 2 ) 2- ( y - l ) 2 = -3  

( x - y - l ) ( x - 2 + y —i)= -3 < x > (x -y - l) (x + y —3) = -3 .

(l+x)(l+x2) = 2>',
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т > 0 ;  + 2m -  22”-1 = 1

2-ХОЛ. 2y~m~x(! г 21т~>*‘ - 2 3m~y) = 1, •! ~2>д:= 2” -1=1.

J 2y~m~l =1 [ y -w - l= 0
11 + 22”" " 1 -  23"~' = 1 ’ |2m -  у  -г 1 = 3/и -  у  ’

Жавоб: (1;2)
3. (Белорусе математика олимпиадаси, Гомель ш., 2012 йй) 

Барча (иди) бутун сонларни топинг. 
пг тп+\ = (т1+ т -Ъ \{п^  — т+ 5 ).

Ечиш: п2 + п+ \ = {тг +т -3'}(т 1 - »i-b5j = OT4 +лз2 + 8т-15.

Ушбу тенгламадан п1+ п -[т ‘ +т2 + 8от-1б) = 0. п га нисбатан 

квадрат тенгламани ечиб,

D=W +W +32-63=(2/M 2+2)2-4(wi-l)2-59<(2OT2+2)2 барча т>2 

натурал сонлар учун.

D = 4т4 + 4от2 + 32-63 = (2т1 +1)2 + 32(то- 2) > (2т2 +1)2 

к2+и-(от4 + от2 +8т~1б)=0 тенгламанииг натурал ечимлари т=1, т=2. 

т—1 булса, п2+п+6 -  0. бундан п=-2 ёкии=-3.

»г=2 булса, пг+ п-20=0, бундан и=-5 ёки п=4.

Жавоб; (4;2)

3.3. Бир узгарувчининг бошка узгарувчига ифодалаш ва 
каернинг бутун кисмини ажратиб курсатишга асосланган усул

1. х+ ху-у-2=0. Тенгламанииг бутун ечимини топинг.
Ечиш: у ни х оркали ифодалаймиз.

у(х-1')=2-х2,
2 - х 2 х2- 2 _ (x2- l ) - l  (* -Q (*  + i) , 1
х — 1 х -1  X — 1 X—1 X — 1

= -(х+1) + —̂ ,(х * 1 ) .
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х , у  б у т у н  с о н л а р ,  у  х о д ц а
х—1

х  — 1 — —1 [ х = 0
у  = - х - 1—1;1 JC = —2;

2)
х-1  = 1 х = 2

у  = -х -1 + 1 ; [у -~ 2 ;

б у т у н  с о н  б у л и ш и  ш а р т .  Я ъ н и х - 1  = ± 1 .

Жавоб: (0:-2). (2;-2)

2. Тенгламанинг бутун ечимларини топинг:
Зх+2у=7.

Ечиш: 2(х+.у) = 7-х, куринишда ёзиб, 1-х, 2 га каррали, яъни 1-х=2к, 
keZ. Демак, х=7-2£, дастлабхи тенгламадан у=ЗА-7 ни топиб оламиз. 
Бундан келиб чицадики, х,амма жуфтлихлар ф-2к\Ък-1), kE"Z дан 
иборат.
Жавоб: (l-2t,2k-l).

2. (Сиртки физика-математика олимпиадаси Москва ш.)
Тенгяамалар системасининг бутун ечимларини топинг:

Г x 2+ y —z  = О 
\ x + y 2—z2 + 6 = 0.

Ечиш: Системани хуйидаги куринишда ёзиб оламиз.
f x2+ y = z
(Х + у2 + 6 = Z 2.

У холда, (х1 + у2)= у 2+ х+ 6 ёки x(x3+2xy-lj = 6. Бундан х 6 га булинади, 

x=±i;±2;i:3;±6. Бизга куйидаги кийматлар мос тушади. х=±1;2;3;-6.
Агар х=-1, у =2, z=3; х=1, у=3, z=4; х=2, у=-1, z=3; х=3, у=-4, 

z=5; х=-6, у=-18, z=18 
Жавоб: ( I ;3;4), (-1;2;3), (3;-4;5), (-6;-18;18).

3.4. Тулик квадратни ажратиб курсатишга асосланган усул 
1. Тенгламанинг барча бутун ечимларини топинг:

х2 -  бху + 13у2 = 29.

Ечиш: Тенгламанинг чан томонини тулик, квадратга кутарамиз. 
х2-6ху+ 13у2 =(х2-6хг+9/) + 4>'2 =(х-Зт)2+(2)2 =29.

Демак, (2у)2 < 29.
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у = 0;±1:±2.
1. y=0.(x~0)2 = 29. Бутун ечимга эга эмас.
2. у=-1; (х+3)2+4=29; (х+3)2=25; х+3=5 ёки х+3=-5; 

х=2 ёки х=-8.
3. у= 1; (х+3)2+4=29; (х-3)2=25; х-3-5 ёких-3=-5; 

х=8 ёки х=-2.
4. у=-2; (х+6)2-Ч6=29; (х+6)2=13;

Бутун ечимга эта эмас.

5. у=2; (х-6)2+ 16=29; (х-6)2=13. Бутун ечими йук.

Жавоб: (2;-1), (-8;-1), (8;1), (-2;1).

3.5. Икки узтарувчили тенгламани бир узгарувчига нисбатан 
квадратга кутариб ечиш усули

1. 5х2 + 5 /  + Sxy+ 2y-2x+ 2= 0 . тенгламанинг бутун ечимини топинг. 
Ечиш: х га нисбатан квадрат тенгламани караймиз.
5х2 + 8(у -  2)х + 5у2 + 2у + 2 = 0.
£» = (8т-2 )2-4-5 (5 /  + 2у + 2) = 64у2 -  32у + 4 = -100 / -  40у -  40 =

= -36 (у2 + 2у +1) = -36 (у +1)2.
Тенглама ечимга эга булиши учун, D=0.

-36(у+1)2=0.
у=-1 булса, у холда х=1.
Жавоб: (1;-1)

3.6. Тенглама ифодасиии бахолашга асосланган усул 1

1. (Укувчилар учун Белорусе математика олимпиадаси, охирги 
тур, Гомель ш., 2011 йй). Тенгламанинг учлик натурал (x,y,z) 
ечимларини топинг:

У +1У =4'.
Ечиш: z=0, тенглама бутун ечимга эга эмас. z = 1 булса, у=0, х=1. 

z=2 булса, у=1, х=2.
z>3 булсин. У холда, (3* +7y)\S.х-жуфт дейлик. Зх-ни 8 га булсак 

3 колдик колади. 7У ни 8 га булганда 1 ёки 7 колдик колади, у холда 
3Х+7У , 8 га булинмайди. х=2а манфий булмаган а учун, у холда
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7r = 4* -З1 = (2* -3”)(2'+3°). (т-y^eaî :+У) 7 сонинннг даражасидир. 

(22+3°)>1, у холда (27+У)\1. Демак, ((2'-3“)+(2-'+3‘')):7, (2-2z)i7,

мумкин эмас. Шунинг учун, (2г-3*) = 1, яъни 2*-1=3“. z=2с учун, с
манфий булмаган бутун сон. У холда, 4°-3“ = l. а=1 булганда, с=1 ни 
тогхамиз ва куйидаги ечимларга эга буламиз. х=1, z=2, у=1. Агар, а> 1, 
у холда 4е =3“+1 ни 9 га булганда 3 колдик, кдлади. Шундай кдлиб, 
3“ =4‘ -1 7 га колдиксиз булиниши керак. Кдрама-каршиликха хелдик. 
Демак, икки ечимдан бонща ечим йук,.
Жавоб: (1;0;1) ва (2; 1 ;2).

3.7. Евклид алгоритме ёрдамида Диофант тенгламасини ечиш
1. Тенгламани ечинг. 24х-17у=2.
Ечиш: (24;37;2)=1. Бу Диофант тенглама, ЭКУБ(24,17)=1, 

Евклид алгоритмидан фойдаланиб, (х0, у 0) хусусий ечимларини 
топамиз:
24— =>24 = 174 + 7;17
17 = 7-2 + 3;
7 = 3-2 + !;
3 = 1-3 + 0.
ЭКУБда чизикди ифодасини аникдаймиз:
1=7-3-2=7-(17-7-2)-2=7-17-2+7-4+5-7-2-17=5-(24-17-1)-2-17=5-24-5-17-
2-17=5-24-7-17=24-5-17-7.
24-5-17-7=1;
24-10-17-14=2;

Жавоб: (10-171, 14-24t), t£Z.

3.8. Занжирли каср ёрдамида Диофант тенгламасини ечиш
1.Тенгламанинг бутун ечимларини топинг.

127х-52у+1=0
127Ечиш: —— ни занжир каерлар ёрдамида буламиз.
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1127
52

= 2л
2 +  -

3 + 1
1+1

5
Досил булган тенглик узлуксиз каср ёки чекли занжир каср деб 

аталади. Бу занжир касрнинг охирги бугинини одиб ташлаб, куйидаги 
янги касрни хосил килам из: "7

52
I

- =  2+ -
1

2 +  - 1 2 +  -

,  4 2= 2 + -  =—, 9 9
3 + - 1

127 22 _ 1143-1144 
52 9 ~ 52-9

Шу билан, 127-9-52-22+1 =0 хосил кияамиз. Бундан куриниб 
турибдикк, х=9, у=22 лар тенгламанинг хусусий ечимлари зкан. 
Умумий ечими: * = 9+52/,у = 22 + 127?(г = 0,±1,±2,...).

3.9. Таккослаш ёрдамида Диофант тенгламасини ечиш 
1. Тенгламани ечинг.

5х-7у=6.
Ечиш: (5,7,6)=1 - Диофант тенглама, бунда (5,7)=1, у холда, 3x.yEZ - 
Диофант тенгламанинг ечими.

y = ^ -^ -e Z  о  ̂ 2^<=>5A:s6(mod7), (5,6)=1, у холда гаккослама ягона 6 7
ечимга эга булади.

5xs20(mod7), 
яг з  4 (mod 7), 
x-A  + 1t,t eZ.

_ 5-(4 + 70-6 2+5 (,ге2.

[х = 4+7г, tzZ.
[у  = 2+5г,

Жавоб: (4+71, 2+50, t£Z.
3.10. Пелля тентламасн

Иккинчи даражали Диофант тенгламалари Пелля тенгламаси 
дейилади (бундай тенглама аникланмаган Ферма тенгламаси деб хам 
аталади), х2-ау2= I, бунда а-мусбат бутун сон, тулик квадратга
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келмайди. Дар бир Пелля тенгламаси (±1 ;0) ечимга эга булиб, тривиал 
деб аталади. К,олган барча ечимлар тривиал эмас. Пелля тенгламаси 
чексиз куп ечимга зга. Пелля тенгламаси ечимининг бир нечта 
усуллари бор.

1 -кол. Форму лага асосланиб хдсоблаш усули.

(х0+у/ау^ =х„ + 4ауг.,

(x0~yfay0) =x„~'Jay„

Икки узгарувчили x0+-Jay0 ни и-даражага кутариш асосида 
Хамма ечимлари тогхилади. Бу усул ечимини топишда “кулда 
хисоблаш” оркали кулай, чунки бутун сонлар билан ишлаш керак, 
“кам” операциялар бажарилади энг кичик ечимлардан ташхари хеч 
хандай маълумот талаб этилмайди. Аммо комиьютерда амалга 
оширишда муаммолар вужудга келади. Биринчидан, намоён хилиш 
мураккаблигидир. Купгина кушимча узгарувчиларни шакллантириш, 
Паскаль учбурчаги ва п+1 йигиндисини киритиш, даражага “катта” 
рахамларни киритиш, бунинг учун куп дастурлаш тилларида алохида 
функция шакллантириш талаб этилади. Иккиячидан, п+1 ни “катта” 
рахамлар (агарда а>4294967295 булса, а рахамини “катга” деб 
атаймиз) билан ишлаш лозим, бунинг учун янги типдаги рахамлар 
яратиш ва улар учун зарур операцияларни (умумийлаштириш, 
купайтириш, фаркдаш, булиш, сакдаш) ишлаб чихиш талаб этилади. 
Ундан ташхари энг кичик ечимни топиш талаб этилади, бу эса 
муаммодир.

2- хол. Иккинчи усул “гипербояик буриш” амалига асосланган, 
графикдаги бир бутун нукдани кейингисига куйидаги формула 
асосида угказиш:

к  =x0xm_t+qy0y^„
{Уп=х0у„_, + у0хп_,

Бу формула математик индукция ёрдамида осон исботланади.
3- хол. (Х,инд усули). Даставвал иккита бутун сонни олиб, Пелля 

тенгламасининг унг томонига куйиб, иатижа топилади. Шундай 
сонни олиш керакки, унт томон бирга яхинрох булиши керак. 
Кейинчалик хосил булган тенгламани Пе.лля тенгламасига 
купайтирилади. Кдвслар очилади, тулих квадратга келтирилади ва
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тенгсизликни каноатлантирувчи бошка сон танланади. Тенгламанинг 
искала томони уларникг ЭКУБига кдскартирилади ва яна Пелля 
тенгламасига купайтирилади ва х,оказо, токи унт томони бирга тент 
булмагунича. Бу алгоритм жуда хам мураккаб булиб, у'згарувчилар 
бажаришини текшириш тупламида талаб килинади ва жуда куп 
вактни олади. Кулда хисоблаганда кичик алгоритмнинг узидаёк 
хатога йул куйиш мумкин.

4-хол. (Инглиз усули). Занжирли каср асосида алгоритмнинг 
бажарилиш тартиби куйидагича: У а ни иккинчи ту ли к булинмадан 
бошлаб даврий булган занжирли касрга ёямиз. Шундай к даврни 
топамизки, уни hi тартибда хисоблайди, бунда п энг кичик натурал 
сон, кп эса жуфт. Пелля тенгламасининг хамма ечимлари мос 
касрнинг сурат ва махражларидан иборат. Хцид ва инглиз усулларини 
занжирли касрларда куллаш тухтатилган.
Мисол. (МДУ -олимпиадаси 2012 й.) Пелля тенгламасини ечинг.

х-8у-=1 .
Ечиш:

1) (х0,уо) кичик сонни топамиз: -/8 = 2У2 = [2,1,4,14,....];
2) 5=2;

3) -^ -  = — = 2+- = - ,  бундан Хо=3. уо=1.
' f t - ,  Й 1 1 '

Крлган ечимларни куйидаги формула ёрдамида топамиз.

x»=|[(^o + '/4y0) + (*с- тД у0) j,

У"= 27d j + У 4 (*»_ ̂ -v°) j ■
3.11. Каталан тенгламаси

1842 йил Бельгия математиги Эжен Шарл Каталан куйидаги 
тасдикни исботлаган: х°-уь = \,бунда,х,у,а,Ь>\ натурал сонларда ягона 
ечимга эга: х=3, у=2, а=2, Ь=3. (Каталан гмпотезаси).

3.12. Марков тенгламаси
1879 йилда 23 ёшли Петербург университета: талабаси Марков 

узининг “Мусбат аникяанган бинар квадратик формалар” 
мавзусидаги магистрлик диссертация ишида урганган
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X2+y2+Z* =3.1tyz

тенгламасига Марков тенгламаси дейилади.

3.13. Икки ёки ундан юкори булган Диофант тенгламаларина
ечиш усули

X" + /  =2г
куринишдаги тенгламалар.
1. (Москва олимпиадаси) Бутун сонларда ечинг.

6х2 + 5 у 1 = 74.
Ечиш: Тенгламани куйидагича ёзиб оламиз: 6 /-2 4 = 5 0 - 5 / ,  яъни 
б(*2-4) = 5(10-/}. Бундан, / - 4  = 5и,10-/ =6v ва u=v. Шундай килиб,

2 4х  =4+5и: 4+5м>0, бундан м>—;

10-y2=6v; 1 0-у2>0, бундан и>- ;̂

демак и=0 ёки и=\.
u=v=0 булса, 10=у2, бунда у-  бутун сон, нотугри. 
и=у=1 га тент булсин, у холда х2 =9,/  =4.
Жавоб: (3;2), (3;-2), (-3;2), (-3;-2).

3.14 Диофант тенгламасининг баьзи тадбикларига дойр ечимлари 
1. Тенгламани ечинг. 
cos 3 х +cos 4х = 2.

Ечиш: со53л < 1;c-os4jc < I, у холда берилган тенглама куйидаги 
тенгламалар системасини кдноатлантиради:
'
cos Зх = 1. Зх = 2лк,
cos4jr = 1, 4х = 2лп,

2 л к* = -^ —,£ eZ , 
3
пж

х — — , п е  Z. 
2

Охирги системанинг кесишмасидан:
2лк пл , , - , ,  _ _-----= —  <=> 4л к  = 3пл  <л>4к = Ъп.па Z.3 2
4к = 3п тенгламадан куйидаги ечимларга эга буламиз: k=3t,n.=4t,teZ ва
тенгламалар системасикинг умумий ечимидан куйидаги тенгламага

келамиз. х = ~= - - - - ^ 2nt,teZ.з з
Жавоб: 2ят,/ eZ.
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МУ СТАВИЛ ЕЧИШ УЧУН МАСАЛАЛАР

I. БОБ. БУТУН СОНЛАР ХАЛК^СИДА БУЛИНИШ 
МУНОС АБАТИ 

1 - §
1. Агар булинувчи ва булинма берилган булса, булувчи ва 

колдикни топинг.
а) 25 ва 3; б) -  30 ва -  4.
2*. Исботланг.
а) ток натурал соннинг квадратики 8 га булганда 1 колдик колади;
б) кетма-кет икки натурал сон квадратлари йигиндисини 4 га 

булганда 1 колдик; колади.
3*. 15 сони кар кандай натурал даражага кутарилиб, 7 га булинса 1 

колдик колшпини исботланг.
4*. Агар тп + pq т - р  га булинса, у колда rnq + пр кам т —р  га 

булинишини курсатинг, бу ерда т, п,р, q 6  Z.
5*. а, Ь, с, d, п -  бутун сонлар. a d -  be, а — b сонлар п га булинади 

ва Ь, п сонлар бирдан фаркли натурал булувчиларга эга змас. с - b ни п 
га булинишини исботланг.

6. Ихтиёрий бутун п сон учун исботланг:
а) «3 —it сон 3 га булинади; б) и7 -п  сон 7 га булинади;
с*) пъ -п  сон 30 га булинади.
7*. Олти хонали сон 5 билан тугайди, агар бу сонни чан томонга 

биринчи уринга утаазсак, у холда берилган сондан 4 марта катта сон 
хосил булади. Шу сонни топиш'.

8*. п(п + 1)(2п+1)(п е ,V) сонни 6 га булинишини исботланг.
9*. Каср соннинг сурати, икки ток соннинг квадратлари айирмаси, 

махражи эса шу сонлар квадратлари йигиндисига тенг. Шу каср сурат ва 
махражини иккига кискартириш мумкин, 4 га эса кискармаслигини 
курсатинг.

10*. Тула квадрат булган турт хонали соннинг минглар ва унлар 
хонасидаги ракамлари бир хил, юзлар хонасидаги ракам бирлик 
ракамдан 1 га катта. Шу сонни топинг.

11*. Кетма-кет жойлашган бешта бутун сонлар квадратларининг 
йигиндиси гула квадрат булмаслигини исботланг.

12*. Агар бирор сонни 9 га булганда колдик 2, 3, 5, 6, 8 сонлардан 
бирортаси булса, шу сон тула квадрат була олмаслигини курсатинг.
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13. Sn =7 + 77 + 777+..Л ...П  кетма-кетликнинг + 77 + 111 + ... + 77...7 
п -та хддлари йигиндисини топинг.

14*. 16 сонининг ракамлари уртасига 15 сони ёзилган, 1156 сони 
уртасига яна 15 ёзилган ва хоказо. Шу сонлар туда квадрат булишини 
курсатинг.

15*. Хар кандай натурал т ва п лар учун жи(от4-и 4) сонни 30 га 
булинишини исботланг.

16*. Хеч кандай бутун х  учун 3x2+2 сон тула квадрат була 
олмаслигини курсатинг.

17*. 3”(л еА') та бир хил ракамлардан тузилган натурал сонни 3" га 
булинишини исботланг.

2 - §
18. Евклид алгоритми ёрдамида сонларнинг ЭКУ Б ва ЭКУ Кини 

топинг.
а) 546 ва 231; б) 1001 ва 6253; с) 2737, 9163 ва 9639;
д) 420, 126 ва 525; е) 529, 1541 ва 1817.
19. Сонларни туб купайтувчиларга ажратиб сонларнинг ЭКУБини 

топинг.
а) 360 ва 504; б) 220 ва 6600; с) 187 ва 533;
д) 420, 126 ва 525; е) 529, 1541 ва 1817.
20*. Агар a = cq+r,b = cql+rl;булиб, a,b,q,qvr,rx - бутун номанфий 

сонлар; с — бутун мусбат сон булса, (a,b,c) = (c,r,rt) тенгликни исботланг. 
Бу тенгликдан (а,Ь,с) ни топиш коидасини келтириб чикаринг ва шу 
коидани п та сон учун умумлаштиринг.

21. 20-масаладан фойдаланиб, куйидаги сонларнинг ЭКУБини 
топинг.

а) 299, 391 ва 667; б) 588,2058 ва 2849;
с) 31605, 13524,12915 ва 11067.

22. \а,Ъ] = - ^ ~  формуладан фойдаланиб, куйидаги сонларнинг
(а, Ь)

ЭКУКи ни топинг .
а) 252 ва 468; б) 279 ва 372; с) 178 ва 381;
д) 299 ва 234; е) 493 ва221.
23*. Агар (a,b)= 1 булса, куйидагиларни топинг:
а) ((а,Ь), [а,Ь]У, б) (а+Ъ, ab); с) (а+b, [а,Ь]).
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24*. Икки сон йигиндиси 667, ЭКУКи ва ЭКУБи нисбатлари 120 га 
тенг булса, шу сонларни топинг.

25*. Икки соннинг х,ар бирини уларнинг ЭКУБига булганда косил 
булган булинмалар йигиндиси 18 га тенг. Сонларнинг ЭКУКи 975 га 
тенг булса, шу сонларни топинг.

26*. а = 899, Ь = 493 берилган. d=(a,b) ни топинг ва шундай х ва у  
ларни аникдангки, d  = ax+by куриншцца ифодалаш мумкин булсин.

27.26-масалани куйидаги жуфтликлар учун бажаринг:
а)а  = 1445, b = 629; б) <з = 903, 6 = 731; с) а = 1786,6 = 705.
28*. Системаларни натурал ечимларини топинг:

\(х,у) = 45
а)

с)

У -11 ;б ) 
7

'(х.У) = 28 
х _ 5 ; д) 
у 9

(*,У) = 20.
= 8400 ’ху

( ху = 20 
{[ху] = 10

29*. Агар а, Ь, с — ток сонлар булса, (а,Ь,с)~ а + b а+с 6 + с '-----,----- ,-----I ни
2 2 2 )

исботланг.
30*. Исботланг:

ч г , 1 abc(a,b,c)
’  1 J (а,6)(а,с)(6,с) 

б) (а,б)(а,с)(б ,с)[а,б][а,с][б,с] = а г62с2.

31*. .У = 10а+б(0<6<9) натурал сон m = \0q+ \ сонга булиниши учун
факат ва факат a-bq-,m га булиниши кифоя эканлигини исботланг.

32*. Хисоблакг.
а) (и,2и + 1); б) (Юн + 9,п  + 1); с) (Зн + 1, Юн + 3).
33*. Аг= 10а+Ь (0 < b < 9) натурал сон m=\0q+9 га булиниши учун 

факат ва факат a+b(q+1) ш  ш га булиниши кифоя эканлигини 
исботланг.

34. Ихтиёрий натурал а ва Ъ лар учун:
(а, 6) = (5а+36,13а+86) 

тенглик уринли эканлигини исботланг.

35. Агар (a,b) = 1 булса, — - -  кискармас каср эканлигини 

исботланг.
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36. Сонлар орасида жойлашган туб сонларни тогшнг.
а) 200 ва 220; б) 2540 ва 2570; с) 1200 ва 1250.
37*. п>  1 натурал сонлар учун т4 +4 ва п4 + п2+1 мураккаб сонлар 

булишини исботланг.
38*. Кдндай туб г? сон учун 4р2+1 ва 6р2+1 туб сонлар булади.
39*. Кандай туб р  сон учун р + 10 ва /? + 14 туб сонлар булади.
40*. Агар а > 3, натурал т ва к сонларни 3 га булганда мос 

равишда 1 ва 2 га тент колдикка эга булса, а, а + т, а + п сонлар бир 
вактда туб була олмаслигини курсатинг.

41*. п ва п\ (п > 2) сонлар орасида хеч булмаганда битта туб сон 
борлигини исботланг.

42*. Барча 2р + \ куринишдаги бутун сонлар ичида битта сон туда 
ку'б булишини исботланг, бу ерда р  -  туб сон.

43*. Агар туб сонларни 5 туб сондан бошлаб номеряаб чикдлса, у 
долда хар бир туб сон узини учланган ракамидан катта булишини 
исбогланг.

44*. Агар р  > 5 туб сон булса, унинг квадратини 30 га булгагща 
колдик 1 ёки 19 булишини курсатинг.

45*. p s a q - З  дан катта туб сонлар булса, р2 -  qA сон 24 га каорали 
булишини курсатинг.

46*. Сонлар бир вактда туб сон була олмаслигини исботланг:
а) /; + 5 вар + 10;
б) р .р  + 2 вар + 5.
47*. Агар ток р  сонни тиски сон квадратлари айирмаси шаклида 

ягона равишда ифодалаш мумкии булса, у туб, акс холда мураккаб 
булишини исботланг.

48*. 47 масала ечимидан фойдаланиб ток coin ар ни
купайтувчиларга ажратиш усулини келтириб чикаринг:

а) 6643; б) 1769; с) 3551; д) 6497 сонларни купайтувчиларга 
ажратинг.

49*. Агар N  сон икки сонлар квадратлари йигиндиси шаклида икки 
хил ифодаланса, яъни N=di +b1=c1+d1, у холда N мураккаб сон 
булишини исботланг.

50*. 2352 + 9722 сонни купайтувчиларга ажратинг.
51*. 3!0 + З5 + 1 сонни купайтувчиларга ажратинг.

3 - §
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52*. Агар 1+2к туб сон булса, к = О ёки к = 2“ (п = О, 1, 2, ...) 
булишини исботланг.

53*. Узаро туб а,Ь сонлар учун а“ +ЬР туб сон булса, (а, р) = 1 ёки 
(а,р) = 2к уринли булишини курсатинг.

54. Агар 2” -1 туб сон булса, п -  туб сон эканлигини курсатинг.
4 - §

55. Касрларни узлуксиз касрларга ёйинг.
_  ,,103993 99 355я)2,71828;6)------- ;с)~— ;d)—

33102 170 ИЗ
56. Касрларни узлуксиз касрларга ёйинг.

247 ,, 77 333 „103993а) \о)— ;с) ;«)------- .
74 187 100 3302

57. Узлуксиз касрларга ёйилмасидан фойдаланиб, касрларни 
кискартиринг.

, 3953 , 6059 ,6821 „10027 ,3653
а ) ------ ;Ь)------ ;с)—— ;я ) -------- ;е)------- .

871 1241 2147 32671 3107
р

58. Берилган касрни узлуксиз касрга ёйинг ва уни — каср билан
Qi

алмаштиринг. Алмаштириш хатосини топинг ва хатоси курсатилган
х,олда такрибий алмаштиришга мос тенглигини ёзинг.

29 ,,648 ,571я)—;Ь)— ;с)--- .
37 385 359

59. Курсатилган чекли узлуксиз касрларга мос оддий 
кискармайдиган касрларни топинг.

-  = (2,3,1,4); Ъ) -  = (1,1,2,3,4); с) -  = (1,3,2,4,3,1,1,1,5);ь ъ ъ
d ) -  = (2,1, L 2, 1, 6,2,5); е ) -  = (-2 ,3,1,5,4 ,2 ); /) - -  = (0,1,3,2,2,2,1,1,7).

ь ь ь
60. Тенгламани ечинг.

а ) ( х ,2 Д 4 )  =  ^ ;6 ) (2 ,1 ,2 ,х )  =  у .

5 -§
61. Хисобланг.

а)[-2,7];*)[2+1/987];с)

62*. Барча хаки кий х ва у  лар учун [х + у] > [х] +[у] тугрилигини 
исботланг.

7 - V 2T 10
2

,а)
,3 + ̂ _
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63*. [ах] = т тенгламанинг ечимини топинг, бу ерда а Ф 0, х 6Р.
64*. т нинг какдай бутун мусбат кий мата учун [12,4 • т] = 86 

тенглик урин л и булади.

65*. Агар р > 2 туб сон булса. 

тенглигини исботланг.

66*. а сонни т га булганда колдик г булса. 

исботланг.

« р - 1 .. р - 1нинг киимати - —  еки - —  га 
4 4

'] _  а- тенгликни

67*. Агар т ток сон булса, т
¥

68*. Тенгламани ечинг.

т-1
~ 2 ~

ни исботланг.

а) [х21 = 2; 6) [Зх2 -  х] = лс+1; с) [х] = х; ̂ ) [х2 ] = х

69*. 106 ва 10' сонлар орасида 786 га каррали булган нечта натурал 
сон бор? —

70*. 1000 дан кичик натурал сонлар дан нечтаси 5 ва 7 га 
булинади?

71*. 100 дан катта булмаган натурал сонлардан нечтаси 36 билан 
узаро туб?

72. 1000! нинг каноник ёйилмасида 11 нечанчи даражада келади?
73. 1964! сони нечта нол билан тугайди?
74. 2311 дан ошмайдиган ва 5, 7, 13, 17 ларга булинмайдиган 

бутун мусбат сонлар сони нечта?
75. 12317 дан катта булмаган ва 1575 билан узаро туб булган бутун 

мусбат сонлар сонини топинг.
76. 1000 дан катта булмаган ва 363 билан узаро туб булган бутун 

мусбат сонлар сонини топинг.
77. Z1 ! нинг каноник ёйилмасига р  туб сон нечанчи даражада 

келади?
78. Сонларнинг каноник ёйилмасини топинг.
а) 10! ; б) 15! ; с )20!; д) 25!; е) 30! .

20!79. ни каноник ёйилмасини топинг.

80*. а нинг шундай энг капа кийматини топингки, бунда 
101- 1 0 2 . . .  1000 _Л =------- —---------бутун сон булсин.
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81*. (2да+1)П нинг каноник ёйилмасида р туб сон нечанчи 
даражада булишини аншутанг.

82*. а< х< Ь, 0 < у < f  (х) эгри чизикди трапецияда бутун 
координатали нукталар сони нечта? Бу ерда а в а Ь -  натурал сонлар;
/ (х) -  берилган кесмада узлуксиз ва номанфий функция.

83. х2 +у2 = 6,52 доирада нечта бутун координатали нукта бор?

£ l+ 1а
4J 4 _

85*
а 1 • 2 а
т \ т

84*. Агар (а, 4) = 1 булса,

тенглик тугрилигини исботланг.I |~За1_ 3(а ~1) 
L 4 J 2

т ! = (m *)(fl 0 хенглик тугрилигини исботланг.

= 1 тенглик уринли.

т J 2

86*. х нинг кандай кийматларида [х]-2

87*. X X— —
т Lw-iJ

тенгламани ечинг, бу ерда т = 2 ,3 ,4  ....

d тенглама88. 1̂ андай шартлар бажарилганда [ах1 + Ьх + с] 
ечимга эга булади, бу ерда а Ф 0, d£Z.

89. Х,исобланг. a){2,6 }; b){ |  }; с) ){7 }; d) { }.

90. Берилган сонларнинг натурал булувчилари ва улар 
йигиндисини топинг.

а) 375 ; б) 720 ; с) 957 ; д) 988 ; е) 990 ; ф) 1200.
91. Берилган сонларнинг барча булувчиларини топинг:
а) 360 ; б) 375.
92*. S(m) = 2т -  1 шарги каноатлантирувчи натурал т сонлар 

чексиз куплигини исботланг.
93*. Агар (т, п) > 1 булса, г (тп) ёки т (т) т (л) лардав кдйси бири 

катта, S(mri) ва S(m) S (н) ларчи?
94. Агар т= 1968 булса, т (да), S  (да), д (да) ларни топинг.
95*. Узининг натурал булувчилари кучтайтмасига тенг булган 

барча натурал сонлар туплами барча туб сонлар туштами билан устма- 
уст тушишини исботланг.

96*. а натурал еоннинг барча натурал булувчиларининг п- 
даражаси (h6Z) йигиндиси S„(a) формуласини келтириб чикаринг.

97. Хцсобланг. а) £,(12); б) £(18); с) S2(16).
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98. 28, 496, 8128 сонлар мукаммал, яъни узининг булувчилари 
йигиндисининг ярмига тенглигини исботланг.

99*. Евклид теоремасини исботланг: 2“ (2,1гЧ - 1) куринишдаги 
жуфт натурал сонлар мукаммал сонлардир, бу ерда 2 0+1 -  1 -  туб сон.

100*. Эйлер теоремасини исботланг: 2“ (2a+1 - 1) куринишдаги 
натурал сонлар, жгона мукаммал жуфт сонлардир, бу ерда 2a+1 -  1 — туб 
сон.

101*. Ферма теоремаси: 2“ /у г2 куринишдаги шундай энг киник 
сон топингки, унинг барча булувчилари йигиндиси узидан уч марта 
катта булсин, бу ерда г} ва г2 — туб сонлар.

102*. Шундай сон топингки, унинг иккита туб булувчиси булиб, 
барча булувчиларининг сони 6 га, йигиндиси эса 28 га тент булсин.

103*. Натурал сон иккита туб булувчига. зга. Шу сон квадратининг 
барча булувчилари сони 15 та булса, унинг куби нечта булувчига эга?

104*. Натурал сон иккита туб булувчига эга. Шу сон квадратининг 
барча булувчилари сони 81 та булса, унинг куби нечта булувчига эга?

105*. Исботланг.
d.i + d2 + ... + dtl_l + dn

L + ± . + 1  +_L'
rfj d. dn_} d„

бу ерда d\, d2, . соннинг барча булувчилари.
106*. Агар N = a a У  ... rrf (а, Ъ,..., т е 7) булса, шу сонни иккита 

сон купайтмаси шаклида неча хил ёзиш мумкин?
107*. N  = 2“ 5  ̂ 7f сон берилган. Агар 5N, N  дан киник 8 та 

булувчига эга ва 8N, N  дан катта булса, N  ни топинг.
108. N = Т  3"у 5Z сон берилган. Агар А ни 2 га булсак, янш соннинг 

булувчилари N  нинг булувчиларидан 30 та кам; агар А ни 3 га булсак, 
янга соннинг булувчилари N  нинг булувчиларидан 35 та кам; агар N  ни 
5 га булсак, янги соннинг булувчиларидан 42 та кам. Шу сонни топинг.

109. Агар бирор сон туда квадрат булиши учун факат ва факат 
унинг булувчилари сони ток булишини исботланг.

110. Куйидагиларыинг аник кийматини хисобланг.
а) к (4); б) п (7); с) л  (10); д) л (12); е) к (25);
ф) п (50); г) ж (200); х) л (500).

111. формула ёрдамида куйидагиларнинг гакрибий 

киймати ва натижанинг нисбий хатосини топинг.
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а) л (50), б) тс (100); с) я (500).

112*. Чебышев тенгсизлиги ёрдамида ж {х) . ,-> )ни
X

исботланг.

113*. Ихтиёрий р  туб сон учун £15—11 < уринли, леки в т —
р - 1  р

_ _ ж(т) ж(сн — l) „мураисаб сон булса, - < —-----' уринли эканлигиви курсагинг.т т-1
114. Топинг: a)(3(375);bV(720);c)(988);rf)^(1200);e)o(l500);/)(p(4320).

115. Купайтма кийматини топмасдан купайгувчидарнинг Эйлер 
функцияеи кийматини топинг.

а) ср (5 • 7 • 13) ; 5) ср (12 ■ 17); с) ср (11 ■ 14 • 15-); д) ср (990 ■
1890).

116. 1 дан 120 гача сонлар интервалида 30 билан узаро туб 
булмаган сонлар нечта?

117*. Агар а = 3“ 5Р I х ва ср (а) = 3600 булса, а ни топинг.
118*. Агар a = p q ,p -  q = 2 ва <р (а) = 120 булса, а ни топинг.

Бу ерда р ва  q -  yap хил туб сонлар.
119*. Агар a - р А q2 ва ср (а) = 11424 булса, а ни топинг.

Бу ерда р  ва q -  дар хил туб сонлар.
120*. Агар а = р1чр“2— Pn' (®i >%а2 >1,...,сс„ >1) ва <р(а) = 462000 булса,

а ни топинг.
121*. т дан кичик ва у сон билан узаро туб сонлар йигиндиси 

S = \т-ср(т) формула ёрдамида уисобланишини исботланг.

122. S = -а-<р(а) формулани куйидаги сонлар учун кулланг:

а) 12; б) 18; с) 375.
123*. Исботланг.
а) ср (2а)= 2а - 1; б) ср (ра)= р“ _1 ср (р); с) ср (аа)=ав ср (a), a &N.
124. ср (2а) ни ср (а) ёки 2 ср (а) га тенглигини исботланг. Шу сонлар

уринли буладиган шартларни топинт. 
125*. Исботланг. ср (4 п + 2)

ср(Щ ■■
[ 2 с р (п ) ,а г а р (п ,2 ) - \  

\2ср(2п),агар  (и,2) =2

(2 п + 1); Ь)
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126. Тенгламаларни ечинг. а) <р (5*) = 100; б) q> (7х) = 294; 
с) v  (7х) = 705894; д) v  ( г х ) = г х-г ,x& f.
127. Берилган Ъ махражли нечта тугри кискармас мусбат касрлар 

мавжуд?
128. 129 масала ёрдамида махражлари куйидагилар булган 

кискармас мусбат касрлар сонини допинг.
а) 10; б) 16; с) 36; д) 72.

129. — мусбат, тугри кискармас каср булсин. Агар Ъ -  2 дан Ъ = п

гача кийматлар кабул килса, бундай касрлар нечта?
130. 131 - масала шартида Ь: а) 2 дан 5 гача; б) 2 дан 10 гача; с) 2 

дан 15 гача кийматлар кабул килса, касрлар сонини топинг.
131*. 300 дан кичик натурал сонлар ичида 20 билан тенг умумий 

булувчига эга булган сонлар нечта?
132. 1665 дан кичик натурал сонлар ичида у билан 37 га тент 

умумий булувчига эга булган сонлар нечта?
133. 1476 дан кичик натурал сонлар ичида у билан 41 га тенг 

умумий булувчига эга булган сонлар нечта?
134*. а > 3 лар учун <р (а) нинг киймати доимо жуфт сон 

булишини исботлаяг.
135*. Агар <р (х) = а тенглама х = т илдизга эга булса, х = 2т хам 

тенглама илдизи булишини исботланг, бу ерда (т,2) = 1.
136*. (т,п) > 1 булса, <р (тп) ёки <р (т) <р (п) ларни солиштиринг.

137*. <р(тп) = ср(т)ч>(п)——  тенгликни исботланг, бу ерда (т,п)>\.
<№)

138*. ч> (тп)= (р (8) tp (ц) тенгликни исботланг, бу ерда &=(т,п), 
\i=[m,n].

139. ip(\)+ <p(руг(р(р2)+...+</>(ра), a £N ни хисобланг.

140. ]+<г>| —l+...+^f — I ни хисобланг, бу ерда d j-a  нинг барча
W  Vd~J \ dkj

булувчилари?
141. Куйидаги сонлар учун ^ ;p(d) = а тугрилигини текширинг.

а\а
а) 80; б) 360; с) 375; д) 957; е) 2800.
142. Тенгламаларни ечинг. а) ф ( х )  = 2°; б) <р (рх) = 6  • рх'2.
143. Тенгламаларни ечинг. а) <р (х) = 14; б) <р (х) = 8; с) <р (х) = 12.
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144*. Тенгламани ечинг. q> (2х) = <р (Зх).
145. ср (5х) = <р (7х) тенглама бутун сонлар тупламида ечимга эга 

змаслигини исботланг.
146. Тенгламаларни ечинг.
а) <р (х) = <р (рх);
б) <п (рх)=р<р (х);
с) <о (ргх) = ф (р2х) (р 1, р2-  турли туб сонлар).
147*. Тенгламани ечинг.

а) Ф ) = § ;Ф ) = у ;Ф ) = ^ ;

148. <p(p‘J = a; тенгламани текширинг.

7 - §
149. Сонларни кушинг.
a) 10010102+ 11010012
b) 15436 + 426
c) 65004» + 70645»
d) 7489(12)13 + 5762,з
e) 43(10)(11)712 +3(10)612 +5(11)3812
f) 47(10)9,,+ 84567,1
g) (12)724(11)(10),з + 478(10)953,3
150. Сонларни айирикг.
a) 101010112- 1101112
b) 11310433-3421445
c) 230426 -  53546
d) 7830419-276059
e) 46(10)37,2-72(11)48,2
о 1 (11)(10)9( 10), з -  (12)( 11 )9( 11) ,3
151. Сонларни купайтиринг.
a) 42035'425
b) 5034б • 5456
c) 506247 • 567
d) 42(11)3,2-789,2
e) 3432247 • 12567
f) 258(10)3,, • 56„
152. Сонларни булинг.
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a) 111 1000112 : 101012
b )  1141043s:235
c) 471222s :278
d )  51(10)3406n = 548ц
153. g  сонлар тизимида#-/ булиниш белгисини бажаринг.
154. Юлдузчаларни ракамлар билан алмаштиринг бунда;
a) 7*8(10)52 раками 11 га булинсин;
b) 36*05 раками 6 га булинсин;
c )  51*26 раками 4 га булинсин;
d) 25**8 раками 32 га булинсин.
155. Бир санок системасидан бошка санок сисхемасига утишни 

амалга оширинг.
a)370518 = jc6; Ь)420135= х7; с) 890721 = х8; d) 452537 = хи;
e )  67859 = x12;y)(ll)89(10)12 = xl4; g) 6276s = x13; i) (10)983„ = x13.
156. m ва n ларни g асосли сонлар тизимида ёзинг ва т ни п 

га колдикди булинг.
a) т = 543269, п = 357, g = 8;
b) т = 70463 8, и=  1245, g = 7;
c)  ?и = 230124, л = 1589, g= 5 .



If. БОБ. ТАВДОСЛАМАЛАР НАЗАРИЯСИ 
ЭЛЕМЕНТЛАРИ

157. Куйидаги таддосламалардан кайсилари тугри:
а) 1 = -5 (mod 6); b) 546 = 0 (mod 13); с) 1956 = 5 {mod 12);
d) 23 = 1 {mod 4); е) Ът = -\ {mod т)1
158*. Берилган модул буйича хар кандай бутун сон узининг 

колдиги билан таддослашшшни исбот дилинг.
159. Куйидаги таддссламаларни каноатлантирадиган х  нинг 

барча дийматларини топинг:
а) х  = 0 {mod 3); b) х = 1 {mod 2).
160. Куйидаги таккосламаларни даноатлантирадиган т нинг 

барча дийматларини топинг: Зг + 1 = г + 1 (mod т).
161. Агар х  = 13 сони х = 5 (mod т) такдосламани 

даноатлантирса, модулнинг мумкин булган кийматларини топинг.
162*. Агар п — тод сон булса, у холда л2 - 1 = 0  (mod 8) 

тадкослама уринли эканлигини курсатинг.
163*. Агар 100а + 106 + с = 0 (mod 21) булса, у холда а — 2Ь + 4с 

= 0 (mod 21) такдосламанинг уринли эканлигини курсатинг.
164. Агар 3* = -1 (mod 10) булса, у холда Зп+4= -1 (mod 10) (nEN) 

такдосламанинг уришга эканлигини курсатинг.
165*. 2и' з1 = 2 (mod 11-31)таккосдаманинг тугрилигини 

курсатинг.
166*. Агар х  = Зп + 1, п -  0, 1, 2,,.., булса, у холда 1 + 3х + 9х нинг 

13 га булинишини курсатинг.
167. N=  11-18-2322-13-19 сони 7 модул буйича абсолют 

киймати буйича энг кичик дандай сон билан такдосяанади?
168. 3!4 = -1 (m od29) ни текширинг.
169. 1532s -  1 ни 9 га булганда хосил буладиган колдикни 

топинг.
170*. Агар а = Ъ (modр ”) булса, у холда cf = У  (modр пт1) ни 

исботланг.
(

171. Агар a x ^ b x  (mod т) булса, у холда «=2>j mod
ч

исботланг.

т )
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172 . Агар аАага2а,а0 тО(тсхШ) булса, у  Х,ОЛДа 
аА+а,а2 ~а,а0 зО(тос133) НИ ИСб'отлаНГ. а ,+1= 0 да 0, ^ 0 ,=а, деб олинг.

173*. Берилган соннинг схирги иккита ракдмики топинг: а) 99; Ь) 
79.

174. 10 модул буйича чегирмаларнинг хамма синфларини 
такдосламалар куринишида ёзинг.

175. 10 модул буйича чегирмаларнинг хамма синфларини
х = 1 0 q+ г, 0 < г < 10

куринишда ёзинг.
176. Куйидаш модуллар буйича курсатилган чегирмаларнинг 

синфларини ёзинг:
а) 10 модул билан узаро туб булган; б) 10 модул билан ЭКУБи 2 

га тенг булган;
с) 10 модул билан ЭКУБи 5 га тенг булган; д) 10 модул билан 

ЭКУБи 10 га тенг булган.
177. Берилган модуллар буйича чегирмаларнинг туда ва 

келтирилган системаларининг барча турларини ёзинг: а) т = 9; б) т = 
8; с)р  = 7; д) /п = 12.

178*. 25, -20, 16, 46, -21, 18, 37, -17 сонларнинг 8 модул буйича 
чегирмалар тула системасининт ташкил килишини курсатинг.

179. 32, -9, 15, 42, -18, 30, 6 сонларни р=7 модул буйича 
чегирмаларнинг туда системасини ташкил этишини курсатинг.

180. 21, 2, -18, 28, -19, 40, -22, -2, 15 сонларнинг 9 модул буйича 
чегирмаларнинг туда системасини ташкил этишини курсатинг.

181. 24, 18, -19, 37, 28, -23, -32, 5, 41, -35, -33 сонларнинг 11 
модул буйича чегирмаларнинг туда системасини ташкил этишини 
курсатинг.

182. 19, 23, 25, -19 сонларнинг 12 модул буйича чегирмаларнинг 
келтирилган системасини ташкил этишини курсатинг.

183. 11, -1, 17, -19 сонларнинг 8 модул буйича чегирмаларнинг 
келтирилган системасини ташкил этишини курсатинг.

184*. 24, 14, 25, 37. -8, -19, -40 сонларнинг 6 модул буйича энг 
кичик манфий булмаган, абсолют кдймати буйича энг кичик мусбат 
булмаган ва абсолют киймати жихатидан энг кичик чегирмаларини 
топинг. Бу сотаар берилган модул буйича нечта хар хил синфларга

134



тегишли булади? Кдйси сонлар берилган модул буйича бир синфга 
тегишли булади?

185. Манфий булмаган энг кичик чегирмаларни бевосита синаш 
усули билан куйидаги таддосламаларни ечинг:

а) 5х2 -  15х + 22 = 0 (mod 3); б) х2 + 2х + 2 = 0 (mod 5); с) Зх = 1 
(mod 5);

д) 8х = 3 (mod 14); е) х ’ - 2 = 0 (mod 5); ф) х2 - 2х + 1= 0 (mod 4);
г) 27х2 - 1 Зх + 11= 0 (mod 5).
186. Таккосламаларнинг хоссалари ёрдамида дастлаб 

еоддалаштириб, сунгра абсолют диймати жихдтидан энг кичик 
чегирмаларни бевосита синаш усули билан куйидаги 
таддосламаларни ечинг:

а) 12х = 1 (mod 7); б) 8х = 1 (mod 5); с) Зх = 13 (mod 11); д) 6х = 3 
(mod 7); е) 6х + 5 з  1 (mod 7); ф) 90х20 + 46х2 - 52х + 46 s  0 (mod 15).

187. Куйидаги таккосламаларнинг ечимга эга эмаслигини 
курсатинг:

а) 2х - 3 = 0 (mod 6); б) х2 - 2х + 3 = 0 (mod 4); с) xJ + х + 4 = 0 
(mod 5);

д) х4 + 2 = 0 (mod 5); е) х5 -  2х3 + 1 Зх - 1 = 0 (mod 4).
188. Номаълумнинг ихтиёрий бутун кийматлари куйидаги 

тадкосламаларни даноатлантиришини курсатинг:
а) х" - х + 6 = 0 (mod 2); б) х(х2 -  1) = 0 (mod 6);
с) х4 + 2х3 - х2 - 2х = 0 (mod 4); д) хг - х = 0 (modр).
189. Такдосламанинг хоссаларидан фойдаланиб. 

алмаштиришлар ордали куйидаги тадкосламаларни ечинг.
а) 2х = 7 (mod 15); б) 5х s  2 (mod 8); с) 7х = 2 (mod 13);
д) Зх = 23 (mod 37); й) 27х = 14 (mod 25); ф) 13х = 10 (mod 11);
г) 5х = 3 (mod 11); х) 7х = 5 (mod 24).
190. х нинг дакдай бутун дийматларида 5х2 + х + 4 квадрат уч 

дад 10 га булинади?
191. х2 - 4х + 3 = 0 (mod 6) тадкосламани х2 -  4х + 3 = 0 (mod 2) 

зарурий шартдан фойдаланиб ечинг.
192. хф(30)=1 (mod 30) тадкосламани ечинг.
193. хчнм',=1 (mod т) таддослама нечта ечимга эга?
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194*. Агар (п,т)=\ булса, у долда «-даражали x’+aix”'1 
+...+а,,=0(mod т) таддосламани янги у  узгарувчини киритиш билан (п- 
1) даражали кади датнаншайдиган y n+b2x”'2+...+b„=0(modm) 
таддосламага келтириш мумкинлигини курсатинг.

195*. Олдинги масаладан фойдаланиб, х3+5х2+6х-8=0(»го<71 3) 
таддосламани уч дадли y3+ry+q=0(mod\ 3) таддосламага келтиринг.

196. Эйлер усули билан дуйидаги таддосламаларни ечинг:
а) 5х = 7 (mod 10); б) Зх = 8 (mod 13); с) 7х = 5 (mod 17);
д) 1 Зх — 3 (mod 19); е) 27х = 7 (mod 58).
197. Узлуксиз касрлар усули билан дуйидаги таддосламаларни 

ечинг:
а) 7х = 4 (mod 19); b) 143х = 41 (mod 221); с)13х =178 (mod 153);
d) 67х = 64 (mod 183); е) 89х = 86 (mod 241); f) 213х = 137 (mod

516):
g) 11 lx = 81 (mod 447); h) 186x = 374\rnod  422); j) 129x = 321 

(mod 471).
198. Кулай усул билан дуйидаги таддосламаларни ечинг:
a) 12х = 9 (mod 18); е) -53х s  84 {mod 219);

b) 20х = 10 (mod 25); f) 90x + 18 = 0 (mod 138);

c) -50x = 67 (mod 177); g) 78x = 42 (mod 51).

d) -73x = 60 (mod 311);

Жавобларни берилган таддосламага дуйиш билан текшириб 
куринг.

199*. Биринчи даражали 21 модул буйича дуйидаги 
таддосламаларни тузинг:

а) фадат ягона ечимга эга булган;
б) 3 ва 7 та ечимга эга булган;
с) 2, 10, 15 та ечимга эга булган.
200. Тугилган куннинг 12 га купайтмаси ва ойнинг 31 га 

купайтмаларининг йигиндиси 198 булса, тугилган купгги тоггинг.
201*. 523 сонининг чап томонидан шундай уч хонали сонни 

ёзингки, досил булган олти хонали сон 7, 8 ва 9 га булинсии.
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202. 629 сонининг унг томонидан шукдай уч хонали сонни 
ёзингки, хосил булган олти хонали сон 5, 8 ва 11 га булинсин.

203. 723 сонининг унг томонидан шундай икки хонали сонни 
ёзингки, хосил булган 5 хонали сонни 31 га булганда 7 колдик 
колсин.

204. Куйидаги тенгламаларни бутун сонларда ечинг.

205. Дон ташиш учун 60 кг ва 80 кг вазнлик коплар бор. 440 кг 
донни ташиш учун шу коплардан нечта керак булади?

206. 14900 сумга 300 сумлик ва 500 сумлик чипталардан 
нечтадан сотиб олса булади?

207. Куйидаги гаккосламалар системаларини ечинг:

208. 2, 3, 4 га булинганида 1 колдик кодадиган ва 5 га колдиксиз 
булинаднган барча натурал сонларни топинг.

209. 4, 5, 7 га булинганида мос равищда 3, 4, 5 колдик коладиган 
200 ва 500 сонлари орасидаги барча бутун сонларни топинг.

210. Куйидаги гаккосламалар системаларини ечинг.

a) Зх +  4 у  = 13;

b) 8х -  13у = 63;

c) 43х + 37у = 21;

d) 45х -37у  = 25;

e) 81х-48у  = 33;

f) 26х + 3у = 13;

g )  53х + 17у = 25;

h) 47х -  105у = 4;

i) 18х-33у=112;

j) 11х+ 16у= 156;

k) 12х -  37у = -3;

l) 23х+ 15у= 19.

х  = 1 (m o d  25) 
Ь )  х  — 2 (m od 4)

х  =  3 (m o d  7) ’ 
х  ==• 4  (m od 9)

{ 2 х  = 1  (m od 13) 4 х  = 7  (m od 13) 
(J) х  =  2 (m o d  17)с )  I 5x =  8 (m o d l7 )

] 3 x  =  7  (m od 3 1)
! Ha s  35 (m o d i 9)

5a =  3 (m od 9) ’ 
8 a  = 4 (m od 14)

-j 2a =  5 (m o d l5 ) ;

137



а)-
rx + 3 u s 5 , . 

4 ^ 5  (m°d7) Ь){* x = 2 !(mod4) ; c)-
9m = 15 ,  . 

(rood 1 2 ); 
3 x - l u  = V  ’

d)<
3x- 5 m s 1

(raodl2 ); 
_ 9ms 15 V !

e ) | ” 1 2 " '° (m o d S )  
7 [3x + 2 m s 2 v ’

_ | 3x -i-4ms 29 , 
f)( imodl43). 
J \2 x - 9 u  = - S V  ’

Ill БОБ. ДИОФАНТ ТЕНГЛАМАЛАРИ

211. хг - 2 у 2=1 тенгламани каноатлантирувчи барчах, у  ларки топинг.
212. х2- у 2 = 1 тенгламанинг натурал ечимларини топинг.
213. л4 (У - jc4+2>J = у 2 + >999 тенгламанинг бутун ечимларини топинг.
214. X s +у3 = 830 х  ,у — ларнинг бутун кдйматини топинг.
215. (x - y + z ) ( x 2 + /+ z !)=2005. х, у ,z ларнинг натурал ечимини топинг. 
216.10х2 + П х у + 3 / =7 х, у  ларнинг бутун ечимларини топинг.
217. л2 + п = тг + 2т-9 (п,т) - ларнинг бутун кийматнни топинг.
218. 2х3 +х2 +10х+5=2- р". (х,п,р) ларни х, п -натурал вар  -туб сонларни
топинг.
219. (т+п)"+” ={тг +п2 + 2 ) 'барча натурал ечимларини топинг.
220. (и!)т !-(иг!)”!=28, т ва п ларнинг натура! ечимларини топинг.
221. у1 — 1 lx2—1. Пелля тенгламасининг натурал ечимини топинг.

222. . 34х4 5 6 7 8+24>>3 = 100000. тенгламанинг бутун кдйматли ечимини
топинг.

223. cos2jt+cos—jc= -2. тенгламани ечинг.
5

224. . sin ах+sin Ьх = 2. тенгламани ечинг.
225. . coszx +cos22.*+cos23x +cos24a:=2. тенгламани ечинг. 

226.
1) 3х+4у=13;
2 )  8х-13у=63;
3) 7х-19у=23;
4 )  39х-22у=10;
5 )  17х—25у=117;
6) 43х+37у=21;
7) 53х+47у=1!;
8) 45х-37у=25; 

Тенгламаларниузлуксиз каср

9) . 81х-48у=33;
10) . 26х+34у=13;
11) . 122х+129у=2;
12) . 258Х+172у=56;
13) . 38x4-117у=209;
14) . 119х-68у=34;
15) . 258х-175у=113;
16) . 41x4-114у=5.

ва тавдосламалар ёрдамида ечинг.
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ЖАВОБЛАР ВА КУРСАТМАЛАР

I БОБ. БУТУН СОНЛАР ХАЛКАСИДА БУЛИНИШ 
МУНОСАБАТИ

! - §
1. a) q = 7; 8 ва г = 2; 6; б) q -  8; 9 за г = 2; 6.
2. а) Ечиш: (2и+1)2 = 4га(и+1) + 1, бу ерда га(и+1) 2 га булинади; 
б) Ечиш. п + (га + I)2 = 2га (и + 1) + 1, бу ерда п (и+ 1) 2 га

булинади.
3. Курсатма. 15 = 7-2 + 1. Агар 15га =lq+\, у холда 15и-Ы= 5га •

15=7+1.

4. Ечиш. Масала шарти буйича, = г-бутун сон.
т - р

mq+np mq + np mn+pq q{m — p ) —n(m—p) _ ^
m - p  m - p  m - p  m - p

Бундан m4 +nP = q_n+t бутун сон. Демак, m q + n p ,m -p  га
m - p

булинади.
5. Ечиш. Масала шартига кура, ad-bc=nt в& а -Ь  = nt,. Иккинчи 

тенгликни d  га купайтириб, биринчисидан айирамиз: 
b(c-d) =га {dti-1).

Бундан Ъ ва п га куйилган шартларга асосан c-d  ни и га 
булиниши келиб чикади.

6  с) Ечиш  т’- т  = (т~1)т(т + \)(т1+1) = (т-\)т(т + 1)[(т1- 4 )  + 5\ = 
= (т - 2 )(т -1 )т(т + \)(т + 2) + 5 (т- 1 )(т +1).

Кушилувчиларнинг х,ар бири 30 га булинади, чунки к та кетма-кет 

сонлар купайтмаси к\ га булинади (бу с* = бутун

сон булишидан келиб чикади). Бундан йигинди хам 30 га булинади, 
демак тъ- т  30 га булинади.

7. Ечиш. 10х + 5 -  изланаётган сон булсин. 5 ракамни чал 
томондан биринчи уринга куйиб 5-105 + х  ни хосил киламиз . 
Берилган шартларга кура, 5■ 105 + х= 4 (1 Ох + 5) тенгламага келамиз. 
Бундан, х  = 112820 келиб чикади.

8. Ечиш. Масала шартини хуйидагича ёзиб оламиз:
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п(п+1) (2п+ 1 )=п (п+1) [(«-1) + (и+2)] = (п-1) п (п+1) + п 
(п+\)(п+2).
Хдр бир кушилувчи 6 га булинишидан (6 Macajia ечимидан) 
йигиндини 6 га булишппи келиб чикади.

9. Ечиш. (2от1 l)'-< 2n+!L , 4(w+n+ix«-B) yjl б5?лган ни
(2 т  + 1)2 +  (2 « + 1)2 2 [2 (т 2 +  л 2 +  т  +  и )]

факат 2 га кдскартирит мумкин.
10. Ечиш. N 2 = ЮООх +100(у +1)+10х + у  = 101(1 Ох +у)+100.

Бундан lOA-+l = (jV+10)(jV~10),,v=9l.Af2 = 8i8].
J 101

11. Ечиш. (и - 2)2 + (и - I)2 + п + (п + I)2 + (п + 2)2 = 5 (л2 + 2) 
тула квадрат булиши учун и2 + 25 га каррали булиши керак ёки н 
нинг охирги разами 8 ёки 3 булиши керак, бу мумкин эмас.

12. Ечиш. Хдр кандай бутун сонни ку йидаги л ар да н бирортаси 
шаклида ёзиш мумкин: 9к, 9к ± 1, 9к ± 2, 9к ± 3, 9к ± 4. Бу сонлар 
квадратлари:

(9к)2 = 9(9к2); (9к±  1)2 = 9 (9k2 ± 2к) + 1; (9к ± 2)2 = 9(9к2 ± 4к) + 
4;

(9к ± З)2 = 9 (9к2 ± 6к+  1); (9к ± 4)2 = 9 (9к2 ± 8Аг + 1) + 7. 
Натижада бутун сон квадрата 9 га булганда кол дик факат 0, 1, 4, 7 
булиши мумкинлиги келиб чикади.

13. Ечиш.

S, = 7(1+11+111+...+111...11) = 7(-— 105-1------ +
9

——-) =—(10"1 -9/7-10). 
9 81

14. Ечиш.
10'111...11555...56 = - -•10" -5-10-— —-+6 = (Ю"+; +2 2 __ 10' + 1)2 =(333...33=1)2.

15. Ечиш. т (т4- п 4) = п (т - т) -  т (п 5 - п) 30 га каррали (1 
мисолга кура).

16. Ечиш. у2 = Зх2 + 2 тенглама бутун сонларда ечимга эга эмас. 
У ни у =3п ёки у = 3 n ± 1 шакллардан бирорта куринишида ифодалаш 
мумкин ва бундан у2 ни 3 га булганда колдик факат 0 ёки 1 булади. 
Масала шартига кура, колдик 2 булиши керак.

17. Ечиш. Математик индукция усулини куллаймиз: ааа сон 3 га 
булинади, чунки а + а + а — За. Агар аа...а сон 3я га булииса, у колда
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аа..л = аа...ааа...ааа...а-аа...а  ̂103 j +аа...аЮг +aa...a = aa...a \00...0100...01 3"~ га 

булинади,
2 -§

18. а) 21, б) 13; с) 119; д) 3; е) 23.
19. а) 2520; б) 138600; с) 99671; д) 881200.
20. Ечиш. (а, Ъ, с) = <7 булсин, у х,олда a = cq + r ,b  = cq{ + q t дан

<7jr ва
djr, келиб чикади. d  = (с, г, г;) ни исботлаймиз. (с, г, г() = D булсин. а = 
cq + г ва Ъ = cq} + г? тенгсизликлардан D\a, D\b ва шарт буйича D\c. 
Бундан
D = (а, Ъ, с) ва демак, D = d. п та сон учун ни
оламиз, бу ерда сонларни а„ га булгандаги
колдик.

21. а) 23; б) 7; с) 21.
22. а) 3776; б) 1116; с) 67818; д) 5382; е) 6409.
23. а) Ечиш. (d,m) = (d, [dx, dv\) = <7(1, [x, yj) ~ d. Агар 

d=(axa2,...,an) ва m-(ala2,...,an) деб олсак, натижа узгармайди.
б) Ечиш. Агар р =  а + Ъ ва а ■ Ъ сонларнинг умумий булувчиси 

булса, у холда а ёки b сонлардан бирортаси р  га булинияш керак. а + 
Ъ в а р  га булинишидан р сон а ва b ларни умумий булувчиси эканлиги 
келиб чикади. Бу масала шартига зид, чунки (а, Ъ) =1;

с) Ечиш. (а, Ъ) = d  ва a =dx, Ъ = dy булсин, бунда (х, у) = 1. Бу 
холда

(а + b, т ) = (<7 (х + у), dxy) = d(x + у, ху) = d. Демак, (а+Ъ, [а,Ъ]) 
= {а,Ъ).

24. Ечиш. х  вау -  изланаётган сонлар булсин ва (х, у) = d, бундан 
х =<7?и ва у = dn ва (т, п) = 1. Шартга кура, х + у = d(m+ п) = 667 =

23-29. Шаот буйича = 120. бундан [х,у]=120-(х,у)= 120<7, бошка 
(*■>)

томондан [л-,у] = ~7 -> - j = 1204 ®ки ху= HOd2. Булардан

системани косил киламиз. d (гп+ п) = 23 • 29 дан d = 23 ва d  = 29 (d = 1 
ёки d  = 23 • 29 - уринли буямайди) булиши мумкин. <7=23 булганда, х 
= 552, у = 115. <7= 29 дах = 435, у = 232.
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25. Ечиш. х ва у  -  номаълум сонлар ва (х,у) = d булсин. У х,олда

— = т, - -п, бунда (т ,п )  = 1. Шарт буйичат+п = 18,

[.х,у]=— = mnct = 975 = з.52 13. Бундан < 
1 1  d  d \.

f m + n = 18
mnd = 3-5 -13

ни хосил

киламиз ва унинг ечими т = 5, п =13, d  =15 булади. Демак, х = 75, у  = 
195.

26. Ечиш. Шарт буйича, а = 899, Ь = 493. Евклид алгоритмига
кура:
а =ЬЛ + 406, Ъ = 406-1 + 87, 406 = 87-4 + 58, 87 = 58-1 + 29, 58 = 29-2 
булади. Охирги иккинчи тенгликдан бошлаб,

29 = 87-58 = 87-(406-87-4) = 87-5-406 = (6-406)-5~40б = 5Ь-Ш -в =
5 b-(a-b)6 = 'л(-ЬУ'ЬЛ 1 ни оламиз.

29 = 899 х + 493_у билан солиштирсак, х  = - 6, у  = 11 келиб чикади.
27. а) 17 = а (-10) + б • 23 = ах + by,
6)43 = а ■ (-4) + 6 • 5 = ах +Ьу;
с) 47 = а • 2 + 6 (-5) = ах + by.

28. а) Ечиш. х = 45и вау = 45v, бу ерда (и,v) = 3, -  = — дан
v 7

и = 11 ва v = 7, демак х  = 495 вау = 315; 
б) Ечиш. х  - 20и вау = 20v, бу ерда (и, v) = 1, uv = 21 дан и = 1; 3;

7; 21 ва х = 20; 60; 140; 420. у =—— булганлиги сабабли у = 420, 140,X
60, 20;

д) х = \ 40, у = 252.
29. Ечиш. (a, b, с) = d булсин, у холда а = md, b = nd, с -- kd

а+Ь а+с Ь+с 
~2~‘ ~2~

а+Ь т+п , а+ с  т + к , Ь+с п + к , т.______ , __ _—— = ------ d;------= ------- d;------= ------ d. Бундан, d  сон
2 2 2 2 2 2

сонларнинг умумий булувчиси булишини курсатади.
а+Ь а+сФараз киламиз, (- )-£> бундан d\D - — - = m,D;

— ^ = n,Z); = k.D. Биринчи ва иккинчи тенгликлар йигиндисидан

учинчи тенгликни айириб, a=(mx+nl-k,)D ни топамиз. Шу усулда 
b=(ml-nl + kl)D,c = (-m1+nl+kI)D ларни х,осил киламиз. Бу 
тенгликлардан
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D=d яъни, (аДс>=(— ,2 2 2

а, b, с ларнинг D  га булиниши келиб ч к кади ва демак, D\d. Натижада

30. а) Ечиш. (а, 5, с) = d булсин, у х,олда (a, b) = md, (а, с) = nd, 
(6,с) =Ы, бу ерда (т,п,к) = 1. Бу тенгликдан ас/да ва с/л га булиниши 
келиб чикади, демак, а — dmna. Худди шундай: Ъ = dmkfi; с = dnky. Бу 
ерда (а, Д у) = 1.

[а, А, с] = dmnkafSy —а 1тгпгк1ару
d 2mnk

(bmna) (dnikp){dnky) d  
d m d n -d k

abc(a,b,c) 
(а.А)(а,с)(А,с)’

б)Курсатма: [a, A] -22- дан фойдаланииг. 
(a,A)

31. Ечиш. (7/V = 100g + bq = 100q + a -  a + bq =am -  (a - bq), 
бундан тасдик тугрилиги келиб чикади, чунки (q,m) = 1.

32. а) 1;
б) Ечиш. (10п + 9, n + 1) = d ва 10п + 9 = dx, n + 1 ~ dy булсин. У 

холла
10 (dy - 1) + 9 = dx ёки 10 dy — 1 = dx ва натижада d  =1. 
с) Ечиш. Агар (3n + 1, 10п + 3) = с/ булса, у холда
j 3n + l = cic 
!10п + 3 = сЛ' еки ЗОи +10 = 1 Qdx 

30л + 9 = 3ф , бундан 1 = d( 10х -  3у) ва d  = 1.

Масалани Евклид алгоритма ёрдамида хам ечиш мумкин.
33. Ечиш. (q + 1 )N=  10a (q + 1) + b(q + 1 ) = am + [а + b (q + 1)], 

бу ерда
(q + 1, 10# + 9) = 1 (32 масалага каранг).

34. Ечиш. (а, Ъ) = d булсин, у холда а = md. b = nd, (т,п) = 1.5а +
3 Ъ =
(5т +3и) d , 13a + 8Ь = (13т + 8n)d тенгликлардан 5а + 3Ъ ва 13а + 8Ъ 
ларнинг умумий булувчиси d  булади. (5а + 13Ъ, 13а + 8b) = D булсин, 
у холда D\d, 5a +35 = m\D, 13a + 85 = п ф .

Бундан a = (Smi -  3n{)D, b = (5«i -  13т0  = D ва D, а ва b 
ларнинг булувчиси, демак, D\d. Натижада d  = D.

35. Ечиш.

- + —— = 2.a+b , .(a,b) = l дан (a, 2a +b) = 1 келиб чикади.
a a + b a(a + b)
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(2a + b ,a  + b)=  1 никурсатамиз. (2а + b ,a  + b )r=d> 1 булсин, у холда 
2а + b = dm, а + b = dn, (т,п) = 1, демак, а = d  (т-п), Ь = d (2п -  т), 
яъни масала шартига зиддир,

з-§
36. а) 211;
6)2543,2549, 2551,2557;
с) 1201, 3213, 1217, 1223, 1229, 1231,1237, 1249.
37. Ечиш.
«4 + 4 = пА + 4л2 + 4 -  4л2 = (л2 + 2)2 —4л2 -  (пг + 2п + 2) (п1 -  2п + 2).

38. Ечиш. Барча натурал сонларни 5п, 5и ± 1, 5и ± 2 куринишда 
ёзиш мумкин. 5я куринишдаги сон туб сон булади, агар я=3 булса, у 
холда /?=5, Ар2+\ =103,6р2+1=151. Бу р  нинг киймати масала шартини 
каноатяантиради.

Бонща бундай сонлар мавжуд эмаслигини курсатамиз. Агар 
/>=5п± 1 булса, у холда 4р2+1=5(20п2±8п+1) -  мураккаб сон, агар 
р-5п+2 булса, 6р2+1=5(30п2± 24 п И ) -  мураккаб сон булади.

39. Ечиш. Барча натурал сонларни 6к, 6к ± 1, 6к ± 2, 6к ± 3 
куринишда ёзигн мумкин. 2 ва 3 дан ташкари 6к ± I куринишдаги 
сонлар туб булиши мумкин (тескариси хамма вакт уринли эмас, яъни 
хар кандай 6А: ± 1 куринишдаги сонлар туб сон булмаслиги хам 
мумкин). Агар р  = 6 к -  1 булса, у холда р + 10 = 6А — 1 + 10= 3 (2к + 3) 
— мураккаб сон; агар р  = 6к + 1 булса, у холда/? + 14 = 6к+  1 + 34 = 
3(2к + 5) -  мураккаб сон. Шундай хилиб, бир вакдда р  + 10 ва р + 14 
сонлар туб буладиган 3 дан катта р  туб сон мавжуд эмаслигини 
курсатдик.

Агар р  = 2 булса, р  + 10 ва/? + 14 -  мураккаб сонлар булади. 
Агар р  = Ъ булса, р  + 10 ва р +  14 -  туб сонлар булади. Демак, битта р  
= 3 сон масала шартини каноатлантиради.

40. Ечиш. Шарт буйича, а > 3, т -  3t + 1, п = 3/4 + 2. 2 ва 3 дан 
фаркди туб сонларни р  = 6k ± 1 куринишда ифодалаш мумкин (39 
масалага каранг). Агар а— р  = 6к+  1, у холда а  + и = 6Аг+1+3* + 2 = 3 
(2к + t+  1) -  мураккаб сон; агар а =р — 6к— 1, у холда а + т = 6к -  1 + 
3 t + 1 = 3(2к + Г) мураккаб сон.
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41 Ечиш. р  -  п\ нинг туб булувчиси. р  < и! — 1 булганлиги 

сабабли р<п\
Бошка томондан п! р  га булинмайди, бундан п < р. Шундай 

килиб гК/Кп! (бу исботдан туб сонлар сони чексиз куплиги келиб

чикдди).
42. Ечиш. Шарт буйича, 2р + 1 -  тула куб, яъни

2 р 4- 1 = (2 х + I)3 = 8 х + 12 х2 + 6 х  + 1 = 2 х (4 х2 + 6 х + 3) + 1,
бундан
р = х 4̂^2 + g,. + з ). -  туб сонлигидан х = 1 ва/; = 13, шунинг учун
2р + 1 = 27 = З3 -  ягона сон.

43 Ечиш. Олдин натурал сонлар каторида 5 дан бошяаб учта 
кетма-кет келган ток сонлар барчаси туб була олмаслигинн 
курсатамиз. Фараз к.иламиз, дар бир туб сонлар жуфти ораларида 
битта мураккаб сон жойлашган (эгизак сонлар). Туб сонларни бундай 
жойлашиши етарлича зич булади. У х;олда туб сонларни 6п- 1 ва 6и+1 
шаклида тасвирлаш мумкин ва уларнинг ракамлари 2и-1 ва 2п

булади.
п=\, 2, 3, 4, 5, 6, ... деб 6я-1=5, 11, 17, 23, 29, 35, ... (бу сонлар 

ракамлари 2и-1=1,3, 5, 7, 9, 11,...) ва6и±1=7, 13, 19, 25,31,37, ...(бу  
сонлар рахамлари 2п=2, 4, 6, 8, 10, 12,...). Бундан куринадики, хар бир 
сон узининг раками учланганидан катта: 6п -  1 > 3 (2n -1) ва (6n + 1) >

3 • 2п.
44. Курсатма.
Натурал сонлар каторидаги сонларни ЗОА:, 30 к ± 1, 30к ± 2 , ..., 

30^+ 15 шаклидатасвирлаймиз. Бу сонларданр  = 30к±  1; 30к±1; 30к 
±11 30&±13 лар туб сонлар булиши мумкин.

45 Ечиш. Агар р - 1 ва р +1 сонлар орасига 3 дан катта р  сон 
ж ойлаш тирилса, (р-\)р(р+У) купайтма 3 га булинади./>>3 булганлиги 
сабабли (р-1)(р+1) купайтма 3 га булиниши керак. Бошда томондан 
(р-1)(р±1) 8 га булинади, чунки агар р - 12 га булинса, р + 1 -  хеч 
булмаса 4 га булиниши керак. p2-q 2=(p-l)(p+\) -  (q-1) (q+1), бу ерда 

(р+1) ва (4-1)(д+!) лар хар бири 3 га ва 8 га булинади. Демак, 
р2-д2 24 га булинади.

46. а) Ечиш. Агар 2 булса, у холда р+10 -  мураккаб сон. Агар 
p=2q+\(<7= 1, 2, . . . )  булса, у холдар+5 -  мураккаб сон.
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47. Ечиш. р=2к + 1 куринишдаги ток сон. р  — тп (т > п) 
курннишда купайтувчиларга ажралсин. У холда. шундай х ва у  сонлар 
топиладики, булар учун куйидаги система уринли:

(х+у-т^ g вдан х= т+п_ ^ =т--п д емаК! Мураккабр учун:
[ х - у  = п 2  2

р  = тп = (х + у ) ( х - у )  = х 2- у 2 =
\ 2  /  \2 7 + п j ! т—п)

~ )  - { — ) ■
Агар р  туб булса, уни р  = (2к + 1)-1 ягона шаклда ёзиш мумкин. Бу 
холда

т = 2к+ I - р ,  п = 1, демак, р =

p+lV
2 J

р - Л

2
Щундай килиб, р 

ягона булса, у холда р  -туб сон; агар р

куринишда тасвирланиш

2 Г. N2( т  + п \  ( т - п л\
-  ~ r j  ~ { ~ Г  J куринишда

тасвирланган булса,/? -  мураккаб сон.
48. 47-масала шартидан ток сонларни (х+уУ(х-у) куринишдаги 

купайтувчиларга ажратишнинг куйидаги усули келиб чикади: р=х^-у

тенгликдан р+ ^= х, яъни х ни топиш учун р  га шундай у  \ у < \
ч 2 J

2 wнатурал сон квадратини куйиш керакки, натижада р+у иигинди 
квадратдан (х2) иборат булсин. Шу усулда у  ва х ни топиб, р  (х+у) (х- 
у)=тп.

а) Квадратлар жадвалидан фойдаланиб, 6643 сонига якин булгаи 
сон 6724=822 оламиз. 6724-6643=81=92. Демак, 6643=822-9 2=(82+9) 
(82-9)=91-73 =7-13-73;

б) 1769=61-29; с) 3551=67-53; д) 6497=89-73.
49. Ечиш. N=a+b2=c2+a ва а ва Ь, с ва d -  сонларнинг жуфт 

токлиги хар хил булсин. а ва с, Ъ ва d — ларнинг жуфт токдиги бир хил 
деб оламиз.
(а - с) (а + с) = (d-b) {d+b) тенгликдан, келиб чикади.

d —b а+ с v
Бунда биринчи касрни t га ва иккинчи касрни с га кискартирилган деб 
олсак, яъни
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a — c= tu, d+b = си, ak = cv, d-b— tv. У холда, a = tu + sv булади.su—tv
2

Натижада, N  = a2 + b2 = ~ \Jtu + yv)2 + (sn -  ?v)2 j = -i (u1 + v2) (г2 + у2 )

50. Ечиш. 9722 + 2352 = 1000009 = 10002 + З2 дан 1000009 сон
икки усулда икки сон квадратлари йигиндиси куринишда ёзилинга 
келиб чикади, демак, бу сон мураккаб ва 293 • 3413 га тенг.

51. Ечиш. Куйидаги ёйилмани курамиз:

аю+ а5 +1 =

(fl3-l)(eu +a!'+ae + a3+l) 
(а- 1)(а4 t-п1 + а + a + l)

(а2 + a+ \}(as —а1 +а5 - а 4 + а2 —a + l);

Бу ерда а'2 +а:> +а6 +а3 +1 купхад а4 +а2 +а2 +а+1 купхадга купхадларни 
булиш коидасига асосан булинган. Натижада,

3 |0 + 35 + 1 = (32 + 3 +1) (38- 3 7 + 35- 3 4 + 33- 3  + 1)= 13 • 4561.
52. Ечиш. Агар q -  ток, булса, 1 + 2 к сон 1 + 2 = 3 га каррали. 

Агар к -жуфт булса, у к = 2п га ёки к = 2пт (т>  1 ва ток, сон), ёки к = 
0. Пекин 1 + 2* = 1+22"" =(l+22"j” ;l+2r ra каррали (агар к = 0 булса, 2 га

каррали). 1+22' сон мураккаб сон булади. Демак, барча к = Т  дан 
фаркди £лар учун 1+22" сон мураккаб сон булади.

53. Ечиш. (а, /?)=Т, (а, Д)=2й шартларни каноатлантирувчи барча 
а ва Р лар учун а“ +ЬР мураккаб сон эканлигини курсатамиз. (а, Р)=1 -  
булиб, ток; булса, у холда a=dm, p=dk, (m,k)=l ва 
а" +ЬР =(am)d +(bk)Jа"'+Ькта. каррали. Агар (a, Р) = 2"d жуфт сон булиб,

d> 1 -ток булса, у холда а=2"dm, Р = 2ndk бундан, a" +b/> +(*2"*)"

сон j f (A2"* j га каррали. Демак, (а, /?)= 1 ва (а, /?)=2и шартларни

каноатлантирувчи а  ва Р лардан ташкари барча холларда аа+ $  сон 
мураккаб булади. Тескари тасдик нотугри, масалан 24+32=25 -  
мураккаб сон.

54. Ечиш. п -  мураккаб сон булсин, п -  ab (а > 1, Ъ > 1), у  холда 
2" -  1 =2аЪ -  1 = (2a)h -  1 -  мураккаб сон. Тескари тасдик нотугри: 2р  -  
1 хамма вакт туб эмас, масалан 2 ! 1 — 1 = 23 • 89; 223 — 1 = 47 ■ 178421.

4 -  §
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55. а) = (2,1,2,1.1,4.1,1,6,10,1.1.2);

103993 _ (з у i 2 9 2 ) ;
33102 v ’
99

c)----= (0 , 1, 1, 2 , 1, 1, 6 ,2 );170 v >

24756. а )~ --(з ,2 .1,2,2); муносиб касрлари: l ,  1 “  Н  H i _  
47 7 1 3 3 4 35 74

6)уИ = ((к 2,2,3); муносиб касрлари: у , | , | И ;

ззз  ̂ in зззс)— = (з,з,3,3); муносиб касрлари: х;

d)П-i ^ 3 =(з.7,15,1,292); муносиб касрлари:. 3 22 333 355 103993 277
3302 Г 7 ’106’Ш ’ 33102 ’ 74

29 —* 9058. а) — сонни узлуксиз касрга ёямиз: а) - -  = (ОД,3,1,1,1,2);

Жадвал ёрдамида
К 0 1 2 3 4 5 6
Як 0 1 3 1 1 1 2
Рк 1 0 1 3 4 7 11 29
Qk 0 1 1 4 5 9 14 37

касрларни топамиз.
Pt _ 7  1 1л „ — = 0,008 <0,01; -  = 0.78 ортиги билан.а 9 аа 9-и ш  9 - F

< 0  л 43 А '73 И 633 ^ 142) J 57 -  ,159 ч 893ЭУ.а)— ;*)—  с)------;rf)-------;е)----- ; Л - 1 ----- ; г ) -------- .19 43 1810 552 225 215 11953
60. а) х=2; Ъ) х=2.

61. а) — 3; Ь) 11; с) 1; d) 2;
62. Ечиш.

5 -§

х = [х]+ в х вау  = [у]+ в2 булсин, бу ерда 0 < 0| < 1, 0 < 02 < 1 у холда х
+ У= [х]+ \у]+ (8j + 02). Агар 0 <0, + 02 < 1, [х + у]= [х]+ [у];
агар 1< 9S +92<2 булса, [х + у]> [х]+ [v] булади. Натижаларни
бирлаштирсак,
[х + у) > [х] + [у] ни хосил киламиз.
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купайтирамиз: 62т = 430 + 50, бундан т = — — = 6 + .  0 < 0 < 162
58 -ь 5 Одан 0< 50 < 5 ва т бутун мусбат сон булиши учун t =-------  бутун62

булиши лозим. t = 1 деб олсак, в = % ва т = 7 ни х,осил kj тамиз.

65. Ечиш. ! —
L 4J.

66. Ечиш.

а = mq+ i,0 йг < m,eKU — = q-\— ,0 5 — < 1, бу ердан q = | — I;
т т т \

т г, Г— к Н—
/2 _ т-2к+\ 2 J

68. а) Ечиш. 2 < х2 < 3 ёки 72<|х|<,/Г бундан
~7з < х < - 72; ««72 < X < 7з ни оламиз;

б) Ечиш. х + 1 нинг кийматлари ва бундан х нинг кийматлари 
хам бутун булиши зарур. Бу кий мата ар да Зх2 -  х хам бутун булади ва 
берилган теиглама Зх2 -  х= х + 1 га тенг кучли булади, бундан х = 1 ни 
оламиз.

с) Ечиш. Берилган тенгламани 0 < х < 4 кдйматлар 
ханоатлант иради, бу

з
кийматларда - х  бутун кийматларни кабул килади, яъни ; х=0;

1 2 -.з’ з
д) Х=0; 1.

70. Ечиш. 999-

= 11450.

999
5
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71. Ечиш. 100- О 1 о _1 "100' [ "юо"1
L 2 J _ 3 _т _ 6 _

72. 98.
73.488.
74. В (2311; 5, 7, 13, 17)= 1378
75. В (12317: 3,5,7) = 5634.
76. 393.

IV77. +...+ +1
J L Р"

= р-'+.Р_
L Р  J

78.
а)10! = 28 -З4-52 -7;
*)15! = 2м-Зб-53-72-11-13;
c) 20! = 218-38-54-72-11-13-17-19;
d) 2 5 \- 2 a -З10 -56-73 -II2 -13-17-19-23;
e) 30! = 226-3!4-57-74-112-132-17-19-23-29; 

20!

+ р + 1 =

Р - 1

79

,¥ =

10110! 

80. Ечиш., 
1000!

= 2 -11-1317-19.

10017“
бу ерда а 1000 '  Г ю оо

— J l T T
1000
301

100] Гюо
. 7 j + |_ 49

+а шартни

каноатлантиради, бундан а  = 148 келиб чикади.

81. Ечиш. (2т+1)!! =  ̂’ = ~ Р■ ■ Агар р  > 2 булса, у холда

2т + 1 к т

Р1 - S/—1i p ' \
, бу ерда рк s  2т+1 < рк л.

82. Ечиш. Ихтиёрий бутун х = к (а < к < Ь) абсцисса учуй 
[ф(х)]-И бутун ординатали ва берилган трапециянинг ичида ва

Ь

чегарасида жойлашади. Демак, нукталар сони ]Г ([/(*)]■+1) га тенг.
к=а

83. 126.
84. Ечшн. Шартга асосан, а = 4q + I ёки а = 4q + 3 га тенг. 

Биринчи холда
а

+ 2 а + За
4 4 4

= q+2q+3q = 6 q = ^^ - l3  Иккинчи ход хам худди

шундаи текширилади.
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85. Ечиш. а = mq + г булсин, бу ерда 0 < г < т ва (г,т) = 1. (г,т)
1

шарт барча т < 2 лар учун бажарилишидан г = 1 келиб чикади. Демак, 
у !. _ я -1  т {т -1) (а -1 )(т -1 )

2 ~  2 '

[х]+а, О < а  < 1 булганлигидан86. Ечиш. х

= 2 И а+ -  , бундан

1 1 , 1— < а  + — <\ — ,ва
2 2 2

+ [2.а] булганлигидан [х]

О га ёки 1 га тенг. 2х = 2[х] + 2а ва [2х] = 2[х]

Г

Бу ерда а+~ =[2а] = 0,ёк

-J  = [2x]-[2«]+^« + -

Д ]  = [2«] = 1.

87. Ечиш. Тенгламанинг х,ар бир кисмини у деб белгилаб,

у<, — < --у< г+ 1  ни оламиз, ту<х<(т- 1)(т+1). Бу тенгсизликни

каноатлантирувчи х лар мавжуд булиши учун ту<(т~\)(у+\) ёки у  < т 

-  1 шартлар бажарилиши зарур ва етарли. Бундан куйидаги натижа 
келиб ч и кади:

ту < х <{т - !) (у + 1), бу ерда х — у< т — 1 шартни 
каноатлантирувчи бутун сон.

88. Ечиш. сое + Ъх + с функция ва шу билан биргаликда [ах2 + Ьх 
+ с] функция а > 0 да куйидан, а < 0 да эса кжоридан чегараланган.

Иккала х,олда хам [ах2 + Ьх + с] функция чегараси
Г J.2

г
Ъг —4 вс~!

4 а J
сонга тенг. Шу сабабли а > 0 да берилган тенглама ечимга эга булади,

Ь1 - 4  асагар,
4  а

<d— шарт бажарилса ва факат шартда, агар а < О

булса, бу шарт куйидагича: -4 ас
4 я

> 1 .

89. а) 0, 6; б) р  с) 0; д ^ .
90. а) 624; б) 2418; 30; с) 1440; 8; д) 1960; 12; е) 2808; 24; ф) 

3844;30.
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91. а) 1, 2, 4. 8, 3, 6, 12, 24, 9, 18, 36, 72, 5, 10, 20, 40, 15, 30, 60, 
120, 45,90, 180,360;

б) 1,5, 25, 125,3, 15,75,375.
92. Ечиш. S (2“) = 2a+1 -  1 = 2- 2“ - 1, демак, да = 2“, a EN.
93. Ечиш. Агар р  сон да ёки п нинг каноник ёйилмаларининг 

бирортасига а курсаткич кирса, у холда т (дай), ва х (да) • т(п) да а + 1 
купайтма мавжуд. Агар да ва п нинг каноник ёйилмаларида мос 
равишда ра ва рр лар булса, у холда тп нинг каноник ёйилмасида ра"р 
мавжуд ва т (тп) даги а + (J + 1 купайтмага т (т) -т (и) да катнашувчи 
(а + (3) (Р + 1) > а + Р + 1 купайтма мос келади. Демак, агар (т,п)>1, у 
холда т (т) т («) > х(тп). Агар г т ёки п нинг каноник ёйилмасига 
хатнашса, кжорида хайд килинганидек, S(x) ни дисоблаш мумкин.

Ихкинчи холда 5(пш) га кирувчи купайтмага S(m) S(n) га
р '

р а + ’ - 1  Р‘м  - 1кирувчи —--- ——------
P -1  р  I

,«+̂ +2_ ,/*>+1 „ „------- £—+ —-, купайтма мос келад,и.
(р-1) (/'-!)

р -1  1 ’ Р - 1
тенгликни уринлилигини

ат-гЗ  j  Д +1  1 а -г /? —1  1
осонгина курсатиш мумкин, бундан  ------ ■ Е----£ > £ —_ £ .

/ ? - 1  р - 1  р - 1

Демак, агар (да, и) > 1 булса, S (да) S (n) > S  (тп) булади.
94. т (т) = 20, S  (т) = 5208, 8 (от) = 196810.
95. Ечиш. УЗ1шинг барча булувчилари купайтмасига тент булган

/ т(т) .. / \ т натурал сон т = ут , тенглама ердамида аникданади, яъш! х (да) =
2 бундан масала ечими келиб чикади.

* »(Ч+1)_|
96. X. (а)=J 7 ' д Курсатма. Математик индукция усулидан

(=1 Pi ~ 1
фойдаланинг.

97. a) S2 (12) = 120; б) S2 (18) = 455; с) S2 (16) = 341.
99. Ечиш. 2“ (2а+1 -1)= да ва 2“ ' l -1 = р, булсин, у холда S (да) = 

S(2“ • j3)=(2a+,- l) (p + l)  = (2a+1- l ) 2 “+l = 2да .
100. Ечиш. 99-масалага асосан, хар кандай мукаммал сон 2“ (2a+1 

— 1), к5финищца булишини исботлаш керак, бу ер да 2a+1—1 — туб сон. 
да = 2aq булсин. (q,2) = 1 ва S(m) = 2да, яъни (2a+l- l)  S(q) = 2 ^  • <?,
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бундан S(q)= 2a+1 ■ к ва q =(2а+1 - 1 )к,к  EN. к ва (2“' 1 - 1 )А сонлар г/ шип 
булувчилари булиб улар йигиндиси к -2а‘ = S(q) га тенг, бундан </ 
бошкд натурал булувчиларга эга эмас. Демак, q =(2аЛ '-\)к  -  туб сон, 
бундан к=  1 ва 2а~’ -  1 -  туб сондир.

101. Ечиш. S (т) - 3т тенглама т = 2“ -рхр2 учун
(2а+1- 1)(1 + р,)( I +р2) = 3 -2а р р г  куринишга эга. Агар а = 0 булса ( I 
+ Ру) + Pi) = Зрхр2 еки 1 + ру + р х, бундан р х вар2 жуфт сон булиши 
керак, бу эса уринли эмас, чунки 1 + р х ва 1 + р 2 жуфт сонлар. Демак, 
га Ф 0. Агар а = 1 (1 +р\) (1 + р 2) = 2рх р 2 ёки 1 + р х + р 2 = р х р 2, яъни 1 
+ pi = р 2 (pi - 1); р \ — \=  2п булганлигидан n + 1 =р2 п, бундан п=1 ва 
р2 = 2, бу эса уринли эмас. Демак, а  ф\. Агар а = 2 булса, 7 (1 + Ру) (1 
+ р 2) = 12 р хр2 ёки 7 + 7 (pi + р2) = 5р\ р 2, бундан р х = 7 (ёки р2 = 7) ва 
р 2 = 2 (ёки/)] = 2), бундай булиши мумкин эмас. Демак, а Ф 1. а  = 3 
булганда 5(1 + pi)(l +р2) = у р\ р 2 ёки 5 + 5 (рх + р2) = 3 р х р 2, бундан 
р х = 5 вар2 =; 3. Шундай килиб, масала шартини каноатлантирувчи энг 
кичик натурал сон т =23 • 3 • 5 = 120 булади.

102. Ечиш. Шарт буйича, т=р°фр°ф ва (l+p\) (1 + р2) ~ 6, 
булганлигидан гаг=1, а2=2 ва т -рх р 2 . Бундан ташкари, S(m)=28, яъни 
(1+/?i)(P22+P2+1)=28, бундан \+рх=4 ва р2 +р2+\=1, яъни р х=-3, р2=2. 
Демак, и?=3-22=12.

103. Ечиш. Масала шартига кура, т = р"'р*‘, (2а1+1)(2а2+1)=15, 
бундан 2ai+l=3 ва 2<х2+1=5 , яъни ai=2, га2=1. Демак, т (m2)=(3ai+l) 
(3a2+l)=4-7=28.

104. Ечиш. Шарт буйича (1 + 2ах) (1 + 2а2) = 81, икки дол 
уринли булиши мумкин: (1 + 2ai)(l + 2а2) = 3 ■ 27 ва (1 + 2a1)(l+2a2) = 
9 ■ 9, яъни ctj = 1, a2=13 ва ai=a2=4, булардан т (т3) = 160 ёки т (т3) = 
169.

V  N105. Курсатма. d, =—
d„ d n_x

дан фойдаланинг.

108. N  = 2 • 3 • 54.
109. Ечиш. . т=р?р?...р? булсин, у х,олда т

(т)=( 1 +ai)( 1 +а2) . . ,(1+ак). Агар T{m)=\(inod2) булса, у холда 
1 +га,=1 (modi) булади, бундан ax̂ 0(mod2), бу эса , т -  бутун соннинг 
квадрата булишини курсатади. Тескаридан, агар
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т -  бутун соннинг квадрата булса, у холда арО(mod 2) ва бувдан 
т(т)=\(тос12) ни х,осил киламиз.

110, а) 2; б) 4; с) 4; д) 5; е) 9; ф) 15; г) 46; х) 95.
111. а) —13; 13%; б) ~ 22; 12%; с) ~ 80; 16%.
113. Ечиш. л(р) < р  тенгсизликдаги -р < -я(р), рп (р) - р  < (р - 1)

л(р) ва ^IeL . ни косил киламиз. я (/?)—1 = п(р - 1) дан

1) <fCg) Келиб чикади. л(т -3) = л  (т) тенгсизликдан
Р - 1 Р

л (т )  я ( т - !) 
т т - 1

ни оламиз.

114. а) 200; б) 192; с) 432; д) 320; е) 400; ф) 1152.
115. а) 288; б) 24; с) 480; д) 388800.
116. 88.
117. Ечиш. Масала шарти буйича, а = 3“ 5Р 7Т. Бу соннинг Эйлер 

функцияси ф (а) = За' ! • 2 • 5 ^  4 - 7Т'1 ■ 6 = 24 3й'15м  Г л . Шартга кура, 
<р (а) = 3600 = 24-32-52, демак 24-3a-5H ■Т 1 =24-32-52, бундан а=2, р=3, 
7=1 ва а=32-53-7 = 7875.

118. Ечиш. Шарт буйича: (р (а) = <p (pq) ={р - 1) (с/ -  1) = 120 ва

р-а = 2. Натижада \ Р системани хосил киламиз. Унинг
I Р ~ Ч = 2

ечими/?=13, q= 11. Демак, a=pq= 143.
119. Ечиш. Шарт буйича ф (а) = (р (ргЦг 'Jrpip ~i )q(q -1 ) ва ф fa) 

= 11424=25-3-7-Г7. Демак,р(р —1 )q{q —1) = 25 • 3 -7-17 ёкир(р —1 )q(q 
-1)=17 -16 • 7 • 6 бундан р  = 17, q = 7 ва a = 172 • 72 = 14161.

120. Ечиш. Шарт буйича,
р(а)=Р?~1{Р1-1)р?~1{Р г-1 )-Р Т \р ,-))  ва ф (а)=462000=24-3 - 5’

•7-11.
Демак, <р(а)-^р?-' (р2 (д, -1)= 24 • 3 ■ 53 ■ 7 -11
Унг томондаги купайтувчиларни чан томондаги каби куриншцда
купайтувчиларнинг урнини алмаштирамиз:

= Р?~1 (р,~ 1)рТл(а -О -Л '-’(р„-!)=  (11-ЮХ7 • 6)(52 • 4), бундан pi = 
11 ва a! == 2 ;р2 = 7 ва a2 = 5 ;р3 = 2 ва а3 = 3; а =112 ■ 72 • 53 = 741125.

121. Ечиш. (a, m)= 1 шарт бажарилганда (а, г/г-а) = 1 
бажаршшшини курсатамиз. Тескарисини фараз киламиз, яъни (а, т -

154



а) = d > 1, у х,олда а = dk, т -  а = dt, бундан т = d(t+k) ва (а, т )~  d>  
1, бу эса (а, т)= 1 шартга зиддир. т дан кичик ва у билан туб булган 
сонларни тартиб билан ёзамиз:
1, аи «2, т -  а2 , т -  ah т -  1; бу каторда (р (м) та сон бор. ХаР 
кдндай а, сонга т -  а. сон мос келади; улар йигиндиси а, + (т -  а,) =

бу жуфтлиютар сони ^ ( т ) ,  демак, .S = ̂ mw(m)

122. а) 24; 6)54; с) 37500.
124. Биринчи х,ол (а, 2) = 1 булганда уринли, иккинчи уол эса (а,

2) = 2
булганда уринли булади.

125. а) Ечиш. ф (4п + 2) = ф (2) ф (2n + 1) = ф (2n + I);
б) Ечиш. Агар (п, 2)=1 булса, у х,олда ф(4п) = ф(4) ф(п) = 2 ф(п).

Агар
п=2“ •к булиб, (к, 2) = 1 булса, у х,олда

Ф (4п) = ф (2а+2 • к) = 2a+1 ■ ф (*) = 2 ■ ц>(2а+1-к)= 2 Ф(2п).
126. а) х = 3; б) х = 3; с) тенглама р >  2 да ечимга эга эмас. /7 = 2 

да ихтиёрий натурал сонлар учун 5финли.
127. ф (i).

128. а) 4 каср: с) 12 каср.к 10 10 ю ю
129. ф (2) + ф (3) +...+ ф (п).
130. а) 9; 5) 31; с) 71.
131. Ечиш. Шарт буйича (300, х) = 20 ва барча х лар 300 дан 

кичик, 20 га к,искартиргандан сунг (15, у) = 1, бу ер да барча у лар 15 
дан кичик ва 15 билан узаро туб: улар сони ф (15) = 8. Бу у  = 1, 2, 4, 7, 
8, 11, 13, 14 сонлар ва бундан х =20, 40, 80, 140, 160, 220, 260, 280.

132. ф (45) = 24.
133. ф (36) =12.
134. Курсатма. ф (а) нинг жуфтлиги 121 - масала ёрдамида 

келиб чикади.
135. Ечиш. Агар (т, 2) = 1 булса, у х,олда ф (т) = ф (2т).
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—
136. Ечиш. т ва п ларнинг туб булувчиси р  учун (р (тп) сонда

1-—,купайтувчи бор, ср (т) ср (и) -  сонида эса ( I - - )2. купайтувчи бор.
Р v

Р

булганлиги сабабли ф (т) ф (и) < ф (тп). Хусусий холда ф 2 (ni) < ф 
(яг2), тенглик т = 1 булганда бажарилади.

138. Ечиш. ф (тп ) = ф (6р)= ф (5) ф (р) ~ = 5  Ф ( р ) .

139. ра.
140. т.
142. а) Ечиш. Гаусс формуласидан х = 2У З2 5У (у > 0, z = 0; 1 ва и 

= 0; 1) келиб чикади. х = 2У; Т? ■ 3; 2> • 5; 2У ■ 15; 3; 5; 15 имкониятларни 
текшириши х = 2е4; 2“ • 3; 2а~1 ■ 5; 2а"2 ■ 15 (а > 2); 15 (а = 3)ларни 
беради;

б)р  фЪ да ечим йук. г = 3 да тенгламаяарни ихтиёрий бутун х >
2 кийматлар каноатлантиради.

143. а) ечими йук.
II. БОБ. ГАК^ОСЛАМАЛАР НАЗАРИЯСИ 

ЭЛЕМЕНТЛАРИ
158. Ечилиши. Агар а = mq+r булса, у х,олда а — г -  mq ва а = г 

(mod т).
159. а) х = 3q; в) х = 1+2^.
160. 2г нинг булувчилари.
161.8 нинг булувчилари.
162. Ечилиши. Агар п ток сон булса, у холда п-1 ва п+1- кетма- 

кет келадиган жуфт сонлар. Агар улардан бири 2 га каррали булса, у 
холда иккинчиси камида 4 га каррали, шунинг учун (n-l)(n+l) =п2 -  1 
= 0 (mod 8), ёки n2 = 1 (mod 8).

163. Ечилиши. Берилган таккосламанинг иккала томонини 4 га 
купайтирамиз:

400я + 40b +4с = 0 (mod 21), лекин 400а = a (mod 21), 40Ъ = -2 (mod
21 ),

4с = 4 (mod 21).
Охирги учта таккосламани хадма-хад кушамиз:
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400а + 40b н~ 4с = а — 2b + 4c(mod 21). Бу ердан а — 2Ь + 4с = 0(mod 21) 
ни хосил киламиз,

165. Ечилиши. 11-31-1=340=5-68 ва 25=-\{mod\\) булганлиги 
учун охирги таадосламанинг иккала томонини 68-даражага кутариб, 
(25)6S=2340=211*31-1=1 (мод11) ни хосил киламиз. Сунгра 
25=1(мод31) дан (2^)б8=21!-31' 1=1(мод31) ни топамиз. Бу ердан 2й’31' 
'=1 (мод 11-31). Бу таккосламани иккала томонини 2 га купайтириб, 
изланаётган таккосламани топамиз.

166. Ечилиши. х = Зи + 1 булганда булинувчи 1+3-27”+ 9-729" га 
тент булади. Берилган модул буйича 27"= 729" -  1, шунинг учун

1 + 3-27"+ 9-729" = 1 + 3 + 9 = 1 3 .
169. 4.
170. Ечилиши. Шартга асосан, а — Ъ + pnq (#=0, ±1, ±2, ...). Бу 

тенгликнинг иккала томонини г -  даражага кутариб, ( / = ] / +  р"+1 • а 
(а = 0, ±1, ±2,...) ни хосил киламиз.

172. Курсатма. а4 -104 + а3а2-102 + a\Cto =  0(mod 33) 
таккосламанинг чап томонидан модуяга каррали булган 999а4 + 
99 а3а2 сонни айириш керак.

173. Ечилиши. а) 910 =\{mod 100) булганлиги учун 9Хйч+г~ 9r (jnod
100).

99 = 9(mod 10) булганлиги учун 9д9 = 99 = 89 (mod 100). Изланаётган 
ракам л ар 8 ва 9;

б) 74 = 2401 = [(mod 100) булганлиги учун 7100 = 1 (mod 100), бу

ердан 79 = 71 (W<' 89 = 789 (mod 100). 788 = 1 (mod 100) булганлиги учун 
789 = 7 (mod 100). Изланаётган ракамлар 0 ва 7.

174, х = 0; 1; 2; . . . ;  9 (mod 10).
176. а) х = 1; 3; 7; 9 (mod 10); б) х з  2; 4; 6; 8 (mod 10); с) х = 

5 (mod 10);
д) х = 0 (mod 10).
177. а) т = 9 да чегирмаларнинг гула системалари:

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8; -8, -7, -6, -5, -4, -3, -2, -1, 0; -4, -3, -2, -1, 0, 
4. Чегирмаларнинг келтирилган системалари:
1,2, 4, 5, 7, 8; -8, -7, -5, -4, -2,-1; -4,-2,-1,1, 2, 4.

б) т = 8 да чегирмаларнинг тула системалари:

1 2 3х9 -̂ 5 9
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О, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7; -7, -6, -5, -4, -3, -2, -1, 0; -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4 
ёки -4, -3, -2, -3, 0, 1, 2, 3,

Чегирмаларнинг келтирилгаи системалари: 1, 3, 5, 7; -7, -5, -3, -1; -3, - 
1,1 ,3 .

178. Ечилиши. Берилган синф сонларюшнг умумий 
куринишидан куйидагиларни топамиз:

25 = 8-3 + 1; -20 = 8(-3) + 4; 16 = 8-2 + 0; 46 = 8-5 + 6; -21 = 8(-3) 
+ 3;

18 = 8-2 +2; 37 = 8-4 + 5; -17 = 8(-3) + 7. Х,осил килинган 
крлдикдарнинг хаммаси хар хил ва улар манфий булмаган энг кичик 
чегирмаларнинг туда системасини ташкил килади: 0, 1 ,2 , 4, 5, 6, 7, 
демак, берилган сонлар хам чегирмаларнинг тула системасини 
ташкил килади.

184. Ечилиши. Х,ар бир сонни 6 га булиб, 0, 2, 1, 3, 4, 5, 2 
колдикдарни хосил кдяамиз. Топилган манфий булмаган 
чегирмалардан (нолдан талщари) 6 ни айириб, 0, -4, -5, -5, -2, -1, -4 -  
абсолют киймати жихатидан энг кичик мусбат булмаган 
чегирмаларни топамиз. Абсолют кдймати жихатидан энг кичик 
чегирмалар 0, 2, 1, 1, -2, - 1, 2 лардан иборат.

185. a) xt = 1 (m od  3), х2 = 2 (m od  3);
b) Х[ = \(m o d  5), х2 = 2 (m od  5);
c) х = 2 (m od  5);
d) ечимлари йук;
e) х s  3 (m od  5);
f) xt = 1 {m od  4), x2 = 3 (m od  4);
g) Xi = 1 (мод 5), x2 = 3 (m od  5).

186. a) x = 3 (m od  7); 6) x = 2 (m od  5); c) x = -3 (m od  11);
d) x =  -3 (m od  7); e) x =  -1 (m od  7); f) x =  -4 (m od  15).

189. a) x = 11 (m od  15); b) x = 2 (m od  8); 
c) x = 4 (m od  13); d) x = 20 (m od  37);
e)  x  = 7 (m od  25); f) x = 5 (m od  11); g) x = 5 (m od  11); h) x = 31 (m od  

24).
194. Ечилиши. x = u + а алмаштиришни киритиб,
(и +а)" + а \(у  +  а л + ...+ аи) = 0 (m od т) ни хосил кдлазрю. Бу 

ердан кавсларни очиб чикдб, кдйтадан гурухдашдан сунг
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ип + (па + a{) у"л + ...+(a" + aja"'1 + ...+ a„)= O(mod m) ни досил 
киламиз. a  ни шундай ханлаймизки, па +  а\ = 0 (m od  т ) уринли 
булсин. Натижада, и"1 ни узида саклайдиган дад йудолади: ип +Ъ]у п~1 + 
... +  Ъп =  О ( m od т ).

195. Ечилиши. па + ai = О (mod т) такдосламани тузамиз. 
Шартдан
За + 5 = 0 (mod 13) келиб чикади, унинг ечими: a  = 7 (mod 13), демак, 
х = и + 7 алмаштирамиз. Бу алмаштиришки берилган таккосламага 
куйиб,
(и +7)3 + 5(у J- 7)2 + 6(и + 7) -- 8 = и + 26у2 + 223 и + 622 = u+2it- 
2^0(modl3) ни досил киламиз.

196. а) (5,10)=5 ва 7 сони 5 га булинмаслиги учун берилган 
таккослама ечимга эга эмас. б) х = 7(mod 13); с) х = 8 (mod 17); д) х  = 9 
(mod 19);
е) д- = 11 (mod 58).

197. а) х = 6(mod 19); b) ечими йук; с) х  = 49(mod 153); d) х 
=3(modlS3):
e) х = 47 (mod 241). f) ечими йук; g) х  = 41,190, 339 (mod 447);
h )x  = 61, 248 (mod 422): j) x = 39, 196,353 (mod 471).

198. а) ечими йук; b) x = 3, 8, 13, 18, 23 (mod 25); c) x = 73 (mod
177);
d) x = 29 (mod 311); e) x = 48 (mod 219);
f )  x= 9 , 32, 55, 78, 101, 124 (mod 138); g) x = 11, 28, 45 (mod 51).

199. Ечилиши. a) ax =b (mod 21), бу ерда (a, 21) = 1, beZ;
b) ax = b(mod 21) таккослама ечимга эга булиши учун, маеалан, 

3 ха ечимга эга булиши учун (а, 21)=3 ва Ъ сони 3 га булиниши зарур 
ва етарлидир;

c) бунд ай таккосламани тузиш мумкин эмас.
200. 1 июнь.
201. Ечилиши. Кушиб ёзиладиган сонни х  билан белиглаймиз, у 

холда
523-103 + х = 0 (mod 7-8-9), бу ердан х = -523000 = -352 = 152 

(mod 504), ёки х = 504? + 152. х нинг кий мат и t = 0 ва t = 1 да уч 
хонали булади. Бу ерда xt = 152, х2= 656.

202. х = 200 (mod 440), яьни х = 200; 640.
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203. х = 30 (mod 31), яъних = 30, 61,42.
204. a) x = 3 + 4/, у  = 1 -  3/; b) x = 3 + 13/, y= -3 + 8/; 

c) .x = 22 -  37/, у  = - 25 + 43/; d) x = 17 + 37/, у  = 20 +45/;
e) x  = 1 + 16/ ,у  — 1 + 27/; f) ечимга эга эмас
g) x = 4 + 17/, й = -11 — 53/; h)x  = 47 + 105/;y = 21 + 47?; i) ечими йук; 
j )x  = 4 + 160У = 7 -  Ilf; k)x = 9 + 37/, j  = 3 + 12/; 1)x = -7 + 15/,у = 12 
-23 /.

205. x = 2 -  4/, у  = 4 + 3/. / = 0 ва / = -1 да талаб килинган хосил 
булади.

206. х = 3 — 5/, у  = 28 + 3/.
207. а) х s  49 (mod 420); b) х = 4126 (mod 6300); 

с)х = 85056 (mod 130169); d) х = 9573 (mod 13923);
е) ечими йук; f) ечими йук;

208. х — 25 (mod 60).
209. 299 ва 439.
230. Ь) ечими йук,; с) ечими йук; y\=l(mod  12) х2 = 4 (mod 12), у2 

= 7 (mod 12); хз^8 (mod \2 ) ,у ^ 1  (mod\2).

Ill БОБ. ДИОФАНТ ТЕНГЛАМАЛАРИ
211. (3,2)
212. (4,3)
213. (10,9001), (10,10999), (-10, 10999), (-10,9001)
214. (230;0), (0;230)
215. (16;12;1)
216. (-4;9),(14;-21),(4;-9),(-14;21)
217. (-10;-! 1), (-Ю;9), (-3;-5), (-3;3), (2;-5), (2;3), (9;9), (9;-11)
218. (1;2;3), (3;2;7
219. иг=1,и=1
2 2 0 . п=2, т=3
221. . х=10, у=3
222. . ечимга эга эмас.

223. . — +5Ktj&z.
2

+  4 - ( l  +  4 ff)r)^ j.,fr  =  Ф Q , q , t , p  e Z .

'J'JC 71 п к  к  т п  _. -----1-------•-------j---------.ft/neZ.
4 2 10 5
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ГЛОССАРИЙ
№ Узбек ти лида Рус тилида Инглиз тилида

1. Туплам Множество Lots of
2. Туплам элемента Элементы множества Elements of the set
3. Буш туплам Пустое множество Empty set
4. Туплам кием к Подмножество Subset
5. Тупламлар тенглиги Равенства множеств Equalities of sets
6. Сонлар Чисел Numbers
*7/ г Соннинг хурсаткичи Показател количества Quantity indicator
8. Бутун сонлар Селых чисел Of numbers

19. Туб сонлар Номера ванны Tub numbers
10. Мураккаб сонлар Сложные числа Compleks numbers
11. Арифметик

прогресия
Арифметическая
прогрессия

Arithmetic
progression

12. Г еометрик 
прогресия

Г еометрическая 
прогрессия

Geometric
progression

13. Узаро бир кийматли 
м ослик

Взаимно однозначные 
соотвецтвия

Mutual value 
compatubility

14. Эквивалент
тупламлар

Эквивалентные
множества Eqiuvalent paskages

15. Туплам куввати Мощност множества Paskage capacity
16. Санокди туплам Счетное множество Countless collection
17. Саноксизтуплам Несчетное множество Countless collections
18. Натурал сонлар Натуралные числа Natural numbers
19. Булиниш

муносабати Разделителный подход The division 
approach

20. Энг катта умумий 
булувчи (ЭКУБ)

Крупнейший генерал 
глава

The largest general 
head

21. Энг кичик умумий 
каррали (ЭКУК)

1\4шшмалная общая 
кратност

Minimum total 
multiplicity

22. Алгоритм Алгоритм Algorithm
23. Касрлар Фраксии Fractions
24. Занжир касрлар Цепные дроби Chain fractions
25. Чексиз занжир 

касрлар
Бесконечные цепные 
дроби

Infinite chain 
fractions

26. Узлуксиз касрлар Непрерывные дроби Continuous fractions
27. Тенгламалар Уравнения Equations
28. Чизикли

тенгламалар Линейные уравнения Linear equations

29. Икки номаълумли 
тенгламалар

Два неизвестных 
уравнения

Two unknown 
equations

30, Анщмас тенгламалр Неопределенные Indefinite equations
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уравнения
31. Ечимлар Решения Solutions
32. Мусбат ечимлар Положителные

решения Positive solutions
33. Номаълум сон Неизвестный номер Unknown number
34. Функциялар Функции Features
35. Такдосламалар Сравнения Comparisons
36. Юкори даражали 

такдосламалар
Сравнения высокого 
уровня

High-level
comparisons

37. Икки хддли 
таккосламалар Двумерные сравнения Two-dimensional

comparisons
38. Тенгсизликлар Неравенства Inequalities
39. Чегирмалар синфи Дискотный класс Discount class

40. Купайтувчиларга
ажратиш

Разделит на 
множители

Divide into 
multipliers

41. Комбинаторлик
масала Комбинаторная задача Combinamy sum

42. Комбинаторика Комбинаторика Combinatoricc
43. Урин алмаштириш Перастановки Permutations
44. Коэффициент Коэффициент Coefficient
45. Комбинация Комбинация Combination
46. Нюьтон биномн Бином Нюьтона Nyuton bean
47. Биномиал

коэффициент
Биноминалные
коэффициенты Binomial coefficients

48. Уринлаштириш Перемещение Moving
49. У мумий ечим Общее решение Common decision
50. Бир жинсли система Однородная система Homogeneous system
51. Скаляр Скаляр Scalar
52. Натурал сонлар 

туплами
Множества 
натуралных чисел

Sets of natural 
numbers

53. Бутун сонлар 
туплами

Множества селых 
чисел Lots of numbers

54. Рационал сонлар 
туплами

Множества 
рационалных чисел

Sets of rational 
numbers

55. Иррационал сонлар 
туплами

Множества 
иррационалных чисел

Sets of irrational 
numbers

56. Х,ак,икий сонлар 
туплами

Множества 
действителных чисел Reality numbers

57. Купхад Многочлен Polynomial
58. Модул Модул Module
59. Мусбат Положителный Positive
60. Манфий Отрицателный Negative
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