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So‘z boshi
Xususiy hosilali differensial tenglamalar fani nazariy va amaliy 

ahamiyatga ega. Ushbu fanda, asosan, ikkinchi tartibli xususiy 
hosilali differensial tenglamalar va ularga qo‘yilgan masalalar 
o‘rganiladi. Ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalar 
matematik fizika tenglamalari deb ham yuritiladi, chunki bu 
tenglamalar fizikaning turli sohalarida uchraydigan jarayonlaming 
matematik modellarini tuzishda ishlatiladi. Fanning maqsadi 
matematik fizikaning klassik tenglamalari deb ataluvchi toMqin, 
Laplas hamda issiqlik tarqalish tenglamalarini tekshirish va ularga 
qo‘yiladigan asosiy masalalami yechishdan iborat. Bu tenglamalami 
o‘rganish talabalarda tegishli jarayonlar haqida tasavvurga ega 
boMishlariga imkon beradi. Ayni paytda ulami mantiqiy fikrlashga, 
to‘g‘ri xulosalar chiqarishga o‘rgatadi.

Xususiy hosilali differensial tenglamalar hozirgi zamon 
matematikasining muhim sohalaridan bo‘lib, u matematikaning bir 
necha sohalari, jumladan, matematik analiz, funksiyalar nazariyasi, 
integral va differensial tenglamalar nazariyasi, funksional analiz, 
fizika, texnika fanlari bilan uzviy bog‘liq. Matematik fizika 
tenglamalari so‘ngi yillarda keng rivoj topib kelyapti. Endigi kunda 
matematik fizikaning klassik tenglamalaridan tashqari aralash 
turdagi xususiy hosilali differensial tenglamalar ham o‘rganilib, 
fizikaning ko‘pgina masalalarini hal qilish uchun keng tatbiq 
qilinmoqda.

Matematik fizika tenglamalar fani 2018-2019 o‘quv yilidan 
boshlab xususiy hosilali differensial tenglamalar fani deb yuritila 
boshlandi. Xususiy hosilali differensial tenglamalar fanining asosiy 
vazifalariga xususiy hosilali tenglamalar haqida umumiy tushuncha 
berish, ikkinchi tartibli kvazichiziqli tenglamalaming turlarini 
aniqlab ulami kanonik ko‘rinishga keltirish va matematik fizikaning
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klassik tenglamalari va integral tenglamalarni o‘rganish, har bir 
turdagi tenglamalarga korrekt masalalaming qocyilishi va bu 
masalalami yechish usullarini o‘rganishdan iborat.

Ushbu qoMlanmada xususiy hosilali differensial 
tenglamalaming yechimlarini analitik ravishda olish, bu 
tenglamalarga qo‘yi!gan turli masalalami, integral tenglamalarni 
yechish usullariga bag‘ishlangan bo‘lib, bu usullar imkon qadar 
keng yoritishga harakat qilingan. Ko‘plab misol va masalalar 
javoblar bilan ta’minlangan.

0 ‘quv qo‘llanma mualliflaming Buxoro Davlat universitetida 
ko‘p yillar davomida matematik fizika tenglamalari va xususiy 
hosilali differensial tenglamalar fanlaridan olib borgan amaliy 
mashg‘ulotlarida o‘rganilgan misol va masalalar asosida yozildi.
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1-BOB. XUSUSIY HOSILALI DIFFERENSIAL 
TENGLAMALAR HAQIDA ASOSIY TUSHUNCHALAR. 

BIRINCHI TARTIBLI XUSUSIY HOSILALI DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR

Ushbu bobda xususiy hosilali differensial tenglamalar haqida 
umumiy ma’lumotlar berilib, birinchi tartibli xususiy hosilali 
differensial tenglamalaming umumiy yechimlarini topish, ularga 
qo‘yilgan Koshi masalasini yechish o‘rganilgan. Mavzuga doir 
mustaqil yechish uchun misol va masalalar keltirilgan.

1.1. Birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalaming
umumiy yechimini topish 

Erkli o‘zgaruvchi, noma’lum funksiya va uning hosilalari 
orasidagi funksional bog‘lanishga differensial tenglama deyiladi.

Agar tenglamada noma’lum funksiya ko‘p o‘zgaruvchining 
(o‘zgaruvchilar 2 va undan ortiq) funksiyasi bo‘lsa, bunday 
tenglama xususiy hosilali differensial tenglama deyiladi.

n o‘lchovli r" Evklid fazosida nuqtaning dekart 
koordinatalarini хх,хг,...9хп, n *2 orqali belgilaymiz. Tartiblangan 
manfiy bolmagan n ta butun sonning а=(а,,а2,...1ол) ketma-ketligi n
- tartibli multiindeks, \c\ = av +a2 +...+a„ soniga multiindeks 
uzunligi deyiladi. q  -  R" fazodagi biror soha (ochiq, bogMangan 
to‘plam) bo‘lsin. и(д:)=м{̂ ,х2,...^1) funksiyaning xeQ nuqtadagi 
|ar|=or, +a2 +...+a„ tartibli hosilasini

îe|
■ d:'dv- d>  ■

ko‘rinishda yozamiz. Masalan, a=a, xususiy hoi uchun
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F=F(x,. ••&>•.) fimksiya q  soha x nuqtalarining va 
4  =0,1,... haqiqiy o‘zgaruvchilaming berilgan

fiinksiyasi bo‘lsin.
Ta’rif. Ushbu

0 (1) 
tenglik noma’lum и(д:)=^,х2,...^1) funksiyaga nisbatan xususiy 
hosilali differensial tenglama deyiladi.

(1) da qatnashayotgan hosilaning eng yuqori tartibiga 
tenglamaning tartibi deyiladi.

Agar F barcha qa, (|«|=0,i,...,/w) o ‘zgaruvchilarga nisbatan
chiziqli funksiya bo‘lsa, (I) tenglama chiziqli differensial 
tenglama deyiladi.

Agar differensial tenglamaning tartibi m bo‘lib, F barcha qa,
|c\=m o‘zgaruvchilarga nisbatan chiziqli funksiya bo‘lsa, (1) 
tenglama kvazichiziqli differensial tenglama deyiladi.

Ta’rif. q  sohada aniqlangan „(jr)funksiya (1) tenglamada 
ishtirok etuvchi barcha hosilalari bilan uzluksiz bo‘lib, uni 
ayniyatga aylantirsa, U{x) ga (1) tenglamaning klassik yechimi 
deyiladi.

Xususiy hosilali m - tartibli chiziqli differensial tenglamani 
ushbu

s  I X  (*)Dau = f ( x )  ( 2 )

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda с̂ (х) lar tenglama 
koeffitsiyentlari,

L=
M*-

esa xususiy hosilali m - tartibli differensial operator.
Barcha * eg lar uchun (2) tenglamaning o‘ng tomoni /(*) nolga 

teng bo‘Isa, (2) tenglama bir jinsli, /(*> nolga teng bo‘lmasa, bir 
jinsli bo‘lmagan tenglama deyiladi.
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Agar ф) va v(jo funksiyalar bir jinsli bo‘lmagan (2)
tenglamaning yechimlari bo‘lsa, ravshanki, (tenglama chiziqli
bo‘lgani sababli) *(*) = *(*) - v(X) ayirma bir jinsli ( /  = o) tenglamaning
yechimi boMadi.

Agarda ц(х), flinksiyalar bir jinsli ( /  = o) tenglamaning
к

yechimlari bo‘lsa, m(jc)=£c>,(x) funksiya ham, bu yerda C, -haqiqiy
1=1

o‘zgarmaslar, shu tenglamaning yechimi bo‘ladi.
Eslatib o‘tamiz, q sohada aniqlangan va k- tartibgacha xususiy 

hosilalari bilan uzluksiz bo‘lgan haqiqiy U(x) funksiyalar sinfi C*(0 
orqali belgilanadi, c(g)- q  sohada uzluksiz funksiyalar sinfi. 
g(;t)eC*(<2) funksiyaning normasi

И = Е 1?,®1£Г«Н

kabi aniqlanadi.

Ushbu

Fix' ^ ....................... £ ) =0 (1)
ko'rinishdagi ifoda birinchi tartibli xususiy hosilali tenglama 
deyiladi.

Agar (1) da F funksiya xususiy hosilalarga chiziqli bo‘liq 
bo‘Isa, u holda

X\ Crl»Jf2»•”» ••• —
OX j n

ko'rinishdagi tenglama kvazichiziqli tenglama deyiladi.
(2) tenglama bir jinli bo‘lmagan tenglama bo‘lib, uning 

simmetrik formasini quyidagicha
dxL = dx_2̂ = _dxn _ du /3)
X x X 2 ~  R

yozish mumkin. Ushbu sistema xarakteristik tenglamalar sistemasi
ham deyiladi. Bu sistemaning n ta erkli integralini



..,x„,u) = Cl '

11

e 11 Я

(4 )

topamiz. U holda (2) ning umumiy yechimi

ko'rinishda bo'ladi.
Bir jinsli chiziqli birinchi tartibli xususiy hosilali differensial 

tenglama quyidagi umumiy ko‘rinishga ega:

X,(xl3 x2 )^~ +... + x n (*,, *2 )^ -  = о (6) 
dxl dx„

Shuni aytish lozimki, и=const har doim (6) tenglamaning 
yechimi. Biz trivial bo'lmagan yechimni qidiramiz.

(6) ga mos oddiy differensial tenglamalar sistemasining 
simmetrik formasi ushbu

(7)dx, dx«, dx,
X l (x ] ix 2i..., x n) X 2(xx,x 2,. . . ,x n) X „ (x x>x 2 .....x n)

ko‘rinishda bo‘ladi.
(7) sistemaga (6) tenglamaga mos boMgan, oddiy differensial 

tenglamalar sistemasi yoki xarakteristik tenglamalar sistemasi 
deyiladi. Ushbu sistemaning yechimlari esa (6) tenglamaning 
xarakteristikalari deyiladi.

Eslatma. Ba’zan 1-tartibli xususiy hosilali differensial 
tenglamaning umumiy yechimini topishda xarakteristik tenglamalar 
sistemasi integrallarini topish jarayonida

dXy db dxn _ k

’**»*») 2̂̂ 1»***»■*!») КĈl »*" ) 
munosabatning o‘rinli ekanligidan

aidxi + a 2dx2 + ~ -+ a mdxli, ^
a xb} + a b + - + a Mbm ( g )

tenglikning bajarilishidan ham foydalanish mumkin. Bunda 
ak -  a, • -,хл)у /=1Д • • *,1и; meN biror bir funksiyalar.
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Misol. Quyidagi tenglamaning umumiy yechimini toping:
011 du / 2 i\du л 

+ /h =0-

Yechish: Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamalar 
sistemasini tuzamiz:

сbe _dy _ dz 
xz yz -{x1 + y 2)

Sistemaning birinchi integrallarini topamiz.
*  = *  э  in w = m w + .„|c,|XZ y z  X у  I I I I I II

=> C, = —  => у/, =X X
dy _ dz _ xdx + ydy + zdz
У= ~ -Cx2 + /)  " 0 ^  

d(x2+ / + z 2) = 0 => x2+ / + z 2=C2 
= > y / 2 =(x2 + y2 +z2)

bu yerda (8) tenglikdan foydalandik, ya’ni
dy _ _ xdx+ydy+zdz
yz ~(хг +у2) x ■ xz+у  ■ yz+z • (x2 +уг)У 

xdx+ydy+ zdz _ xdx+ydy+ zdz 
х х г + у у г  + г(-(х*  +У)) 0

U holda umumiy yechim

m = <Î —,x2 +y2 +z2 j

ko‘rinishda boMadi.
Tekshirish:

r dif/x dx d y /7
т 1 _

дх х 2
■ + 1 х -----

э ^ 2

ди дФ дц/х дФ дУ г _  1 ЭФ + 2 v ^ -
дх ду /} ду  д у /г ду X дц/х д у г

ди _  дФ дц/х дФ дц/г
= 0 -

дФ
+  2 2 * Ч

o z di//t dz д у /г dz ду/х д у г

Topilgan ifodalami tenglamaga qo‘yib, uning ayniyatga aylanishiga 
ishonch hosil qilish mumkin.



Misol. Quyidagi tenglamaning umumiy yechimini toping:
dz /
dx: dy

Yechish: Berilgan tenglamaning xarakteristik 
sistemasini tuzamiz:

dx  _  ф  _  efe 

jcy jc-2z >/2
Sistemaning birinchi integrallarini topamiz:

—  = —  => —  = —  => 1пЫ = ln|jr[+ ln|C,| xy yz X Z I I i I I i

^  C, = y/x — ,
•X JC

4У dx dy dx ,

=>^- = (1- 2С1)х+Сг=>Сг= ^ - ^ 1- 2^ ^ Г1=^.- 

Natijada umumiy yechim quyidagicha aniqlanadi:

ф(*'~Г-х+2г) =0"
Mustaqil bajarish uchun misollar

Tenglamalaming umumiy yechimini toping.
1 du du1 . y - ----x — = 0 .

ox dy

tenglamalar

x  + 2 z.



17.

18.

19.

20 . 

21 . 

22.

23.

24.

25.

26.

16.
(x2+ y 2) j -  + l* y ^ -  + z Z= 0 . 

dx dy

. dz oz I 2 i2у -------xy —  = x \z  + 1 .
dx dy

■t dz 1 dz x -z— + y z — = y+ x .  
dx dy

dz dz
y z -------xz —  = e ‘ .

dx dy

. 4j  dz dz 
{ z - y r — +xz ~ = x y .  

dx dy

dz
x> '~  + ( x - 2z ) —  = y z .

dx dy

dz dz у  у  — + z —  =  — . 
dx dy x

. i dz dz i
Sin JC----+ tgz---- — COS 2 .

dx dy

dz dz(x+ z) — + (y+ z)—  = x + y .  
dx dy

(*z+y)^ + (x+ yz)^  = l - z 2. 
dx dy

.d u  . s du . .du  Си + г)—+ (z + x)—+ (x+y)— 
dx dy dz



27.

28.

ди ди .д и
xT:+y ^ r ^ z+u^ =xy-дх ду oz

. ди ди ди
( u - x ) — + ( u - y ) — - z — = x + y ,  

ах ду dz

1.2. Koshi masalalariniyechish 
Birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglama uchun 

Koshi masalasi quyidagicha qo'yiladi. (2) tenglamaning yechimlari 
ichidan shunday

" =/(*1.
yechimni topingki, ux„ da

u=<f{xbx7 ,...s„_l) (9)
funksiyaga teng bo'lsin, bunda ф -  berilgan funksiya.

Koshi masalasini yechish ushbu tartibda amalga oshiriladi:
1. Tenglamaning simmetrik (3) formasini tuzib, (4) n ta 

integral topiladi.
2. (4) dagi x  o ‘miga ni qo‘yamiz:

y l {xl,x i ,...tx e. l tx°u,u )= ij/2

IP*
va sistema x{,X2,...rKn_ltu ga nisbatan yechiladi.

и = <у(уГ,,уГ2,...,¥Г)
3.Ushbu funksiyalardan

«KvvWi....(10)
munosabatni tuzamiz. (10) ga Koshi masalasining oshkormas 
ko'rinishdagi yechimi deyiladi. Agar (10) ni и funksiyaga nisbatan 
yechsak, oshkor ko'rinishida Koshi masalasining yechimini olamiz.
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Masala. Ushbu (l+^-*->>}|^+^=2 tenglamaning >- = oda z - 2x

shartni qanoatlantiruvchi yechimini toping.
Yechish: Berilgan tenglamaning simmetrik formasi

dx dy dz
1 + <Jz-x-y 1 2

ko‘rinishdan iborat. Bu sistemani yechib,
= z-2y, - 2<Jz-x-y+y lami hosil qilamiz, 

bunda  ̂= oni qo‘yib,
z = y/x,
2y}z-x  = y/2

larga ega bo‘lamiz. Bu sistemadan x va z ni topamiz:

z  =  y /1.

(10) formulaga ko'ra

V'i - 2̂ i  - —-j = o, 2̂ , -^ 2=0, 

bunda щ va ko'rinishidan foydalansak,
2 z - A y - { l ^ z - x - y  + y f  = 0

Koshi masalasining yechimini hosil qilamiz.
Masala. Quyidagi tenglamaning

. .  .ди d u d u
( * y - z ) — + У —  + z ^~ =  °ax dy az

uj^ =y2+z2 shartni qanoatlantiruvchi yechimini toping.
Yechish: Berilgan tenglamaning simmetrik formasi 

dx dy dz du nj yozib olib, uni yechish natijasida
4 y - z  у  z 0

y/x = -. V'i =x-4y+z, ц/г =u ifodalarga ega bo'lamiz.

Bu yerda x = o deb,
-= V i, -4y+~ = i//2, y2+z2 = y,
у

tengliklami hosil qilamiz hamda ulardan у va zlarni topamiz.
13



(10) formulaga ко‘га

Фз -

bunda у/ 2 va \уъ laming ko'rinishidan foydalansak,

Koshi masalasining yechimi bo'ladi.
Masala. Quyidagi tenglamaning

dz dzxz—+yz— = ~xyax dy
y=x2, z = jf2shartni qanoatlantiruvchi yechimini toping.

Yechish: Berilgan tenglamaning simmetrik formasidan iborat
dx _  dy _  dz 
xz y z  xy

sistemani yechib,

= y Vi =z2+xy lami hosil qilamiz.

Bunda berilgan shartlardan foydalanib,
x = ----

V'.’
x + x ------- Ц/,

V'i
tengliklami va quyidagi funksional bog‘lanishni olamiz:

Bu yerda ^  va y/ 2 laming ko'rinishidan foydalansak,

Koshi masalasining yechimini topamiz.
Mustaqil bajarish uchun masalalar

Quyidagi Koshi masalalarini yeching:

14



г  ди ди ди _ .
5- xz&+^ +J° a =0’ "1-=*•

6 . jfc-y)|:+ j'0 '-* )|^+ 0 '2-хг) х “ °> " L =~-dx qy oz у

-  ди ди .
7- х&+“ф =0’ ^ ' =^ -

* |: - у|" = 0» г = 2х,  ̂= 1.g ас (7У

^  + (2ex-jK)^ = 0,z = ̂ ,jc = 0.
9 йс ду

2y[x^--y^- = Q, z = y \  -х = 1 - dr qy10 

11

12
' & cfe л 2' —+*>>—=■*, Х= 0, Г = .у .

13 ^
jr$ " 2>,$ ==jr2+̂ 2’ * в1> * =

1 4  дх ду 

dz dz
Х—  + У —

16.

17.

19.

20. 

21. 

22.

д и д и „ д и— +— +2— = 0, u - y z , -х = 1. 
дх ду dz 9

ди ди ди л г , а Дг—-ЬД'— =°, «=* + У 9 2 = 0- от су dz

1 dz dz/  — +ху—

Д Г у
1 5  dx dy

+ у — =  z - x y 3 х  =  2 ,  z = y  +1.Ffa
QZ OZ .

<&— + У Т = 2 , У = х > - = * '  dx dy

x ~ - y ^ -  = z ^ x - 3y ^  x  = \ ,  ^ + 1  = 0 . 
dx dy

dz dz 2 2 
JC— +У—  = z - x  - y  , y  = - 2 ,  :

18. *  ^
^Ис+;,г75Г='’‘5'’ *=a’ /+?=<?■dx dy 

d z d z
2- Г - хУт :  = 2хУ> x + y=  2 ,  yz = 1.Эх dy

z ^  + (z2- ^  + x = 0 , J- = x \  z = 2x.
at qy

(У ~ 2) ^ -  + ( 2 - Х ) ^ - = Х - у ,  Z = y  = ~X . 
dx qy
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dz dz
x'£ +(xz+>i)̂ :=z> * * y -i*» * - i-23 ojc ф
2 & & I n

24 y a +^ +z _0> * -,, = 0’ х"^ =
& &

25 х & + г аи_:у’ ■>' = 2jt> I+2>'= I -

(у + гг1) * ! * *  г, *
26. & ф ’

,  dz dz _(x- z)-r+b’-2)— = 2z, x . y =27 d x d y
■} &  2 2 3z 3V  —+ л 2 —= уг, х = _гз J

28. & dy ’ 
dz dz

29. *“*•

1 .

;y=*2.

2, z + 2jc = 1.
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2-BOB. IKKINCHI TARTIBLI XUSUSIY HOSILALI 
DIFFERENSIAL TENGLAMALAR HAQIDA ASOSIY 
TUSHUNCHALAR IKKINCHI TARTIBLI XUSUSIY 
HOSILALI DIFFERENSIAL TENGLAMALARNING 
KLASSIFIKATSIYASI. KANONIK KO‘RINISHGA

Ushbu bobda ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial 
tenglamalar haqida umumiy ma’lumotlar berilgan boMib, ikkinchi 
tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalaming 
klassifikatsiyasi, ko‘p erkli o‘zgaruvchili funksiyalar, n=2 va n>2 
bo‘lgan hollar uchun ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial 
tenglamalami kanonik ko‘rinishga keltirish bayon etilgan. Mavzuga 
doir mustaqil yechish uchun misol va masalalar keltirilgan.

2Л. Ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalami 
turi saqlanadigan sohada kanonik ko ‘rinishga keltirish 

Ta’rif. x,y erkli o‘zgaruvchilaming u(x.y ) noma’lum funksiyasi 
va funksiyaning ikkinchi tartibigacha xususiy hosilalari orasidagi 
bogManishga, ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial 
tenglamalar deyiladi.

Ta’rif. R2 fazoda ikkinchi tartibgacha xususiy hosilalari 
mavjud qandaydir u(x.y ) funksiya berilgan bo‘lsin (и„=м>х). U holda

tenglama umumiy holda berilgan ikkinchi tartibli xususiy hosilali 
differensial tenglama deyiladi, bu yerda F -  berilgan biror-bir 
funksiya.

Xuddi shunga o‘xshash ko‘p erkli o‘zgaruvchilLikkinchi 
tartibli xususiy hosilali differensial tenglama quyid^gfjco-rinishda 
ifodalanadi:

KELTIRISH

y, U, Ux,UytUJxl Mjjy, u>y) = 0 (1)
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( 2 )

Ta’rif. Agarda ikkinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili xususiy 
hosilali differensial tenglama yuqori tartibli hosilalarga nisbatan 
ushbu ko‘rinishga

и ^ + а ^ у У и ^ + ^ у м и ^ и ^ О  (3)
ega bo‘lsa, unda ushbu tenglamaga yuqori tartibli hosilalarga 
nisbatan chiziqli deyiladi.

Ta’rif. Quyidagi ko‘rinishdagi tenglamalarga ikkinchi tartibli 
ikki o‘zgaruvchili kvazichiziqli xususiy hosilali differensial 
tenglamalar deyiladi:

ап(х,у^их,иу)иа +/2л12(х,у,и,их,иуУиху+а72{х,у,и,их,иуУи)у+р{х,у,и,их,иу)=0 .

(4)
Ta’rif. Agarda ikkinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili xususiy 

hosilali differensial tenglama barcha xususiy hosilalariga va 
noma’lum funksiyaning o‘ziga nisbatan ham chiziqli bo‘Isa, ya’ni 
quyidagi ko‘rinishga
ах\{хЛ и̂ ^ { х>у\игу^^{^у )^Ь Х х,у )и х^Ьг{х,у)иу^с{х,уУи+/{х,у)^.

(5)
ega bo‘lsa, unda ushbu tenglamaga chiziqli tenglama deyiladi.

(5) tenglamada *„(*,,), °А*>у\ ьх{*>у\  ъЛ*,у\  c(*.y)larga (5)
tenglamaning koeffitsiyentlari, f(x.y) ga (5) tenglamaning ozod hadi 
deyiladi va ular oldindan berilgan deb hisoblanadi.

Ta’rif. Agar (5) tenglamada /{x.y)Bo bo‘lsa, u holda bu 
tenglama bir jinsli tenglama deyiladi. Aks holda, ya’ni f(x,y)* о 
bo‘lsa, (5) tenglama bir jinsli boimagan differensial tenglama 
deyiladi.

(3) (yoki (5)) tenglamada o‘zgaruvchilami ixtiyoriy (o‘zaro bir 
qiymatli) almashtiramiz. Bu uchun biz x va у erkli o‘zgaruvchilami 
teskari almashtirish natijasida, ya’ni

,u,u^ ,uXi...uXm...uV j,...) = 0.
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(7)

{  ■ v {x .y ) f  »7 -  v ( * ,y )  ( 6 )

berilgan chiziqli tenglamaga ekvivalent bo‘lgan va soddaroq 
ko‘rinishga ega bo‘lgan tenglamaga ega boMishimiz mumkin.

Buning uchun (3) tenglamada x va У erkli o‘zgaruvchilardan 
yangi £ va Л o‘zgaruvchilarga o‘tamiz:

и х = и ( ^ + и пПх ,

Uy ~U{<9y +иЧПу>
«= = ««£ + 2 и(щ£ля + Un4rj\ + + unrja,

“v  = +«ftfer*7,, + ŷT?X)+ UnnTJlcrjy + « Л + “Л *
W>y = “« #  + + ипП>у

(7) ifodalami (3) tenglamaga keltirib qo‘yib, 4 va n 
o‘zgaruvchilarga nisbatan (3) tenglamaga ekvivalent bo‘lgan 
quyidagi tenglamani olamiz:

Ч\&п)'«в+^ 12(£,Т1Уи(9+аи(£лУи11Щ + р(£л,и,и9,ич)=0 , (8)
bu yerda

а»  = aug  + 2a u4 J y + аи £ гу , 

on  = a u4t rjt  + a xl {Zxr}y + q j y )+  au £yny ,

о22 —ОцПх ■*"2д,|,7!xljy Чу)

Ta’rif.
aud y t - 2 a xld x d y r a ndX' =0 (9) 

oddiy differensial tenglama, (3) tenglamaning xarakteristik 
tenglamasi deyiladi.

Ta’rif. (9) tenglamaning integral chiziqlari esa (3) 
tenglamaning xarakteristikalari deyiladi.

(9) tenglama quyidagi ikkita tenglamaga ajraladi:

dy _  °\1 +yjai2 ~a\\ ' a22 / 1Q\
d x ~  а,, У }

dy a . i - V a a - f l . t - a a  ( J  1)
dx au

(9) yoki (10) va (11) oddiy differensial tenglama yordamida 
berilgan (3)-tenglamaning xarakteristikalari topiladi.
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Ta’rif. Agar qandaydir D sohada а,2г - а и аг2>0  boMsa, (3) 
tenglama giperbolik turga qarashli, agar D sohada 
boMsa, (3) tenglama elliptik turga qarashli, agar D sohada 
ai22~au a22=° bo‘lsa, (3) tenglama parabolik turga qarashli deyiladi.

Shunday qilib, о̂ -Оц-с̂  ifodaning ishorasiga qarab (3) 
tenglama quyidagi kanonik ko‘rinishlarga keltirilishi mumkin ekan:

<*u-au au > 0  (giperbolik tur), ихх-и}у=Ф(х,у,и,их,иу) yoki

ah-<*u-an <0  (elliptik tur), игх+иуу=Ф(х,у,и,их,иу).

ai22- fli r a22=° (paraboliktur) м„=Ф(даи1,^).
Bu yerda Ф(х,у,цмх,иу) soddalashtirish natijasida hosil bo‘lgan 

funksiya.
Misol. Quyidagi tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiraylik:

Uxx~^Uxy~^U)y+Uy =°-

Yechish: ou = -i, «„«i, оа =-з -  tenglama koeffitsiyentlari. 
A=af2-a M*a22 ifodaning qiymatini hisoblaymiz. д = 4 >о, demak 
tenglama giperbolik turga tegishli. (9) xarakteristik tenglamani 
tuzib, uni yechamiz:

dy -1  + 2 dy . _

±  = - l p i ^ ±  = -3^3x + y-C . dx 1 dx

Umumiy integrallardan birini f va ikkinchisini ц bilan 
belgilab, (7) formulalardan foydalanib hisoblashlaming natijalarini 
berilgan tenglamaga keltirib qo‘yib, soddalashtirishlardan so‘ng 
tenglamaning quyidagi kanonik ko‘rinishini hosil qilamiz:

Misol. Quyidagi tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiraylik:
Угихх + 2уиху +  иуу = 0 .
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Yechish: al2=y , д,|=.у2, 0и=1 -  tenglama koeffitsiyentlari. 
A=of2-a , ,a 22 ifodaning qiymatini hisoblaymiz. д=о, demak 
tenglama parabolik turga tegishli. (9) xarakteristik tenglamani tuzib, 
uni yechamiz:

dx у  dx у  2

Natijada olingan integralni  ̂ orqali, tj orqali esa ixtiyoriy 
funksiyani, masalan, rj=y deb belgilab, (7) formulalardan foydalanib 
hisoblashlaming natijalarini berilgan tenglamaga keltirib qo‘yib, 
soddalashtirishlardan so‘ng tenglamaning quyidagi kanonik 
ko‘rinishini hosil qilamiz: ww= V

Misol. Quyidagi tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiraylik:
(l+x2)uxx + (l+ y2)u)y +yuy =0.

Yechish: a..=o, a,,= l+x2, a22 = \+y2 — tenglama 
koeffitsiyentlari. Д=а2 -а п-л22 ifodaning qiymatini hisoblaymiz. 
A=-(l+x2)(l+/), demak tenglama elliptik turga tegishli. (9) 
xarakteristik tenglamani tuzib, uni yechamiz:

dy  _ o ± / # ^ X i + r )  J u y  ^
dx l+x2 dx Vl+Jf2 ,

1л(у + д/l +  y 2 ) +  / ln(t + л / \ + х 2) =  С

Umumiy nazariyaga asosan, olingan integralning haqiqiy 
qismini ^ (f = Re(in(y + Vi + y 2 )qp/ in(x + Vi + *T))= In(v + V1+y 2)) orqali, mavhum 
qismini esa rj[n = im(in(y+ +  /  )t / in(r+Vi+*7))= in(*+Vi + *7)) orqali 
belgilab, (7) formulalardan foydalanib hisoblashlaming natijalarini 
berilgan tenglamaga keltirib qo‘yib, soddalashtirishlardan so ng 
tenglamaning quyidagi kanonik ko‘rinishini hosil qilamiz:

Mustaqil bajarish uchun misollar
Quyidagi tenglamalaming turini aniqlang:

1. (, + 1)2*  + - = 0, 1 <X<3, 0<,< 1.
clx cbrdy dy dy
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о д2и д2и . д2и _ , , ,2 . у —^  * —у  + 2(* + у) —— = О, х“ +(^~6) <1. 
ду дх дхду

п _ д2и 2 д2и 2 д2и ди ди _ , , . . . .
3- ^ а ^ +дг F  '  ^ - % +уъ =0' ^  W<L

л2 -ч2
4. (* + :уЬ -7  + (*-.Н)т-т  + *м = 0, (jt + 5)2 + /  <1.

dx оу

^ г ,\d Jw д2и д2и ди п ,5. ^ 1 ) ^ - 2 — +, - - - = 0 ,  1<лг<3. 0 < ,< 1 .

6. 4 | - ^ - 2 ( j t - y ) ^ -  + 0-JD ')|-r = 0, 2<л + у<5.йх‘ дхду ду
•п 2 д2** д2и _ Э2м ди ди л , , ,
7- х I F +^ +^ +' : i r * =0- ,<дс +'  <7-

8. Jf^-j + 6^  + (jr + .y) -̂y —̂ ^  = 0, 0<л<2, 0<у<2.
cbr Эх ду

л д2ы д2и д2и ди п ,9. 6 -— + т  + дг-— + — -О, 1<дг<2> 2<^<3.
&гду Йх ду2 ду 

1П ~ ди ди д2и 2 оч д2м _ Э2м _ 2 2 ,
,0 - ^ +3^ +^ - (" - V 2>' ^ =0,JI +у<1-

1 1 . 5 х ^ - А х ^ -  +  2 у ~  + ^ - - и = 0 , \ < х < 3 ,  4 < у < « .
дх дхду ду дх

Quyidagi tenglamalami kanonik ko‘rinishga keltiring:
1 2 . Uxx _6мху + 1 (4 ,. +ux “ 3My = 0  .

1 3 . Ч х + Ч у + И , , - ^ 0 *

1 4 .

1 5 .

1 6 . * if 1 II о

1 7 . У44a  ~  XUyy ~  0  -

1 8 . Х2ихг+ / ы >у = 0 .

1 9 . /м„ + х21/>у = 0.
2 0 . А х г - ^ Ч У= о .

2 1 . (i+^V* + ( l+ /K +>^=0-
2 2 .

оIIa*лu1a">
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23 . “„-2sinAr«w+(2-cos>j:)(B, = 0.

24. y \ a  + 2yuv  + u)y = 0.

25 . x!ua -xuJry+uJy = 0.

26 . 2 ^ - 2 - ^ +^  = 0.
дх дхду dy

27. 2-— T —— — 6^-^ = 0.cbt cbrdy dy

28. ^ _ 1 о - Ё ^ +25^ =о.ЙГ chrdy ф 2

OQ 32М 2, 5 ZM ди ди л2 9 . — г+ е  —Г- + У----- JC—  = 0 .
йх д у ду дх

'in гУд2и _ „ д2и л д 2и _3U. е у —- + 2 х е у ----- + Х 2 —г- = 0.
дх2 дхду ду2

1 1  а2м 1Ч д2и ~ 2 д2и31. у -  + х(2у-\)— -2 х 2—т = 0.
дх дхду ду

ол «  4  3 w ,  j  .  3 и « 2  5м .32. 9.у —г + 6 у sinjr-----+sui х—=- = 0 .
дх дхду ду

о о ■» д2и _ д2и ->.д2и л33. х ' ^ - 1 х у —  + (4 + у-)—  = 0 .
дх~ дхду ду

'l л д2и . х ч Э2м * д2и л34. т + (е -У)— -« т^г- 0 •сот сЬссу ду'
i r  д2м „ . д2и д̂ и -35. x- H i+Mgx)— +lgx— =o.

'i с  ■, д2и - . д2и . 2 д2иJo. cos'jv—r -2sin;r-cosy----- +sin дг— 7 = 0.
дх дхду ду

'in jl д~и 2 2 v 52И » 2 д~и _3 7 . д г ^ +(2х ) _ - 2 „  ^ = 0 .

ло 3 и ■% д и 4 5*и л30. —  ̂+ 2cos"3/-----+cos \у—г- = 0 .
дх’ cbrdy ду

о о . 1 д и 2 д~и _ЗУ. Sin .у---r + COS JC---7 = 0.
<Эх ду‘

л л 4 д2и _ , 52м 2 д2и .ди .
40. У ^ “2*>тт-+УV r +3X  = 0-дх дхду ду дх
л л •* д2и * . , д2и д2и ди . ди л41. sin д:—-+2sin_л----- +—г------ +smjc— = 0.

cbr cfctdy ду ду дх
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42. ^ 5 » +2 *L +* ~ ^ +^ - o .
дх дхду ду~ йс

л ъ 4 д2и . 4 д2и -ди п4 3 . cos х ——-+-sin у —7 -3 — = 0.
дх2 у ду2 ду

лл . 2 д2и д2и 2д2и ди44 . tg -x -j-2 y tg x — + Г т т - “  = 0.
дх дхду ду ду

45.
eh: йгду dy йт ду

46. . х ^ +4.т!- ^ +5 ^ - ^ +1 ^  = 0.
дх~ дхду ду' дх х ду

ЛП ' 2 д2и л • 32И ,3 2и л ди ди .4 / .  sin у—г—4sinv------+ 4—г-+ 2 cos у----------= 0.
дх2 дхду ду2 дх ду

л Q . О , д2и t , д2и ди _
4». х г +2с/^ т ^ г +с^ дг̂ т " со8хт : = 0- cfct chrdy ду д*
/10 .2 52м , д2и ди _ д« л 4У. (? ■*—=-+c(g"y—r -sinjc— +2cosy— = 0.

ах ду дх ду

сп / \<?и 32м , чд2м л50. (^+> )̂- -̂+2̂ ——+0;-^)—г=°.йг cbrdy ду"

r i  / ■* лчд2м о д*и г дги л51. (X-+ 9)^-2 jy— +yl--r =Qa
д х  д х д у  д у

52* х ^Ч х + х 1 +2̂ Т ^- + (л2 +2^)^Т = ° •
c u  d x q y  q y

r -2 252w /, 2ч д2и , л.д 2и л53. * — -(1+ху+х )— - + (JO,+ l)_  = 0.
ас дхду> ду

54.

55.

56.

57.

58.

59.
дх1 дхду ду1 дх ду
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д * и  +
. ^ - 0а2

д 2 и 2  д 2 и   ̂ д 2 и  __
о

~ Е г ~ д х д у  д у 2
V/ •

4 ^
^  д 2 и  ^  д 2 и

- 2 — +  — - С

V д х д у  д у 2 c fc f Ч ' с

э 2 «
6 - ^ + 8 ^

д ы
4 .  _  _

2 — - С

a r д х д у  д у 2 д х V е

д 2 м
■ 2 — + 2 —

д и
л  _ __

- 0
d r

Z . Т  Z . ”

c f c c d y  д у “ д х Ф ' °

3 ^
| а 2 ц  а 2 ц д и  

+ — л - ^  =  0



60. 5^ +4 - ^ - + ^ +2 ^ + ^  = 0.
дх дхду ду дх ду

61. 9 ^ - 6 - ^ -  + ̂ + 3^ - ^  = 0.
дх дхду ду дх ду

62. 4 ^ - * ^ + 3 ^  + 2^ - ^  = 0 .

63. §  + 6 ^  + 9 ^  + ̂ + 3 ^  = 0.
chr дхду ду дх ду

64. 2f ? - 2 | H - +5 f ^ 3  = 0.
дх~ дхду ду' дх ду

s-c дги . д2и лд2и ди -ди _65. — - + 4 ------ + 4 — г + —  + 2 —  = 0 .
дх дхду ду дх ду

с с  ?д2и , д2и д2и ди ди л
6 6 .  5 — г  + 6 -------+ — г + —  + —  =  0 .

дх дхду ду дх ду
сп сд2и _ д2и ~дги ..ди ди. _
67- V +2& rV +6(*~*)=0-
68. 9 ^ -1 2 - ^ -+4 ^ +3 ^ - 2 ^  = 0.

дх дхду ду' дх ду

69. 5 ^ - 8 ^ U 5 ^ +3 (^ -2 ^ )  = 0 .
дх дхду ду' дх ду

70. з ^ + 5 - ^ - 2 ^ + 7 ( ^  + 2*1) = 0.
дх дхду ду~ дх ду

п t й2и „ д2и д2и ди „ди п71. —i--2 ----- +——+ог — + /?— +ст/ = 0.
йг йгйу ду~ дх ду

72. ^ » +2-Ё!н. - 3 ^ + 2 ^ +6 ^  = 0. 
йх йгйу ду дх ду

73. 3^ - 4 - ^ + ^ - з ^ З = о .
йх йхйу ду~ дх ду

х й2м у д*и + J_ ди _ 1 ди _ ̂
^ дх2 х ду2 у  дх х ду

пс 2 ч д2и „ -»ч^2“ ди ди л75. (1+^ +<>+у- ) ^ +* - +, - = о .

й2н . Зй2ы йы л 
йх ду дх

пп 2 д2и ,  д2и п 2 д2и ди л77. —+ 9 / —Т + 12У— = 0.
ЙГ Й*Йу Йу Йу
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78. 4 / ^ - ^ +i ^ = o .
дх ду у  ду

7 9 .  ^ i ! L _ ^ + ( l+ e / ) ^ = о .
дхду ду ду

о л . i&u . дги д*и I ди .80. 4 у—г-4у----+—̂ ------ =0.
дог дхду ду уду

о 1  2 д'и _ д2и _ 2 52м 5м л
81- У ^л-+2хУ ^ +2л-£Т+У^Г=°-дх дхду ду ду

оо 2 д2и _ дги д~и 2 ди .5Z. cos у —-T~2cosy— — +—--jccos у — +(tgx-xcosy) 
дх' дхду ду" дх

оо д*и . д?и , 0 2м
O J .  ------  +  2 sinJT------------ COS .Т----- 7  =  0 .

еьс дхду ду2

о л . д2ы Э2« f  sin у  \ди  л
84‘ * ' % =°- 
o r  2 д2м d2w , d2w ди л
o j .  9jc—г-6ду ---------+  у — - + у—  =  0.

ас2 'асау  '  ау2 ^ау

о /  2 а2м « . а2м . ,  з2м лоО. х —r-z^sm y ----- +sm" у— 7  = 0 .
дх' дхду ду"

о - 7  2 д2м 4 дги ди л 
О / .  *  -----7  + COS V-----7  +  JC-----=  0 .

а г  ду2 дх

о  о  - 2  а2!/ _ . д2и д2и ди _о о . sin у —7 + 2 sin^----- + — 7 + cosy—  = 0 .
ax' дхду ду дх

89. « * Л + 3 вГ. Л + 2 Л  2 а . и 0 .
а* дхду ду ду

9 0 .  у Л + 4 Л + 4 а , и о .
ас ау у ау

9 1 .  / § - 2 ^«1 - ^ - + е 2' ^ т - У — — = 0 .а*- а*ау ау2 ас ^  ^

92. ^-у—4л- -̂ -̂+8л2̂ ————+ —= 0 .
аг асду ду х дх ду

9 3 .  / § + 4 ^ ^ - + 4 х ^ + 2хг^ + 4 ^  = 0 .
ас2 '  а*ду ду2 ас ау

0 / 1  2 а2и . д2м . д2и _ . ди лУ4. cos у —7~4cosy----- +4—7 + 2 siny— = 0.
а г  асду ду дх

йс дхду 4 ду 4 ду 
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% 6И ,  д'и . 2 д‘и .—y-2 co sx —- — sin2 JC—- = 0. 
ат а*ду ду"

0 7  - 2  д2и . д2и 2 дги .У /. sin х — - - ly s rn x ----- + у —-  = 0 .
а*2 а*ау '  ду2

ОС ,l2 *ъ I 1 а2!/ _ ди л98. с/Л x — -2ycthx— +y-—T +2y—  = 0.
а* а*ду а>> ау

0 0  . г д2и 32и ■» а2и * ди л99. ,г , _ - 2̂ _ + г - +^ - = о .

100. ^ +|^ = о.GX* <7̂

Ш а 2ы а2м а« л
— - + у — г + ог—  = 0 . а  -  const 
дх' ду' ду

1 а2и а2» л
102- ^ +v =0-
1 OQ & и <?и л
,03- ^ +V =0-

2.2. Ко*р erkli o ‘zgaruvchilifunksiyalar (п>2) bo‘lgan hoi uchun 
ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarni 

kanonik ko ‘rinishga keltirish 
Ko‘p erkli o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali 

differensial tenglama qanday kanonik ko‘rinishga keltiriladi? Shu 
masalani qarab chiqaylik. Ko‘p o‘zgaruvchili chiziqli ikkinchi 
tartibli xususiy hosilali differensial tenglama umumiy holda 
quyidagicha berilgan bo‘lsin:

( 12)
ij.i ox fix  j ox,

bu yerda 4 ,r B„C -  tenglamaning koeffitsiyentlari, / -  ozod hadi. 
Ushbu tenglamaga mos keluvchi xarakteristik tenglama:

« V -Л  >e 5X<*>V,.u-1
kvadratik formaga ega bo4adi.
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Chiziqli algebra kursidan ma’lumki, har bir tayiruc nuqtada q 
kvadratik formani uncha qiyin bo‘lmagan affin almashtirishlari 
yordamida kanonik ko‘rinishga keltirish mumkin:

(13)

Bu yerda a;lar 1, -1, 0 qiymatlarni qabul qiladi. (13) dagi manfiy 
va nol koeffitsiyentlar q  ni kanonik ko‘rinishga keltirish usuliga 
bog‘liq emas. Shunga asosan (12) tenglama klassifikatsiyalanadi.

T a’rif. Agar har bir xeD  nuqtada (13) dagi a,koeffitsiyentlar 
mos ravishda: hammasi noldan farqli va bir xil ishorali; hammasi 
noldan farqli va har xil ishorali; va nihoyat hech boMmaganda bittasi 
(hammasi emas) nol boMsa, (12) chiziqli tenglama D sohada mos 
ravishda elliptik, giperbolik yoki parabolik deyiladi.

Ko‘p erkli o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali 
differensial tenglamalardan bittasini kanonik ko‘rinishga keltirish 
usulini qarab chiqaylik.

Misol. Quyidagi tenglama berilgan bo‘lsin:
uxx+2w*y+2u>y +4u>? +5u= =0 ■

Uning turini aniqlaymiz va kanonik ko‘rinishga keltiramiz.
Yechish: Ushbu tenglamaga mos xarakteristik kvadratik forma 

Q=%+2AxX1 +2% + 4 ^  +5% ko‘rinishda bo‘ladi. Bu kvadratik formani, 
masalan, Lagranj usulidan foydalanib kanonik ko‘rinishga 
keltiramiz: б=(Л+Л)2+(Л+2Л)2+^- Quyidagi belgilashlar kiritamiz: 

H\ = Л1 + Л,; Иг +2Я,; (14)
va natijada Q formani kanonik ko‘rinishga keltiramiz: Q=t4 +&+/4 -

(\ - l  2 >
(14) tengliklardan я lami topib olamiz. Shunday qilib, м= о l -2

[о о l j

matrisali quyidagi xosmas affin almashtirishlari:
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A j=/^-2/4 , ^=/^lar g  formani kanonik ko‘rinishga keltiradi:

Q=ri+/4+ri-
Berilgan differensial tenglamani kanonik ko‘rinishga 

keltiradigan xosmas affin almashtirishining matrisasi M  matrisaga
f  I 0 0̂

simmetrik bo‘lgan matrisa bo4adi: M' = -l l о 
2 -2  i

, bu almashtirish

quyidagi ko‘rinishga ega: z = x; rj = -x+y; c = 2x - 2y + z.
Shulardan va U(x,y,z) = v(f,r?,c) belgilashdan foydalanib, 

quyidagilami topamiz:
uxx — v«  + vnn + 4V«" “  2v̂  7+ 4v^ — 4v^ ;

u»=vnn+4v« - 4v* ; M==vf<r;
U*y ~~~Vnn ~ 4v<x + V4n ~2 + ; Ur-= -2v« +VX-
Topilgan ifodalami tenglamaga qo‘yib, soddalashtirishlar 

bajarilgandan so‘ng, berilgan tenglamaning kanonik koVinishiga 
ega bo4 lamiz: v(4 + vnn+ vK = 0.

Mustaqil bajarish uchun misollar 
Quyidagi tenglamalami kanonik ko‘rinishga keltiring:

104. wxx + 2i/;o,-2wc +2ww;+6M3 =0.

105. ^ ri- ^ ury-^ury+uy +uz =0.

106. Uxy-Ux=+Ux +Uy - Uz =°-

107. uxx+2uxy-2uxz+2uyy+2u_z =0.

108. uxx+2uxy-2uxs-6u)C- u = = 0.

109. мв  +2uxy+ 2u)y+ Ъл}1 + 2м_ +3ua = 0.

110. uJO,-wJtf+wJ=-2i/a +2z/e =0.

111 . = 0 .

112. к „ + 2i/v -  2uw - 4м>г + 2 ^  +uc = 0.

113. uxx + bixz- 2uI,+uyy+2w>= + 2i^ + 2w3 + 2*/„ = 0.
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114.

115.

116.

117.

118.

"ад +2lX** - 25Х*.. =0*■=2 ы г

Ь=2

Ё Ч , + 2 1 Ч л = о  
*■=2 /<*

i X * +5X«.=°*=| /<*

IX .. =°-

зо



3-BOB. XUSUSIY HOSILALI DIFFERENSIAL 
TENGLAMALARNING UMUMIY YECHIMINI TOPISH

Ushbu bobda ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial 
tenglamalaming umumiy yechimini topish o‘rganilgan. Mavzuga 
doir mustaqil yechish uchun misol va masalalar keltirilgan.

3.1. 0 ‘zgarmas koeffitsiyentli xususiy hosilali differensial 
tenglamalaming umumiy yechimini topish

Oddiy differensial tenglamalar kursidan ma’lumki, n - tartibli
F ( x , y ,? , . . . y n)) = 0

tenglamaning yechimi n ta ixtiyoriy o‘zgarmasga bogMiqdir, ya’ni 
у = < p ( x , Bu 0‘zgarmaslami aniqlash uchun noma’lum 
funksiya y { x )  qo‘shimcha shartlami qanoatlantirishi kerak.

Xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun bu masala 
murakkabroqdir. Bu tenglamalaming yechimi ixtiyoriy 
o‘zgarmaslarga emas, balki ixtiyoriy funksiyalarga bogMiq bo‘lib, 
bu funksiyalar soni tenglamalar tartibiga teng boMadi va ixtiyoriy 
funksiyalar argumentlarining soni yechim argumentlari sonidan bitta 
kam boMadi.

Misol. Quyidagi tenglamaning u(X,y) umumiy yechimini toping:

Yechish: Dastlab x  bo‘yicha, so‘ngra у  bo‘yicha 
integrallaymiz, natijada u(xt>o = /,(*) + Aooyechimni olamiz. Ko‘rib 
turganingizdek, xususiy hosilali differensial tenglamaning 
yechimida tenglama tartibiga teng miqdorda, ya’ni ikkita 
funksiya qatnashayapti, bu funksiyalar argumenti esa yechim 
argumentlari sonidan bitta kam.
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Misol. Quyidagi tenglamaning ham «(*,.>0 umumiy yechimini 
topaylik:

Yechish: Yuqoridagidek mulohaza yuritsak, umumiy yechim: 
и&У) =fi(x)y+f2(x)+f2(y) .

Misol. Quyidagi tenglamaning ham U(x,y,i) umumiy yechimini 
topaylik:

Yechish: Yuqoridagidek mulohaza yuritsak, umumiy yechim: 
iKx,y,z)=x-yfl(x ,y )+ xf2(x,z)+f3(y,z) 

ifodaga teng bo‘ladi.
Oxirgi misolda, ko‘rib turganingizdek yechimda tenglama 

tartibiga mos uchta funksiya qatnashayapti, yechim uch 
o‘zgaruvchili bo‘lgani uchun ixtiyoriy funksiyalar argumenti ikki 
o‘zgaruvchilidir.

Mustaqil bajarish uchun misollar
Quyida berilgan tenglamalaming umumiy yechimini toping:

1. uxx- a luyy=0.

2. uxs- 2 u xy-3 u yy = 0.
3 . uxy+aux= 0 .

4 .  2ихх-5 и ху—'2иуу+Ъиг + u y - 2 .

5. u^+aux+bi^+abu^o.

6 . uxy-2ux-3uy + 6u = 2ex*y.

7. ихх + 2аих),+ агиуу + их + аиу =0.
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3.2. Xususiy hosilali differensial tenglamalaming turi 
saqlanadigan sohada umumiy yechimini topish 

Ta’rif. Xususiy hosilali differensial tenglamaning umumiy 
yechimi deb, shu tenglamani qanoatlantiradigan funksiyaga

Misol. Quyidagi tenglamaning turi saqlanadigan sohani topib, 
umumiy yechimini aniqlang: x2ua - y \  = o.

Yechish: on =x2,au = o,a22=-y2 -  tenglama koeffitsiyentlari. 
A = a f2- a ua 22 ifodaning qiymatini hisoblaymiz. A = (xy)2, va y * o  

bo‘lganda, tenglamamiz giperbolik ekan. Yangi £ va tj

o‘zgaruvchilarga o‘tamiz = xy, 7=^ almashtirish yordamida

berilgan tenglamani kanonik ko'rinishga keltiramiz. Qiyin 
bo‘lmagan hisoblashlami bajarib, tenglamaning kanonik ko‘rinishini 
topamiz:

ufn— —un =  0 .

Endi bu tenglamaning umumiy yechimini topamiz. m̂ = v 
almashtirish bajarib tenglamani yechamiz, natijada

v = yft/(n) =>u=j€An)+g(€) 
u„ = >/7/07)

yechimni olamiz. Dastlabki o‘zgaruvchilarga qaytsak, biz izlayotgan 
umumiy yechim

aytiladi.

In v = — In £ -  In f{fl)

ko‘rinishda boMadi.
Mustaqil bajarish uchun misollar

Quyidagi tenglamalaming umumiy yechimini toping.
8. y i ^ + ix - y ^ - x ^ O .
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9. х \
10. 

11. 
12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20 . 

21. 

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

+ 2хуиху-3 у 1и)у-2хих=0. 

х1июс+2хуих>,+ у 2и)у = 0.

ХуЦу-ХЩ +м = 0.
uiy+2jcyu).-2xu=Q. 

их).+их+уиу + (х-\)и =0. 

uxy+xux+2yuy +Zxyu=0. 

д*и &и
а ¥ +аг
^ - 2— + ̂  = о.
дх дхду ду"
.дги . дги д2и ~ди ди л4—т-- 4  +—г- 2— +— = 0 .
дх~ дхду ду дх ду

д2и . д2и 0д2и ди _ ди _—7-6----+8—7+---- 2— = 0.
дх дхду ду дх ду

з ^ +2- ё ! 1 - ^ 3 +^ = о .
дх дхду> ду дх ду

9^ _ 6_Ё^+а^+3а-_а/=0
дх дхду ду дх ду

4 ^ - 8 ^  + 3^  + 2 ^ - ^  = 0. 
дх дхду ду дх ду

^ +6_э^+9з^ .3 1 +за<=0.
дх дхду ду дх ду
д2и . д2и лд2и ди ди л
— 7  + 4------+ 4 — 7  + —  + 2—  = 0 .
дх дхду ду дх ду
_ д2и ,  д2и д2и ди ди л5—7-+ 6---- + —7+ — + — = 0.

дх дхду ду дх ду

—+4^-j+3—- 2—=0 .
дх дхду ду̂  дх ду

3^ +5i ^ - 2* W f % 2| i V 0дх~ дхду ду' ду)

^ +2- Ё ^ _ з ^ +2^  + 6^  = 0.
дх1 дхду ду' дх ду
_ д2и д2и д2и ди ди3—г - 4------ Н—7—3 — + — = U.

дх дхду ду дх ду
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ОА . дги д2и (sin у  )ди  л
8Щ* ‘Г£Г + Т 7 + — - - c f g y  —  = ° .  дхду ду \  х )ду

о 1 Э2и й2м _й2м ди ди лJ 1. -7+ 4 ------5—г- +------- = 0.
йх йхйу ду" дх ду

тл  й2м . й2м ,  . . йи л
j Z. —-— sin х----- + (sinx-c/gx)—  = 0.

йх‘ йхйу дх

-зо * 52м й2и п ди л3 3 .  4х— 7 - у ------ + 7 —  = 0 .
дх2 йхйи &

Q/t <?и л д2м 252« йм ,.йм л34. —г -4 х -----+4х —=------ + 2(х-1)— = 0.
дх' дхду ду дх ду

1 C дги д2и ди лJJ. х— ----+ 2— = 0.
дх дхду дх

а/: о д*11 д2и ,dwJ o .  2х--------у —г—3—  = 0.
дхду ду ду

о п д2и л д2и . j д'и 1 ди л 3 7 . —- - 4 х ----- + 4 х —- --------= 0 .
дх * йхйу йу х йх

ТО 1 5*м С5*' АJo. X ------- 3 у —Г--5— = 0.
дхду ду~ ду

o n  ^2и дги .ди3 9 . л— т- у ----- +4— = 0.
дх2 дхду дх

л л дги _ д2и д2и -ди  . .йи л40. _ - 2 c o s * — +с о г ^ - 2 - + (2со»+5т , ) - = 0 .

41. ^ +J*L = 0.
ЙХ' йхйу 

Лп . д2и д2и - ди л4 2 .  4 х ---------у— 7 + 3 —  = 0 .
дхду ду ду 

, д 2и д2и 2 д2и ди ди
4 3 . т т +дгХ +>,^ Г =:0*ЙХ’ ЙХЙу йу йх йу

. . 2 &U 2 <?и
44- * 1 Г * а ? т0-

45 . з * 0 _ ^ - +4 | - о .
йх* йхйу дх 

л с  - у д 2** д ги  п ди  л4 6 . 3 -— - у —у - 2— = ° .
агйу су су

29‘
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47 . 2 х ^ - ^ + 5 ^ = о
дх~ дхду дх

л о д2и - . д2и , д2и ди ди
4 8 . 'ZT + 2sin't T T — °°s х —Г + —  + (sinx + cos* + l)—  = 0 . air2 дхду дуг дх J ду

/10 т - д2и 2 д2и ди л—r- + 2 sinjr— — -co s  х — 7  + cosх —  = 0 . 
дх2 дхду ду‘ ду

сп "̂м %■ а2н 2 а2« аи л3U. —y -2 s in x ——— (3 + cos х)—- -c o s x —  = 0. 
а* ахау ay ау

С1 д2и - . а2М 2 чд2И .J  L. —т ~  2smx——— (3 + cos х)—- + х —  + (2-s in * -co sx ) 
a r  acdy ay4 дх

с'-у д2и .  а2м - 2 д2и _ а»/ л Ь2. —  -Злу——- + 2у- —  + 3у—  = 0.ах ахай ау ау 
_ 2 а2« а2м 2 а2« ди _ЭЗ. Зх — -16ху----- + 1 6 /—- + 15х— = о.

дх2 'дхду ay2 at

54 а2« л а2ц X2 а2и 2 аи у2 -х2 а« 3 _ п 
Зх2 у дхду у 2 ду2 х дх у3 ду
а2ц

- 2 * ЭЧ  1 I'ди_
- 2 x ^ 1 -

дхду ду1 х 2 + у ! ,а х 2^ J
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4-BOB. IKKINCHI TARTIBLI GIPERBOLIK TURDAGI 
DIFFERENSIAL TENGLAMALARGA QO‘YILGAN 

KOSHI MASALASI
Biror fizik jarayonni to‘la o‘rganish uchun, bu jarayonni 

tasvirlayotgan tenglamalardan tashqari, uning boshlangMch holatini 
(boshlang‘ich shartlami) va jarayon sodir boMadigan sohaning 
chegarasidagi holatini (chegaraviy shartlami) berish zarurdir. Ushbu 
bobda ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarga 
qo‘yilgan Koshi va Gursa masalasini yechish o‘rganilgan. Mavzuga 
doir mustaqil yechish uchun misol va masalalar keltirilgan.

4.1. Kosh i masalalar in i yech ish
Shunday qilib, aniq fizik jarayonni ifodalovchi yechimni 

ajratib olish uchun qo‘shimcha shartlami berish zarur. Bunday 
qo‘shimcha shartlar boshlang‘ich va chegaraviy shartlardan iborat.

Jarayon sodir bo‘layotgan soha с с л- bo‘lib, s uning 
chegarasi bo4sin. s ni boMaklari silliq sirtdeb hisoblaymiz.

Differensial tenglamalar uchun, asosan, 3 turdagi masalalar 
bir-biridan farq qiladi.

a) Koshi masalasi. Bu masala, asosan giperbolik va 
parabolik turdagi tenglamalar uchun qo‘yiladi; G soha butun ft fazo 
bilan ustma-ust tushadi, bu holda chegaraviy shartlar boMmaydi.

b) Chegaraviy masala elliptik turdagi tenglamalar uchun 
qo‘yiladi; s da chegaraviy shartlar beriladi, bu holda jarayon 
statsionar boMgani sababli boshlang4ich shartlar tabiiy ravishda 
boMmaydi.

c) Aralash masala giperbolik va parabolik turdagi tenglamalar 
uchun qo‘yiladi; g  с л -  bo4lib, boshlang‘ich va chegaraviy shartlar 
beriladi.
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Наг qanday masalaning mohiyati berilgan <peEv funksiyalarga 
asosan uning ueE^ yechimini topishdan iboratdir, bu yerda Ц, va
- metrikalari pu va pv bo‘lgan qandaydir metrik fazolardir. Bu 
fazolar masalaning qo‘yilishi bilan aniqlanadi.

Masalaning yechimi tushunchasi aniqlangan bo‘lib, har bir 
(peEyfunksiyalarga yagona u=R(<p)eEl yechim mos kelsin.

Agar ixtiyoriy *>o uchun shunday s(e)>o sonni ko‘rsatish 
mumkin bo‘lib, p ^ p J ^ S ie )  tengsizlikdan р ^ и ^ й е  tengsizlik 
kelib chiqsa, masala (£*,£*) fazolar juftida turg‘un masala deyiladi.

Bunda ц=Л(#), <p, z E9, / = 1,2,... masalaning yechimi
berilgan shartlar (boshlang‘ich va chegaraviy shartlar, tenglamaning 
koeffitsiyentlari, ozod hadi va h.k.) ga uzluksiz bogcliq bo‘ladi.

Agar tekshirilayotgan masala uchun ushbu
1) ixtiyoriy <peEv uchun ueEuyechim mavjud;
2) и yechim yagona;
3) masala (£„,£„) fazolar juftligida turgcunlik shartlar bajarilsa, 

masala (£B,£ j  fazolar juftligida korrekt ( to ^ r i)  qo‘yilgan 
yoki to ^ r id a n - to ^ r i  korrekt masala deyiladi.

Aks holda masala korrekt qo‘yilmagan masala deyiladi. 
Yuqoridagi talablardan kamida bittasi bajarilmay qolsa, yechim 
boshlang‘ich va chegaraviy shartlarga uzluksiz bogMiq bo‘lmasligi 
ham mumkin.

Masala. Quyidagi Koshi masalasini yeching:
»»-%  + = °>

" г Ц =0- x>0- 
Yechish: Dastlab, tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiramiz. 

A=af2-a,,a22 ifodaninig qiymatini hisoblaylik. д=л, *>o bo‘lgani 
uchun tenglama giperbolik. Yangi  ̂ va  ̂o‘zgaruvchilarga o^tamiz: 
£ = 2y[x+y, r j-l^x -y  almashtirish yordamida berilgan tenglamani
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kanonik ko‘rinishga keltiramiz. U quyidagi kanonik ko‘rinishga ega: 
Berilgan tenglamaninig umumiy

yechimi u(x,y)=/{2y[x+y)+g(24x-y) ko‘rinishda bo‘ladi.
Bu yechimlar orasidan Koshi shartlarini qanoatlantiruvchi 

yechimni topamiz. Buning uchun quyidagi tenglamalar sistemasini 
topamiz:

g(2yfx)=x 
* /№ < > •

Natijada, /(2^)=  g(2VJ)= |  yechimlami olamiz, bu natijalami keltirib 

umumiy yechimga qo‘ysak, Koshi masalasining yechimi hosil 

bo‘ladi: u(x,y)=x+ 4 ,  x>0, Iу |<2-Jx.

Masala. Xarakteristikada berilgan quyidagi masalani yeching:
d2u

" t t  = t t > y + jr = oda u (x ,y ) = <p(x) va y - x  = o da ox qy

<P( 0) = ^(0).

(Eslatma. Giperbolik turdagi tenglamaga xarakteristikada 
qo‘yilgan masala Gursa masalasi deyiladi.)

Yechish: Dastlab, tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiramiz. 
A=a?2-alla22 ifodaninig qiymatini hisoblaylik. A = l, boMgani uchun 
tenglama giperbolik. Yangi £ va 77 o‘zgaruvchilarga o‘tamiz: = x + y  

, n = x - y  almashtirish yordamida berilgan tenglamani kanonik 
ko‘rinishga keltiramiz. U quyidagi kanonik ko‘rinishga ega: ^ = 0.

Berilgan tenglamaninig umumiy yechimi u(x,y) = /(x +y)+g(x-y) 
ko‘rinishda boMadi.

Bu yechimlar orasidan xarakteristikada berilgan shartlarini 
qanoatlantiruvchi yechimni topamiz. Buning uchun quyidagi 
tenglamalar sistemasini topamiz:

f(0)+g(2x) = <p(x) 
f(2x)+g(0)=v/(x)
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Natijada,/(2x)=<p(x)-s(0) va g(2x)= V(x)-f(o) yechimlami olamiz. 
Muvofiqlik shartidan esa /(o) + g(o) = ?»(ox=v'(0))tenglikni olamiz.

Bundan /(*+ > 0= v^^-s(O ) va g (x -y )= < ^ ^ j- f( 0) funksiyalami

aniqlab, natijalami keltirib umumiy yechimga qo‘ysak, masalaning 

yechimi hosil boMadi: =

Mustaqil bajarish uchun mashqlar
Quyidagi Koshi masalalarini yeching:
1. «v = 0 ;

“l,-.’=0- =M  h < i-  

2 . « ,,+ « ,= 0 ;

u|y. ,=  sinx, иж\у ж = 1 |x| < 00 •

3 .  ne - i k + 2 i^ + 2 M ,= 0 ;

MU = * , “j>| v. 0  = °* И<°°-

4. « „ -« „ -2 * 1 ,-2м, = 4 ;

«4*-о=“ Л  W <°°-

5- w„+2«v - i ^ = 2 ;

ul>-e=0- + И<«*

6. Mxy+3^+jcuK+jcyM=0;

U|r-J*= °> uT\r U =e-s' \  X < \.

7. Xutx+(x+^)uiy+yu>y = 0;

“I l= *J. И, 2jt2, Jr>0.

8. мв  +2(l + 2x)uJ9.+4.x(l+x)M)y+2wy = 0 ; 

Цх*>=.У> “x U = 2 ,  H < o o

9. - Уги„ - 2yuy = 0;

"Ui=;V. « , L = *  ><0.
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10. х2и„-2хуи„-Ьги„=0 ;

1 1 . yv„  + х(2у - 1)1/^ -  2x1ufr -  -J". = 0  ;

»,Ц = 1. *><>•
12. уиа ~(х+уУи^+хип =0 ;

«■I,.» х, х>  О

13. 1̂ + 2̂ +ы +2ы = 1, х>о, >><i;

14. хуцсу+хих-уи у +и = 2у, х > 0 , у  <«> ;

»U., = l - y .  - * - ! •

15. и +—!—(« ,+му) = 2, 0<х, у < 00дг + у

«U -*1- " .U =l+jr-

16. и„-и + -и ,--и  =0, |х -^< 1, |*+.у-2|<1
X  У  •

И,(х), и0 € CJ (0,2), i / ,€ C ‘(0,2).

17.

I

18.

19.

20 . 

21. 

22 .

2ы -e~xuw =4х , -о о < х ,  у< оо

•х* cosх, и J  = х* + 1- 

d*u I d^-n  j _л ^
ай  а 1 ’ "1- _0 ,аг = —X — 1 .

йг dcdy ду дх ду дх
3 у .

сдги , д2и д2и ди ди п . * Эм
5^ +6i ^  V +& +* =0’

3 ^ +2 ^ - - g +f +|  = °, dx" cbrdy ду <2г ду й*

^ _ 6^ +8^  + Й£-2|1  = 0, и| _(,= 2х, — 
дх дхду ду дх ду 1 ду

г=Ю

= 5у.

= 4 у .

= Зх + 1
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

асг "
-8-------1-3—г-+2—

йхЭу ау ах ау

Зл . - 2 * L - ^ l - 0  и1
3 & 2 дхду дуг ’ 1 v«0

3§ -
- 5 — + 2 ^  = 0 , 

дхду ду' “U =

• S
+3i ! 2 . - 5 ^ = o ,  

асду ау* uU =

3 ^ _ 4 - ^ - 7^  = 0 „1 .
&2 ckdy ау2 ’ MU-o‘

д1 и _ д2и ,& и  л■5----- + 6—7 = 0 , ;
cbrdy ду

j  .
а*2 u \ y -0 ~

3 ^ 4 а2м + а2м 3 aw du
4 -  — — —

3 & 2 ахду ау2 а* dy

д2и дги сд1и ди
т т + 4 - г г : - 5т т + ^ : -

= 3х диЭ —ду>

ди
ду

дн\
Щуш
ди
ду

ди
ду

L=o:

= F(x).

= F(x).
.0

= F(x).
о

= F(x).
о

= F(x).

д2м дги ди . I ди
* a ? - W 2&=0’ "U=*  &

= 2/ .

.  сги о~и - ои , 4 йм
асф а̂у2 ау

=  Зх3

= 2/ .

Э2и д2м „ ди
&С(

д*и дГи . ди п I 4 ди
& ’ "I*" '  ’ а*

0 +Й = 0’ “*• дх дхду atl^,

. дги д*и ~ди . . з„|
Ахй * - уФ +3» я0’ * ~ ш4х'- *  =8х-
. а 2;/ а2*/ _ ди л , э„

У А 2 А * и >-1~ *» ~  ЙХЙу С>У Эу 1 с(у
а2м а2м .  а» _  л , 2  х ди

Х  F fr f iu  Яи ’  U \ y - i ~ X  +  » Т “

= 15х2 •

дхду ду2

з̂ - 0 -21 =м,.=<>.£&ау ау ау |Г ау

>-|

= 6x2\ f c -
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39. . д2и дги ди4 Х-—Г-У----- + 7— = <
дх дхду дх

40. II«п*

«
it
к

41. ,  32м &и . диЗх—-— у-----+ 4— =
Зх дхду дх

42. д2и д2и ди2х—- - у ----- +5— =
Зх дхду дх

43. дги д2и ди
3х5 ? - , * * + 4 *

44. _ дги д2и -ди 
2x—j -У^Т~ + 5-Г дх дхду дх

45. а2м &и ди
V ' 3V * “

46. 3 , Л _ 2 Л  + * .  
ас ф> а»

47. д2и д2и ди 
3-̂ -— - 4У т т + — =асф ау ф>

48. „ д2и с d2u 5u
а Т "  ^  Т  асф ф' ф>

49. . д*и .  дги ди
*хт у~ 3У~^г~т:=дх ду дх

50. _ а2м 32м 5т/

51. 3 x ^ - 2 ^ +2f 
асф ф  с

52. . а2!/ а2ы ^ Эи4л---г - у -----+ 7— :
& 2 асду ас

53. 2 & U  2 & и  л

'  г ё ^ а Г ° : ‘

54. ^ _ 3  i ^ . + 2 / |  

а с 2 а г ф >  5

ди
дх

ди
ду

ди
дх

= 2 у ".

2х'«

= ' 7*jp=1

= 2 у \

1х=1

= / .

1 ди 
’ ду у .  1

= 2 /  -у .

н : = 1- 2jc ■

Г-Г ’ ду

-зу .

= 5л + 2

Х=1

, 2 ^  

- 2 v2 ди

=1 -У

Эу

=2У.

= 4 — х2 •

аг =дг2.

ды
ау

.2  ЭЫ

* Ф
:4*3
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с с -» 2 52и , ,  д2и . ,  2 d2u . г ди . . .ЬЬ. Зх —г-16ху----- + 16у—7+15х— = 0; м ,= 5х
дх2 > дхду У ду2 дх ’ |ус‘ -Зх2,

9м
ауу*|

= IOjc4 -9jc2.

56.

57.

58.

59.

60. 

61 .

W^=°:a 2 &2 > “S'...
4 £  J =2jx, —

2 d2u _ 2 а2м ,  ди ,  ди л . , , я*/
1 i ? ' 9'  ^ +6-T¥ +6^ =0; "U=3̂ |
d2u ,  a2« .  , d 2u .  du 
^ - 3̂ +2y ^ +3^ =0>
.  •> a 2i/ . ,  а 2м f ,  2 d2u . .  du n I , dit
Ъх& - ХЬху- ^ +Х(,у ^ +I5*& =0;
a2?/ _ . а2м 2 дги du . .  ,4 a?< л .—r + 2 sinx--------cos jc— 7  + —  + (sinx + cosx + 1)—  = 0 :
dx2 dxdy dy2 dx dy

I 911
jy —— cosx = ^+ 2 sin x,

= 0.

= x2.

= X ■

20

-  3

^sinx,
Ф  y— cosx

62

dy

d2u . d2u 2 д2и ди л ,
a ? +2sm-l a ^ _cos % ’ "U — =,+cosjr’

du

y — CM]

= 0 .

7-------

d2u . . а2и _ •, ча2м а»O J. —r--2sm x--------(3+cos x)—— cosx—  =
dx dxdy dy dydy U> "I|,^o,,= sin x,

du -V  2 y=COBC
и  и u u  .du  _i—- + x —  + (2 -sm x -co sx )— = 0 . 
dy dx dy

г а  d2u _ . а2м , 2 ч з2и . aw0 4 . —r--2sinx--------(3 + cos x) — 7  + x —
дх dxdy dy dx

. du §
u = 0 , —  = e z cosx.и1>— « aŷ y*CQtX

Xususiy hosilali differensial tenglamalar almashtirish yordamida 
kanonik ko‘rinishga keltirilgan, dastlabki tenglamaning berilgan 
boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimini toping:
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65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80. 

81.

3^7
-2—~ = 

df
а2»

а ^ 2 д£
д2и -4—-д&П з Г
д2и + 3— -дфп 1 J -

д2и - з — -d&rj V
д2и -2 — -дфп V
д2и 1 ди _

д&т) 4 Э77
д2и + 3 — -д&П+ V
д2и -3— -dgdrj V
д2и + 2— =д&т. дг?
д2и - 4 — -d4drj V
д2и =о; £

дфП
д2и 1 ди

д&п+ 3
д*и 2 ди _

дфт]
д?и 4ди_

дфт)
д*и 1 ди _

д&п+ 7 ^ “
д2и + 4 ди _

дх,
ди*L

а/

I ^  
', &11

3-S
дх

=о

= 7. 

= 1

= 2.

= 1.

= 1.

= 5.

= 4.

=Зу+1.

' ’ дх 
,2  Э м  

’
ди 

,э ди
’ Эу

= 3*2 + 1.

= Зх +1.

= 2+3̂ .

Зх •

5̂ 9/7 П Ч
= 3 /.
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82.

83.

84.

85.

86. 

87.

д и 5 ди л к л  4 I < ди

J ^ - + ^ “ = o ;  € = ^ у 4>ч = у , ^ ы = у - г гdgdrj 3ij д£ дх

д2и 3 ди л . г | , 2 ди\
d@tj п д ё  ’ 1

д2ы 9 ди п. г 3 2  I з ди

= 3 / .
r=l

= 3y+2. 

= Зу + 2.
=i

= ;с2 - 2 .

а2м 2 аг/
- ^ = 0 ; £ = * У ,т ? = * > * L i= * I+ 1 > lrа ^  ^ а£ |>- ах,»,

а2м 4 аг/ с 3 4 I . 2 а?/|
Т 7^ - + Т -Т 7  = ° ;  £  =  ,? = Х ,М| . =  4 х 2 — 1 - 6 .x.
агат; з^а^  ' * '  ' '  ' ,у" * дх\>ш1 

Xarakteristikada berilgan masalalarni yeching:
д2и д̂ и

8 8 . —т  = —T  j у  + х = 0 da и(х,у) = р(х), у - х  = Oda и(х,у) = ^(х),
дх~ ду 

Ч>{ 0) = V'(O).

~ Т  + 6 ^ Т “ + 5 'Т Т = ® j у - х  = Oda и(х,у) = <р(х), дх дхду ду

Sx-y = Oda и(х,у) = И->0. <р(0) = ^(0).
ол а2!/ ,  а2м _а2м _9 0 .  ^ 3 7  + 6 — — + 5—J  = 0 , у  = 5х + 3 da и(х,у) = р(х), 

ас ассу ау

у  = х - 1 da и(х,у) = <р(х), <з(-1) = i/(- l) .

л, а2« , а2м 0а2м л
9 1 .  Т Т “ 6 ^ Г '  + 8 'ГТ = 0 > у + 4х = 0  da и(х,у) = <р(х\ ах ахоу ау

y + 2 x + 2  = 0 da м(х,у) = у/(х), 9>(1) = V/(l).

00 _а2м - дги д2и
9 2 .  3 —J  + 2 —— у  = 0  , х -  у - 1  = 0  da и(х,у) = <р(х),

ах ахоу ау

x + 3y + l = 0da u(x,y) = y/(x), 0 ®  =  И л)-

4 ^Т""8 ^ Х '  + 3 ^ Т =:0» x + 2 y + l = 0 da и{х,у) = <р(х\ дх дхду ду1

Зх + 2у + 2 = 0 da ы(х, у) = ^(х), =  K “ i)-

f\A ->a2u ,  a2i/ ~а2м л9 4 .  3 —J  + 5— — - 2 —у  = 0  , x + 3y+ 2  = 0 da ы(х,у) = 9»(х), 
ах ахоу ау

2 х —у - 1  = 0 da м(х,у) = ^(х),
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q c  - .д ' и  д ги , д 2ы
дх1 й ф  d 7  ,2 j ,' 5-)' ‘ 4 = 0d“

x + 5.y + 3 = 0da w(x,>')=^(x), ^ з )  =  И з)-

n r  д2и д2и д2и .
й ?  ё Й *  3 ^  ’ 4 x - j .  + 3 = 0da«<jc,y) = «>(x).

2x + j / - 4  = 0da u(x,y) = у/(х), ^(б) =  ̂ (б)- 

0 * 7 д2и д2и ,  d2w л
йг2 ,2jr + ̂  + l = oda И(*.У) = *(*).

Зх -  у  -  2 = 0 da м(х, у ) = iy(x), (р{\) =  ^ ( 5 )- 

по ~д2и д2и лд2и _.
98 . 1кду~ ~д/~  4jr + ̂  + 1 = 0da »(*.*)«*(*).

x - 2 >  + 4 = 0da u(x,^) = ^(x), —|)  =  VK—3)- 

л л  д2и „ д2ы 1 5 2м л , лч.
9 9 .  —J  + 2 .T-—------- т т  = °» (л: > 0 ) ,  _у - 1 = 0  da и(х,>) = р(х).

ах* дхду х  ду 

х * - у = 0 < \ а и ( х ,у ) = ф \  ^(i) = ^ ( 1).

100. тт + 2х4т- = °у Су>0); ^-^=0daz<x,jF)=^),ах ашу 

x - 2  = 0da 1/(х ,Я  = ^(х), р(2) = ^(4).

1 0 1 . 2 ^ | 4 + 4т ~ = 0> (x > 0 );y -> fx = O daufoy )= № ),
дх' дхду

у -  2 = 0 da и(х,у) = ц/(х), <р(4) = ^(4).

102. = (х > 0), у-^= 06Ли(х,у)=Ф), 
дх' ду х  дх

у + х ?  + 2 = 0 d a  и ( х , у ) = ф ) ,  <р(\) = „ ( 1).

1 0 3 . ^ + b h x ^ - ^ + ± ^ - ' h x ^ = 0 ; y - S = O d M * , y ) = V < x ) ,
дх дхду ду chx ду дх

y - e ~ x =Odau(xj;)==y<*), ^(0) = ^(0).

4.2. To‘lqin tenglamasi uchun Koshining klassik masalasi 
C 2( / > 0 ) n C ‘( /> 0 )  sinfdan shunday U( x ,o  funksiya topilsinki, bu 

funksiya / > о da
u„ = а2 Aw+/(*,/)

tenglamani va quyidagi boshlang‘ich shartlami qanoatlantirsin:
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“Lo=^(*).4Lo=*4(*).
Bu yerda /,w0»wi -  berilgan funksiyalar.

Bu masalaga Koshining klassik masalasi deyiladi.
Agar quyidagi shartlar bajarilsa: 
fe(?(t>% u0 eC\R'), ц eC1̂ ) ,  n= l;
/еС*(/>0),Мо eC\Rn), ц eC2( /n , n=2,3,

Koshining klassik masalasining yechimi mavjud, yagona va 
quyidagi formulalar orqali topiladi:

n = l boMganda, Dalamber formulasi bilan
t 1 I I «'(l-r) /1 \

« ( • м )  =  - [ « о ( *  +  ° 0  +  , ' о ( * - я 0 ] + —  J  j f ( S , T ) d £ d T -  ( 1 ;2 2a ^  2a '  ,_e',_r)

n=2 bo‘lganda, Puasson formulasi bilan, agar n=2 bo‘lsa:

L j r ■+—  f «  +

+ J__3 , ».(fWi
2m Blu-i -т/ог(!- '

(2)
n = з bo‘lganda, Kirxgoff formulasi bilan, agar n=3 boMsa:

\  \ u№ dS

(3)
Ba’zida berilgan /,w0>Mi funksiyalarga qarab, «^2 uchun quyidagi
formuladan ham foydalanish mumkin:

® Г tU+l л2* , ч .
u(x,t) = V  ----- a“ Aiu0(x„...rx#I)+--------- r)diU  (2k)\ °V 1 (2*+l)! ,V 1 *} (2A:+1)!q

(4)
bu yerda, д -  Laplas operatori bo‘lib, * = 0,1.2.... marta mos ravishda 
Mo,Mp/ - funksiyalarga qo‘llanilgan. (4) formuladan foydalanish, 
berilgan funksiyalar, ayniqsa, ko‘phad boMganda qu lay dir.
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{ип = иа + иуу + ия + ах+ Ы 
u(x,y,z,0)=xyz 

ut (x ,y ,z ,0 )= x y + z

masalani (4) formula bilan yeching.
Yechish: u0=xyz funksiyaga keraklicha marta д operatomi 

qoMlaymiz: A°w0 = щ =xyz; Alu0=Au0(x,ytz) = u0„+u0yy+u0a =0+0+0  = 0 . 
Laplas operatorini keyingi qoMlashlarda ham nol hosil boMadi, 
demak, hisoblashni shu yerda to‘xtatamiz.

Xuddi shu hisoblashlami ux, f  funksiyalar uchun ham 
bajaramiz: A°w, =w, =xy+z;
A’w, = Д2м, =...=0; A°f=f = ax+bt; Д'/=Д2/= ...= 0 .

Hisoblashlami (4) formulaga qo‘yamiz, natijada:
u (x ,y ,z ,l)  = xyz + t(xy + z )+  f ( /-r )(a x  + br)dx = xyz + t{xy + z ) + aXl + —*— yechimni 

b 2 6
olamiz.

Masala: un = ua + ex; = sin*, M,|f=0 = x + cosx.

Koshi masalasini (1) formula bilan yeching.
Yechish: u0=sinx9 „l = x + cosx, f(xj)=ex berilgan funksiyalar. 

Masalani yechish uchun Dalamber formulasidan foydalanamiz:
1 .  x+l |  ( x + (l-r)

u(xj) = —[sin(jc + /) + sin(x -/)]+ — J(£ + cosg)dg + —j  je idfdr =
2  2  x - i  2  0 x - i t - r )

= -̂[sin(x + /) + sin(x -  /)]+ + sin £ j | + ̂  ^ = ^[s,n(Jf + 0  + sin(jr -  /)]+

+ (x+0— (* + 0_| +—[sin(x+/)-sin(x-/)]+JVjA(f“ rMr = sin(x + /) +
2  ̂ 2 2 ) 2 0

+ xt -  exch(i -  r)|* = sin(x + /)+xt + e*(cht - 1)

/i = 2va/j=3 bo‘lgan masalalami mos ravishda Puasson va 
Kirxgoff formulalari bilan yechganda, ba’zan Dekart koordinatalar 
sistemasidan qutb va sferik koordinatalar sistemasiga o‘tib yechish 
ma’qul. Quyida mos ravishda Puasson va Kirxgoff formulalarining 
qutb va sferik koordinatalar sistemasidagi ifodalanishini keltiramiz:
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Puasson formulasi:
_ i_ j  г щ , г Щ . . . +2 .  f » .« r e
2®{|,.-А-г)7а2(/-г)г-|^-дг |2 Ъ в * Ы а 21г- \ ( - х \г

1 Э r Ц,(£)</£ 1 r ^ r '’? / ( *  + pcosy.y + psin (t>,r)
2*'a к-i— VoV-l «■—-*1* 2ет» о « Jal(t-r)2-p l

+ 1 V M x + p m s p .y + p s i n p )  I d°j'-;Uo(x + p c o s< p ,y + p s \nip)
2 ™ { {  J a V - p 1 2 ш д , { {  J a Y - p >

Kirxgoff formulasi:

u(x,l) = - ^ r  j  TT—, j { f < t ~ ^ V # +т-Ц - j«,(f)aB + - i T| - [ i  /« .(« Л  
4 л п V a )  W f |{_J.. 4* r * L 'K - i -

= —Ц- f f f / l  Jc + pcos^sin^,3 / + /jsinfflsin^r+tfcos#,/- —|/?sin #*&?+
4*n Jooo V л ;

|  c t2 r r

+---- г I f |i/,(x + /3cos$>sm6,.)' + />sm©sin0,z + pcose)p* sinedOdtpdp +
4 m  l o o

1 d \* ж̂ж+ -—- - — f f fw0(x + pcosq>sinO,y + psin<psin0,z + рсоьв)рг s\n6d9d(pdp 4m

Mustaqil bajarish uchun mashqlar
Quyidagi Koshi masalalarini yeching:
a) (n=l)

104. Ц ,=Ча+6; « L =jc2> MrL=4jr‘
105. ч,=Чх+*'; ^ = * \  «,Ls *-
106. un=uxx+ sin*; i{^=smx, и,Ц=0.
107. u/,=w«+«x; 4 ^ =sinjf* ul 'c = x+cosx-
108. un=9uxx+s\Tvc; ^ = 1 , 1/ ^  = 1.
109. «^=Ae +sinok; « L =0» “/U =0-
110. w* = A x+ sinot; u\^ = 0, t/,^ =0.

b)(n=2)
111. ц,=Дн+2; «|^=дг, и,||яв= у .

112. t^&i+feyf; wL=x2- / ,  и,|/а0 = л?.
113. w„ =Дм+х3-Зду2; ^  =er cosy, m,|/=o =^sinjr.

114. t^=&/+/siny; «Ц=^2, ut\ia0= sm y.
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115. и„ =2Дм; «U=2xJ- y f < .= * * + / ■

116. 1/„=ЗДи+*3+ / ;  м|^ = х 2, w,|/=o= y .

117. « L = ^ > 4 L  = ̂ -
118. u„=(?&u; u|f=o=cos(bx+cj;), w,|^=sin(&T+cj;).

119. u„=<?£u; u , [ ^ r \  bu yerda г - . ^ + /  •

120. w„ = а2Дм+/-У; и|г=о = о, H#|fe0 =0, bu yerda г = Jx2+y2 .

c) (n=3)
121. м„=Ды+2*>*; ^ = x 2+ y - 2 z 2, u,|fa0=l.

122. w„=8Ah+/V; « L = / ,  «,U=z2*
123. =ЗДи+6г2; ^  = ^ V ,  = jq* , bu yerda

r = J x 2 + y 2 + z 2 .

124. мя = Ди + 6ter Л5Ш.У COS z, и|,_в=е**г cos zJl ,  и,| » *J"4* sin 5x.

125. u„ - d t u  = r \  W/|fi0=r4, bu yerda r = V*2 + y2 + z 2 .

126. и„=а2Ды+г¥, «L = °, M' L =0> bu yerda

Г = "уlx2~î y2~+~22 .

127. un = + cosxsinye% w)f=o = x2ê *', u,| = sinjre^1.

128. un = a2/±u+xJ cosQy+4z), =.rycosz, u \ ^ y z i .

129. u„ =д2Дм, w|/=0=cosr, иг|/=0 =cosr, bu yerda 

r = <Jx2 + y 2 + z 2 .

4.3. Issiqlik o ‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun Koshi masalasi
C*(t>Q)nC(t>0) sinfdan shunday „(*,о funksiya topilsinki, bu 

funksiya * € /r ,  />oda
u, =я2Ды+/(х,/)

tenglamani va quyidagi boshlang‘ich shartni qanoatlantirsin:

“Lo=«o(*)>
bu yerda /,w 0 - berilgan funksiyalar va \uQ\ < M , м  > о - biror son.

Bu masalaga issiqlik o4kazuvchanlik tenglamasi uchun 
Koshining klassik masalasi deyiladi.
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Agar /  eC2(r >0) funksiya va uning barcha ikkinchi tartibigacha 
hosilalari har bir о<.t<,T sohada chegaralangan, w0gC(/T) funksiya 
chegaralangan boMsa, u vaqtda Koshining klassik masalasining 
yechimi mavjud, yagona va quyidagi Puasson formulasi orqali 
topiladi:

1 I f ( c . u-i?

(2a>[jTt J  r- or-[2a j x ( t  -  г J

(5)
Quyidagi forrnuladan ham foydalansa bo'ladi:

(6 )
Masala. = w|fc0 = 2. Koshi masalasini yeching.

Yechish: Bu masalani yechish uchun (5 )  forrnuladan 
foydalanamiz. Bu holda berilganlar quyidagilardan iborat: a=2, 
Mo(JC) = 2 , f(x,t)=t+e'. Ulami (5 )  formulaga etib qo‘yamiz:

=o (.x-i)1
u(x,t) = — '~ г= Ы  № d f + f  f—ц £ = е  '«'-"d&T = /, + /2-2jm l Joi4^(r-r)

(7)
r+ cbu yerda /, = _!=  f«T «* ^  va /2 = Гf ______2>/^i

alohida-alohida hisoblaymiz.

e x6i,~T)d^dr. Integralami

/■ =
* 2 ^ i

-j=\e-*'dn =

rj bclgilash kiritamiz4yTt 
£ = x -4 y /ir j 

d£ = -Ayfidrj 
g -  -oo -> 7  = oo 
£ = oo ->rj = -co

= V̂r - Puasson integrali
л/л-
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demak, /,»2.

/, = f f—г = = е  - integralni hisoblashda ham
11 *4^ )  6

yuqoridagi kabi fikr yuritib, hisoblashlami bajaramiz va quyidagi 
,2

natijani olamiz: I1 = - + e , - \ .  Ikkala integralni (7) ga qo‘yamiz, 

natijada quyidagi yechimni hosil qilamiz: u(x,t)=—+e, +1.

Mustaqil bajarish uchun mashqlar
(5) yoki (6) formulalar yordamida quyidagi Koshi masalalarini

y e c h i n g .

a) ( n = = 1 )

1 . и , = 4 и а + 1 + е ' ,
4 - = 2 -

2 . и ,  = u „ + 3 t 2 , 4 - , = s i n x .

3 . w ,  = u x x + e ~ 1  c o s x . , и | м , = с о « .

4 . u ,  = u x z + e '  s m x , 4 ^ = s i n * .

5 . м ,  = м я - н > т Г , ft ■ О
И *
1

6 . 4 " .  = " » .  4 -
=  е  W .

7 . « 4 = 4 »  4 -

II

8 . = " ~  “ L
=  s i n  х е ~ х  .

b )  ( n = 2 )

9 . и , = й и + е ' ,  4 Л =  c o s x s i n > > .

1 0 . и ,  =  A M + s i n / s i r u r s i i r y ,  u | / = o  =  1 .

1 1 . 1 4  = A M + C O S f ,
4 - . = J » ,« ' ' ’ v -

1 2 . 8 ц = Д и + 1 ,  4 л =  .

1 3 . 2 Ц  = 4  4 - =  с о  s x y .

c )  ( n = 3 )

1 4 . 1 4  = 2 A m + / c o s c , M L = o  = c o s > ' s i n z -
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15. и, =3йы+е', u||-0 =sin(x-j>—z).

16. 4ц =&/+sin2z, и| = i sjn2z + „-*■COS у .1-0 4

17.  ̂= AM+cos -̂y+z), «J = g-C'W.
18. u { =  A u } ыЦ =cos(xy)sinz.

d) Quyidagi Koshi masalalarini yeching 
w/ =Am, mU =“oW, jce/?’

bu yerda u0 quyidagicha aniqlanadi:

1 9 . u0 = c o sY^xk . 2 0 . uQ = e H'15.

21. «о

23. u0

( I 4 1' -
22. u0=^sin|\r4je
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5-BOB. 0 ‘ZGARUVCHILARNI AJRATISH 
(FURYE) USULI

Ushbu bobda tor tebranish va issiqlik o4kazuvchanlik 
tenglamalariga qo‘yilgan aralash masalalami yechishning Furye 
usuli o‘rganilgan. Mavzuga doir mustaqil yechish uchun misol va 
masalalar keltirilgan.

5.1. Giperbolik turdagi tenglama 
Uchlari * = o va * = / nuqtalarda mahkamlangan tor tebranishi 

tenglamasi masalasi uchun Furye yoki o^garuvchilarni airatish 
usulini bayon qilamiz.

Erkin tor tebranish tenglamasining:
d2u 2 d2u
~dt2 ~ a a?

(1)
boshlang‘ich:

«U = " o(* ).4U = “iW (2)
va chegaraviy:

» L s ^ « L s 0 (?)
shartlami qanoatlantiruvchi ы(х,о yechimini £> = {(x./):o<x</;/>o} 
sohada aniqlaylik.

Dastlab, (1) tenglamaning xususiy yechimlarini quyidagi 
ko‘rinishda qidiramiz:

“(x ,/) = X (x)7'(/) , (4)
bu funksiyalar aynan nolga teng emas va (3) chegaraviy shartlami 
qanoatlantirsin.
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(4) funksiyani (1) tenglamaga qo‘yib quyidagi oddiy 
differensial tenglamalarga kelamiz:

T'(t)+a2AT(t)=0, (5)
*"(*) + *Г<*) = 0, (6)

bu yerda л = co n st.

Chegaraviy shartlar quyidagicha bo‘ladi:
* (0 ) = 0, X(f) = Q. (7)

Natijada biz (6)-(7) Shturm-Liuvill masalasi deb ataluvchi 
masalaga kelamiz.

Bu masalaning xos sonlari:

Л = (у )  * = 1,2,...

va bu xos sonlarga quyidagi xos funksiyalar mos keladi:
f2 . 7dcx

*(*) v 7 sin_T '
boMganda (5) tenglama quyidagi umumiy yechimga ega:

_ , . knai , . knotTk (/) = ak cos —— + bk sm ——

Shuning uchun
/ л v / vr / ( kmt . kmt\ . клх Uk(x,t) = Xk(x)Tk(0 = I ak cos—  + bt srn -y - Ism—

funksiyalar har qanday ak va bk uchun (1) masalani va (3) 
chegaraviy shartlami qanoatlantiradi.

(2)-(3) shartlami qanoatlantiruvchi (1) masalaning yechimini 
qator ko‘rinishida qidiramiz:

w(*,0 = (x)Tk(0 = j r fak c o s ^  + bk s m ^ l s i n ^  (8)
Jb=l 1 )  1

Agar bu qator tekis yaqinlashuvchi bo‘lib, uni hadma-had ikki 
marta differensial lash mumkin bo‘lsa, u vaqtda qator yig‘indisi ( 1) 
tenglamani va (3) chegaraviy shartlami qanoatlantiradi.
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ak va Ьк doimiy koeffitsiyentlami shunday aniqlaymizki, (8) 
qator yig‘ indisi (2) boshlang‘ich shartlami qanoatlantirsin, u holda 
quyidagi tengliklarga kelamiz:

wo(*) = Z**sin̂ r> (9)*
uM = £ ^ b t s (10)

*=1 * *
(9) va (10) formulalar ц,(х) va И|<х) funksiyalarning (o./) intervalda 
sinuslar bo‘yicha Furye qatoriga yoyilmasini beradi. Bu 
yoyilmalaming koeffitsiyentlari quyidagi formulalar bilan topiladi:

ak = у |1/0(дг)ял^-Л ,
'о  '

bk = — f и, (x)sin dx . 
kna • /

Masala: Quyidagi masalani yeching:
ч,=и„+и, о<х</, «1̂ = 0, 1/L = /,  «L=°f «4.0 = 7 - 

Chegaraviy shartlar noldan farqli boMgani uchun, yechimni 
u = v+w ko‘rinishda qidiramiz, bu yerda ** =//до+у O', (0 -/*,('))>

//,(/) = о, //,(/) = /. U holda w(x,/) = j , yechim esa

i/(x,/) = v(x,/) + y  (*)

ko‘rinishda bo‘ladi. Yechimdagi **,0 funksiya quyidagi masalani 
qanoatlantiradi:

v« =v»+v+y> °<*<f.vL s0*vL =0» 4*=°» v/L =0- 0 0

Berilgan tenglamaning A.= (y )  xos sonlarini va siny-x xos

funksiyalarini aniqlaymiz. Shunga, asosan, yechimni quyidagi 
ko‘rinishda qidiramiz:

v(x,/) = f >.(0 (12)*
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Tenglamaning ozod hadi /(*,/) = funksiyani Furye qatoriga

yoyamiz:

/(*,/) = ̂ /„(Osiny x . (13)
/r=l ‘

fnit) - Furye koeffitsiyentlarini quyidagi formula yordamida 

aniqlaymiz: /„(/) = -}/(£,Osin—^ « - j ^ s i n — Integralni bo‘ laklab
 ̂О  ̂  ̂о I 1

integrallab, natijada
/.(') = (-I)""— ( 14)

Л71

tenglikni hosil qilamiz.
(12) va (13) funksiyalami (14)ni hisobga olgan holda (11) 
masaladagi tengliklarga qo‘yamiz, natijada noma’ lum g„(0 funksiya 
uchun quyidagi Koshi masalasini olamiz:

( о = ( - Г -
701 (15)

k „ (0 = o , g„(/)=o.

(15) masalani yechishda, dastlab, tenglamaning yechimini quyidagi 
ko‘rinishda qidiring: g„(0=i„(0+g*„(0, bu yerda g„(t) - berilgan 
tenglamaga mos bir jin sli tenglamaning umumiy yechimi, g*„(0 - 
berilgan tenglamaning xususiy yechimi boMib, o‘ng tomonga qarab 
tanlanadi, bizning holda, g*n(t)=at ko‘rinishda qidirish mumkin.

(15) masalani yechib, natijada (11) masalaning yechimini 
aniqlaymiz:

4 M - ’

I ” )’ -')

701
s in ----X ,I (16)

(16) funksiyani (*) ga qo‘yib, berilgan masalaning yechimini 
olamiz, y a ’ni:
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Mustaqil bajarish uchun masalalar 
Quyidagi aralash masalalarni yeching:

i- u«=k, - 4u, (o<*<i)kL=°. «l= °>  " L =x2- x> “.L=°-
2. и„+2ц=и„-и, (0<x<*)"L=°> "L=°> = "-L=°-
3- «„+2u,=u„-u(o<x<x); a,L = 0, Ц„=0, u|,„=0, i/,L = *-
4. «„+«,="», (o<x<o«L =<> “L=°> “L =0> u-L =1_x-
5 .  « „ = « „ + « ,  4 > < x < 2 ) ^ = 2 l ,  ^ „ , = 0 .  " L = 0 > " . L = ° -

6 . U„=Uxx+U, (0<д</)и|л-)= 0 , u|w =/, w L= °>  “. L = y -

7 . Ц,=и„+Х(0 < х < х ); Ц ^ = 0 , ц „ = 0 ,  4 =0=sin2x, B ,L = 0.

8. и„+ц=«„+1(о<х<1); "L=°> «L =<>. "L=°> “.L =0-

9. a„-K„+2K,=4x+fe'cosx 0̂<x<|J; i/,|r f=2/, иЦ=яГ, u|Is0=cosx, 

u.l = 2x.'lr=0

10. i4,-H„-2a;=4/(sinx-x)|o<x<|j; и|„о=3> “<L|=,!+/> "L=3>

4 - .= * +sinx-
1 1 .  ua - 3 « ,  = H0 + i/- x(4 + 0  + COS (0 < x < * ) ;  f + l = я (,  + 1)>

«L=*> K.L=*-
12. u„ -7и,—=и„+2ы1—2/—7x+e"'sm3x (o < x < x ); <i-o=0> "1™=л,>

"L = 0> "<L=Jt-
13. n,+2n=u„+8u+2x(l-4/)+cos3x^0<x<|j; u,L=/, “Ц  = у> 

" L =0> “-L =JC- 
14. «„ =a„+4u+2sinJx (o <x <*)', ^ L = 0 , a, L = 0 ,  «L =°> “-L=°



15. 4,=«xr+10/+2sin2*cosr^O<x<|j; н,|^=0, « ,Ц = 0, и|,л = 0,

hL = o.
16. Ц,-Зы,=и„+2«1-Здг-2Г(о<х <1); «„ ,= 0, и|м = я, simx

’ '1<=о
. п <?и 2
1 7 - -%2= «(0.0 = 0, «(/,/) = 0, «(.х.О) =/(*),

f - W > )  = F(JT);

18 . =a z (/>0),  м(0 ,/) = 0 , «(/,/) = о, *<x,0)=5sii^f-^sin*f,

Эн , л.-(* .0 ) = 0;

1 о 2 д*и ..
~di*~a а ? *  « (0 ,0  = 0, «(/,/) = о, и(х,0) = о,

^-(*,0) = 6sin sin f̂̂  + sin at
о л  и 2 ."^Г=а (/>0), 1/(0,/) = 0, м(/,О = 0.

«(*,0) =■jsiiH f +4$1п^ s in ^ ,

~С*>0) = Л sin ^  + В sin *т-\ А,В = const s,p<=N. of

22.

23.

(?U 2 <?u
~д?~а a ? ’

(/>0), «(0,/) = o, «(Л0  = о, u(jc,0) = Ax,

II 4. И 
R

(/>0), u(0,/) = 0, * / ( / . 0  = o, u(x, 0) = 0,

f w e -
o,
4»

O^xZa,
a<x<p\

0, P<,x<>C.

«1%II
tS

I* (/>0), “(0,/) = o. «(/,0 = 0, , л. 4hx(I u(x,0) =----

f ( x . ° )  = 0;
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^ 4. — = ^ _  (/>0), м(0,о = о, «(Л О = о,

*(*,0)
—х, 0 й х £ с,

и п ’ 1г<х,0, = 0;
C K X S I ,  а '(с- 1

ОС 2 ^ U / лч-^Г = а ^Г’ (/>0)» "(0,0 = 0, «(/,0 = 0,

u ( x ,0 ) = f  [(f)1 - 2 ( f ) 5+ (f)],A > 0, Ц- u f i )  = 0;
at

/%/• j д̂ и . я,.~д?=а~д?' ( «(°.О*0,^(/,о = 0.и(х,0) = /(х),
ди—(дг,0)=̂ (х);

27’ У ^ а ? *
ди
аГ

(Х,0) == 0;

2 C?U
а 7 =а а ? '

^-(х.О ) = -̂sin

1 С¥и 2 (fu
~ а

^■(x.O) = sinA*

i. д*и
~¥ дх2 ’

д*и
* ~ ¥

д*и 2 д*и
~д? =а>

ди
d t

(Х,0):= ц>;

(Ри 
м *>

2 &U
-О  — г>

(*>0), «(0,0 = о, —(/,0 = 0, I<x,0)=y4sin^+5sir> ,̂
дх

it > 0), „ (0 ,0 = о, ^ ( / ,0  = О, «/(JC.O) = 0, 
дх

(*>0), 1/(0, 0  = 0, ^ ( / .о  = 0, м(.т.О) = О , f i ( x ,0 )  = u0;
дх dt

■ 0, ы(х,0) = , ̂ (х.О ) = 0
I at

п i/yn\=l«irv3*—Lcin̂ S

ди

ди

33. -ГГ^Т Т . (<>0). »(0.<) = 0, |i(/.O = 0.«(x.0) = x, ^(x.O) = u„;/"ж Г7Г di (//
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~ . д*и 2 ди34. ТТ = А Т Т . (<>0), ы(0,/) = 0, ^-(/.0 = 0, u(JC.O) = Ах

^-(jc,0) = s in ^ - 2 s in * f ;  
at

35. |? = 02§ ,  (<>0), »(/,().О, |^ -(0,0 = 0, «(*,0) >/(*), ^-(x,0) = F(x>,

36. | г= а2| т . (*>0),«(/,о = о. —(0,0 = 0, a(x,0)=,4cos£+Bsin£,
Cl дх дх

f(x.0) = 0;

37. ^ г =°2̂ ’ (,>0). »(/,<) = о. |j(o,o=o, и(*.о>=о,

^■(or.O) = 2 cos - 1  sin i f  ; 
at

38. $ = ° 2TI> (/>0)’ «(/,0 = 0, f i (o,o = o,4*,0)=cos*, 
at ox dx

^•(z,0) = cos^-|cos^-; 
at

39- "('•O = °* т^ ° ’0 = °> = 0 ’ 17(jf’0) = "°;at ax dx oi

40. § r - « * § .  (<>0),«(/,o=o,^(o,o=o,^.o) = f c i , | w ) = o ;

41. 1 г = ° ! ё ’ Ĉ >0), «{/,0 = 0. ^-(0,0 = 0, u(^0)=icosf-icos^;
of cbc ojt

42. -5j=e2-r3'> ((> 0)> »(/,0=o, ~(0.o = o, u(x,o)=/ - 1a  a r ax
-(x,0) = c o s * - 3 c o s ^ - ;

dt

r\\ . . .  . Эм^ “ - a 2cPu
arJ a ? ’

= «v>

З̂ М 2 d̂ u_ ■■ (7
a 2 d ? ’

f ^ 0)= F(x);

44. $ = al| r. (<>0), |i(o,i) = o. ^(/,o = o,u(x.o)=/(x),
dt dx dx dx
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45. Сг=°г§ .  (/>0), £i.(o,r)=o, (̂/.o=o,«(x.o) = o,
dt dx дх ox

T~(x,0) = cos2 ot

4 6 .  ^ = a 2^ ,  0>0), ®i(o,<) = o, ^ (,,,)=o.«(x,0)=sirf^,
Ci o r  dx dx

f^ (x.0) = 0
Ot

4 7 . § = * > § .  ( r > 0 ) ,ln (o,o=o. £(/.o=o,
Cf ar dx ox

и(х,0) = 1+ c o ^ f -  j  COS^f, —  (x,0) = 2 cos *f- - 1  cos ^ ; 
dt

48- S =°! S ’ (<>°)’ ? » . ' ) - e,dt ax dx dx i

^ (x .o > = o ;
dt

4 9 . § = A  (<>0), — (o .o -o . 5n(,./)= o .^ O )= s ir f f ,
dt dir dx dx

^ u . o ) = x ;
Ot

50. (<>®).— (o.o=o, ^ (/ .o - o. b̂ .o) - * ,
Сд Сд dx ax

5 1 .  (^ > 0),— (0 ,0  = 0. ^ - ( / ,0  = 0, ы(х,0) = / - х ,
dt dx dx dx

4r"(x.0) = cos2 ^  j ot

5 2 .  (/>0)» ^ ( 0.0 - 0. |^(/.0 =0.«(x .0) = c o s ^ ,a 2 doc dx dx I

f (X.0) = ,-X.

5 3 . ^ = а г^ ,  (/>0), о<х</, « М ‘ 0, !^(/,/) + /ш(/./) = 0, А>0, 
сг от

и(х,0) = /(х). ^ ( x .0 )  = F(x);
Ot

5 4 . f r = eI0 >  ('><>). о<х</. »(о,о=о, Ц (»,о+ М Л О  = о.

А > 0 ,  ^ ( х ,0 )  = 0; 
ot
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д*и д*и
55. ('>0)> 0<х</, — (0,0 = 0, —(/.г)+ /»«(/,/) = О, А> о

а  ах дх дх

«(х.0) = /(х). ^ (x ,0 )  = F(x); 
at

д*и tfu
56. (/>0)> 0<х</, — (0,0 = 0, — (l,t) + hu(l,t) = 0, h>0,^  _ ^ 2 , 

»/(x,0 ) = 0 , ^-(x,0) = I; 
at

d*u , d*u
57. = (/>0)>0<x</. ^.(0,0 = 0, ^-(l',) + hu(l.t) = 0 ,h > 0,

u(x,0) = .4*, ¥ - ( ,,0 )  = 0; 
0/

2̂̂  2̂̂
58. т т =а2тт»  (^>0), о<л</, m(/,o = o, — (o,/)-/n/(o,/) = o, л>о,at ax dx

Цх,0)=/(х). ^<x.O)=F(x); at

59. C r = o2^ »  (/>0)» 0<X</, — (/,0 = 0, — (0,0-A«(0,0 = 0, A>0 ,at сйг dx dx

*/(x,0 ) = /(x), ^-(x,0 )=F(x); 
at

d*u d̂ u
60 ‘ =*2 TJ> (' > 0)’ 0 < x < /. 1^(0,0 - MO.O = 0, I-(/.r) + Ли(/,/) = 0,Ot ax dx dx

h> 0  u(x,0 ) = /(x). ^-(x,0 ) = F(x);
от

/-1 . л . д .. s..
61- '^ '=a (^>0) , 0 <x< /,~ (0io - V ( 0,O = 0, ^■(/,0 + л2и(/,0 = 0.от dr 5x dx

A, > 0 ./,, > 0 , m(x,0) = /(x), ^-(x,0) = F(x)- 
at

6 2 . а 7  a ? ’ ^ >0),o<jr</-"(o-')=o- * ( •  )’

и(х,0) = /(х), ~(х,0) = F(x);
ОТ

« .  0 = ^ 0 ,  (<>0),0<х</. ы(О.г) = о, 0 (/ ,/ )= ^ | (/ ,О ,

«(х,0 )= Л х,^-(х,0 ) = 0 ; 
at

6 4 . (»>0), 0 <х</, f^«>./) = 0, ^ ( />')=-А^(/,0.

«(*.<>) =/(x),|l(x,0) = .F(x);
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65. | T=°2%  ('>0),0<х</,$(0,/)=А^(0,0. §(/,0=-А^(А0.

*(х,0) =/(*), ^(*,0 )=F(x); 
ot

д*и . д2̂а и яи ди(л Л
66- F +2a “ a ?  ^<°.'> = o ;-[-,< J= o; ,,(x.o>=/<x).

|^(x .O )= F(x);

с п  dru ди и и qu д и ( к  \ ли
й г а ~ & 2 -^ ( 0 .0 = 0 ; - ( ^ - ,/ J  = 0 ;„ U,0 ) = coSx. _ ( х , 0 )= 0 ;

ztq d2 м д2ы ЗиГя- \
- ^ Г - 2 м = —  « (0 ,0  = 0 ; — ^ - ,/ 1 = 0 ;  Ы(х,0) = / (х ).

|^ (x ,0 ) = F (x ); 

С̂М _ Й2!//:о м « дм Г*  ̂ л
69‘ ~dS~5U = aS /<*>.

Л* daf)T  ̂ д„
70. ^ - 1 0 -  = ̂  и(0,/)=0; — |-,M=ft»(x,0)=/(xX ^(х,0) = 0;

71. ^ ?-1(i'=0  u(0,/} = 0; ’'j = 0; "(̂ 0)=̂ sinx+sin3x,

^ ( x , 0  ) = F (x );OT

7 0  17 ^ Л n
/2- a 7 " "(0*')=0; 2 J ,'(jr,0)=/(Jf)’

^ ■ (x ,0 )= F (x );

5.2. Parabolik tur dagi tenglama
Bir jinsli ingichka sterjenda issiqlik tarqalish masalasini ko‘rib 

chiqamiz, uning yon sirti issiqlik o‘tkazmaydi, * = 0 va * = / 
chegaralarida esa nol temperatura saqlanadi deb faraz qilamiz. 
Ushbu masala uchun Furye yoki 0 ‘zgaruvchilami ajratish usulini 
bayon qilamiz.

Quyidagi masalani qaraylik:
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tenglamaning boshlang‘ ich:
MLo=“oW> (18)

va chegaraviy:
“U=<*“L = °. О9)

shartlami qanoatlantiruvchi M(x,o yechimini d = {(*,/):o<x</;/>o} 
sohada topish talab etilsin. Dastlab, (17) tenglamaning xususiy 
yechimlarini quyidagi kolrinishda qidiramiz:

u{xj) = X(x)T{t), (20)
bu funksiyalar aynan nolga teng emas va xw  funksiya (19) 
chegaraviy shartlami qanoatlantiradi.

(20) funksiyani (17) tenglamaga qo‘yib quyidagi oddiy 
differensial tenglamalarga kelamiz:

Г(/)+а2ЛГ(0=0, (21)
Лг,,(х) + >иГ(х) = 0, (22)

bu yerda я = const.
x(x) funksiya uchun chegaraviy shartlar quyidagidan iborat:

^(0) = o, x(i) = о. (23)
Natijada biz Shturm-Liuvill (22)-(23) masalasiga kelamiz.

Bu masalaning xos sonlari

ЧтУ -
bo‘ lib, ularga quyidagi xos funksiyalar mos keladi:

Xt (x) = sin •

Я bo‘ lganda (21) tenglama quyidagi umumiy yechimga ega:

Tk(l)  = a ke ^ ’ > .
Shuning uchun

kmuk(x,t) = Xk(x)Tk( t ) ^ a t e ^ ^  sin —



funksiya har qanday ak uchun (17) masalani va (19) chegaraviy 
shartlami qanoatlantiradi.

(18)-(19) shartlami qanoatlantiruvchi (17) masalaning 
yechimini qator ko‘ rinishida qidiramiz:

Agar bu qator tekis yaqinlashuvchi bo‘ lib, uni t o‘zgaruvchi 
bo‘yicha bir marta x o‘zgaruvchi bo‘yicha ikki marta 
differensiallash mumkin bo‘ lsa, u vaqtda qator y ig ‘ indisi (17) 
tenglamani va (19) chegaraviy shartlami qanoatlantiradi.

ak doimiy koeffitsiyentlami shunday aniqlaymizki, bunda (24) 
qator y ig ‘ indisi (18) boshlang‘ ich shartlami qanoatlantirsin. U holda 
quyidagi tengliklarga kelamiz:

(25) formula û {x) funksiyaning (o./) intervalda sinuslar bo‘yicha 
Furye yoyilmasini beradi. Bu yoyilmaning koeffitsiyentlari quyidagi 
formula bilan topiladi:

Dastlab, (26) tenglamaning xususiy yechimlarini (20) 
ko‘rinishda qidiramiz.

at(jc) va 74/) funksiyalar aynan nolga teng emas va x(x) masaladagi 
chegaraviy shartlami qanoatlantirsin.

(2 0 ) funksiyani (26) masaladagi tenglamaga qo‘yib quyidagi 
oddiy differensial tenglamalarga kelamiz:

(24)

. ^  . КЛХUo(x) = 2,«*sm— 
*=1 *

(25)

2  r . . . knx ak = -\ u 0(x)sm——dx .
1 0 *

M asala: Quyidagi masalani Furye usulida yeching:
Ч = «„+ “ , (o<x<l) «1^ = 0 , Hr f = 0 , H« = I3x- (2 6 )

Г(Г) + ЛГ(<)= 0,
А ' " ( х )  +  ('1  +  Ч Л ' ( х )  =  0 ,

(27)
(28)

bu yerda я = const.
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Chegaraviy shartlar quyidagicha boMadi:
л'(0) = 0, x (/) = о. (29)

Natijada biz Shturm-Liuvill (28)-(29) masalasiga kelamiz.
Bu masalaning xos sonlari:

-и '-
bo‘ lib va bu xos sonlarga quyidagi xos funksiyalar mos keladi:

„  , . . ЛПХ*„(*) = sin — .

Л = А>) bo‘ lganda (27) tenglama quyidagi umumiy yechimga ega: 

Shuning uchun
Tn(‘) = a.ê  ,

u„(x,/) = Xn(x)T„(t) = ane K } sin-

funksiya har qanday an uchun berilgan masalani qanoatlantiradi. 
Berilgan masalaning yechimini qator ko‘rinishida qidiramiz:

И(дг,0 = Y.X.T O O  = sin —j
..I *

ПЛХ

a„ doimiy koeffitsiyentlami shunday aniqlaymizki, bunda bu 
qator y ig ‘ indisi boshlang‘ ich shartlami qanoatlantirsin. U holda 
quyidagi tenglikni hosil qilamiz:

. _ V 1 • плх13-jr = 2,a„sm— ,

bu tenglik i/o(x)=13»c funksiyaning <o,/) intervalda sinuslar bo‘yicha 
Furye qatoriga yoyilmasini beradi. Bu yoyilmaning koeffitsiyentlari 
quyidagi formula bilan topiladi:

2 г . плх , ая = —113 • x • sin---- dx .
' о /

Bu yerda integralni bo‘ laklab integrallab, fl|, = — +l larga ega
" 7ГП

bo‘ lamiz. U vaqtda izlanayotgan yechim quyidagi ko‘ rinishda 
bo‘ ladi:
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, л 26/^ (-1Г  . */rrм(х,/) = -----  ̂ ' sin—я ^  п I

M ustaqil bajarish  uchun m asalalar 
Q uyidagi aralash  m asa la lam i yeching;

73. 4=“t*, (o<x</)w|JC=o = 0 , wL =0> Им>=л=с<™/.
74. u,=uz„  (0<x</)w|^=0, " L  = 0 > 4=o = ^ /“ jr)> b  = const.

75. 4=«tr} (o<x</)m|^=0> (Чг+Ны=0» «L ="•(*)•
76. Ч = « х г ,  ( о < х < / ) ( м х - Л м ) | ^ = 0 ,  ( и х +  / ш ) | ^ = 0 ,

77. *4  = M XXJ ( o < x < / ) m i |x mO= 0 ,  w x L = 0 ,  ^ = Ц = « И Й .

uQ = const, agar 0 < x < -
78. Ц=м„, (о<х</)«Хяя0 = °, M,L=°, n| "J 2

0, agar -j < x < /

lim «(*.')-?

79. !4=Ho> (o<*</)"xL=0> и,и=0,
2it0 I
~Y~xy a&ar 0 < X < -

2и / *
- ^ ( l - x ) ,  agar 2 " X</

bu yerda ^cons. lim „(*,,)_?

so. h =*̂ , (o<x<o"xL=o, «L=°> uL = jt2- 1-
81. 4="=+", (o<*</)“L =0> “L =0>Чл=|-
82. u,=uM-4u, (o<x<x)Hr f =o, « L =0> " L " * 2-® -

83. 4 =^, (o<*</)»,L=1* “L =0> "L= °-

84. n=«„+u+2sin2*sinx, 0̂ <jc<^ju,^ = 0 , <Ц=0> 4=.=0-

85. ul =u„-2uI+x+2t, (o < x < l)t “L  = 0 . "L=°> uL = e'sin «.

8 6 . u, =u„+u+25sin2xcosx, ^ 0 < x < y ju j^  = 0, u,|„£=l, « L = x -

87. ц  =n„+M+2sin2xsinx, (o < » < x) «,U = 0, 1̂  = 2*, 4л = 0-
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8 8 .  и, -и ^  +Ълх- и - ехs in x -f, (о < х < л) ^  = 1+/, 4 ^ = 1 + * ,  

m|jU) = l+ exsin2x.

89. и, - и а - и = х/(2-0+2сой, (о<х<я-)мхи = / 2, ux\ ^ ,= t\

4^)=cos2x*
90. и, -9и = 4sin21cos3x-9x2 - 2 ,  (о < х < я ) =0,

4=о=*2+2-
91. м, =Mxr+6M+2/(l-3/)-6x+2cosxcos2x, ^0<х * ^  = 1,

MU =JC-
92. u, =Mrc+6i/+x2(l-6r)-2(/+ 3x)+ sin2x, (o < x < л-) * 4 ^ = 1 ,  

"xL=2^+l, « L « .
93. w^Hxx+K+s-^+l+e-^cos2;* , (o<*< i), « U =/» 4=i: 

4=0 = 0*

-2л-,

2/,
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6-BOB. INTEGRAL TENGLAMALAR

Integral tenglamalar nazariyasi hozirgi zamon 
matematikasining muhim va murakkab yo ‘nalishlaridan biriga 
aylanib bormoqda. Integral tenglamalaming turlari shu qadar 
ko'payib ketdiki, ularga umumiy ta 'rif berishning iloji bo'lmay 
qoldi. Shunday bo'lsa-da, integral tenglamaning mavjud ilmiy 
adabiyotlarda qabul qilingan ta'riflni eslatib o'tamiz.

T a’ rif. Agar tenglamadagi noma’ lum funksiya shu 
fimksiyaning argumenti bo'yicha olinadigan integral ishorasi ostida 
bo'Isa, bunday tenglama integral tenglama deb ataladi.

Integral tenglamalaming ba’zilari va ulami yechish usullari 
bilan quyida tanishamiz.

6.1. Fredgol’m tenglamalari. Ketma-ket yaqinlashish usuli
Matematik fizikaning ko‘pgina masalalari U(/) noma'lum 

funksiyaga nisbatan

]K(x,t)u(t)dt = f(x), ( 1 )
а

I<(x) = /(*) + x\ K(xJ)u(t)dt (2)
л

ko‘rinishdagi integral tenglamalarga keltiriladi. Bu tenglamalarda 
/(jc) - ozod had va к(х,о tenglamaning yadrosi berilgan funksiyalar, 
я - (2) tenglamaning parametri, integrallash chegaralari a va ь 
berilgan haqiqiy o'zgarmas sonlardir. (1) va (2) tenglamalar mos 
ravishda Fredgol’mning birinchi va ikkinchi turdagi integral 
tenglamalari deyiladi. (2) tenglamadagi noma’ lum funksiya фr) 
integral ishorasidan tashqarida ham ishtirok etmoqda. Bu 
tenglamalardagi /(*) funksiya i(a^x<.b) kesmada, k(*,/) yadro esa
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<2(ай.х£ь>ай1 йь) yopiq sohada berilgan va uzluksiz funksiyalar deb 
hisoblanadi.

Agar (2) integral tenglamada / = o bo‘ lsa, unda u 
t

■<(*) = Л/KWMOA (3)
a

ko‘rinishda bo‘ lib, bu tenglama (2) tenglamaga mos bir jinsli 
ikkinchi turdagi FredgoPm integral tenglamasi deyiladi.

Nihoyat, ushbu

<p(x)u(x)=f(x)+я] K(xyt)u{t)dt (4)
«

tenglamaga uchinchi tur integral tenglama deb ataladi. Agar /
kesmada<p(x) = obo'lsa, undan (1) tenglama; <*(*) = i bo'Isa, undan (2)
tenglama kelib chiqadi. Yuqorida biz tanishgan integral
tenglamalaming barchasida noma'lum u{x) funksiya bir
argumentlidir, ya 'n i birgina * erkli o'zgaruvchining funksiyasidir.
Misol uchun quyidagi integral tenglamani olaylik:

i
u(x) = 3x -  2 + 3 J xlu(j)dl,

0
Bunda

f(x)  = 3 x -  2, K(x,/) = х/, a = 0 6=1

Л = 3
Demak, bu tenglama Fredgol’mning ikkinchi tur tenglamalaridan 

ekan.
T a ’ rif. Agar «(*), Хе[а.ь] funksiyani (1) yoki (2) integral 

tenglamaga olib qo‘yganda bu tenglama ayniyatga aylansa, u holda 
bu funksiya shu mos tenglamaning yechimi deb aytiladi.

Misol: u(x)= sin у  funksiya quyidagi integral tenglamaning

yechimi ekanligini ko‘rsating:

u{x)-̂ —\K{xti\{i)di = , bunda 
4 0 2
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Yechish: Tenglamaning chap tomonini yadro ko‘rinishining 
hisobiga, o‘zgartiramiz:

"W- /)«(/>*) =

= |(2-/)и(г)Л •

Hosil bo‘ lgan tenglamaga u(jr)= sin —x ni qo‘yib,
. 71 . 7Г

/Sin— / l s in — /
sin—x - — (2 — jc)f----- —dt + x\(2-t)---- —dt = sin— x -

2 4 0 2 '  2 2

Jt~ (/_ / / л/ 2 . л/\,.г / 2-/ та 2 . л/\,_Л x----- (2- x l ------cos— + — sin— fl, - +jd--------cos---------sin— I = —
4  ̂ \ n 2 i f  2 } ,a* \ n 2 n x 2}“ )  2

ekanligiga ishonch hosil qilamiz. Demak, u(x)= sin £-x funksiya

berilgan integral tenglamaga qo‘yganda ayniyat hosil bo‘ ldi. Bu esa 
t/(x)= sin j -х funksiya tenglamaning yechimi ekanligini ko‘rsatadi.

Endi ikkinchi turdagi Fredgol’m integral tenglamasini k e tm a-
ket yaqinlashish usuli bilan yechamiz. (2) tenglamada A'(x,y)va /(x)
funksiyalar o‘zlari aniqlangan sohalarda uzluksiz boMgani uchun 

6

\\K(x,y)\dy й M, а<,х<>Ь, тгис|/(х)| = m, (5 )
а

bo‘ ladi.
Agar (2) tenglama л parametri

M<— l-—  (6)n  M (b-d)  v ’
shartni qanoatlantirsa, u holda bu tenglamaning yagona ф) yechimi 
mavjud boMib, uni ketma-ket yaqinlashish usuli bilan topish 
mumkin.



Nolinchi yaqinlashish sifatida (2) tenglamaning ozod hadini 
qabul qilamiz:

ц>(*) =/(*)•
Birinchi yaqinlashishni

K,W = /(x) + ̂ ( x j ) / ( ^
a

munosabat bilan aniqlaymiz. Bu jarayonni davom ettirib n- 
yaqinlashishni

u*{x) = f{x) + x\K{xty)û x{y)dy, n = 1,2,... (7)
a

formula bilan aniqlaymiz.
Shunday qilib, (7) rekkurent munosabatlami qanoatiantiruvchi 

uQ(x), u,(x), (8)
funksiyalar ketma-ketligiga ega bo‘ lamiz.

Matematik analizdan ma’ lumki, (9) ketma-ketlikning 
yaqinlashishi

“oW+S k ( * ) - “n-.(*)] (9)i»=i

qatoming yaqinlashishiga teng kuchlidir. (7) formulani

(*) = f i x ) + K(x, y )[u ^  O') -  Си) + "„-г (yjtyy=
a

= / (* )  + У)ип-г (у Уу + O' )  -  (yj)fr = ( 1 0 )
9 a

+ *GwOk-iOO-4rt(y)]s&\ л = 2,3,4,...
a

koYinishida yozib olamiz.
(6) ga asosan, (10) dan darhol quyidagi tengsizliklar kelib 

chiqadi:
|tt0(x)|smf
К  (x) ~ «0(*)|  ̂m\X\M{b -  a),

К  CO ~ " i001 * Н ДГ М \ Ь - а ) г,

\иЛх)-и„.,(х)\йт\Я\аМ \ Ь - а Г .
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Shunday qilib, (9) qatoming har bir hadi musbat sonli 

М"(Ь-аГ (11)
/т=0

qatoming mos hadidan katta emas. (11) qator esa, (6) ga asosan 
yaqinlashuvchidir. Demak, (9) qator, natijada uzluksiz 
funksiyalaming (8) ketma-ketligi uzluksiz u(x) funksiyaga absolyut 
va tekis yaqinlashadi. (7) tenglikda «=«: limitga o‘tib,

u(x) = f(x) + A\K(x,y)u(y)dy

tenglikni hosil qilamiz, bu esa «(*) funksiya (2) tenglamaning 
yechimi ekanligini ko‘rsatadi. Endi (2) tenglamaning U(x) dan 
boshqa yechimi yo'qligini ko‘rsatish qiyin emas. Buning uchun 
aksincha, y a ’ni (2) tenglamaning U(x) dan boshqa yana bitta у(*> 
yechimi bor deb faraz qilamiz. U holda bu yechimlaming ayirmasi 
*(j0 = «(*)-v(*)(3) bir jinsli tenglamaning yechimidan iborat bo'ladi, 
ya 'n i:

ь
w(x) = K(x,y)w(y)dy,

a

w0 = max|w(x)|

deb belgilab olsak, oxirgi tenglikdan
w0 < \?\Ш0

tengsizlikka ega boMamiz. Agar w0*0 bo‘ lsa, oxirgi tengsizlik (7) 
tengsizlikka ziddir. Demak, vv0=0, bundan »{X) = o, y a ’ni «(.r) = v(jr) 
ekanligi kelib chiqadi.

6.2. Volterra tenglamalari. Ketma-ket yaqinlashish usuli 
Ta’rif. Ushbu

Л J К (x, y)<p(y)dy = f(x) ( 1 2 )
в

V(x) = f(x) + x\K(x,y)9{y)dy (13)
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integral tenglamalarga mos ravishda Volterraning birinchi va 
ikkinchi tur integral tenglamalari deyiladi. Bunda <p{x)~ 
noma’ lum funksiya, я tenglamaning parametri, f(x) -  ozod had 
I(a <, x <, ь) kesmada va K(x,y) tenglamaning yadrosi -  R(a<>x<b, 
a<> у <, x )  yopiq sohada berilgan deb hisoblanadi.

Volterra ikkinchi tur (13) integral tenglamasini ketma-ket 
yaqinlashish usuli bilan yechamiz. 6.1 paragrafdagi mulohazalami 
qaytarib,

<P0( x ) r ( 1 4 )  

funksiyalar ketma-ketligini hosil qilamiz, bunda

tengsizliklarga ega bo‘ lamiz.

Musbat hadli И-- - -  — - = mel4V(,~<) funksional qator я
i*-o л!

parametrning ixtiyoriy chekli qiymatida tekis yaqinlashuvchi 
bo‘ lgani uchun (15) tengsizliklarga asosan (14) funksiyalar ketma- 
ketligi absolyut va tekis yaqinlashuvchi bo‘ lib, uning limiti bo‘ lgan 
?(x) = lim^Cx) funksiya (13) tenglamaning yechimidan iborat bo‘ ladi.

|»-*л

Endi (13) tenglama yechimining yagona ekanligini 
ko‘rsatamiz.

Faraz q ilaylik, (13 ) tenglama ikkita <p(x) va ^(x) uzluksiz 
yechimlarga ega bo‘ lsin. Bulaming ayirmasi a;(x) = (̂x)- (̂x> bir jin sli

X

M*) = /(*). <P.(*) = /(*) + л] К Сy)dy, 

m = ma^/(x)j, N = m^\K(x,y^

Belgilashlar kiritildi. Bu holda
|p0 (x)| < ОТ,

M*)-Po(*)|= *\K(x*y)<Po(y)<fy <|Я|отЛГ(х-я),...,

(15)

to{x) = X\ K(x,y)eo(y)dy (16)
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tenglamani qanoatlantiradi. 
m = maxjfi>(x)| deb belgilab olsak, (16) dan

|<y(x)| £ |̂ |J|AT(jc, y)\(o{y)\dy <, |Л|№п‘ ( * - а )

tengsizlik kelib chiqadi. Bundan foydalanib (16) tenglikdan

tengsizlikni hosil qilamiz. Bu jarayonni davom ettirib, ixtiyoriy
natural n uchun

tengsizlikni hosil qilamiz. Bu tengsizlikdan n-¥oo da <»(x) = o yoki 
(p{x)=iy{x) ekanligi kelib chiqadi.

Shunday qilib quyidagi xulosaga keldik. Volterraning ikkinchi 
tur (13) integral tenglamasi, uning yadrosi к(х,у) va ozod hadi /(x) 
uzluksiz funksiyalar boMganda я parametming har bir chekli 
qiymati uchun yagona yechimga ega bo‘ ladi.

Bu esa Volterraning ikkinchi tur integral tenglamasi har bir я 
uchun ham yechimga ega bo‘ lavermaydigan Fredgol’mning ikkinchi 
tur integral tenglamasidan tubdan farq qilishini ko‘rsatadi.

Misol Ushbu

Tenglamani ketma-ket yaqinlashish usulidan foydalanib yeching. 

Ko‘rinib turibdiki,
/(x)=x va я=1.

Endi quyidagi munosabatlardagi ifodalarni hisoblab chiqamiz:
«»(*)=/(*)=*;

|ffl(x)| < \*\\\K(.x,yi<»(y)\<fy S |Л|! N'm

n.

u\
о

(*)= J(f-*)<* =
X

0
X X'

3 2
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va hokazo. Bu ifodalaming hosil boMishidagi qonuniyat ko‘ rinib 
turibdi. Ulaming y ig ‘ indisini hisoblasak, izlanayotgan yechimni 
hosil qilamiz:

V3 V5 V7( \ X X X  .
uyx)  =  X ------- + --------------+...=sirix
W 3! 5! 7!

6.3. Iteratsiyalangan yadro. Rezolventa.
(2) ko‘rinishdagi

<р(х) = Ях) + л]к(х,1)<р(1)<И (2)
*

Fredgol’m ikkinchi turdagi integral tenglama berilgan bo‘ lsin.
(7) tengsizlik bajarilganda (8) funksiyalar ketma-ketligi (2) 
tenglamaning „(*) yechimiga yaqinlashishi isbotlangan edi. Endi shu 
ketma-ketlikning har bir hadini batafsilroq o‘rganamiz. M a’ lumki,

<P>(x) = A x) + A\K(x,y)f(y)dy,
a

so‘ngra

<p2(x)=Д х)  + я { K(x, Г)р, (t)dt =
a

= f(x )  + x] K(x,l)f(t)dt + / \  K(x,l)dt\ K(l,y)f(y)dy.
a a a

Ikkilangan integralda interallash tartibini o'zgartirib,

K 2(*.>0 = \к(х,1)К(1,у)Л
Л

kabi belgilab olib,

<Pr(x) = f ix )  + X] K(x.y)f(y)dy + Л2 J K^x,y)f(y)dy
л a

tenglikni hosil qilamiz.
Bu jarayonni davom ettirib,
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ЛМ  -  Л*)+^t^'K (^y)/(y)dy (17)
в /=|

tenglikka ega boMamiz, bunda K,(xyy) lar
K,(.r,.y) = К(х,у)>

к,{х,у)=J *(*,/)*„(/,Ж', / = 2,з,... (18)
а

rekurent munosabat bilan aniqlandi. K,(x,y)funksiyalar 
iteratsiyalangan (takroriy) yadrolar deb ataladi.

Integratsiyalangan yadrolarni (18) ga nisbatan umumiyroq

К,^у) = \Кг (*, t)K,_r (/, y)dt (19)
m

formula bilan ifodalash mumkin. Haqiqatan ham, (17) da K, (̂t,y) 
yadroni yana shu (18) formula yordamida /s-2 bilan ifodalab,

K,(x,y) = \K(X,tl) \K(tl,t1)K,_1(t1,y)dt1 Л, =|}^(х,/1)АГ(/1,/2К ,.2(»2,у)<*,Л:
a L* J  a a

tenglikni hosil qilamiz. AT,_2(/2,>>) yadroni K,_3 orqali ifodalash 
mumkin va hokazo. Bu jarayonni davom ettirib, oxirida

b b
K<(x,y) = j--\K(x,tl)K(tl,t2)..X(ti_lyy)dtl..dtf_l

a a

formulaga kelamiz. tr o‘zgaruvchi bo‘yicha integralni ajratib, oxirgi 
formulani

b f b b
K ,(x ,y ) = [d t, J . . . J K (x,tl)K(tl,t2)...K(t,_„y)dtl..ilt,_l x

a a

x J . . . J K(lr ,tr, l )K (f,^ ,lr^)...K(tM,y)dtr^..dtl. t I
a a J

ko‘rinishda yozib olamiz. (20) formulaga asosan figurali qavs 
ichidagi birinchi integral Kr(x,tr) ga, ikkinchi integral esa K,_r{tryy) 
ga teng.

Shunday qilib,
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K,{x,y) = ]K r(x,lr)K^( l r , y)dtr
а

bunda tr ni t ga almashtirib (19) formulaga kelamiz.
(8) ketma-ketlikning yaqinlashishini isbotlangandagi 

mulohazalami qaytarib, айх^ь, а<,УйЬ kvadratda

f lX“ Kl{x,y)
i=i

qatoming tekis yaqinlashishiga ishonch hosil qilish mumkin.
Bu qatoming y ig ‘ indisi R(x,y>x) ni K(X%y) yadroning yoki (2) 

integral tenglamaning rezolventasi yoki hal qiluvchi yadrosi 
deyiladi.

(17) da л-юо deb limitda o‘tib, (2) tenglamaning yechimini 
rezolventa yordamida

ф)=Дх) + Л\ R{x,y,X)f(y)dy
a

ko‘rinishida yozib olishimiz mumkin.
Ж*, у, я) rezolventa Q(a<>x<>b,a<,t <Lb) yopiq sohada uzluksiz 

bo‘ ladi. Shu sababli, avvalgi formuladan /(*) bilan bir qatorda (1) 
tenglamaning ?(*) yechimining uzluksizligi kelib chiqadi.

Shunga o‘xshash, Volterra (13) integral tenglamasining 
yechimini rezolventa orqali yozish qiyin emas. Shu maqsadda 
matematik analiz kursidan ma’ lum bo‘ lgan Dirixle formulasini 
eslatib o‘tamiz.

Faraz q ilaylik, /(X,>) funksiya x = y, * = a, у = ь to‘g ‘ ri 
chiziqlardan tashkil topgan teng yonli uchburchakda uzluksiz 
bo‘ lsin. U holda д bo‘yicha olingan

J  = \\f{xty)dxtfy
A

integralni ikki usul bilan hisoblash mumkin. Avval x o‘zgaruvchi 
bo‘yicha a dan у  gacha, key in у  bo‘yicha a dan b gacha 
integral lash mumkin, y a ’ni
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ь У

J  = \dy\f{x,y)dx.
a  a

So‘ngra у  bo‘yicha x dan b gacha, x o‘zgaruvchi bo‘yicha a 
dan b gacha integrallash mumkin, y a ’ni

J  = \dx\f(x,y)dy.
a x

Oxirgi ikki tengliklardan

J dy] f(x,y)dx = \dx\ f(x,y)dy
a  a a x

tenglik kelib chiqadi. Bu tenglik Dirixle formulasi deyiladi.
(13) tenglama uchun birinchi yaqinlashishni

«?,(*)=/(*)+ 4  K(x,y)f(y)dy
a

formula bilan aniqlagan edik.
Ikkinchi yaqinlashish

<Pi CO = / С О t)<p{ (t)dt =
a

= f(x ) + X\K(x,t) f ( t ) +ДJ K(l ,y ) f (y )d y  dt = 
a L °

= Дх) + 4  K(x,l)f(t)dt + X'\K(x,,)dl\ K ( l ,y ) f (y )dy
a a a

tenglik bilan aniqlanadi. Oxirgi ikkilangan integralga Dirixle 
formulasini qo‘ lIaymiz:

} K(x,t)dt\K(t,y)f(y)dy. = )f(y)d y] K(x,l)K(l,y)dl
a  a  a x

Agar

K2(x,y)=\K(x,t)K(t,y)dt
X

deb belgilasak,

ftW -Л *)+4  K(x,y)f(y)dy+?\K,(x,y)f(y)dy
a  a
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boMadi.
Bujarayonni davom ettirib, xuddi FredgoPm tenglamasidek,

л М « / (* )+ 4 £ ^ * .< * > )/ 0 0 *  (20)e «=1
tenglikka ega bo‘ lamiz, bunda

(*. jo = * (*.>0

к д * . * ) = } * ( * , / = 2, з, ...
У

6.2 paragrafdagi mulohazalardan я parametming ixtiyoriy 
chekli qiymatida

£ Л '-*,(*,*)
/■=i

qatoming absolyut va tekis yaqinlashishi kelib chiqadi. Bu 
qatoming y ig ‘ indisini л(х,у,я) orqali belgilab olamiz. Bu holda ham 
R(x,y,A) ga (13) Volterra tenglamasining rezolventasi deyiladi.

(20) tenglikda n-*x> deb limitda o‘tib, (13) tenglamaning 
yechimini rezolventa orqali yozib olamiz:

Ф ) =/ (* )+ я} R(x, y, X)f(y)dy,
a

Misol. Ushbu
x

m(x) = x + J(/ -  x)u(t)dt 
о

tenglama rezolventa usuli bilan yechilsin.
Quyidagilami hisoblaymiz:
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^2(x,0=J(x-jX-y-^=](x--yXjr+J~/' jrV-r=l(x-4(x-/)-(JC- <y)ky f t  #

= }(jf-4(x-/)-(jf-j)]^ = (Jf-r)|(x-5>&--|(jf-j)2d[r = -(^_/)j’i ( ;c_J)2j + i^_3)j]'

Л (*-гуЛ(*_,)>«&=£
2 V ' 3 V ' 3!
Xuddi shu kabi * 3(x,/) ni topamiz:

(x,/)=- J  (x -  dl = -  т. ] (* - '  -  *+'X*- *f ds = -  f e z i
i -51 / 51

va hokazo. Bulami г к ^ ^ К ^ + ж ^ + Я к ^ х ,/)+... formulaga 
qo‘yib, rezolventani hosil qilamiz:

г(х,1,Х)=-{х-{)Л х $  +~=-sin(x-r)

U holda berilgan tenglamaning yechimi
я

w(x) = x—J  sin (jc -  t)tdt
0

boMadi. 0 ‘ng tomondagi integralni hisoblab quyidagi natijani 
olamiz:

w(jr)= sin x.

MisoL Quyidagi tenglamaning iteratsiyalangan (takrorlangan) 
yadro yordamida rezolventasi va yechimini toping:

<p{x)-l\xt<p{t)dt = f{x ).
о

Yechish: Birin -  ketin quyidagilarga ega boMamiz:

*,(x./) = XI.

*2 (*,/)=Jxw /Ж =X/y|l =y,

*j(x.0 = j/xw/A=p-,

л г .М -^ г -
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Agarda |Л| <3 bo'lsa, u holda rezolventa

r(xj,X) = g a  teng boMadi. Bundan ■>i *.il3 j  3 — Л

foydalanib yechimni ushbu <p(x)=/(.х)+Л\------f(t)dt ko‘rinishda
03 - Я

topamiz.
2 я

Misol <p(x) -  Я | sin(x -  2i)fp(t)dt = f(x) tenglama ixtiyoriy chekli я
о

uchun yechimga ega ekanligini ko‘rsating.
Yechish: K{x,t)=sir(x-2t) ekanligidan ikkinchi takroriy yadroni

2jt I 2jt
Кг (x,/)= J  sin(x -  2 j)sin(j -  2i)ds = -  J  [cos(x + 2/ -  З5 ) -  cos(x - I t -  j)]fc =

topamiz 0 2 0

= j sin^ +21 ~ +sin̂  ~2t~ =°'
Bu yerdan barcha takroriy yadrolar uchun Kn(x,t) = 0 boMadi. 

Shunday qilib, rezolventa /?(*./)= sm(x-2r) ko‘rinishga ega va yechim 

ixtiyoriy chekli Л uchun ?(*)=/(*)+ Л J sin (x-2t)f{t)dt bo‘ ladi.
о

Bu misoldagi yadro х,/€ [о,2я-] kesmada o‘z -  o‘ziga ortogonaldir. 
Olz -  o‘ziga ortogonal yadrolar uchun ikkinchi takroriy yadro 
k2(x,i) = o bo‘ ladi va rezolventa integral tenglamaning yadrosi bilan 
ustma -  ust tushadi.

6.4. Ajralgan yadroli FredgoVm tenglamalari 
Ta’rif. Agar (2) FredgoPm ikkinchi tur tenglamasida ishtirok 

etayotgan yadro ushbu

=!>,(*)*.(t) (21) 
/=i

koYinishga ega boclsa, bunday yadroga ajralgan (o‘zgaruvchilari 
ajralgan) yadro deyiladi, a,(x) va bt(t) lar [a, ь] kesmada uzluksiz 
funksiyalar.
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I

Ajralgan yadro uchun (2) integral tenglamani chiziqli algebraik 
tenglamalar sistemasiga keltirib yechish mumkin. Haqiqatan ham,

«(*) = /(*) + * j  К (*. t) u(t)dt

tenglamaga (21) yadroni qo‘yib, quyidagi ko‘rinishdagi tenglamaga 
kelamiz:

Ф 0=fix) + Л±СЛ  (x), (22)
/=i

bu yerda c, = \b,(tMt)di — noma’ lum sonlar.
s

Shunday qilib, ajralgan yadroli (2) tenglamaning yechimini 
(22) ko‘rinishda qidirish kerak. Bu funksiyani (2) tenglamaga 
qo‘yib, hosil boMgan tenglikning o‘ng va chap tomonlaridagi ц{х)
funksiyalar oldidagi ifodalami har bir >s 1,2... n lar uchun tenglab, Ct

larga nisbatan algebraik tenglamalar sistemasini hosil qilamiz:
n

CI = +A> »= U2,...,я ,
1

bu -  Ja,</)A,</)dr, p, = f f(l)bj(t)dt.
a  a

Bu sistemani yechib, Cf lami va demak, (2) tenglamaning 
yechimi «,(*) funksiyani hosil qilamiz.

Bu usulni n = 3 uchun batafsil bayon qilamiz. Bu holda 
CJ,/=1,2,3 lar quyidagicha aniqlanadi:
ь ь b
faC'MO* -C,. =C2, \b3(t)u(t)dt =C3.

i • (23)
Bu integrallardagi «(/> funksiya noma’ lum bo‘ lgani sababli, 

c,. c , va Q lar ham noma’ lum sonlar bo‘ lib, ulami topish talab 
qilinadi. Shu maqsadda (23) ni (22) ga n = 3 uchun qo‘yamiz:

<x) =f(x)+Ml(x)Cl +/Ц(*)С, +AzJ(*)Q. (24)
(24) ifoda yordamida (23) tengliklaming birinchisini 
o‘zgartiramiz:
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ь ь
С, = Jft,(0»(0<* = Jft,(01/(0 +А.,(ОС, + Дв,(0С, + Аа ,(1)С,]Л=

л а

= /*, (0/ (0  Л + ДС, J  4, (0  а, (ОЛ +ДСг 16, (г)о, (1)Л + ДС, J  4, (0*,(0А - (2 5 )
ш а а  а

0 ‘ng tomondagi aniq integrallar o‘zgarmas sonlar bo‘ ladi va 
ulami quyidagicha belgilab olamiz:

}б1(/)Л/)Л = Л, j61(/)a1(/)rf/ = oll(
0 0

|б,(0 <зг2 (0 <* = au, J bx(t)ay(t)dt = a„ .
e a

U holda (25) tenglik
Q = 4 +JClal l+JC2al2+AC3al3

ko‘rinishiga keladi. Bundagi C;,Q,Q noma’ lum sonlami o‘z 
ichiga oluvchi hadlami tenglik ishorasining bir tomoniga 
o‘tkazsak,

(1 -Aau)Q -/Ц 2С> -/Ц 3С, = 4  

uch noma’ lumli chiziqli algebraik tenglama hosil bo‘ ladi.
Shunga o‘xshash yana ikkita algebraik tenglamani keltirib 

chiqarish uchun (23 ) tenglamalaming ikkinchi va uchinchisiga 
murojaat qilamiz:

» &
C2 = J »2(0"(0<* = j6 2W (/(0+ ^.(0C , +Аа,(/)Сг +/UM0C,]<* =

a a

= f ьг (0 Л 0  dl + ДС, J i2 (0 о, (/)<* +ДС, J ft, (Oa, (0<* + ДС, J ft, (I) a, (0 * .
0 0 4 <J

Bundagi integrallami quyidagicha belgilaymiz:

jft,(0/(0<* = Ji,(Oa,(»)rf/ = a „ ,
a a
& A
jAj(/)a2(/)<// = ant \b2(t)a3(t)dt =au .
0 *

U holda
Q  +AC\a2l+AC2a22+ACia73

yoki
-/ЦД +(1-/Ц2)С2 = Л 

86



hosil bo‘ ladi.
Xuddi shuningdek, (23) dan:

ь b
Cy =jb}(t)u(t)dt = |V ')[/(0 + М О К  + Aa2(/)C2 +Яау(ОС,]сЛ.

Buni ham yuqoridagilar kabi o‘zgartirsak, ushbu 
— Ja32Cz+(l—Ja}3)C} =A3 

natija hosil bo4adi; bunda

\b,{t)f(i)dt = A„ fb 3(,)a,(t)dt = ,

Shunday qilib, biz C,Iarga nisbatan quyidagi chiziqli algebraik
tenglamalar sistemasini hosil qildik:

(l-Aan)Ct -Ла12С2-ЛапС3 = At

Bu sistemadagi 4  lar va lar ma’ lum sonlardir, chunki 
ularga mos integrallar ishorasi ostidagi funksiyalar masalada 
berilgan boMadi.

Endi (26) sistemani oliy algebradagi Kramer formulalari 
yordamida yechamiz:

Bu formulalarda

Ma’ lumki, o.ni topish uchun (28) determinantda birinchi 
ustun elementlari o‘miga (26) dagi ozoc* hadlami qo‘yish
kerak, D2 va A lar ham shu usulda topiladi. Shuni ham ta’kidlab 
o'tishimiz zarurki, (26) sistemadagi 4 ,Аг,А3 laming kamida bittasi 
noldan farqli bo‘ lganda, (28) determinantning noldan farqli 
bo‘ lishi shart.

-  Ло2,С, + (1 -  Лап )C2 -  ЛапСу = A2 
-Aa3lC, -AanC2 +(1 -Aa33)C3 = A3

(26)

l-Aa„ -Aaa 
D— 1 Ad 22 “ ^ 2 3

AjQyy 1 ^̂ 33
(28)
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Demak, я parametming D determinant™ nolga
aylantirmaydigan hamma qiymatlari uchun (24) ko‘rinishdagi 
yadroli (2) Fredgol’m tenglamalarini shu usulda yechish mumkin 
ekan. Shubhasiz, bu masalada ishtirok etayotgan barcha integrallar 
mavjud deb faraz qilinadi.

Misol. Ushbu tenglama yechilsin:

Bu misoldagi я parametr umumiy holda berilgan bo‘ lib,
K(x,t) = \ + xt yadro yuqoridagi (21) ko‘ rinishda ifodalangan.
Tenglamaning o‘ng tomonidagi integralni ikkiga ajratib,

i i i 
J(I + x /)u(/)dt = | u(J)dt + xj tu(t)dt

kabi belgilashlar kiritamiz. U holda berilgan integral tenglama
u(x) =x2 +ЛС, -i-ACjX

ko‘rinishida yoziladi. Noma’ lum funksiyaning bu ifodasidan 
foydalanib, c, bilan C2ni hisoblaymiz:

i
u{x)=x2 +k\{\ + xt)u(t)dt.

0

tenglikni hosil qilamiz. 
So‘ngra quyidagicha

C\ -  \u(t)dty С2 =}/м(/)Л
о 0

о о

yoki
(1 -  Я)С, -  —ЯС2 = —

Xuddi shuningdek,

о 0

yoki
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-у<1С, + (1-|л)С2=±

Shunday qilib, quyidagi chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi 
hosil bo‘ ldi:

(1 -Л )С ,-| лС .= ±

1-|я)с2=1

Bu sistemaning yechimini Kramer formulalariga asosan 
yozamiz:

- Di r  - D'-" ‘ IT*c , = - .  c ,

Bu yerda

D
l - я  --Я  

Л я  , - 1 д
=—(>Р-16Я+12)*0,

3 2
I 1--U
4 3

1-Я 2
з

- - Я  -  2 4
=— (3-Я). 12 '

Demak,
Я + 24 3 - Я

D  ~ 6  Я* -  16Я + 12 ’ ~ 2 ~ D “  Я* - 1 6 A  + I2

Bulami izlanayotgan noma’ lum funksiyaning yuqoridagi 
ifodasiga qo‘yib, uni quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

. ч 2 Я(З-Я) Я(Я+24)|/(х)=дс2+ -г -̂ ----- x+-
Я2-16Я + 12 6(Я2 -16Я + 12)

Bu esa berilgan masalaning yechimidir. Yechim ifodasidagi 
kasrlarning maxraji nolga teng bo‘ lmasIigi uchun я parametr

Л2-16Л + 12 =o
Kvadrat tenglamaning ildizi boMmasligi shart, у а ’шД*8±2л/з. 

Xususiy holdaя=2 deb faraz qilsak, yechim quyidagicha yoziladi:
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/ \ i х 13 
8  24'

Misol. Ushbu tenglama yechilsin:
x

u(x) = f(x) + A.jcos(x + t)u(t)dt.
0

M a’lumki,
cos( x + t) = cos .r cos t -  sin x sin t

va demak, tenglamani
JT JT

u(x) = / ( j c )  + Я cos* J cos tu(t)dt -  Я sin jc  Jsin tu(t)dt = 
о 0

= f ix )  + Ясобх • С, - Ябшл• C2

ko‘rinishida yozish mumkin; bunda
X  ж

С, = Jcos/m(0<*, С 2 = Jsin/i/(/)<ft.
о 0

Bu integrallarda U(o o‘miga uning yuqorida olingan ifodasini 
qo‘yamiz:

ж
С, = J cos t [ f  (/) + Я cos /С, -  Я sin tC7 ]d( =

0
X  ж ж

= Jcos tf ([t)dt + ЯС, J cos2 tdt -  ЯС, Jcos / • sin tdt.
0 0 0

Integrallaming qiymatlari

Jcos* Aft = —; jcos t • sin idt = 0.о  ̂ 0
bo‘ lgani uchun birinchi tenglama

( l- -y - )C , - A

koYmishda yoziladi. Bu yerda
ж

Л = Jcos (/)<*•
0

Xuddi shu usulda c,ni izlaymiz:
ж

Cj = | sin /(/(/) + Я cos /С, -  Я sin tC2 ]dt =
о

Ж Ж Ж

= Jsin tf (t)dt -  ЛС2 J sin2 tdt + ЯС, jcos t • sin Aft;
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bo‘ lgani uchun

bu yerda
ж

В = ŝ\rv tf(t)dl
0

va demak,

(I

Izlanayotgan yechim quyidagidan iborat:
, v . 2Лсо$х . 2 A sin or _ и(х) = /(x) + - — — A -  - — -— B.2 -Ля 2 +Ля

Bu ifodadagi kasrlaming maxrajlari nolga aylanmasligi uchun 
л *±—boMishi kerak. Xususiy holda, agar* = i, д Х) = л-deb olsak,

Я

ж ж
A = ftcostdt =-2, B = ftsintdt - x  

о о

bo‘ lib, yechim uchun quyidagi ifoda hosil bo‘ ladi:
4 2 n .u(x) = X ---------COS X --------- sin X.2 -n  2+я

Mustaqil bajarish uchun misollar
a) <г>(х) = я|/:(х>уМу)^+/(x) integral tenglamani quyidagi hollar

0
uchun yeching:

1 . K ( x ,y ) = x - 1 ,  / (x )= x .

2. K{x,y) = 2e**y, f{x)=e\

3. K(xty) = x + y -2x y ,A x) =x+^ -

b) <p(x) = л]к(х,у)<р(у)£Ь>+Ах) integral tenglamani quyidagi hollar
-i

uchun yeching:
4. K(x,y)=x>n-S/, /{x)=x1+x\



6. К(х,у)=хл +5х?у, А*)=х2-хА-
7. К(х,у)=2х/+5х2у\ f[x)=7xi +3.
8. К(х,у)=х2 -ху, /{х)=х2 +х.
9. К(х,у)=5+4ху-3х> -3/ +9лг/,

JT
c) ^(х) = л|ах, ^ ( ^  + /(х) integral tenglamani quyidagi hollar

о

uchun yeching:
10. /r(x.y) = sin(2x + y ) , f(x )= n -2x.

11. /f(x,.y) = sin(x-2v) > /(x)=cos2x

1 2 . К(x,y) = cos( 2x + y) s /(x)= sin x •

1 3 .  АГ(х,.у) = sin(3x + j') , /(x)=cosx.

1 4 .  K(x,y) = sin y + _ycos x , /(■*)= 1 -  — .
7Г

1 5 .  K(x,y) = Co£(x-y) ,  /(x)= 1 + cos 4x .

d) <р(х) = л\к(х,у)<р(у)4у+дх) integral tenglamani quyidagi hollar
0

uchun yeching:
1 6 . К(■*♦ У) = cos x ■ cos у + cos 2x cos l y % f  (x) = cos 3x

1 7 .  K(x,y) = cos x • cos у  + 2 sin 2x - sin 2y, f  (x) = cos x

1 8 . К (•*. У) -  sin x • sin у  + 3 cos 2x • cos 2y, /(x) = sin x

e) Quyidagi integral tenglamalaming barcha xarakteristik 
qiymatlarini va shu xarakteristikalarga mos funksiyalarini toping.

1 9 .  р(х) = Л j|sin(x + у) +

2 3 . q>(x) = A J (sin x ■ sin Ay + sin 2x • sin 3у  + sin 3x • sin 2y  + sin 4x • sin y)tp{y)dy>
о
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о
24. a va b parametrlaming qanday qiymatlarida quyidagi 

tenglama yechimga ega va shu qiymatlardagi yechimini 
toping:

<p{x) = 1 2 | Ĵty -  * * + ~̂ jP(y)dy + ax1 +bx~ 2 ?

25. a parametming qanday qiymatlarida quyidagi tenglama 
yechimga ega:

^(x) = л/Гб j[y(4x2 -3x)+ x(4y 2 -  3y)\>(y)dy + ax + — ?
о x

26. я parametming qanday qiymatlarida
i*

<p{ x) = Я J cos(2 x -  y)<p(y)dy + f(x) 
о

integral tenglama har qanday /(X)€ с фи*]) uchun yechimga ega, shu 
yechimni toping.

g) Barcha я va ozod hadga kiruvchi barcha a, b, с parametrlar 
uchun quyidagi integral tenglamalaming yechimini toping:

27. р(х)=Я j(^sinx + cos>0pO')4y + ax + *
-ж! 2

28. 0>(x) = Я J cos(x + y)<p(y)dy + a sin x + b
0
1

29. cp{x) = + xy)<p{y)dy + ax1 +bx + c
-1
1

30. q>(x) = A j(x2y + xy1)<p(y)dy + ax + bxl
-1
I j

31. <p(x) = A f—{xy + x1y 2)<p{y)dy + ax + b
-1 ̂

32. 0>(х) = я|^5(ху)  ̂+ 1(ху)У'̂ р(у)<1у + ах + ЬхХ

33. <p(x) = л\̂ ;̂<р{у)с1у + ах + Ьхг
il+>

34. р(х) = Я J (>/x + \[y)p{y)dy + ax1 +bx + c
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3 5 . <р(х) = я|(ху + х2 + у 2 - 3x2jy2)<P(y)d}> + ах + Ь 
-t

36. к(х,у) yadroning xos sonlarini va ularga mos keluvchi 
xos fiinksiyalarini toping va barcha л,а,ь,с lar uchun quyidagi 
tenglamani yeching

1 .  К { х ,у ) ^ ъ х + х у ~ 5 ^ / , / (x )=  ax .

2. AT(x,jv)=3ixy+5xy, f[x)=cu? +bx.

37. A'(jc,>)yadroning xos sonlarini va ularga mos keluvchi xos 
fiinksiyalarini toping va barcha л,а,ь,с lar uchun quyidagi tenglamani 
yeching:

<p(x) = Л J  K(x,y)<p(y)dy + /(x)
- x

1. K(x,y) = xcosy + sin x ,  /(x)= o + A cos x .

2. K(x,y) = xsin у + COS x , /(x)= ax +b .

/) Quyidagi integral tenglamalami yeching va я(х,у,л)
rezolventasini toping:

i
38. 9>(x) = /ljsin (x + y)<p(y)dy + f(x)

-i

39. p(x) = Я J (1 -  ;y + 2 xy)<p(y)dy + /(x)
-I
Ж

40. <p(x) = Я | (xsin у + cos x)<p(y)dy + ax + b
-JT

2r
4 1 .  V( x) = Я J (sin xsin у  + sin 2xsin 2 yy)<p{y)dy + /(x)

0
p) Har qanday я parametr uchun quyidagi integral tenglamalar 

yechimga ega bo‘ ladigan а,ь,с parametrlaming barcha qiymatlarini 
toping:

1
42. q>(x) = A (̂xy + x2y 2)<p(y)dy + ax2 +bx + c

-l
j

43. <р(х) = л̂ (\ + ху)<р(у)с1у+ах2 +bx+c, bu yerda a 2 +b* +сг -  1.
-i

44. ф )  = л\-]1=<р(у)4у+х2 +b
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I 1
45. ф(.х) = X^(xy--Aq>(y)dy + axl -bx + i

-i 3
i

46. <p(x) = Aj (x + + ax + b +1
-i
2»

47. f>(x) = A Jcos(2x + 4y)^(y)flfy + e"4‘
0
1

48. ?(*) = a| (sin xsin 2y + sin 2xsin 4>')рО')Ф' + ax1 + &c + с
-i
i

49. $?(x) = A J(l + x2 + y )̂<p{y)dy + ax+bxi
-i

q) Quyidagi integral tenglamalaming xos sonlarini va ularga 
mos keluvchi xos funksiyalarini toping:

50. 9>(x,, x2) = A J jjx, + x2 + ̂  Си, + y2 , y2 )dyydy2

51. q>(x) = A J(|x|2 +Ы2)рО')ф,х = (х„хг)
IrKl

52. p(x) = A f “ p-|̂ 0')<6,,x = (x,,xj,x3)
w<«l+lxl
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7-BOB. ELLIPTIK TURDAGI TENGLAMALAR

Ushbu bobda elliptik turdagi tenglamalar haqida umumiy 
ma’ lumot berilgan bo‘ lib, ularga qo‘yilgan korrekt masalalami 
yechish o‘rganilgan. Mavzuga doir mustaqil yechish uchun misol va 
masalalar keltirilgan.

7.1. Umumiy iushunchalar va fundamental yechim 
Issiqlik maydonlari (sterjen) qaralganda, bu maydonlarda 

issiqlik tarqalish masalalari ko‘ rilgan edi. U maydonlar statsionar 
boMmagan maydonlar boMib, issiqlik tarqalish jarayoni vaqtga 
bog‘ liq edi.

Endi issiqlik tarqalish jarayonini statsionar deb qaraymiz, y a ’ni 
vaqt o4ishi bilan maydondagi temperatura o‘zgarmaydi. Bunday 
maydonlar statsionar temperaturali maydonlar deyiladi.

a) Bir jin sli sterjenda issiqlik tarqalish jarayoni statsionar 
bo4sin, u holda issiqlik tarqalish tenglamasida -̂ = 0 bo4lib

tenglama

§ = 0  ( i )

ko‘rinishga keladi.
Agar sterjenga doim issiqlik manbalari ta’sir etsa, tenglama

д2и
v = ~g (2 )

ko‘ rinishda bolladi.
b) Bir jinsli membranada issiqlik tarqalish jarayoni statsionar 

bo‘ lsa, issiqlik tarqalish tenglamasi

<3>
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ko‘rinishda yoziladi. Agar membranaga doimiy issiqlik manbalari 
ta’sir etsa, tenglama

д 2и д2и //1Л
a ? V =_g (4)

ko‘ rinishni oladi.
c) Bir jinsli qattiq jism  uch o‘ lchovli fazoda qaralayotgan 

bo‘ lsa va unda issiqlik tarqalish jarayoni statsionar bo‘ lsa, u holda 
issiqlik tarqalish tenglamasi

д2и д2и д2и л /с\
(5)

bo‘ lib, agar unga issiqlik manbalari ta ’sir etsa, tenglama ko‘rinishi
d2u d2u d2u /r\

(6 )

kabi boMadi.
Yuqorida yozilgan (1), (3), (5) tenglamalar mos ravishda bir, 

ikki, uch oMchovli Laplas tenglamalari deyiladi. (2), (4), (6 ) 
tenglamalar esa bir, ikki, uch oclchovli Puasson tenglamalari 
deyiladi.

S sirt bilan chegaralangan qandaydir D sohani qaraylik. D soha 
ichida u(x,y,z) temperaturaning statsionar tarqalish masalasi 
quyidagicha qo‘yiladi:

D soha ichida Au = -/(x,y,=) tenglamani va quyidagi chegaraviy 
shartlardan bittasini:

I. и = /,, S da (birinchi chegaraviy masala)
II. ЁИ = / , S da (ikkinchi chegaraviy masala)

dn
III. —+h(u - /3) = o, S da (uchinchi chegaraviy masala)dn

qanoatlantiruvchi u(x,y,z) funksiya topilsin, bunda keyingi 
tengliklarda n - S sirt o‘tkazilgan normal, h - berilgan doimiy son, 
У1>Л>/з - berilgan funksiyalar.
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Laplas yoki Puasson tenglamasiga qo‘yilgan 1-chegaraviy 
masalaga Dirixle masalasi, 2-chegaraviy masalaga esa Neyman 
masalasi deyiladi.

A orqali 2-tartibli xususiy hosilalaming quyidagi differensial 
operatorini belgilaymiz:

" я* 
д = 1# т-мдх,

Ushbu a  differensial operator Laplas operatori,

= = o (?)ttdx;
tenglama -  n o‘ lchovli Laplas tenglamasi deyiladi.

(7) tenglamaga mos kvadratik xarakteristik forma quyidagicha 
aniqlanadi:

a - i t ,Ы
va bu forma fazoning hamma nuqtalarida musbat aniqlangan. 
Bundan esa (7) tenglama Ц, fazoda elliptik ekanligi kelib chiqadi.

T a ’ rif. 2-tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo‘ lgan va 
Laplas tenglamasini qanoatlantiruvchi (ya ’ni uning yechimi 
boMgan) u(x) funksiya garmonik funksiya deyiladi.

x va £ o‘zgaruvchilaming funksiyasi bo‘ lgan quyidagi funksiya 
ham jc, ham £ bo‘yicha Laplas tenglamasini qanoatlantirishini 
to‘g ‘ridan-to‘g ‘ ri tekshirish mumkin:

« , . « л>2- (8)
[ -  \og\Z -  x|, n — 2 ,

bu yerda, |£-*| = V ( f ■ Haqiqatan, x*z 
boMganda (8) dan quyidagini olamiz:

0  = ̂ - 4 ' ....-  (9)dx,

(9) ni etib (8) ga qo‘ysak quyidagiga ega bo‘ lamiz:

-  A X fe -  •xiY =0 • i-1
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E(x,£) funksiya x va £ o‘zgaruvchiIarga nisbatan simmetrik 
boMganligi uchun, bu funksiya £*x o‘zgaruvchi bo‘yicha ham 
Laplas tenglamasini qanoatlantiradi.

(8) formula orqali aniqlangan £(*,£) funksiya Laplas 
tenglamasining elementar yoki fundamental yechimi deyiladi.

n = з bo‘ lgan holda fundamental yechim x (yoki £) nuqtada 
joylashgan birlik zaryadning potensialini bildiradi.

M asala. w=w(x,...^cJgarmonik funksiya berilgan zr~~An=2)ЙС| (Д2

funksiya garmonik funksiya bo‘ lish yoki bo‘ lmasligini tushuntiring. 

Yechish. vfc., *,)=— • —  belgilash kiritamiz. Garmonik

funksiya ta’rifidan foydalanamiz. Funksiyadan o‘zgaruvchilar 
bo‘yicha ikkinchi tartibli xususiy hosilalami olamiz:

d2v(xi,x1) d'u du_ + d*u 1 ^u
dx] dx] dx2 dx2 dx,dx2 dx, dx2dx‘ 9

32у(х,,дгг) dJu du_ + 2^L ^u i —
dxj dx\ dx, dxl dx,dx2 dx, дх}дх$

Laplas tenglamasini qanoatlantirishini ko‘rsatamiz,
d2v(x,,xj) d2v(x.,x2) d3u du ~d2u d2u du diuAv =---- 4 * 2/ +---- - ■ ■=—-------+ 2—r --------- +------------- — +dx{ dx{ dxx dx2 &, dxldx2 dx, dx2dx,

+ d3u du +2 &*u ^2и + d3u _ du (d3u [ d3u \  ̂ du ( d3u ( d3u du 'j ^
dr? dx, dx; dx,dxz dx2 dx,dx'2 dx2 [ax3 dx,d2x2 J dx, (d^d2*, dx\ dxx j

t 2 д*и (д2м [ д2*Л_ du d fд2и | d2!^  ̂ du d fd2u  ̂ d2*  ̂  ̂  ̂ d2u (d2u | д2»Л 
dx,dx2 [dr2 dx\) dx2 dx, [dx,2 dx\ J dx, dr2[dr2 dx2 J dx,dx, [dx2 dxj J

masala shartiga asosan
d2u d2u л
~ê +dx22~ ’

bundan ^ M ^ +d 4 ^ =0) y a ’ni Av = o. Demak, berilgan funksiya
dr,2 dx}

garmonik.
M asala. д^+fegx,2berilgan funksiya garmonik bo‘ ladigan к 

doimiyning qiymatini toping.
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Y ech ish. *<(*,, x,)=*,3 + kx,xl belgilash kiritamiz. Garmonik 
funksiya ta’rifidan foydalanamiz. Funksiyadan o‘zgaruvchilar 
bo‘yicha ikkinchi tartibli xususiy hosilalami olamiz:

д2и(х},хг) д2и(х1гх2) ^
dx2 "  dx22 1

Laplas tenglamasini qanoatlantiradi, y a ’ni
d2u d2u—r +—7 = 0,
dx2 dx2

bundan
6x, + 2Ax, = 0 , 

k = -  3 .

Demak, *=-:з boMganda berilgan funksiya garmonik funksiya 
bo‘ ladi.

M ustaq il ba jarish  uchun m ashqlar
1. Laplas operatorining quyidagi koordinatalar sistemasidagi 

ifodasini toping.
a) egri chiziqli koordinatalarda

b) qutb koordinatalarida
x — г cos <pty  = г sin <p

c) silindrik koordinatalarida
x -  rcos <p,y = rsin <p,z = 2

d ) sferik koordinatalarida
x -  r sin v cos <p, у = r sin v  sin <p, z = r cos и

e) yassi sferoidal koordinatalarida
x = c^sin <pyy  = - 1 X 1 -7 2).z = & cos p.

2.M=w(x1>...rxfI)garmonik funksiya berilgan quyida yozilgan 
funksiyalardan qaysi biri garmonik funksiya bo‘ lish yoki 
bo‘ lmasligini tushuntiring.

a) u(x+/?),A=(^,.../^)-doimiy vektor;

100



b) ./(/u^-skalyar doimiy;
c)u(cx),c -  doimiy ortogonal matrisa;

du du
d> s r v *

ч du du 
e) ^  • ^ ■ n>2; 
л  du du du
О х1^Г+дг2^Г+хзТ->" = 3; cor, ax2 ax}

j)  х1%-*гТГ’пж‘ ЪCofj 00̂2
u4 aw du h ) xl — - x l — tn = 2; ax 2 ctt,

du

k ) ------- ^ ------- T,n = 2-

fcHs)
• Й Ш - *

3. Quyida garmonik bo‘ lgan funksiyalar berilgan. к 
doimiyning qiymatini toping.

a) *,3 +1̂ 4 ;
b) xt+x̂ +foq;
c) е̂ сИкь;
d) sin Zxxchkx

e) A-.W’ =2>?.M*<>- w -•

4 .U(jr,y)funksiyani garmonik deb faraz qilsak, Ф)= 

funksiyaning analitik bo‘ lishini ko‘rsating.

101

S>
|&

>



5. и(х,у) = Re /(г), y a 'n i и(х,у) funksiya /(z) funksiyaning 
haqiqiy qism iga teng bo‘ lsa, D sohada egri chiziq integralidan 
foydalanib, z o n in g  analitik bo‘ lishini keltirib chiqaring, agar:

5.1. u = J-3 x ? .
5.2. M=e*siny.
5.3. и = sin xchy .
6. ux — vy = 0, Uy + vx = 0 Koshi-Riman tenglamalar 

sistemasidan foydalanib, u(x,y) funksiya bilan qo‘shma garmonik 
bog'langan v(x ,y) funksiyani toping:

a)
b )  u(xyy)=eys\nx;

c )  u (x ,y) = shx sin y\

d ) u(xry) — chx cos ny\ 

в) u(jr,y) = slix cos y;

f) u(x,y) = chx sin y.

7. Koshi-Riman tenglamalar sistemasidan foydalanib, u(x,y) 
garmonik funksiyani toping:

a) ux(x,y)=3x2y -y i;

b )  uy(x7y)=ex cosy,i

c) ux(x,y)=exsmy,
d ) иу(х,у)=хг - у г +х+у,

e) ux(x,y)=xy+x7-y\

8. Agar:
a) uy =ercosz-2y,

b ) ux=shxco$z+2xyt

c) uz - x ?  +6xz+x]
d ) u. =ex{xcosy-ys\ny)+7z.

bo‘ lsa, и» u(x,yyz)garmonik funksiyani toping.
9. Agar:
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a) ux(x,y)=yi-3x2yi
b) uy(x,y)=ey cosx;

c) uy(x,y)=shxsiny,

d) ux(x,y)=ch&my,

e) их(х,у)=ху.

bo‘ Isa, u(x,y) garmonik funksiyaga bog'liq bo‘ lgan v(x,y) 
funksiyani toping.

7.2. Chegaraviy masalalami doirada va doira tashqarisida Furye
usuli bilan yechish 

Doira uchun Dirixle m asalasi:
D={p2 =x2 +y2 <a2)doirada

д и = o (10)
ikki o‘ lchovli Laplas tenglamasining

MU  = /

(11)
birinchi chegaraviy shartni qanoatlantiruvchi yechimini topish
masalasini ko‘raylik, bu yerda f  berilgan funksiya.

Dastlab S={x2+y2 =a2} aylanada / e C 1 deb faraz qilaylik
(keyinchalik bu shartni olib tashlaymiz).

Markazi doira markazida boMgan (p,<p) qutb koordinatalar
sistemasini kiritamiz. Unda (10) tenglama

a„ = _ L .A L ^ >)+ > ,± iL= 0 (12) 
p dp{ dp) p2 д<рг

ko‘rinishini oladi.
(1 2 ) , (11 )  masalani o‘zgaruvchilami ajratish usuli bilan 

yechamiz ya 'n i (12) tenglama yechimini «(/?, ?) = /?(/>)• <&(?>)* о 
ko‘rinishda izlaymiz. Bundan esa

d ф(ф) + ХФ(ср) = о, ф(̂ >) * о (13)rim1
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(р)*° <м > 
tenglamani hosil qilamiz. (13) tenglamaning yechimi 

<̂ <p)=Acosn>[Av+Bsmnyfbp bo‘ lib, bu yerda а,в ixtiyoriy o‘zgarmaslar. 

Ko‘rinib turibdiki, V burchak 0 dan 2n  gacha o ‘zgarganda bir 
qiymatli u(p,<p)funksiya yana o‘z qiymatiga qaytishi kerak, ya'n i 
u(p>9 + 2*)=u{p,<p)yechim davriy bo‘ ladi. Bundan esa ф(̂  + 2я) = ф(«») 
ham davri 2я  bo‘ lgan davriy funksiya boMadi. Bu esa faqat л/я = л 
-butun son bo‘ lsagina mumkin va

Фn(<p) = An cosri(p + Bn sin n<p.

Endi/?(p)funksiyaga nisbatan Eyler tenglamasi hosil boMadi, 
uning yechimini / ^ ^ k o 'r in is h d a  izlaymiz. Buni (14) tenglamaga 
qo‘yamiz va p*ga qisqartirib, пг-р г yoki P = ±n(p>0) tenglikni 
olamiz. Demak R(p) = Cpn +Dp~" bunda c, d - ixtiyoriy 
o‘zgarmaslar.

Agar d*о bo‘lsa P-+o da м = л07)ф((Р)-* ® va u(p,<p)funksiya 
sohaning ichida garmonik boMmaydi. Shu sababli, agar ichki 
masalani qarayotgan boMsak B(p)=Q /ya’ni p=n deb olish maqsadga 
muvofiq bo‘ ladi. Shuningdek, tashqi masala uchun 
r(p)=*dp-\ с« = -л) deb o lish  kerak, chunki tashqi masalada 
yech im  p »  chegaralangan boMishi kerak .

Shunday qilib, ichki va tashqi D irixle masalalarining xususiy 
yechimlari mos ravishda P <. a bo‘lganda: un(p,<p)=p"(Ancosrup+Bnsmn<p) 
va bo‘lganda: un(pt(p)-pn{Attcosn<p^Bns\im(p) bo‘ladi.

Shuni ham ta'kidlash lozimki, P = о nuqtada (12) Laplas operatori 
ma'nosini yo ‘qotadi. Biz Aun =0 tenglik,P = oda ham bajarili ishni 
ko‘rsatish uchun ff cosncp va pn s\wi<p xususiy yechimlar 
pneln* = (pe‘*Y = (x+iy)m funksiyaning haqiqiy va mavhum qismlari 
ekanligidan foydalanamiz. Bu x va у ga nisbatan ko‘p had bo‘lib, P>o
da Aw = 0 hamda uzluksiz ikki marta differensiallanuvchi bo‘ lgani
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uchun p = о da ham A w - 0  tenglama chiziqli bo‘ lgani uchun bu 
xususiy yechimlar yig‘indisi ham mos masalalar yechimi boMadi:

QQ
u(p,(p)=YJp" A(„cosn<p+Bn sin/79?) ichki masala uchun;

n=0
qp

u(p,<p)=YsP~n(A* cosn<p+B„ sin гкр) tashqi masala uchun.
л=0

Ai va B„ koeffisiyentlami aniqlash uchun (11) 
chegaraviy shartdan foydalanamiz:

CO

<p) = X  a " (Л  cos гкр + Bn sin гкр) = f(<p) ( 15 )
я*=0

va f{<p) funksiyaning Furye qatoriga yoyilmasini yozamiz (uni 
mavjud degan faraz bilan)

/(?) = 7- + 1(в,и1$я^ + Лшя?) 0 6 )
*  « . I

1 *bu yerda = - \fW)cosn\f/ dy („ = 0Л>2,...),

(17)

P. dy/(n = 0,1.2,...) (18)

(15) va (16) qatorlami tenglashtirib, ichki masala uchun:

tashqi masala uchun esa

qiymatlami topamiz.
Shunday qilib, doirada Dirixlening ichki masalasi uchun

“W b v + X f " ]  (*" cosw^+Д  sinii^) (19)2 n=|\ ̂  V
yechimni, tashqi masala uchun esa

<s /  V
“(p.«’) = ^ r  + S  -  (<*. cos n<p + sin nip) (2 0 )

2 *=ivP>
yechimni hosil qilamiz.
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Bu funksiyalar haqiqatan ham izlanayotgan yechim bo‘ lishini 
ko‘rsatish uchun, ulami hadma-had differensial lab, hosil bo‘lgan 
qatorlar ham yaqinlashuvchi bo‘ lishini hamda chegarada uzluksiz 
boMib, chegaraviy qiymatni qabul qilishini isbotlash lozim bo‘ ladi. 
(19), (20) qatorlami bitta ko‘rinishda yozib olamiz:

в
u(p><p) = Yjt” («„ cos nq> + pn sin rup)+ -2-(21) 

»-l

• ^ 1 (p й a -  ichki ),

— £ 1 (p > a — tashqi), 
P

a n, pn lar esa / (^ )funksiyan ingF u iye koeffisiyentlari.
(19), (20) qatorlami /<1 bo‘ lganda istagancha differensial lash 
mumkin. Qatoming umumiy hadi«n =tn{an cos n(p + p„ sin nq>) ni 
qaraylik hamda uni <p bo‘yicha к marta differensiallaymiz:

d<pk
Agar \an\<M, \pn\<M desak, quyidagi bahoga ega boMamiz

dku

=t”nk a„ co^+ -yj+ /?„  sin^np+yj

<r • n 2 M.

Birorta p0<a (ichki masala uchun) va /?,= — > д (tashqi m asala
Po

uchun) q iym atlam i fiksirlaym iz, bunda ,0 = £<l< i bo‘ ladi va ushbu
a

qatomi qaraym iz (* </o)
n=\ *=1

Ko‘ramizki, bu qator ixtiyoriy chekli к uchun t<t0<\ bo‘ lganda 
yaqinlashadi. Shuning uchun (19), (20) qatorlami mos ravishda 
ichki, tashqi nuqtasida к marta differensiallash mumkin.

Xuddi shunga o‘xshash ko‘rsatish mumkinki, (19) va (20) 
qatorlami pQ<a va p{ >tf(doiraning ichi va tashqarisida) mos 
ravishda p o ‘zgaruvchi bo‘yicha ham istagancha differensiallash 
mumkin. Fiksirlangan a  ning ixtiyoriyligidan esa (19) va (20)
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qatorlami doiraning mos ravishda ichki va tashqi nuqtasida 
differensiallash mumkin bo‘ ladi, hadma-had hosila olish 
mumkinligidan esa, superpozitsiya prinsipini qoMlash o‘rinli 
ekanligi kelib chiqadi. Demak, koeffisiyentlari (17) va (18) 
formulalar bilan aniqlanadigan (19) va (20) funksiyalar (10) 
tenglamani va (11) chegaraviy shartni mos ravishda doiraning 
ichida va tashqi sohasida qanoatlantiradi.

M asala. д^+у2=г2</?2 doirada Dirixle masalasini yeching:
Au{x,y) = 0, 0 £r<R,
< x,y) = g(*,y), r = R
bu yerda, g(x,y)=2xz-x-y.
Yechish. Yechim (19) qator ko‘rinishida bo‘ ladi, 

koeffisiyentlari (17) va (18) formulalar yordamida aniqlanadi. g(X,y) 
funksiyani qutb koordinatalar sistemasida yozib olamiz: 
g(r,<p) = 2r2 co£ <p-rcos<p-rsirup va r=R da. g=2R? coi <p-Rcostp-Rs'm<p

Qolgan barcha koeffisiyentlaming qiymatlari nolga teng. 
Topilgan natijalami (19) qatorga qo‘yib, berilgan masalaning 
yechimini olamiz:

boMadi.

a2 = — J ^2/Tcos‘ ^-flcosy'-.Rsm

u(r,$>)=— + Y l — I (a_ cosmp + sinn<p) = R2- r  cos<p + r 2cos2<p-rsin <p.



Oxirgi tenglikda dekart koordinatalar sistemasiga o‘tamiz va 
masalaning yechimini olamiz:

i^x,y)=f^-x +X2 -y2 ~y.

M asala. д <; r < &. о s о s 2я halqa ichida quyidagi u(r)chegaraviy 
masalalaming yechimlarini toping: дИ(Г> = о, «(о) = г, и(Ь) = и.

Yechish. Bir o4lchovli holda Laplas tenglamasi quyidagicha:

Tenglamaning yechimi: «(r> = c, in r + c2. с,.с, lami chegaraviy 
shartlardan topamiz:

Demak, yechim quyidagicha:

boMadi.

10. *+ ?= *< #  doirada Dirixle masalasini yeching:
Au(x,y) = 0, 0 < r < R, 
u(x,y) = g(x*y), r  = R.
Bu yerda:
a) jqv:

b)g(x,y)=2(x2+>;);

c)я(дс,^)=4У;
d) g{xyy)=xl - l y 2;

e) g(*J>)=4r ;̂

f) «(*.>) = -£•/ +

u(a) = C, In a + C2 = T 
u(b) = Cx\nb + C2=U
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g) $fay)=2X2 -x-y.

11. S+/ =r2<R* doiradan tashqarida Drixle masalasini yeching:
Дu(x,y) = 0, R < r < 00,
<xty)  = g(x, y), r = R. |w(x, y)I < oo

Bu yerda:
a )  g(x,y) = y+ 2xy;

b )  g(x.y) = ax +by +c;

c) g(x.y)=S-y2;
d) gtx,y)=x2+1;

e) g(x,y)=yl-xH

О
g) g(x,y)=2x2-*+y.
12.д:2+у2=/'2</?2 doirada Puasson tenglamasiga qo‘yilgan Drixle 

masalasini yeching:
Au(x,y)=f(xty)fi<r<R, 
u(x,y)=g(x,y),r = &

Agar:
a) =
b )  f ( x ,y )  = x ,g (x ,y ) = 0;

C) f(x ,y)= ~ lg(x ,y)= Y '>

d )  f ( x ,y ) = y .g ( x ,y ) =  1;

e ) f ( x ,y )  = 4 ,g(x ,y ) = \.

13.x?+/=r2<lf doirada to‘g 'ri qo‘yilgan Neyman masalasining
Д“С*».У)-0, 0 £r<R,
du(x,y) _ r = R bajarilish shartini toping.

dy
Agar:

a )g(x,>')= A;

b )  g fcy )= 2 x r  + Д
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c) «(*,Я = 2ду;
d) g(x,y)=A)?-B;
e) gfcy)=Af+B)?+y.

b o isa , to4g 'ri qo‘yilgan masalaning yechimini toping, bu yerda 
A ,В -  doimiy.

14.x2+У - r 1 <Ĵ  doira tashqarisida g(x,y) funksiya uchun to‘g 'ri
qo‘yilgan Neyman masalasining yechimini toping
Ды (*,>>) = 0, R<r< oo,

= S<S.y). r = Я, |ф, y)| < «О •dy

Agar:
a) g(x,y)=y2- 4
b) g(x>y)=x1+Ay-B;

C) g(x,y)= 2xy- Ay + B,

d) g{x,y)-x2 -  Ay2 + B; 
bo‘ lsa, masalaning yechimini toping, bu yerda A ,В -  doimiy.

15.Agar quyidagilar berilgan bo‘ Isa, к :о<;г<л,о<;р£л- doirada 
u{R,<p)-u(R},<p) = f{<p) shartni qanoatlantiruvchi u(ry<p)eC\K) garmonik

funksiyani toping, bu yerda о<я, <r,
0

a) /(?) = sin <p\

b) /(?) = cos q>\
c ) f{ (p )~ co i (p+C\

d )  f{<p) = sin 2<p + cos 3<p;

e) f((p)=Aco£ (p+Bs\x)ip>
f) f((p)=s\np-3coi (p+Q

bu yerda А,В,С -  doimiy.
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1 6 .к :0 йгйя,0 й<рйл doira tashqarisida М(л.97)-И(л1,?) = /(?>) shartni 
qanoatlantiruvchi u(r,<p)eC?(CK) garmonik funksiyani toping, bu

2ж
yerda о < /?, < R, J f{<p)dq> = 0;

0
a )  /(p) = 3sin 2<p\

b) /(^)=5sirt>-4
c) / (^ ) = sin3 (p + 2;
d) /($?)=sinp+Зсо^-Л;
e ) fk<P) = sin 9» + cos Sq>\

A — doimiy
y j  &u(x,y,z) = 0,

'u(x,y,Q) = g(x,y), uz(x,y,0) = h(x,y)
Laplas tenglamasiga qo‘yilgan Koshi masalasini yeching.
, Г r 2* _»♦» ]

(Ko rsatma: »W = g(-D* ^ Д*r(*.....д‘v(x......................... .x_,)J

formuladan foydalaning, bu yerda -  boshlang‘ ich
shartda berilgan funksiyalar.)

Agar:
a) g&y) =x+2y>h(x,y)-2 х -у г\
b) gix,y)=xe\lix,y)=0;
c) g(x,y)=xy+x\li^y) =ex +y,

d )  5 (*,.У) = xsinyM*,y)= cosy;

e )  g(x,y) =x* + Z K W )= 2x2 - J 5

0  g(Jf,y)=cos2 x,A(x,y) = x - 2 sin2 y;

bo ‘ Isa.
а ^ г < б , 0 5 ^ ^ 2л- halqa ichida quyidagi u(r) chegaraviy 
m asalalarn ing yechim larin i toping.

1 8 .  Au(r) = 0,u(a) = T,u(b) = U.

1 9 .  Au(r) = 0 ,u(a) = T,ur(b) = U.

2 0 .  Дм(г) = 0,нг(а) = T.u(b) = U.

2 1 .  Ди(г) = 0,Mr(a) = 7\и,(Ь) = {/.
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2 2 .  Лu(r) = 0,и(а) = T,ur(b) + An (А) = U.

23. Au(r) = О.иДа)- Ам(о) = 7\и(А) — U.

24. Д|/(г) = О.иДа) = Г.иДА) + Ли (А) = U.

25 . А и(г) = 0,иг (о) -  Ам (/7) = Т , и г (Ь) = U.

26. Ды(г) = 0,м,(о)-Аи (а) = 7,«г(6) + Ам(А) = J/.
27. Ды(г) = 0,м(а) = Т,и(с) = Ам(А),о < с < А,А * 0.
28 . -К:дг+/+2х<0 aylanada 
Ди(*,>0 = f(x,y)Xx,y) е

=g(x,y),(x,y)=ал:, 
masalani yeching, agar:

a) f(x,y)=0,g(x,y)=tf+6x-];
b) f(x,y)=Q,g(x,y) =x2 +2y,
c) f(x,y)=Q,g(x,y)=2j?-Jb
d )  /(Jf,y) = 4,g(x>>/) = 2x)' + l;

e) /(x,y)= 24y,g(jr, )̂ = >'-

7.3. Chegaraviy masalalami to*rtburchak sohada Furye usuli
bilan yechish

Elliptik turdagi tenglamalarga to ‘rtburchak sohada qo‘yilgan  
chegaraviy masalalam i, tor tebranish va issiqlik o4kazuvchanlik  
tenglamalariga qo‘yilgan aralash masalalam i Furye usulida yechish  
algoritmi asosida yechiladi.

M asala . Laplas tenglamasiga о < * < P,o < y < s to ‘g ‘ri to ‘rtburchak 

sohada qo‘yilgan chegaraviy masalani yeching: 
u(Q,y)=ux(p,y)=0, w(x,0) =0, u(x,s) =/(*);

Y echish. Ikki o ‘ lchovli Laplas tenglamasi quyidagicha:
. д ги d2u _A u = —- + —г = 0. dx dy

Berilgan masalaning yechimini quyidagi ko ‘rinishda qidiramiz:
u(x,y) = X(x)-Y(y).
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bu yerda x(x) - x o ‘zgaruvchining funksiyasi, у(У) - у 
0‘zgaruvchining funksiyasi. Ular uchun quyidagi tenglamalar hosil 
boMadi:

Х"(х)+Щх) = 0 
Г(у)-ЛУ(у)=0

chegaraviy shartlardan foydalansak, x{x) funksiya uchun quyidagi 
ko‘rinishni oladi: ^(0) = о, x\p) = о.

Natijada masalani yechsak: *„(*)=sin
p

y„ <j) = °ne '  + bMe ' .
„ f 2-1

Masalaning yechimi:
2л+1V --- V

a_e p +b.e p . 2л + 1 sin-------

Qolgan chegaraviy shartlardan foydalanib, y ig ‘ indidagi 
noma’ lum koeffisiyentlar uchun quyidagi tenglamalar sistemasini 
olamiz:

/1=0
« (  —  a 
Ё \a»e p +b*e

U*l------л
P In + 1яг = /(х),

bundan,
К = -a„,

2я»1 2»*l
5>.

2n + 1 /•/ \ stn-------fix = /(X).

Oxirgi tenglik /(*) funksiyaning Furye qatoriga yoyilmasini 
beradi.

Demak, berilgan masalaning yechimi:

29. Laplas tenglamasiga o<x<P,o<y <s to‘g lri to‘rtburchak
sohada qo‘yilgan chegaraviy masalani yeching:
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a) w(0,j>) = их(р,у)  = 0, и{х,0)=0, и(х, s ) =f(x);

b) Mr(Q,J>) =ux(p,y)=0,ы(х,0) =A,u{x,s) = Bx,
c) мг(0,у) = u{p,y) = 0, u(xy0) = 0, uy(x, s) = Bx,

d )  u(0,y) = Utux(p,y) = 0, u (x,0) = Tsin-^-,u(x,s) = 0;
2  p

e) u(0iy) = 0,ux(j>iy)=qyu(xfi)=0)uy(xis) = U;
s Tx

f) «(Q. j>) = 0,ii(p,y) = 7>,iKjc,0) = 0,ii/ jc,*) = — .
P

30 . о < х < * ,o < у < i yarim  tekislikda chegaraviy shartlami 
qanoatlantiruvchi Laplas tenglamasining yechimi:

a ) w(*,0) = uy(x, I) = 0, w(0, у )  = /О), u(co,y) = о;

^ u(x,Q) = uy(x, I) + hu(x, I) = 0, 
w(0, y)  = f ( y ) ,  m(oo, y) = 0, A > 0;

С) k(jc,0) = u(jt,/) = 0, u(0,y) = y(l -  y), u(co,y) = 0;
«  «,.(*,0) -  /ю(х,0) = 0, u(x, /) = 0, 

ы(0, y) = /- y ,  u(«>,y) = 0, h > 0.

31.0<r</? doirada quyidagi chegaraviy qiym atlam i 
qanoatlantiruvchi garmonik funksiyani toping:

a) u(R,<p) = <p(2n -<p)\

b) м(Л,р)= psin q>\
c) ur(R,p) + hv(R,<p) -  T + g sin <p +U cos Ъ<р\

d )  u,{R.<p) = f ( p ) .

3 2 .0 <r<R doira tashqarisida quyidagi Laplas tenglamasiga 

qo‘yilgan u = u(r,<p) chegaraviy masalani yeching:

a)M(/?f(P) = 7sin|;

b )i/ (^ ,9 » )  = -j+ 9»sin  2<p\

c)иДЯ,р) + /ш (/?,?) = /(?);
d ) u , ( K ,p )  = (/ (?  + cos g>).

3 3 . a <r < b  halqa ichida chegaraviy qiymatlami qanoatlantiruvchi 

„ = „(г.?) garmonik funksiyani toping:

\
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a ) ы ( а , е > )  = 0 ,и (Л ,< ? )  = A COS <р\

b)м(а,р) = А,и(Ь,<р) = Я sin 2<р\

c ) и(ау(р) = <7 cos <p,u(b,<p) = Q + Tsin 2<p\

d )  u{a,q>) = Г + С/ cos q>,ur {b,<p) = hu(b,q>) = 0\

34. a <r<b,o<<p<a doira sektorida chegaraviy shartlami qiymatlami 
qanoatlantiruvchi garmonik funksiyani toping:
a) u(r ,0) = v (r ,a )  = 0 ,u(R.<P) = Л<Р\

b ) u9{r,0)=u(r,a)=0МКФ)=f(<p)\

c) ыг(г,0)=мДг,£г)=0,*(*,?)=Ufa

d)„(r.O) = *<г,а) = 0,«,г(Л.*О = Q;
e) w(r ,0)=uT(r ,a )+hUf,a),ur (Л, p)+МЛ, Ф)=0.
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8 -BOB. GIPERBOLIK SISTEMALAR

Ushbu bobda xususiy hosilali differensial tenglamalar 
sistemasi haqida umumiy ma’lumotlar berilib, birinchi tartibli 
xususiy hosilali differensial tenglamalar sistemasining 
klassifikatsiyasi, kanonik ko‘rinishga keltirish, umumiy yechimini 
topish, shuningdek, giperbolik sistemalarga qo‘yilgan Koshi va 
aralash masalalami yechish o ‘rganilgan. Mavzuga doir mustaqil 
yechish uchun misol va masalalar keltirilgan.

8.1. Umumiy tushunchalar. Giperbolik sistemalarni kanonik 
ко ‘rinishga keltirish va umumiy yechimini topish 

Quyidagi tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin
, , ч du. . , . du, _ . v du. „ , . Эм, , ,
|'(Х,/)_яГ+ '2<'Х’/)_яГ+ Ди(Х’,)"Г-+ Bn(xj )— fi(xj),dt dt dx dx M )
, , .du. . , . du г _ , .du. n , . du, ,  ,*■ ^м(*эО*Т ^21 (.Xjt)— + Bjj^Xyt)— — f 2(x,t) 

dt dt dx dx

Bu yerda, (x.o. л.» (*,0 . *„(*.'). вп(х,/),А11(х,о.Аа (х.о,в31(х,о,в„(х.о -  
sistema koeffisiyentlari, /,<*./)./,(х.о -  ozod hadlar boMib, berilgan 
funksiyalar. U|(x .o .Ml(x ,o  -  noma’lum funksiyalar. ( 1) sistemani 
matritsaviy shaklda yozib olamiz, bu uchun quyidagi belgilashlar 
kiritamiz:

H t  t>  -ft. й> '-(£)=■-(;)•
Natijada, berilgan (1) sistema quyidagi ko‘rinishni oladi: 

a — + b  —  = f
dt dx

Ml(x,/),u2(x,/)funksiyalaming to‘la differensiallarini yozamiz:

(1)
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dux= дщ 
dt

dt + ̂ -dx , 
dx

, du2 , du7 . du, = — -d t  + —-dx.
2 dt dx

(2)

( 1) va (2 ) sistemani birgalikda qaraymiz:

dt
du dux du,

+ A\i ‘ +5n 'dt dx dx

(*)
4 |—  + **— +вИ—  + «22̂  = /,,” dt “ Э( !l at и & ■/J
, dw, , du. dt—'- + dx—- -d u .,  

dt dx 1
, du, du,^ —-  + c6r—-  = duy. 

dt dx 2

Hosil boMgan (*) sistema <4 <4 noma’Iumlarga
® dt dx dt dx b

nisbatan chiziqli tenglamalar sistemasini tashkil qiladi. (*) 
tenglamalar sistemasining matrisaviy shakli quyidagicha:

A— + B - *  /
5/ dx

dtE — + dxE— = du 
dt dx

(*) tenglamalar sistemasi noldan farqli yechimga ega boMishi uchun
а в A

dtE dxE

boMishi kerak.

Ta’rif.
A В

dtE dxE

chiziqlar (1)

(3)

sistemaningtenglikni qanoatlantiruvchi 
xarakteristikalari deyiladi.

Xarakteristikalar ustida munosabatni aniqlash uchun quyidagi
kengaytirilgan matritsani qarashimiz kerak

( л  в n  
[dtE dxE du J
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Agar ushbu matritsaning rangi asosiy matritsaning rangiga teng 
bo‘lsa, u holda xarakteristikalar ustida munosabat artiqlangan 
deyiladi, ya’ni

I A В Л rf A B )
\d tE dxE du) [dtE dxE J

Misol.

^ +J-3 p = o
dt p Q dx 
dp 2 du л 
~dt + AA dx ~

Akustika tenglamalari sistemasining xarakteristikalarini 
aniqlang va xarakteristikalar ustida munosabatni quring. 
Sistemaning umumiy yechimini toping.

Yechish. Berilgan sistemani matrisaviy shaklda yozib olamiz:

с. ш _П
Po

{,Poco 0

d_(u

Bundan,

; /  =

A™ +B™ = f  
dt dx

U  =

Ta’rifdan foydalanib xarakteristikalarini aniqlaymiz:
l

l Poc o

О - 4  
Po
0

dx
0

=  0

dt

I 0
1

Po 1 0 0
0 A>co 0 + dx 0 1 Ptfil
dt dx 0 dt 0 dx

= -c%dt2 + dx2 = dx2 -c^dt2 = 0 .

(dx-c0dt)(dx+c0dt)=0, 
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Demak, tovush tarqalish tenglamalari sistemasi quyidagi 
xarakteristikalarga ega: x-c0t=cons  ̂ x+cj^cons,
Endi ushbu tenglamaning kengaytirilgan matritsasini yozib olamiz:

/
1 0 0 t_l_ 4

0

0 1 Poco
Po
0 0

dt 0 dx 0 du

,0 dt 0 dx dP,
Xarakteristikalar ustida munosabat quramiz, bu uchun 

kengaytirilgan matrisaning 4-tartibli ixtiyoriy minorini hisoblaymiz 
(faqat oxirgi qator o ‘chirilmaydi!):

1 0  0 0

о 1 p0c20 о 
dt 0  dx du
0 dt 0  dp

= 0

1 0 0 0
1

1
2 Poc 0 0

0 A>co 0 _
0 dx du

dt 0 dx du
dl 0 dp

0 dt 0 dP

= dxdp + p ac\dtdu  = 0 .

— dp + p0cldu = 0 . dl
—  = c0 => с0dp + p 0c0du = 0, d(p  + p 0c0u) = 0 ,  
dt

Berilgan sistema uchun x-cQt=cons> xarakteristika ustida 
munosabat quyidagicha: c0dp+pQc]du=0.

~ = ~ c 0 =̂> - c0dp + p bc\du = 0, d{p -  p 0c0u) = 0 
dt

Berilgan sistema uchun x+c0t=cons, xarakteristika ustida 
munosabat quyidagicha:

-cQdp+p0cldu=0 .
Xarakteristika munosabatlardan foydalanib berilgan sistemaning 

umumiy yechimini topish mumkin:



P+Poc0U = f\(x -c 0t); p - p 0c0u = f 2(x+c0t).

Yuqoridagi tenglamar sistemasidan noma’lum с/= |w | -vertor

funksiyani topamiz:
Natijada berilgan akustika tenglamalari sistemasining umumiy 

yechimi quyidagicha:

Barcha xarakteristikalari haqiqiy va turlicha bo‘lgan sistentalar 
giperbolik sistentalar deyiladi.

Giperbolik sistemalarga Koshi masalasi xususiy hosilalari 
differensial tenglamalarga qo‘yilgan kabi / = о da Ox o ‘qining biror 
bir intervalida qo‘yiladi.

Quyidagi

sistemani qaraylik. Agar / = о chiziq xarakteristika bo‘lmasa ^  

hosila sohaning barcha nuqtalarida mavjud bo‘ladi. Faraz qilaylik

A matritsaga teskari a ~' mavjud (4) sistemaning chap tomonini a ~x 

ga ko‘paytiramiz
A*A*L+A*B*LmQ.

dt dx

АГ'А=Е,уС'В=С  deb belgilasak,

» = -------(/.(*  + c0t) - f 2(x + c01)),2PoC0

(4)

de|.4j| *  0 .

— + C  — = 0 
dt dx

Agar (4) sistemamiz bir jinsli bo‘lmasa, ya’ni

(5)

(4')

A*f=g  bilan belgilasak,
(5 ')

sistemaga kelamiz.
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Biz asosan (5) ko‘rinishidagi sistemalami qaraymiz.
E

dtE
C L

dxE[

ko‘rinishida boMadi.
Faraz qilaylik, tenglamalar sistemasi n o‘zgaruvchili bo‘lsin. dt 

ni determinantdan tashqariga chiqaramiz:

dt'
E С
E — E\ 

dt
0 ,

dt'
0 C -  — E\ 

dt

E V е dt

0 .

ga kelamiz.
(6)

(6 ) tenglik bilan aniqlanadigan chiziqlar xarakteristikalar deyiladi. 
Xarakteristikani aniqlayotganda k, qiymatlar

|C -*£ | = 0 (7)
tenglikdan topiladi.

(7 ) tenglamaning ildizlari k, lar haqiqiy va turlicha boMsa, u 
holda qarayotgan sistemamiz giperbolik sistema deyiladi.

Quyidagi sistemani qaraylik:
A(x,t,U)^-+B(x,ttU)^- = A*,tM) (8)ot ox

(8 ) ko‘rinishidagi sistemaga Kvazichiziqli sistema deyiladi. 
Chiziqli tenglamalar sistemasi uchun aytilgan mulohazalar 

Kvazichiziqli sistemalar uchun ham o‘rinli.
MisoI.Berilgan giperbolik sistemani kanonik ko‘rinishga 

keltiring va umumiy yechimini toping:



Yechish. Berilgan sistemani matrisaviy shaklda yozib olamiz:

С. Ш Г -. Ш й
Bunda,

4  V -Г- .’И :
Xarakteristik tenglamani yechamiz:

‘.'К: Я -
Ildizlari: *, = i, *2 = - i.
В matrisaning xos vektorlarini topamiz:

( B - k , f y = 0 ,

- - П  -С)-
Xos vektorlardan quyidagi matrisani tuzamiz:

z -e v)
Ushbu matrisaga teskari matrisa:

z •-&:)
u = zv  almashtirish yordamida tenglama kanonik ko‘rinishga 

keladi:

dt dx

Berilgan tenglamaning kanonik ko‘rinishi quyidagicha:
dv, -_Q 
dt dx

dt dx

Ushbu sistemaning yechimi: v2(x,0  = /,(*-/).
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Dastlabki sistemaning yechimini quyidagi tenglikdan 
aniqlaymiz:

и = zv

CM: vk)
Bundan, berilgan sistemaning umumiy yechimi:

v(x, /) = / ,  (X + f) + /2  (x -  0 -

Mustaqil bajarish uchun mashqlar 
Berilgan sistemalarning xarakteristikalarini aniqlang:

I  =0,
|ur -aux +buy =0

2 . > ^ + 1/^ = 0

3. yHyy-uzt = 0

4.

5.

| ^  + 2xt;xr- un,- =  (x+у) щ
I и —и —2и +u  —v — OiI илг M x y ^ uyy v)y v ’

ГМп “ ̂ Vxy ~ иуу = О,
+2uv = О

<у =  и +  /и ,  г  =  х  +  /у , г  =  х  -  iy  о „  =  О 

6. х2иа - у 2и}у- 2уиу = 0 ;

' ах[ дх) ду1 ’
О ди 2 о. —  = а

dt дх2

9. (l+х2 -  (l+у2)/>у + хмх + = 0 ;

10.

11.

12.

Jl+ul+u*^ [Jl+ul+ul)
= 0

д+--
ду
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13.

14.

15.

ди ди п ди _ — + а — + В— = 0, 
dt дх дх 
ди ди „ди *

.от дх дх
а
дх

ди ди л 
—  ~ — = °, ду дх

^(р.ш)*±(р.„)ш0

р = { \ -и г - и 2У , а  = const, 
др

16.
dt

( ёи+ а^Л
{ а х ду)

1 др = 0

+ Рос< 

ди
dt р 0 дх

— + —^  = 0 а/ р0 ду

_ L - _ L  = о.

17.

18.

4 *

л ЭЯ, +5 5 l. dE2
со ' dt ау ’ & 1
М_ эя2 эе,4____ L - a£3

Со ’ dt
т

dz ’ dx '
Л dHз дЕг a£,
Со ' а/ dx a^
е эе, ая2
Со а/ “ dy &
€ Э£2 _^L + ая,
Со dt ’ dz ас
£ Э£3 ая,
Со ' dt ' dx ду

ду/
= 4 ^ + 4 ду/ 

-J~ +
1 Г 1 аг 2 ду

0 0 1 I|0 0
0 1 0 0 0:A, =
1 0 0 9 **2 0 - 1
0 0 0 i 0

= о,

= 0

ду/

-/1

;Л  =

о I 
о о 

1 о о 
0 - 1 0

I1 °О 1
о
о

о о 
о о 

0 - 1 0  
О О -У

19.
ди ^ди —+2—+0 =0, аг а* 
а^ at>

.1 Г & +И=<*
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20.

21.

22.

23.

24.
fc

1 д(рй д<р. (p.
~u^r+f +7 +а°г°=ч°’ 

з an a„0 ,  n v=c<™ '+— +3̂ ,= ° ,

(1+х’)%. + ̂ +£(1+^  + £ ^  + 2£1 И1 =0, 
dt dt t v J dx t dx t 1 

диг t du2 = 
dt x dx 

d(P + г cos 2^ ) [ d(rsin2^ )
Эх + Эу ~ _ /рч 

3(rsin 2<y) d(P -rco sly /)   ̂ r r ' '
Эх Эу

му - и , = 0, 
f* ~ и1К  -  и о (иу + и ,)+ (с2 -  о 2 )jy = °

U, +Ац  =0,

Л =

0
0 Г

о
о

-1
о

о
о
о

- 3 t :

25.

du0 duL-ft
dt dx '

du.___L д. 2 Эм 1 du0 -  Л
dt 3 dx 3 ‘ dx — «•

duk * + 1 к ^ L - 0
~dt 2k + \ dx 2k +1 Эх

du*-\ N du* , N - \ dUS'-r _  л

dt 2 N - 1 dx 2N - \ &  - ° ’
Эм* N+ -------- - Эмл._, = 0
dt 2N + 1 Эх

Giperbolik sistemalarni kanonik ko‘rinishga keltiring:
Эм do
эГ дх
du du
.dt дх
f 2m, + (2/ -  1)mx -  (2t + 1>л, = 0, 
l2uf-(2/ + lK +(2/-lk=0;
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28.

29.

30.

31.

du (. чЭу 
— +  (l +  * )— + »  =  °, 
dt дх
до е. \ди л
^-+(1+^)—-у=°;dt дх

ди до л
й + & +д* =0’

(. ,\д о  ди л
.(,+* V & - ” =0;
л ди .до  -да) _ _2-----1-4—  +  2 —  = 2о - 2и ~ о ,

dt дх дх 
до 0 ди _
— + 8—  = 2хо~2и -о ,  
dt дх 

до „до) .
— + 3—  =  2и +  у+2<у;& &

5м ,5м du л —+6— + 5— = 0, 
d t d x d x

до -ди ,д о  - — +5— + 6— = 2и, 
d t d x d x  

da) dco du _3— +6 -------3—  = 2v + 3q)~3u.
dt dx dx

32. — + C — = / ,
d t dx  J

1 0 2
С = 10

33.

3 4 
- 1  1

—+-L ^= o,
dt Pq dx 

dp  > du n
й 7 +р°с«& =0

Giperbolik sistemalarning umumiy yechimini toping:
34 -(* + !)>,+ 1***0,

\(x  + lK  -  {x-\y>, ~ i \  = 0;

35. k  + « , = 2 (ux - y ) - 3 ^ - u  \
\у,+«у=3(И,-и г)+2(у,-«/Д
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8.2. Giperbolik sistemalarga qo‘yilgan Koshi 
masalasi va aralash masalani yechish 

Giperbolik sistemalarga qo‘yilgan Koshi masalasi va aralash 
masalani yechish xususiy hosilali differensial tenglamalarga 
qo‘yilgan Koshi masalasi va aralash masalani yechish kabi. 
Quyidagi misollarda sistema uchun qo‘yilgan masalalami yechish 
ko‘rsatilgan.

M asala. Giperbolik sistemaga qo'yilgan Koshi masalasini 
yeching:

r2u , - u x - v ,  =o, Q _ 00<X<0Q

[2v, — и, -  v, = 0,

Yechish. Berilgan sistemani matrisaviy shaklda yozib olamiz:

6 :)i(:H(::
Bunda,

4  : ) 4 i
Xarakteristik tenglamani yechamiz:

« - Ч 1 :0-C 3 -
Ildizlari: *, = o. *, = - 2 .
В matrisaning xos vektorlarini topamiz:

М Ф -  0 ,



Xos vektorlardan quyidagi matrisani tuzamiz:

*-C v)
Ushbu matrisaga teskari matrisa:

u = zv  almashtirish yordamida tenglama kanonik ko‘rinishga
keladi:

dt dx

buyerda, k - z *b z - ^  J], k - £ ) .

Berilgan tenglamaning kanonik ko'rinishi quyidagicha:

t L-2^ -  = 0 
dl dx

^■ = 0 
dt

Ushbu sistemaning yechimi: v̂ x j^ ~ ^ x+2/^
va(jf,0  = / 2(x).

Dastlabki sistemaning yechimini quyidagi tenglikdan 
aniqlaymiz:

и = zv

CM: vi:;)
Bundan, berilgan sistemaning umumiy yechimi:

«Ом)=/,(*+0 - / 200,
K*,0 =/i(*+0 +/2(*).
Endi berilgan sistema uchun Koshi masalasini yechamiz:
u(jc,0) = 0, v(x.0)= 2x, -00 < X < O Q

Г«(х,о) = у;(х)-/2(х) = о,
\v(x,0 = /[(x) + /j(x) = 2x.

f/i(*) = *. 
l / 2(*) = *-
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Bundan
(71 (*+/) = *+/, 
1л  (*) = *•

Demak, berilgan masalaning yechimi:
(tt(-M) = f>
(v(jc, t) = 2x + t.

M asala. Akustika tenglamalar sistemasi

— +—^  = 0, 
dt p 0 dx

Ър , л Г г du n
Hi p° ° a*

berilgan bo‘ lib, «= o, * = o, * = / chegaraviy shartlami qanoatlantiradi.
Yechish. Xususiy yechimni quyidagi ko‘rinishda qidiramiz:

u = T(t)U(x) 
p  = T(t)P(x) *

Agar yechim mavjud bo4Isa, u holda t , p , u  lar o ‘zaro 
quyidagicha bog‘langan:

T \t)  1 P \x )  ,——  = ----------— 1 = Я = const
T(t) p 0 U(x)
T\ t )  ^  U'(x) - ——  = - p 0C: — -—  = Я = const 
T(t) 0 P(x)

Bundan T(t)=conste* va shuning uchun xususiy yechimlar:
и  = e* *(/(x),
P = e * P ( x ) ,

ko‘rinishida bo4ladi.
M a’lumki, «w uchun, «<o) = «(/) = о chegaraviy shartlar bajarilishi 

kerak.t/, /> ga bog‘liq oddiy differensial tenglamaga kelamiz:
P dP „w +—— = o
/>0 л

-U> + A>C.^ = «

Bu tenglamalaming umumiy yechimi quyidagicha:
/Ьг Jlx

U = AeCt +Be c*

P — ~PqCqAc * + PqGqBc
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а, в doimiylami (до) = </(/) = о chegaraviy shartlardan aniqlaymiz. Bu
shartlar bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasiga kelamiz:

a + b = о
_U _

Ae^ +Be *  = 0

Agar
JU XI

D(A) = _£ = -e~ *  = -2sh —  = 0

boMsa, u holda yuqoridagi sistema nol bo‘lmagan yechimga ega 
ya’ni:

л = -к-я̂ °- (Аг-butun son)

a  = - - b  = ~ -  deb olamiz.
2 2

,kx kx

lX I*.e 1 - e  1 . . knU = i--------------- = /sin— x,2i I
kx kxI—i -4—x

n ^ e 1 +e 1 _ kn 
P = “P oQ ------- --------= -PoQ  cos— x

P dP .ли+------= 0
Po dx

XP*p„C<>~  = 0 
dx

sistema noldan farqli yechimga ega boMadigan qiymatlari л 
parametming xos qiymati, shu xos sonlarga mos yechimlar xos 
funksiyani tashkil etadi.

Xos qiymat va xos funksiya quyidagi formula bilan aniqlanadi:
.JbiCe . kn _ knЯ* = / —— > «* = /s m —  jc, p k = - p 0C0 cos —  x .

Xususiy yechimlar cheksiz ko‘p:

Pk = e * P k ( x )

M a’lumki, ushbu tenglamalar ixtiyoriy chekli chiziqli 
kombinatsiyasi ham, ya’ni ushbu tenglamalar:
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Quyidagi sistemani
ди 1 dp n— +---- — = 0
dt p0 dx
dp _ 2 du n
» +AC* s r - 0

va
и(0,/) = «(/>,/) = о

chegaraviy shartlami qanoatlantiradi. Bu masala yechimi odatda 
u(x,o) = q>(x)} р(х,о) = р(х).{<р(х).1у(х)} vektor funksiyani chekli chiziqli 
kombinatsiyada apraksimatsiyalaymiz:

f<p(x) )  v  ГС/ДдсЛ
U ) J ” So‘U .w J

tabiiyki
S(x,l) = £ a le“’Ul (x)

p(x,/)='Z^lhW
yechimlar „(*./) va P(Xj)  yechimlami aproksimatsiyalaydi. 

Kompleks xususiy yechimi:
. 7̂*» . kn knC0 . kn . кяС0 . kn

uk - ie  1 sm—  =  / cos-------- /s m — xsin -------- /s in — jc* / I I I I
_ . кя _ (  кяС0 kn . клС0 kn \pk = - p 0C0e 1 cos— x = - p 0C0l cos—y-2-/cos— x + /sin—^ - /c o s — x L

Chiziqli kombinatsiyalar
f +w^ 1 ( uk "j

2
A  + P-t

I 2 >

+Z*»* 2i
Pk-P-k

I 2i J

Shunday qilib, chiziqli kombinatsiyadan quyidagi xususiy 
yechimga ega bo‘lamiz:

Uk + U-i _ _ r:_ кяС0 кл _ pk + p .k
2

м» - и

л h/t■ Sin ---y2-t sin ——JT ^

Yechim

*л€ 0 . кл pk -  p .t _ = c o s _ * , s i n _ x , _ _
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koYmishida tasvirlanadi.
х = о,х = / qo‘zg‘almas tekislik orasida gaz qatlamining 

tebranishi tik to‘lqin deb ataladi.
1-chizmada qandaydir vaqtdagi toMqin °' 

tezligi va bosimi taqsimoti grafigi i j !} \ j j jH  \\ \ \x
keltirilgan.

“Tik to‘lqinlar” nomi shuni 
ifodalaydiki nuqtaning tebranishi uchun tezlik amplitudasi (yoki
1-chizma p bosim) nolga teng boMsa, yoki hamma vaqt ekstremal 
bo‘ladi.

Tugun nuqtada bosim amplitudasi maksimal bo‘ladi. Bundan 
tashqari izoh berish kerakki, и siljish fazosi bo‘yicha bosim siljishi 
o‘shanga qarab siljigan bo‘ladi.

Akustika tenglamalar sistemasi uchun yaratilgan Furye usulini 
qarab chiqdik.

m(o,/) = u(/,/) chegaraviy shartlami cheklashdagi xususiy 
yechimlar yig‘indisi tik toMqinni ifodalaydi.

M asala.
- + 2 ^ -  = 0
f ' , »(0 , /)= Л ( 1. / ) = 0 ,  «(х,0 ) = л ,  Л(х,0 ) = 0

. dt dx

Yechish: Yechimni quyidagi ko‘rinishda qidiramiz:
u = T(t)U(x)
$=T(t)V{x)

Г  ( 0 • U(x)+ 2V'(x) • T(t) = 0 : T(t)U(x)
V{x)T\t)+ 5U'(x)T(t) = 0 : T(t)V(x)



г й +2т =0ДО U ( X )

п й +5т =0Т(0 v(x)
Г(0_ ,Г(*)_ U\x)
W ) ЩА т  ’ Г ( ,) - ДГ(0=0

- 2 V’̂ = 5^ ^ =Л г,г ч _ “2V'(X)
т

10 Г(х)
U(x) ' V(x) U(x)= я 5 UXx)-----я

2К'(дс)

Я F0 ) =Я, 10Г(^)-^К(д:)=05 F(jc)=efa, У{х)=к^,

10*>е*-Л’<Л=0, efa(i(*2 -Я2) = 0, * = 

Г(х) = С,*71*' + С2е~ТйХ, Г(х) = ^ = Х е ^ Х- - ^ Л е ^
VIо' >/Го

21-̂ L.Jĝ io __̂ 2_ з-~71ог j 21Г’#'^Х-Г'
„ы  У й > *  -Ло J Г е С>*

(/ л/10 л/10

с ,-с ,= о , С , = С 3

г
С ,е^  +С,е

л/ш 

. * 2 (С ,-С 2)
'  л/10

= 0 .

еЖ + е"Ж

{/(х)

’е Л ]» ^ = « " fc ,e 3!!+C,<

= 0 ,2 c h ^  = 0. ^ - ( § + » ) ,  * = ^ { f +- )

/ с е ^ ' - С Л г ^ * ) ' )  -,r( (* \ ■ ■ (* ) 1 z ic ,e  с,лг j 2C,i cosl — + лп lx-fsinl ~  + 701 Iх I

~jw ~ Vio

cos^-j + mi Jx -  ,s ‘n^  + m  4C,1 s‘n^ y  + m  J*

Vio VTo

V(x) = .  2CiJ |  + my  = |c, = = M cos(|+л»)*.
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£/(*) =
-4»sin^Y + ли^

лЯО С, =-^Vio| = -2/sin^Y + ;mj ;c •

y(x,0 = « ^ ^ " ,̂ 2/sin^Y + ;i7Ijxj> (̂х,г) = е’Г 2̂ ^ViOcos^y+^njxj 

= -j^cosVlO/^ + Я7?̂  + /sin V io /^  + ли j j  ■ 2 /s in ^  + m̂ x • 

l/(x, Г) = ĵ cos Vi0^ |  + яи j  + / sin + 7171 ) } И  c o ^ |  + OTjjtj.

2 2 

21 + *и^х cos V io /^ |+ j — / sin J \0

II

Л
Г+>? | C4

2

= 2s in ^  + ям jx^sin л/ГО/^ + яи^  

^ ^ <х>5^Г0/^у + яп  ̂+ /5т>/Г0/^у + ли^ТЙ

I-

)cos^y + ли^х|

2 2 

^cos V io /^  + ли j  + /' sin Vio/^y + Ли ^ -Л о  соs(f+mH .
2

-  VTo cosV lO /^ + яwj co^ ~  + да^* •

^  ^ 21 + лиjxj^cos Vio/^y + ли j  + 1 sin VlO/^y + ли^ j

2 2 

2/ sin^y + ли^х cos Vi0^ |  + лиf j  -  isin VlCr(fH ))_
2

= 2/ cosVlOr^ + Twjsi 

cos VlO/1 — + ли I + 1 sin Vn)/|
U  J I

{ f + 4

|  + л»р0 cos^y + ли jx j
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^cos л/lO/^Y + ли j  + / sin VtO/^Y + ) j 7 i0 c o s ( f  + m )x)

=°E

= / sin л/ГОг ̂  + ли jVlO c0^ ~  + ̂ 1* •

Demak, berilgan masalaning yechimi quyidagicha:

. N 2sin| — + ли (xsin л/ГО/f — + ли
<л ^  U  ;  U  ;  +

y fl0 COS л/ГО/^у + ЛИ j  COS^Y + 701 j*

2 cos + ли j  sin^Y + ли|х

sin + ли j -Ло + ли jx

Boshlang‘ich shartlardan foydalanib, noma’lum 
koeffisiyentlami Furye usulidan foydalanib topamiz:

m(x,0) = ^ 2sin ^ | + ли jx  = x ,

2b = 2 f xsinf — + ли\х<£г + 2 f cosf — + 7m\xdx ------- -— ;-sin^y+ ли̂ |д| =
— + ли 0
2 J

Ir-J
<9(jr,0) = 0 , a =  0 , b = ( - 1)"

(f+m)'
Demak, berilgan masalaning yechimi:

2 cos лЯО/^у + ли j  sin^Y + ли jx
X 2 (- .rg  + OT)"

sin VlO/^y + ли^Тш coŝ y  + ли jx

M asala. Endi esa Furye almashtirishni qo'llab giperbolik 
sistemaga qo'yilgan aralash masala qanday yechilishini
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ko‘rsatamiz. Giperbolik sistemalar tebranma jarayonlarini, tovush 
tarqalish hodisalarini ifodalaydi.

d  = {(jr,/)/o < x < \,i > o } sohada quyidagi masalani qaraylik:
du dv _
dt + l h ~  '
av du _— + — = 0. 
5/ ax

0 < X < 1, / > 0,

«(0 ,/) = = 0 , u(x,0 ) = 0 , v(x,0 ) = cos юс.

Yechish. Masalani yechishda Furye almashtirishidan 
foydalanamiz.

Bir o'zgaruvchili funksiya uchun to 'g ‘ri va teskari Furye 
almashtirishi mos ravishda quyidagicha bo'ladi:

f(s) = -j=)nx)e-~dx-

Ikki o'zgaruvchili bo'lgan holda to 'g ‘ri va teskari Furye 
almashtirishi mos ravishda quyidagicha bo'ladi:

U(s,t) = -^ ^ u (x ,t)e~ ixJdx\

"(*,0 = - j='Jin

»(x, l) = - j= ] v ( s ,t ) e “ds.

sistemadagi tenglamalami £a ko'paytirib, R sohada

integral laymiz.

'* U * = o .
at dx 

.dt dx
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т й £ г'" л=<,К(м)
Bizning masalamiz uchun quyidagilar o'rinli:

1 'rdu . du  l 7 du ^  , . . . .  .- 7=  — e dx = ——; ~ r =  — e dx = isU(s,t),
dl y f a i d x

1 f dv dV 1 f dv _to- ? =  —e dx - — ; —j =  — e dx = isV(sj) ,V2x id t dt Jbiidx 9 ’
U holda berilgan sistema quyidagi ko'rinishga keladi:

rdU(s,t)

Xuddi shunday

dt
dV{syt)

+ йИ(5,/) = 0 

+ isU(stt) = 0
dt

U (0,/) = U (I,/) = 0, U (x,0) = 0, К(5 ,0 ) = Ф(5 ),

dt2
V,(s, 0) =  0

Ya'ni Koshi masalani hosil qilamiz. Bu yerda cosnx=1 L7 \o {s )e iad s .

Ushbu masala ikkinchi tartibli differensial tenglamaga qo'yilgan 
Koshi masalasi.
Hosil bo‘lgan masalaning umumiy yechimini aniqlaymiz:



Ushbu funksiyaga teskari Furye almashtirishini qo'llaymiz.

v(x,0 = -^ =  f V(t,s)eiads = —) =  ? еш (e“*  + e* )Ф (s)ds = —j =  f (е11х~,)г + е‘(хЮ' )Ф (s)ds = 
v2/r д, 2>J2n i  2л/2я i

cos лх = |  Ф(з)ешаЬ = ~ (c°s *(x -  0  + cos л-(х + /)) = cos ях cos л/

Demak, v ( x , / )  =  COS ЯХ COS TTt

Endi u(s,o = —— ~s2v tenglikdan foydalanamiz:
is dl

иЬЛ-^ФЫе" -  f “)

Ushbu funksiyaga Furye almashtirishini qo'llab, natijada 
u(jt,{) = sin яхsin jit yechimni olamiz.

U holda berilgan masalaning yechimi quyidagicha bo'ladi:

{m(JC, /) = sin 7ГХ sin TTt 
v(jC,/) = COS ЮГ COS/Г/

Shuni ta'kidlash joizki, giperbolik sistemalar, Furye 
almashtirishi matematikada keng tatbiqqa ega sohalaridan 
hisoblanadi. Xususiy hosilali differensial tenglamalarga qo'yilgan 
masalalar giperbolik sistemalarga qo'yilgan masalalarga keladi. 

Giperbolik sistemalarga qo‘yilgan Koshi masalasini yeching:

3 8 .  ~ V x  u ( x ,0 ) =  0 ,  u ( . t ,0 ) =  2 x ,  - 0 0 < J C < O Q
[2o, - u x - u x = 0,

f 2 « , - ( 2 / - l K + (2/ + l K  =0» / n ,  ,  - o o c r ^ o Q  
[20, + (2f + 1)иж — (21 -  l)u, = 0, ’ U ’ ° ° <X<CQ

40. j * . + -  0. „(х.0) = 0>ц(,,0)_ x> -co<*««
I u,+u,+u,=0.

41. Gursa masalasini yeching: (sLd 4 t _I t  = <)> «(*.*)- <?(>)■ *>°-dt ax
u ( x , - x ) =  y / ( x ) ,  x  <  0 , p ( o )  =  ^ ( o )

42.
du ,du  .du  . — +6—+5— = 0, 
dx dy dy

du d u _  
dy dx

u(x,x)=x, x>0 

u(jc,5jc)=x2,x < 0 .
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Giperbolik sistemalarga qo‘yilgan aralash masalalarni 
0 ‘zgaruvchilarni ajratish usuli bilan yeching:

43.
— + 9 — = 0, 
dt dx 
dv du _ — +— = 0. 
dt dx

u(0,/)= u(/r,l)= 0.
ii{jc,0)= x 2, t»(jc,o)= о, о  ̂x z n\
44.

5i/ +9 do do) _
~dt dx dx

du + — - 0
ar

do + ^ _ 0
~dt ar “

.0 ) =- o, с ‘h
s о IIw(x,0) = 0, u(x,0)= 0, a(x,0) = x2, u(0,f)-2v(0,l)=0, w(0 ,/)=  0, o(l./)=0. Oi x S l ;

45.
— + 4 — + « = 0, 
dt dx 
dv du— + — + o = 0, 
dt dx

u(0,t)= u(x,l)= 0, u(x,0) = 0, ^ , 0 )  = sin2 0 £ X <; Л.
46.

?a+2i — +u=o,
dt dx 
do -du
i r +3& -u=0-

u ( 0 , / ) +  =  0 , n ( l , / ) -  u ( l , / ) =  0 , 0  ^  X  ^  1.

47.
du __do n
a +27& -"=0’
do d̂u 

и ( 0 . / ) =  u ( l , / ) =  0 . 0  £  x  £  1;

48.
— + x JM + ( l - x J ) u  =  0 , 
dt dx \ r  •

— + 4— + (l—xIW+x1u = 0,ЙГ &
i / ( l . / ) - u ( l , 0 = ° .  o ^ x ^ l .

a(0,/) = 0,
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49.
— + 2— = 0, 
dt дх 
ди .ди л — + 5— = 0, 

, dt дх
и (о ,/)=  о, t>(l,r)= о, ы(лг,о)= х, 

и (* ,0 )=  О, 0 £ X й 1;

50.
—- 2— = 0, 
dt дх
^ - 3 ^  = 0,
.dt дх

и (0 ./)= 0 ,и (1 ,/)= 0 .

и(х,0 )=  О, о(х ,0 )  = X, О £ х й 1;

51.
—+ 2— = 0, 
dt дх
^ + 3 ^  = 0,
. а  дх

и(0./)= 0, «,(!./)= 0.
и(х ,0 )  = х, ы (х,0)= О, 0 ^ х S I;

52.
^ - 3 ^  = 0, 
dt дх

5—= 0,5/ аг
и(о,/) = 0, и(м)= 0.

* (х .О )= х , 

о (х .0 )=  О, 0 £ х £ 1;

53.
^ 3  = 0,
dt дх

— +2— = 0, .а/ &
и(0,/) = 0, (1,/)= О,
и(х,0)= 1. v (х ,0) = О, 0 £ х < 1;
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Javoblar
1 -bob.

1.2.3.4.5.6.7.z=/(x* +У). 8 . г=/(ху+уг). 9. r = /(Z+£). 10.
ДГ X

-t--+-,"f2z)2) . 11. F(xl - y ‘, x - y + z ) = 0. 12.
z z

= 13. F(x>-4z,l tU $-)  = 0. 14. F(x>+/ . i )  = 0. 15.

H — ,xy~—)=o. le.FC—? _ + ! ,—! _ +i ) =0. l7 .f (x 1+ /,x z+ V 7 + T ))= o ..У 2 JC + J/ Г JC-_y Z

18. - —) = 0 .19. Д *2 + y2,arct^—) + (z + l)e'*)=0. 2 0 . 2 0 .3 3 .X у  ̂ ' 2 у
Г = 2jry . 34. z=>;/-e2r+l. 35. z = y1e2'/i~2.36. « = (l - * + yX2 - 2* + г). 37. 

и = (дсу-22^  + ̂ . 3 8 .  / - X 2-In1/7 ^ V = 2 -I n |y |.3 9 . 2x*(y+l)-y1 + 4 z -l.

40. (X+2J-)2 = 2 x ( z + > o ) .4 L jI » n x .» n J z .4 2 .  2 xy + l = X  + 3y + — ■ 43.

jr-2y=jf2+ y  +z. 54. z=Jo/+/^-j, bu yerda /  ixtiyoriy funksiya bo‘lib,

u uchun /<i) = о shart bajariladi.
2 -bob.

1. Elliptik. 2 . Giperbolik. 3. Parabolik. 4. Elliptik. 5. Giperbolik. 6 . 
Giperbolik.7. Parabolik. 8 . Elliptik. 9. Giperbolik.10. E lliptik .il. 
Elliptik.l2 .M̂ +wJ7f7+M; =0, £=x,r; = 3x + y. 13.и^+к* =0, £=x-2y,Tj=x.

+ 6^  + ̂ )^  + zO = 0’ ^ = f  + У 'Ч = \ х1 "Уу x > 0> UK + Unn =0,

2 з j
#=-(-*)*, *<0 . 15. «*,+— —-(u4-«4)=0,£=x+2jy,rj = x - l4 y ,

5 AS-1D

y> o; ntf+ww~ «  = 0,£=x,n = z P y ,  ><o. 16.
n

£=>/M> 7 = VM , (*>0 , y > 0  yoki * < 0, ;/< 0 ) ;

+ +“, )=°»£=Л  *7 = VTvT (x>0, y< 0  yoki x<0, y>0). 17.
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= 0> Z=W>’1=W, (x>0 , .y>0 yoki x<0, ;y<0);

+ ^ M7 =°> f =№* H ^ 2» (x > 0, y < 0  yoki x<0, y>0).

18. u{{ +unr}- u ( -un =0, £=In|x|, 17 = in | j, | (har bir kvadrantda).

19. u4s+u^ +^ u4 +^ un = 0> £=y2’ V=x2 (har bir kvadrantda).

20. ufn + - 1 A w, +£/J=0, £ = /  - x 2, rj=y2 +*2(har bir kvadrantda).
v̂7 ь )

21. Мя + ищ -lh£u, = 0, {  = ln(jc + i/l+ jt! ) TI = ln(v + y l 4- y 1 ]

22‘ "л _ 2i ^ b ' - « . ) + 7 f ± i r ) (!‘<+ * ,h o ,e  = y ' + e - .r i = y 2 - e x (y>0yoki 

y<0).
23. u« + "„ + cos$/, = 0, f =.v, 77=y-cos».24.«,,=«f .25. 26. { = 2y + x \ч=х\

; giperbolik,

.^ = 5x+y; 77=jc; parabolik,

2 9 - d,ip tik’ § +0 - - ™ л и ' т Л У

30. S=S--2e>-,n= x \parabolik, ~ = F ( f , 7 ,u, ^ , ~ ) . 3 1 . ^=y-j^;
Э77 d£ drj

77=д^+У; giperbolik, = £=cosx+y; 77=*;
077

parabolik, 1 4  = f(f ,*7. “> J^)-33. i  = yx = ix‘, elliptik, 

f ^ +f ^ = F(f>^“.fp f4 '3 4 .  ^ = 2 e * g i p e r b o l i k ,

J ’f ^ 35- ^ co*>4=e- \ giperbolik, 

^ ^ = F (^ >77,m,^,^).36.  ̂= cos jc - sin у , 77=*; parabolik,

d2a du du



37.<f = 2*-.у;>7=^+^; giperbolik, ^^=f(£t7,h,^,-^-).38.£ = tgy- x ;tj=x
x  у  ogorj дс от]

parabolik, —-$ = F(g,rjtu, 39. ̂  = cos y\rj = smX\ elliptik,
orj dg drj

= in y -i; rj=x\parabolik,

iп и  du du. л* i_ i*i d2u _ . „ du du .aj?: -П{,п.и,—,—).41.{=у+с,р ;n=x; parabolik, —

2** a2v ди du4
&42.£=e*+2y,Ti=e-u ; elliptik, Й + 4 4  = /г(#>’7>“. |~ . т ^ 43 •€ = ctgy \П

d£ dn2 dg drj

; elliptik, ^ + ^  = F ^ ,r j,u ,^ ,^ -) .44.^ — _ysin xу fj=xу parabolik,
orj og orj

~ = F ^ , t j , u ^ , ~ ) . 4 5 . ^ = x -e> ; r j= 2x - e y ; giperbolik, 

д2и du du ar 2 . 1 . aii:M4-:i, _ / e  du du.~ F ( f , T , , „ , - , - ) . 4 6 . (  = y + - , 4=- ,  elliptik, _ +_ = F ( f ,v,

47.^ = 2дг-яп y',n=y\ elliptik, | 4 + ^  = F(£i7>“.|j.-^-)-48.£ = y -  In sin x j
og' orj og orj

n~x\ parabolik, ——= F(£,rj,u,^,—).49.£ = lncos.y *7 = lnsin.*;
orj~ og orj

e l l ip t ik , ~ + ^ = F { i ; , r j , u , ^ , ^ - ) . 5 0 . f  = е~*‘^ х 2 + у 2 ; n = x -y ;  
og orj eg drj

giperbolik, ~ ~ =F^ , r j , u ^ = xy; п = *у yoki £=]ny+\\ntf+9)\
ogorj og drj

rj = arctg \ elliptik, = Р&п,и,^,^).52.£=Ут-\пХ;п=х-у;
3 dg drj dg drj X

giperbolik, ~ -= F (4 ,n,u,^,^-).53.i = xy+\n,-,n=x+y ; giperbolik,
ogorj og orj

^ = f ( # ,^ ,g , g > . 5 4 . f  = , - , ;  ч=х; giperbolik, jg -= o .5 5 .f = ,  + „. 

rj=y; parabolik,44 = 0* 56..^ = * + 2у, п=*; parabolik, | 4 “ -f^=0.57.or/ otj~ 2 otj
-\2 i л

£ = 4л + у,  ̂= 2x+^; elliptik,— — =0.58.^ = x + y, rj=x\ elliptik,
ogorj 1  og

f +0 +f r 0'59^ ' - — r-’ W ^ W n + W n - - 0- 60-
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£ = 2У-ху rj=y; elliptik, ~ т + ^ г + ~  = о. 61.£ = х + зу, rj=x; parabolik, 

f ^ +4 ^ =a62-£ = х + 2у,п = зх + 2У; giperbolik, = 0. 63.on Idrj  °  r  e^drj 4 drj
л2

f = x- 3y, rj=x; parabolik, - 4 + — =0.64. f = * + 2>, 7 = э*; elliptik,
orj drj

д*и d^u 1 .du du. _ . ... d2w Эмттг+т-т+тС—+—) = o. 65.^ = 2jr-y, *7=*; parabolik, —r +— = 0.6 6 .d£ 2 drj2 6 d^ drj ъ ’ d/72 Э77

£ = jr-sy, r/=x-y; giperbolik, - ^ - + 7 -^  = 0 . 61.£ = x + y, n=x-y; elliptik,
dgdrj A drj

0 +0 +2| = 0- 68- ^ —  *"*'• giperbolik,

£ = .r + 2y, rj = 2jc + у J elliptik, |^-+-^4+2— = 0 . 70.£ = X + Зу, ц = 2x -  у  \
dg~ drj~ drj

л* «v

giperbolik, ^ ^ +^  = 0 - 7 l* £ = * + >\ 77= r; parabolik,

|^+(а+ /?)||+ /? |^+см =о. 12.£ = х + у, п = ъх- у ; giperbolik,

=0• 73‘* = '  + 3*  4=x+y’ g'Perbolik, 7 4 .^

>7= p  g i p e r b o l i k , =0.75.{= in(*+J?  +1), 7 = in(>+, / / +1) ; elliptik, 

0 + 0 = ° '  76.£=*2 +y,r]=y-x‘; giperbolik,~ =0.11.4=A  <7=y; 

parabolik, j - j -+ :j -^ =0.78. £ = /  +x, rj=x-yL; giperbolik,— —=0.79.<7̂  j /7 ~

£=*, rj=x+ey; g ip e rb o l ik ,^ ^ + ^  = o. 80.£=x2+.y, /7=*; parabolik,

f ^ = 0. 81. ^ - / >n=x2; elliptik, | ^ +^ +_ l _ ^ l +± ^  = o. 82.
5/7 к &f2 a/72 #-77 b]dr]

Qiy dt
^ = jr+ sin y , 77=-^; parabolik,— + ^ —^-=0. 83. ^ J + > +  cos x, ^ = x - j h - c o s x ;

0/7 or]

giperbolik, ^ L +I c o s ^ ( g - 0 ) = o .  84. f = ,+«,*,./7=*; giperbolik,

^ +i S =°- 85-# = Л  " =Jt; ParaboIik. 0 - 7 § =o- 86‘ ^ =jr' ^ ’
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tj—x i parabolik,—— — 8 7.  ̂ = tgy t rj = in x elliptik,
°vr s +T?

0 +0 +т Я =о- 88‘ ™  Parabolik’ 0 =o- 89'

%=e?-7x,Tj=e>'-x\ giperbolik, - ^ -  = 0 . 90.44V2,/; = 4*; elliptik,dgdrj

0 + ! ^ 4 | b 0- 9L f = / +2eF- w ;  p a r a b o l ik , |^ - i |i= o .  92.d£2 d/7 £ drj1 rj drj

£=x1+y,T]=x2; e l l i p t i k , 93.  ^ = 4 ^ -3 /, 77=*;£7£ ОТ]' 4/7 <7£

parabolik ,|4 + , 63/; ct^  = °- 94.  ̂= ix + s\ny, n=y ; parabolik, | 4  = 0*drj 4rj drj drj

95. £=x+2e~y, n -  2 x ', elliptik,-^-+—̂  = 0. 96. £ = X + y  + sin x t rj = jr-y-sin  x \d£ drj-

giperbolik, - ^ - + 7 COŜ T ^ ^ " ^ ) = 0- 97- ^ У 1& П =У\parabolik, 
dcjdtj 4 2  drj d ^

0 - ? w S =O- 98- Parabolik' 0 +T ^ tf | +’ S )M°-

9 9 .  ̂= ysinx, 77=y; parabolik, | 4 - ^ f ^  = o. 100. >,>0daelliptik,Э̂ ‘ 7] d£

0 + 0 +^ =o ;>,<0 dagiperbolik; <f = * - f ( - y ) \

vejr+2 ( ji ^  + 1 ^ (Л  |» ) =0 e 101< >>0 daelliptik,^=jr,ц=ъ[у\
3 ^ 7 7  (77-#) a??

3“м 5~м 2яг-1 Эм 
Э£2 d/72 rj drj

= 0 ; ^< 0  da giperbolik, %=x-2^y, rj=x+2^y;

d2u a - l  .du du. л i m  K i  i  „ «—— + -— rr(— ) = 0. 10 2 . £=x\rj = y'(x>0. y <  0). va d@rj (rj-Z) d£ drj
2 i ,4  d2u d2u 1 du I du n .е -М г .ч -1 -yV ( - 0. ,  « o). elliptik, _ +_ +_ - +- - = o ,

£ = (-Jt)*- y \ r j  = (—jc)= + y \  (x > 0, у < 0 ). va£ = or7 - ( - y ) S  rj = ДГ? + ( -у ) - ,

(x > 0, y <  0), giperbolik,

+ ̂  f  Ц , + (7 ^ - ^ | ^ )  = 0 > 1 0 3 .  €  =  4 x , r j = J y  (x > 0 , y > 0 ),Э̂ Э7 3 drj2 -d £ - d£ drj 

va
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Г Г ~  /----- 1 !• д и  д'и  1 ди 1 ди _
ь - V - x , r j - J - y  ( х > о, у > о ) ,  e l l i p t i k , - ^ + —т - —— — —  = О,

q д$ 7] дц

^  =  ̂ ~ Х) TJ — y f y i x c Q,  у >  — TJ =  V~3^ (Jf < О, .У > О),

giperbolik, ~ | ^ - ~ - ~ = о . 104. и^+ит+ис(=0, £=х, г,=у-х,

С = x - j y  + j z -  1 0 5 .  и „ - и т + и к + и п =0 ,  4 = у * ,  rj = ^ x  + y,  C = - j x - y + z .

1 0 6 .  г /^ -м ч, + 2 м# = 0 , £ = х + у ,  q = y - x ,  C = y  + z .

1 0 7 .  и # + и пТ1= 0 , £ = х ,  г ]= у -х ,  £  = 2x - y  + z .  1 0 8 .  ик - и пп- и к = 0 , £ = х ,

7J = y - X , 4' = | ж - 1 у  + 1 г . 1 0 9 .  M«+Mw +% +M rT=0, £ = * ,  Т] = у -Х ,

С = х -  у  + :  ■, т = 2х -  2у  + z + I .

110. M̂ “ M>ro+^+w TT = 0, ^=Х+у, Jj = y —X, ^ = г , г = у + 2 + /.
1 1 1 .  ы « -к от+и«- + Wrr= 0 , £ = x + j> , п = У ~ х ,  c  = - 2 y + z  + t ,  T —z —t .

1 1 2 . w « -w w + « ^ = 0 , £ = * ,  Г] = у - х ,  c  = 2 x - y  + z ,  T = x + z + t .

1 1 3 .  m«+w<7I7 = 0 , £ = x ,  77 = y ,  = - x - у + Z ,  r  = jc -y  + / .

1 1 4 * 5 X f t  = °> * = U ,.. . ,n .  1 1 5 .  Z ( “ l)*+4 *f4 = 0 > 6 я Е * м*=i /=i *=i ы
к = 1,2,..., /I.

Л Я

1 1 6 .  = 0 )  £, = x,> £k =Xk~~Xk-ll к = 2 , 3 1 1 7 .  = 0 ,
*=1 t=l

= JlTnl** ~T 5 * = л * w*,{1 ~ ^ U{i4k =^’ = X' " Xj ’

km3'A..."*
3 - b o b .

1 . f ( y  + ax) + g ( y - a x )  . 2 .  /(jr -  y) + g(3jr + y) . 3 .  /0 > )+ g (x )e~ <0’.

4. jr-y+/(jr-3y)+g(2jr+y)e 7 . 5. l /M + g O )^ ^ . 6. ^X+>’+l/(x)+gO)]e3r+2r.
7 .  f(y-ax)+g(y-ax)e~x. 8 . f (x+y)+ (x-y)g (x2- y z) (X> - y  yo\ d x < - y ) .

9. /foO+M‘*f“ ]» (har bir kvadrantda). 10. /Г - )+x g ( (x2 +y2* o).
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11. xf{y)-f '{y)+]{x-^)g^)e<ydg . Ko‘rsatma. ux=v belgilash kiritib,
0

u = x v -v y9 Vxy -xvx = 0 munosabatlami oling. 12.

yg(x)+-g ,(x )+ \(y -£ )f tf )e -*d{ .  Ko‘rsatma. uy =v  belgilash kiritib,
X 0

w = ^-v, + yv, vxy+2xyvy =0  munosabatlami oling.

13. e^f{x)+f{x)+^-7])g{Tf)e~IJ,dri. Ko‘rsatma. uy +u=v  belgilash 

kiritib, u = vx+ yv 9 vxy+vx+yvy + yv=0 munosabatlami oling. 14.
У

y K * )+ f(* )+ \{y -r i)g (n )e ~ xr,<in- Ko‘rsatma. uy +u=v  belgilash kiritib, 
0

w=vx +2yv, (vr+xv)x+2y(vy +xv)=o munosabatlami oling. 15.

и = р (х - /)  + у/(x); 1 6  u = <p(x + y) + V/{2x + y> .l']' 11 = <Р(*+2у) + Ч'(х + 2у)е'-, J g  

и = <p(4x + y)ex*̂  + i//(2x + y); 19. u = <p(x-y) + ii/(x + 3y)e~ \2ib . 

и = p(x + 3y) + i//(x + 3y)e 21. и = <p(x + 2y) + i//(3x + 2 y )e ~ ;  22. 
и = у(у-3х)+цу(у-3х)е~х; 23. u = ttfb c -y )+ i/4 2 x -y )e~ x; 24. 

и = p(x-5y)e~~‘r + ̂ (x-y);25. u = <p(2x + 3y)+y/(2x + 3y)e~', 26. 
и = $ 2 х —у)+ц/(х+3у)еу~2х\ 27. и = р(3.!с-у) + уфг+у)е~“̂ ; 28. 

u = <p(x + 3v) + i^(x+v)e"~r -, 29. M=^(x)+^x-ev’)e x; 30. и = $>(x + cosy)— + И*); 31.
x

. дги 1 ди -2-,£ = -с + У. /7 = 5x-y = 0,w=p(x + y) + ̂ (5x-y)e • ; £ = y,d£9/7 6 5/7

r j = y - c o s x ; ^ - - ~ ^ 0 ;  u=<p(y)+v(y-cosx')ey; 33. i= x y \ r j = y ;
ogorj drj

du  - 2 ^  = 0 ; и = ?1(лУ)У+(К>');34. £ = +y, TJ—X i p T ~ ^ -  = 0d@rj rjd{ ’ г V.. , , dr), drJ

■,u=qtf +y)+4tf +уУ\ 35. { = xy, ч=у‘, . = 36.
ogorj rj og

£=x)?,T j=x;  ^ - - “  = 0; и = < А х у)х + ф );  37. ^W +.v, ?=*; 

|^ - - i | i= o ; i /= ^ x 2+ ^ + ^ + 3 ') ;  38. п = х ; ^ ~ - - ~ = о ;
drj rj drj ogorj rj og
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"=р(*3.>')*2 +<К*); 39. s=xy,v= у ; - ^ - - - ^ = о ;  и=Фу)у> +И»;°£<”7 '/ 3#

u=?<xvV+iKy);40. £=япл+у,17=-*; т т - 2 ? ^ 0; "=«!< )̂+v/( )̂eb'; 41.ОТ) ОТ]

*-£*-*£гйгв; “= * ^ ); 42- ^ = * ; |H S = 0;
и = - р ( л у ' )  + ^(х); 43- £  = ху, Т 7 = у ;— Y + ——̂  = 0;VM = 9>(.ху)1п у + v^(xv); 44.

X дТ) TJ ОТ]

 ̂= x/,7=f 45. £=*y,/7=>SOgofj Zq от]

£ - I g - . ;  ■ - * * * + * *  46.

M = 9Kx)+xV(V); 47. 4r=xyz, 7 =7 , —- ^  = 0, U = q(x)?)y? +y{y)\ 48
T] d £

д~ы 1 0//
£ = x + y + cosx, r )= x -y -c o s x ,—^ - + - T 7  = 0 , « = <p( )̂e“} +v'(^); 49.ogoj] L og

z = x + y + cosx, J7 =*-.y-COSX,- ŷ -̂ =  0, u = 9>(^) + v/(/7); 50. £ = 2x -  у  + cos x,
dSdtl

д ги л С1
rj = 2x + у - c o s x ,  = 0 , и = $>(77) + ^(£); 3 1 .  £ = 2х -  у + cos х, rj = 2х + у - cos х ,

э^э/7

а2И 1 5м _1 г- 2 д2и 1 Эи „
+ - —  = 0 ,  I/ = <р(г]) +ц/ (£)е  •; 52. £ - * У , П  =  хУ1 Т 7 _̂  + “ ^ 7  = 0 »а^ 7  4 э^ э^э? /7

«=—^V)+v'(^y); 5 3 . ^ = х у \ 7 = х / ,  u=tfgpf+ч4я);ду Э̂ Э/; т] д£

53. { - * + / . ч- „  | ^ - 1 0 - „ ’=о, 55.

’=/+*5т*§+1=°’ “= ^ +̂ )_т-
4-bob.

1 . ” № ^ Н < 1 » 0 < > < 1 . 2 . s in y - l  + e*"'; -оо<х, у х » .  3 .  x - y - ^ •  + •̂«;̂ ,'; 

- с о < х , .у > о о .  4 . i [ l - x - 3 y  + (x + y - l ) e 2j,}-«> < х ,у  < о о ,5 .

3 • ^  /  Лхун— sin——cos JC+— fc-QO<X,y < 0О.
2 3
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« = / + ( * * - ] ) / ;  4 3 .  и = х у  + 1; 4 4 .  w = ( x - l ) / ;  4 5 . £ = x 3y 2t r j = x ;

W S 7 § =0; +2+3*! -± * * ;4 6 .f-* V .ч- r .
дги 1 ди I , ч

Ш + п Т Г 0; и=^

u = y V + 3 - j y r ' + / - /  + j y ;  4 7 .  £ = * У ,  /7= х ; ^ -  +  ̂ - ^ :  =  0 ;
4 4 д£Э /7 З/7 <Э£

и =  Щ ±  +  у/(г1У,и = ± у '  - х у 2 + З х 3 + 3 х - 1 ;  4 8 .  £  =  Х>уг ,Г ]= Х  \ + =Г s s

п
25 f 5 * _ , 25 2 AQ „ „• ^  . 5  ^ - п -

. - T v » + J / + a* “ Т * - Т ; £ - * У  >т?=у > ^ + з ? а Г ° ’ 

и = ^ Р + И > 7 ) ;
7*

- f x V  + i - | / ; 5 0 .  #=xy,, ,= y ; ^ L +l |  = 0; ■ = *©+**>;
7 7 dgdrj j] dt; rj2

u = ^ - x y + 3 y 2 - j + y -  5 1 .  € = y 3x 2, T ) = x ;  J ^ + i . 5 U o ;  н = ^ + и > 7);2 2 d£d/7 З/7 77»

« = 2 ( / - l )  + ix ,( l - / )  + 3xJ; 52. 4=ХУЛ.П=Г, »-*V<f) + ¥'<»>:
5 rj dq

м = З у  + (1- ^ ) 8/ ;  5 3 .  u = ^ - + ( x / ) 2; 5 4 .  u = s j r V - 3 * V ;  5 5 . »  = 5 * v  - 3 * V ;  

5 6 .  и = 2л/л7; 5 7 .  # = х / , /7 = — ; =  0 ; M= /7W 0 + V'07);
*  0^ 0 7  2jj dg

u=f*  yT* ** 58‘

M = -^xTx 2 + |^ y 2x + — - ^ - - - ^ ~ ; 5 9 . U  = jr(l + j/). 6 0 .м  = (дг4 +X5)>'2; 6 1 .
3 7 1 у* Ъ y*

II = 1 + sin( X -  у -  cos x) + «'*“ д sin{ x + у  + cos x); 6 2 .  и = 1 + cos x ■ cos( у  + COS -t); 6 3 .
2r-y-oosr . y-cosx

„ = sin x ■ o s ( + j/l(Zz52L5);64. и = 2 е 3— 5“ . 65.

« -  ' ’”(»({)» v'W); " = ^ rc*’ + 6 6 . n = e"’V(f)+IP('7); ч  = - Ц ^ - ‘
22 22 47 47

M »e4V ( f )  + ^(j7); u = -^-elr* + ^ - ;  6 8 .  „ = e-,V ( f )  + ^(/7); м = -  — e"^x + — ; 6 9 .
86 86 19 19



хг + xt + At2 + — xt2 .1 0 6 . s in * . 1 0 7 . x t+ s in fr+ t)—(1— chl)ex. 1 0 8 .6
1 + t + — (1 -  cos 3/)sin x. 1 0 9 .— (l -  cos a<yf)sin <ox. 1 1 0 . - ------sin 0)t. 1 1 1 . X + ty + t2.

9 а го) со <o

1 1 2 .  ху(1+1г)+х?  1 1 3 .  -3xy’ )+ e' cosy+ /<r" sin j. 1 1 4 .  X1 + f  +/sin>’.

1 1 5 . 2x2 - / + ( 2 r 2+ y ) l+ 2 r 2 + 2f3.

1 1 6 . + o,' + i ,> (6 + + / ) +  ,> + ! ,* ( * + y ) 1 1 7 .  e'’A ^ c m ~ + - s K , t \
2 4 [_26 25 5 J

1 1 8 . cos(6*+ су)c o s ^ t ^ T ? ) , — —\ -  —sin(bx+cy)s\nLttyjb2 + c2)
a jb 2 + c 2

1 1 9 . (r2 + y ) 2(l + 0+ 8 o 2r:(x2 + y ^ l  + i / j + 5 a 4/4̂ l + -irj.

120. (xJ+ /+ 4 a2Xe'-l-f)-2<rt2̂ l+ifj. 121. sf+jf-T^+t+fxyz

122. / +/z’ +8/1+! , 3+-L/«jc’ +-2-/‘.
3 12 45

1 2 3 . X2J/lZ2 +txy + 3r2(x2 + y 2 + z 2 + X2y2 + Jt2z2 + y 2Z2)+ “ /4(3 + X2 + У2 + r*)+ y^*'

1 2 4 . er+y cos^V^j+te3-*'*4* sin5x+ /V ^  sinycosz.

1 2 5 . (l + Z ^ + ^ + z 2)2 +10o2/ 2̂ l+^rj(x2 + y 2 + z 2)+a*t*(5 + t).

1 2 6 . (x2+ / + z 2+6o2)(e, - l - / ) - a 2r2(3+0.

1 2 7 . -^-(1-co s  ai)e' cos xsin у  + ey*z p -  shat sinx + -^L >/2)+ x2ch{atyfl)J

1 2 8 . xycoszcosa t+—yzexshat+— - —-cod3y + Az\ e‘ -cos5a t— —sin5cr/j
a  1+25a2 \  5a J

1 2 9 .

I cos at + -  sin a t ] cos J x 2 + y 2 + z 2 + - = = L =  sin Jx2 + y 2 + z 2(  t cos at -  at sin at -  — sin at 1
V e J J x 2 + y 2 + z 2 I * J

4 .3 .

1 . 1 + e '+ w J. 2 . /*+e"'sinx. 3 . (\+ f)e4 COSC. 4 . cA/sinx. 5 . 1-cosf + (l + At)~e U/.
, 2r-r^ +f J -iT ( 4»8+<

6 . (l + / ) l e  ы . 7 . x^ + A ty ie 1̂ 1. 8 . (l + /)“  sin ~ ~ e 4(1+0 • 9 . ^ -1+ e" 2'cosrsiny.

10. 1 + lsin xsiny(2sin/-cos/ + «■*') 11. sin/ + — —— e . 12. — + —=L=e l_+/ .
5 (l + 4/) 8 VT+7
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—~̂2 CQSi + t* e ( ‘ ~ cos x(e-2' - I  + 2/)cos ycos ze-4'. 15. 

e' - l+ s ii(x -y - z )e ~ * .

16. I ( i _ ^ ) + £ ^ e >«. 17. i C0S(x_J>; + -)(I_<,-3')+ *
-s/l + 12/

18‘ 7 ^ ?C°SI ^ re'< ^  ’ 19‘ C'"COSt ; X‘- 20- 0 + 21.
/ ч -Wl
(1 + 4/) 2 e U4'.

If

я S'** 1 ——|
2 2 .  (i + 4/)~2sin ——  e~ ^ . 2 3 .  e ^

1 + 4/ ^  л/Г +4^7

5-bob
j  _  8 f ,s in (2it + l)^

{£■■)'

8e"'
2 - ------- — ——[cos(2A' + 1)/ +sin(2/: + l)/]sin(2/r + l)x

я \2k + 1J

3’ (-D*- л(2к +1)
. (2A: +1) (2k +1)sm ------- - t  cos ------- -x.

2  2

4 ‘
2 cos Я*/ + — sin Akt-  2

Л

5. /(2-x) + £ 4/ tor5 . . 
n r —^“sinV

. лкх sm— 
2

sin лкх, Лк = ^(кл)г -

/ — —sin Я*/
К

6. ^ +f ;* = ! £

7. sin2xcos2/ + ]T(-l)‘ - -̂[l-cos£/]sin£x
t=i £

8.

. лкх , If кл'
“ t - W t

t-l+e 2 cos/^/+—sinnkt sin(2*+l)*c, ct -  / 4yi^-. rt= ^ (2 * + l)V -i.£ c , - ■ - , ' •• -■-*........-  ' -  (2i+1)V

K o‘rsatm a. Yechimni M(x,/)=X!7,*(r)smAvrt qator ko‘rinishida qidiring.
*=i

Izoh. Yechimni w=v+# yig‘indi ko‘rinishida qidirish mumkin, bu
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yerda v = Ijc(i-x) funksiya tenglamani va chegaraviy shartlami 

qanoatlantiradi. U holda

u(x,t) = — -------> соSfJkt + - — sin n kt \e 2 sin(2A: + ])7Et.
2 2 p k J

9 .  2 x f + ( 2 e '  — e 4  —3te4 ) c o s x .  10. 3 + j t ( / + f 2 ) + ( 5 t e ' - 8 e ' + 4 / + 8 ) s i n x

11. x (/+ l)+ U e i ' - e i + ^ ]c o s |x  12. « + f - - - e I' + - e 5' V I sin3x.(5 5J 2 U0 6 IS J

13. Jtf+(l-e“'-/e”')cosGfct 14. -̂(e2' + e~2‘) - - - —cos2x. 15.
8 4 2

■̂sin x(c/i3t - 1) + sin 3x(cht - 1).

16. xt+(2e‘ - e 2')e~x sinx 17 . 18 . 19 . 2 0 .

73.  ̂ sin-̂ —, buyerdaa. = ~ \u „ (x )s 'm ~ d x ,
n=l • I Q I

u0(x) -  A -  const, bo’ lgani uchun м(х,/> = —  V  — !— e  ̂ * sin ^  + ^̂ Pf.
it fct>2k + \ I

7 4 *

75‘ bu yerda
#,> («=1,2,...)- tgn = -^~, cr = hi>o tenglamaning musbat ildizlari. 76.cr

^  • VnX2 » _ ^ / / „ c o s - ^ -  + o 'sin -^ - ,
’ <t(<7 +2)+//„! ■. bu yerda * . . j B,(*^.cosib£+<Tsin^iJ*, 

A . («=1,2,...)- = <t=a/>o tenglamaning musbat ildizlari.

77. s .  7 l i . i j M r - L . ^ - f c l K  В т * » - * .

f e — *
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_  / -  , ,17 ~ о и ц м п ^ .  w j ,  j ; _ )  +  i L V  ^ ------— COS Л . X  A .  = ---------------- .
**-o(2* + l) * 2 fcS(2* + l)! * * 21

84. /С05дг + 1(е-ь -1)с05 3х85. Xt+sitVBx4-*2>. 86. x + fsmx + i ( l - e-‘')sin3x.

87. £xJ+i(e4/-1)+/cos 2x88. /+ l+ (l-e ‘4)exsi!ix+ex",'sin2x.

89. x/2 + e' +sin / -  cos / + e’3' cos 2x. 90. x2 +2e* +(2f-sin2f)cos3x

91. x + t2 + j(e5' -  l)cos x + j(-  e~3' + l)cos 3x.

92. x ' t+ x + Y  Сц-'— (l- e~si2t~"’')cos(2jt- I)*, C„ . = - f  —!-------— \
Щ 2 * -1 )’ - б '  ' Д г *  + 1 2 k -3 j

93 .(x+i
*=1 Л ЛГ + 4

Г 0, agar п-Ъп
= I - f  -  1  ̂ 1 -  \  agar я = 2/л -1 .

(^ V 2m -1 2ш + 1 2 /м - З /

6-bob.
1. Agar л = -2  bo4 Isa, yechim yo4q. Agar я * - 2  bo4Isa, u holda
*0 0 = M i i i h i

Д + 2

2. Agar bu yerda л1=__!_ bo4lsa, u holda — Z-2—$bo4ladi.e -I 1—A[e —IJ
a = a, da yechim yo4q. 3. Agar л *2  va л*-б bo‘Isa, u holda
12Л2х -  24Дх -A1 + 42A , . , ••---- ------------------• л = 2 va Л = _6 ^a tenglama yechimga ega emas.

4. Agar л *2 va bo4Isa, u holda +x* - Agar я = | bo4Isa,

Cr + y-jf' + jrS bu yerda с  -  ixtiyoriy doimiy. д= | da tenglama 

yechimga ega emas. 5. Agar bo4 Isa, u holda

^-у(5^+бд)+1-бх2. A=±J^da tenglama yechimga ega emas. 6.2 я 
12 л



Agar л * | va я Д  boMsa, u holda Agar \ Л  bo‘lsa,

Cx3 + x2 - —x*, bu yerda с -  ixtiyoriy doimiy. я=- da tenglama 
6 2

yechimga ega emas. 7. Agar я * | va я * | boMsa, u holda 

-^^-jf2 + ix* + з . Agar я=- bo‘lsa, i x* + з-—*2 + cx, bu yerda с  -
1-2Я  b  2 з

ixtiyoriy doimiy. я = ̂  da tenglama yechimga ega emas. 8. Agar 

я * ± -boMsa, u holda ^  Agar я = -  bo‘lsa, - x + x3 + cx 2 , bu
2 5(3 + 2A) 2 5

yerda с — ixtiyoriy doimiy. я = - ~ da tenglama yechimga ega emas.

9. Agar я = я, = — va я* ! bo‘lsa, u holda c ,+ -x . Agar я = я2= |
8 2 2 о

bo‘lsa, сдзх2 bu yerda c,.c, - ixtiyoriy doimiylar. я = я, = ^ da
2  8

tenglama yechimga ega emas. Agar , = 1,2,3 bo‘lsa, u holda
«,(*) = _ j£_ . 10. Agar я*- va я * bo‘lsa, u holda Л *-йп 2х + л - 2х.

' 3 -8 Я  b  4 2 3 -4 Я

Agar я = - 1  bo‘lsa, n-ix-ismix+Ccosix, bu yerda с -  ixtiyoriy 

doimiy. я=^ da tenglama yechimga ega emas. 11. Agar va

я * - |  bo‘lsa, u holda ^ ^ ^ sin*+cos2x. Agar a = bo‘lsa,

cos 2x -  — sin jc + С cos x , bu yerda с  - ixtiyoriy doimiy. я = - -  da
4 2

tenglama yechimga ega emas. 12. Agar bo‘lsa, u holda

sinjc+-^ ^ ^ 2Acos2y+^sin2xj. Agar ^ = ±272 bo‘lsa, tenglama 

yechimga ega emas. 13. я ning barcha qiymatlarida _^L_Sjn з* + cos * .
" ‘ 2 — Ал

14. Agar я * ± — bo‘lsa, u holda 1- — Я- cos*. Agar я = -  boMsa,
2 Я’ 6(2Я + 1) 2

— -  —  + (в + л 2 cos jc)c , bu yerda с  -  ixtiyoriy doimiy. л = -^ - da
3 n  2

tenglama yechimga ega emas. 15. Agar я * -  va я * -  bo‘lsa, u
7T 71
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holda cos 4jt + 1 + — — —  Agar я = —  boMsa, cos 4x -  1 + C, cos 2x + С, sin Ix  » bu2 — Ал it

yerda c„c, - ixtiyoriy doimiylar. я = — da tenglama yechimga egan
emas. 16. Agar a *  — bo‘lsa, u holda cos3x . Agar я = — bo‘lsa,я яг
cos Зх + C, cos x + C2 cos 2x ? bu yerda C..C, - ixtiyoriy doimiylar. 17. Agar 
я * 1  va я *  —  bo‘lsa, u holda Agar я = —  bo‘lsa,

я 2 я l - А л  2n

2cosx + C sin2x, bu yerda с  - ixtiyoriy doimiy. я = 1  da tenglama
7 t

yechimga ega emas. 18. Agar va д*-!_ bo‘lsa, u holda
Зп 1 -Ал

Agar я = -L bo‘Isa, - s i n x  + c c o s 2x ,  bu yerda с  -  ixtiyoriy doimiy.
3 it 2

я = — da tenglama yechimga ega emas. 19. я, = - ,  sinx+cosx,l; я, =--Ln n it

, c o s x - s in x . 20. A, = — , 1; Я, = —, cos 2 * ;  Д, = ,  sin2x. 21. A, = - 4 5 ,  3xJ- 2  2л n it

45 i л  л 3 — 3 -  ~  /i -j  2,  я, = — , isjr — i . 22. я ,= - , 3 x * + x j ; я, = ~ i ,  3 x » - x » .  23. я, = — , 
8 8 2 it

sin x -  sin 3x J Aj = —, sin2x + sin3x, sinx + sin4x. 24. a = - 12,6 = 12 ,
7t

-12c2+c;x+Q, bu yerda c,.c,- ixtiyoriy doimiylar. 25. д=л/Г5-3, 
c[iVi5x2+3(i-ViT)t]+--3x, bu yerda c -  ixtiyoriy doimiy 26. Har

qanday я parametr uchun ushbu tenglama yechimga ega:

<p(x) = a\ cos(ix-y)f{y)dy>+/(x) 27. Agar bo Isa, u holda
0

—̂ — sin;r-f^^-+ax+A. Agar я=- da, a = b = o boclsa va faqat shu 12(1 — 2Я) 1-2Л b 2
holda tenglama yechimga ega bo‘lib, yechim: 9{X) = c, cos x + c , , bu 
yerda c,.c.- ixtiyoriy doimiylar. 28. Agar я * ± -(a .a  -ixtiyoriy)л

boMsa, u holda 2(fl- 2̂ i sinx+A. я = -  da ixtiyoriy laming
2 + Ял- n

qiymatida tenglama yechimga ega: <p(x) = ̂ ^ - s in  x + ь + с, cos x, bu 

yerda с ,- ixtiyoriy doimiy; я ^ - d a  ал+4Ь=о bo‘lsa, va faqat shu
71

holda tenglama yechimga ega bo‘lib, yechim: jc) = 6 + С j sin x  ,  bu
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yerda сг- ixtiyoriy doimiy. 29. Agar A*^va л * | (а,ь,с-ixtiyoriy) 

bo‘lsa, u holda +T ^ 7 * +ax2• A = -  a+3c = o bo‘lsa, va faqat
3(1 2л) 3 2л 2

shu holda tenglama yechimga ega bo‘ lib, <p(x) = hbx + ax1 + c ,, bu yerda 

c," ixtiyoriy doimiy; * = |d a  b = o bo‘lsa, va faqat shu holda tenglama 

yechimga ega bo‘lib, yechim: <p(X) = ax2 - i(*  + c)+c2x, bu yerda c,-

ixtiyoriy doimiy. 30. Agar Л*±Щ- (а,ь -ixtiyoriy) bo‘lsa, u holda

2Д(5а+зй) a + 4Л'(5а+зь) +ax+bx> я=—  da 5a+3  ̂= o bo‘lsa, va faqat 
15-4Я 5(l 5-4Я) 2

shu holda tenglama yechimga ega bo‘lib,

bu yerda с,- ixtiyoriy doimiy; A = - ^ d a  5а+зь = о bo‘lsa, va faqat 

shu holda tenglama yechimga ega bo‘lib, yechim: 

^jc)=^jc~x3j+C2 bu yerda с,- ixtiyoriy doimiy. 31. Agar

я*з va я* 5 (о,ь-ixtiyoriy) bo‘lsa, u holda я = з da

a = 0 boMsa, va faqat shu holda tenglama yechimga ega bo‘lib, 

<p(x)=l ~̂x2 + ij+C,, bu yerda с,- ixtiyoriy doimiy; я = 5da 6 = 0 bo‘lsa,

va faqat shu holda tenglama yechimga ega bo‘lib, yechim:
<р(х) = сгхг--ax , bu yerda с,- ixtiyoriy doimiy. 32. Agar я Д  (а,ь-

2 6

ixtiyoriy) boMsa, u holda 30Ла + 7Ьх1+дх. Я=1 da Sa+ib = o bo‘lsa, va
7(1 —6Я) 6

7 I -
faqat shu holda tenglama yechimga ega bo‘lib, <p(x)=--bx+Cix) +C2xy, 

bu yerda c, va с,- ixtiyoriy doimiylar. 33. Agar л * — va я * — (
ж 4 -  n

a,b-'ixtiyoriy) bo‘lsa, u holda +— — -jc+6*2. я = — da
2 —Ял- 2 —Я(4—/г) я
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ах + ы4-л-) = о b o 4 Isa, v a  faqat shu  h o ld a  ten g lam a y ech im g a  ega  

b o 4lib , <p(x)= 2( x - 2) x + b x l  + C ’ Уегс*а c “ 1Хй У 0Т 1У  d o im iy ; я = - ^ —

da ten g lam a  y e c h im g a  e g a  em a s. 3 4 . A gar (* A c -ix tiy o r iy )

b o ‘Isa, u h o ld a  я Л |  da
2 l(5 - 1 2 Л )  7 (5 -1 2 Я2) 2 V 3

1 5 Т з ^ + 7 л /5 (а + с )= 0  b o 4 Isa, v a  faqat shu h old a  ten g lam a y ec h im g a  eg a  

b o 4lib , fl?(x)=ax2+6jf+c+C1̂ 3 + ^ | j > bu yerda с , -  ix tiyor iy  d o im iy ;

A = ~ ^ | d a 15>/зб-7л/5(а+Эс)=0 boMsa, va  faqat shu h old a  ten g lam a

y e c h im g a  eg a  b o 4lib , y ech im : Ф ) = a S  + 6x+ c+ C ,^ 3- ^ | j ,  bu yerda

c 3- ix tiy o r iy  d o im iy . 3 5 . A g a r  va я * |  (* ,* -ix tiy o r iy )  b o 4 Isa,

u holda « г Д ,  36Я2(^ 1 )_  l± da del bo4sa> va 
15 + 8Я 3 - 2 Я  (15 +  8Я )(3 -2Я ) 8

faqat shu h o ld a  ten g lam a  y ec h im g a  eg a  b o 4 lib ,

ф (х ) = ~ ax + 1 ~ 20o + c(x 2 + 1)» bu yerda c -  ix tiyor iy  d o im iy ; я = |  da

а  = ь  = о b o ‘lsa , va  faqat shu h o ld a  ten g lam a  y e c h im g a  eg a  b o ‘lib , 

*(*) = c,x + c2, bu yerda c, v a  с,- ix tiy o r iy  d o im iy lar. 3 6 .1 . я, = 2  9 i e x ;

я2 = - y .  P2 = 3 * -4 * 2; agar я , * |  va  ^  * - I b o 4lsa,<pOr) = ^ L _  (a -

ix tiy o r iy ); я = ^ а  ten g lam a  y e c h im g a  eg a , agar a = о b o 4 Isa va

<р(х) = 1 а х + с 3( з х - 4 х 2) ,  bu yerd a  c r  ix tiy o r iy  d o im iy . 3 6 .2 .  я , = 1 ,

rf2)= ^ ;  agar я * 1  b o 4Isa, я Л  da ten g la m a

y e c h im g a  eg a , agar a = b = o b o 4 Isa, v a  #<x)=c;x2 bu yerd a  c, va  

c , “ ix tiy o r iy  d o im iy lar. 3 7 .1 .  я, = - ,  ^ , =smx;  agar я *  — b o 4Isa,7Г я
2n1/Pb

< p ( x ) = a + b c o s x + A b m + ---------siruc; д = — da ten g lam a  y e c h im g a  eg a , agar
1 -л Я  я
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6 = 0 b o‘lsa, va 9?(.v) = a  + Csin x bu yerda с - ixtiyoriy doimiy. 37.2.
a, = - ,  Pl = x; agar a * —  bo‘lsa, p(x) = — +6 + 2A6;rcosx(bu yerda 

я 2/r 1 — 2/rA
a,b -  ixtiyoriy); a = —  da tenglama yechim ga ega, agar a = о bo‘lsa,2 it
va <p(x) = 6(i + cos л) + Or bu yerda c -  ixtiyoriy doim iy. 38.

x sin(x + y) + A,—cos(x -  j>)
<*х)=л|---------- ~T^---------- f(y)dy+f(x), agar д(Л)*о boMsa, bu yerda

o Д(/*>)
Д.2

Д(Л) = 1-Я2 —  ; a = — da tenglama yechim ga ega, agar /, + / ,=  о boMsa, 

bu yerda /, = j cos y f ( y )dy , / 2 = J sin y f { y )dy , va yechim:
о 0

p(x) = c,(sin x + cosx )+ —/ , sinx + /(x )  ( c ,  “ ixtiyoriy doimiy); a = - — da
71 7T

tenglama yechim ga ega, agar /,-/,= < >  b o‘lsa va yechim: 

<p(X) = c 2(sm x -cos X) ~ —f x sin x + f (x)  (c 2 “ ixtiyoriy doim iy),
It

sin(x+ y) + — cos(x -  y)
R{x,yiX )= ----------- -2 -------------- rezolventa.Д(А)

1 1 - —A + y(2x -  4Ax - 1)
39. <Ф0 = л}—^ ------ — ------------f (y )d y + f(x ),  agar д(Л)*о bo‘lsa, bu

_i Д\Я/
yerda a(a) = (i-2 axi- | л); A = i  da tenglama yechim ga ega, agar / ,= з / 2

i i
bo‘lsa, bu yerda /, = J/(*)<&, / 2 = Jx/(x)<k, va yechim:

-i -i

<p(x)=^x—iy ,+ /(x )+ c , (c, - ixtiyoriy doimiy); a=^ da tenglama 

yechim ga ega, agar / 2 = о bo‘lsa va yechim: *>(x) = - | / ,  + /(*) + c 2(x + 1)

\ - - Л + у ( 2 х - 4 А х - \ )
(с , - ixtiyoriy doimiy); R(x,y,A) =— 2-------^ ------------ rezolventa. 40.Д(А)

9>(x) = A [ f-— — + cos x\ay + b)dy + ax + b = ——— + 2яА6 cos x + 6 5 agar A *•д1-2яА J 1-2яА °  2тг

bo‘lsa (a,b -ixtiyoriy); a = —  da tenglama yechim ga ega, agar a = о
2л
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bo‘Isa, yechim: *,(*) = a(cOS * + i)+or (c  - ixtiyoriy doimiy);
R(x,y?A) =— ny +cosx -rezolventa.

1-2  яЯ

41. = n ^ 2 ^ 1 z n y )d y + m , agar д , 1  bo'lsa; д = 1  da
0 1 — яЛ я я

г* г*
tenglama yechimga ega, agar \smyf(y)dy = \sm2yf{y)dy = o bo‘lsa,

о 0

yechim: v{x) = /(x) + C| sin * + c, sin ix (c„c, - ixtiyoriy doimiylar);
R(x,y\X) = sin *siny + sin2xsin2y - rezolventa. 42. 6 = 0, зо + 5с = о.1 -  яЯ

3 1 3 1 . A \ ЛС43. о I—, b —  0, с —  -— . a 1— , 6 = 0, о  i— . 44. a  — 0, b = — . 45. 
VTo ’ Vi0 ’ VTo5 V10 2

д=6 .

46. <1 = 0, 6 = - 1. 47. а,ь- ixtiyoriy. 48. а,ь,с - ixtiyoriy. 49. 7a+sb = o. 50.
Cl 1 _ 4V3 - 6Л, =1, =4(x, +Xj)+i; Л, = -1 , p, = 4(дг, + *,)-! • М.Л -  9TV

<p{ =2+S(xf+xj); Л, = - 4^  + 6 , %=т/з(х?+х|)-1. 52. Д, buЛ' 4ТГ 1 + f
yerda r = Jx?+x22 +x23 .

7-bob.
1. Analiz kursidan ma’lumki, jc^,....,x„ dekart ortogonal 

koordinatalari sistemasidan ixtiyoriy ух,уг>—уп egri chiziqli 
koordinalar sistemasiga o‘tishda quyidagi ifoda:

A
ы\дх,

quyidagi formula bilan ifodalanadi:

Д"=7 = Y,4~i4sgJl•Jg /Jf&j fy* 

bu yerdag =det|j/l|,  g* = ~ ,  Ck=G4-gJk,gjk elementning 

algebraik to‘ldiruvchisi det||sA|| da,

8;*(УчУг>...X) = Z,T7T7

У»Уг>—Уп koordinatalar orthogonal bo‘Iganda, gJk =0J*k.

161



а)

buyerdag=(x{^,-j>{jt,)% g ' ' = ^ + y l ) ,  g a = g u = - U x fx „ - y (y n) ,

zu = W .+ S ()
g

u \  A 1 9 , du 1 d2u , 1 5  ди. I d2u d2u .D) Au = ----- (r— ) + — — - ; С) Ли = ------(г— ) + - г — r + — r i
r dr dr r dq>~ r dr dr r da dz

d> л . - ^ ± < г * £ >

e)
AuJ ( e - w - n ' )  

Ш 2- п г)

1 d . . du. 1 Э2мч ( s m u ~ )+ -T—^ - — )
r1 dr dr r2sinudu du r2 sin2 и dtp

du] d Г ll-r j2 _ du 
\1  -17 d£ + dij K 2- l  ^  dr) dtp

e - r , 1 ___________

in *}(?-=ц(Г7)5}
2.a) garmonik; b ) garmonik; c) garmonik; d) garmonik; e) yo‘q; 
f )  garmonik; j )  yo‘q; h )  garmonik; k )  garmonik. Bevosita hisob- 
kitoblar katta. Keyingi hisoblashlarda garmonik funksiya и = Ы(х„*,) 
ni Re /(z), z = x, + ixt , deb olib, vektor analitik / { . )  = u + iu 

funksiyaning mavhum qismiu(X|.x,) = im/u) funksiyani qurish

mumkin. Koshi-Riman sharti bu holda quyidagicha: =

Ko‘rinib turibdiki, w(z)=~+i^~, funksiya analitik va
at2 axi ox{ cbc,

Koshi-Riman shartiga asosan w(z)=^--i-^-. Shunday qilib quyidagi
ar, ax2

funksiya ham analitik
du . dv —  + i—  
dx, dx.

w{z) du dv 
dx, dxi  Ш 4Й

T,uning haqiqiy qismi:
du
ax,

garmonik; 1) garmonik; m) yolq.
3.a)k=-3; b ) k=-2; ф  = ±2/.сш  

da.

( t ) * ( 3

2x,-, d )*  = ±з;е )  k=0, k=n-2 n>2
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4.^z)analitik, uning U (x,y)=ux haqiqiy va V(x,y)=-uy mavhum 

qismlarining o‘zi va birinchi tartibli hosilalari uzluksiz va Koshi- 
Riman shartini qanoatlantiradi -Vy =u„ +u>y=0 ; 

Vx+Vy=»xy - Uxy=0‘
5.1. u(x,y) va v(x,y) lar f(z)=u(x,y)+iv(x,y) analitik 

funksiyaning haqiqiy va mavhum qismlari, Koshi-Riman sharti 
wx-v>(=0,wr +vx=0bilan bogMangan. Shuning uchun
dv= vxdx+vydy= -u ydx+uxdy ifodalar funksiyalaming to‘la differensiali 
bo‘ladi, shunday q i\ib u xx+uyy=&u=0 Bundan, \dv = \-uydx + uxdy

ixtiyoriy fiksirlangan (xQfy 0) nuqtadan to o ‘zgaruvchi nuqtagacha 
(x,y) nuqtagacha egrichiziqli integral D sohada yo^alishga bog'liq 
emas.

f  (z) = x*-3xy2 + i ]вху0сЬс+\3(хг- у ^ у + iC = xi -  Злу2 + i(3x2у  -  У )+ /(- 34 у0+ y\ + с )

5.2. f(z)=exsiny-ie1 cosy+iip** cos^ +c)
5 .3 ./ ( z )  = sinXC/?>H-/COSr5/?>H-/(-COSX05 ^ )+ c )  6 .3 ) v ( x ,y )  = - {x*  + /  - 6 x 2y 2) + C ;

4

b) c )  v(jr,.y) = -chx cos > +  С ; g) V(jc,.y) = Shx s in  у +  C 5 d) 
v(x,y) = chx sin у + С С) v ( j c ,  у) = -shx cos у + С J 7 .a )  u(x,y)=.x3y - x y sCy+C0

d ) «(x,y)=exsiny+C r+Q ;
/  2_x2

c) u(x,y)=exsmy+Cy+C0; e) u(x,y)=x y ~ + x y +—— +Cx+C0;

1 X3 V3f) = r +C->;+Co a) u=y<?cosz-yl+Xt+g(x,z)9 bu
2 3 6

yerda g(x,z)-ixtiyoriy garmonik funksiya. b) u=chx:osz-y?+)o?+g(x,y)
, bu yerda g(x,y)-ixtiyoriy garmonik funksiya.

j
c)u=xyz~— +3xz*-J+xz+g(x,y), bu yerda g(x,у)-ixtiyoriy garmonik 

funksiya.
d)u=xzicoy-yzJslny+2?-xr)+g(xyy), bu yerda g(x,y)-ixtiyoriy 

garmonik funksiya.
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9. a) v(x,y)=^i^-l,5(x>-)J+Qx+q;

b) 4 ^ )= -^ 's i iu + Q > '+ q ;  с )  v(x,у) * —cfix sin J. + C.J/ + C,; d )  

v ( x , y ) ■ -cA* cos У + C ,x  + C,

1 0 . a) u(x,y) = j y + 2 —̂j x y , ^ R ^ (a t cosk<p+bt smk<p) = Rsm<p+R2s\n2*p.

cos k<p va sin k<p oldidagi koeffisiyentlami tenglashtirib, quyidagini 
olamiz:
t\ = tf\ a(j=al=a2=...= 0 b1=RA, Ь>=ЬА =...=0. Shunday qilib,

"(x>.y) = /?V4 sin q> + R4r~2 sin 2<p = j  у  + 2^—j  xy

Ь) м(х,у) = ̂ |  (ax+ by)+ с;С)и(x,>) = ( y  j  C*2- /) ; < * )

U(x,y) = i ^ ]  +1;

e) = -0,5^j (x'--y'- + 2xy),f)

«(*,)>) = (*) -O.S^j (x '-y j+ ^ j (x+y)-, 

g) "(x,y) = /?!+ ^ j (x!- y ) - ^ j  (x->>);ll.a) u(x,y) = ^ j *y

CO

^ >R~k(okcosk<p+bt sinAr )̂ — /?sinff>+/?2sin2^. cos ^  va sin ^  oldidagi
fe4
koeffisiyentlami tenglashtirib, quyidagini olamiz: 
bl=Riy flb=a1=a2=...=0 ^  = 7̂ , Ьз=ЬА=...=0

Shunday qilib, u(x,y) = /?V',sin^+/?V“2sin2  ̂= ̂ —j у+2^—j xy.

b) M(x,y) = ̂ j  (ax+by)+c;c )  w(x,j/) = |^-j (*2- / ) ; d )

“(x,y) = (x2 - y 2) +^  +1;

164



e )  "(*,.?) = ( * )  - ° , 5 ^ )  (х‘ - у 1+2ху), О

(
» 4 - » 2 2̂ ĵ 2

* ]  ( * * - / ) - [  *1  (х -^ ) ;1 2 . а)м(д,д/)= ^— ;Т e n g la m a n in g

x u s u s iy  y e c h im in i  ta n la b , L a p la s  t e n g la m a s ig a  q o ‘y ilg a n  D ir ix le  

m a s a la s in i y e c h is h  m a s a la s ig a  k e la m iz .

Ь) u ( x ,y )  = j ( x ’ + x y 2 - R 2x ) , c )  и(х’У)= 2— ; u(x *y) * j(y*+ у*1 -  Riy * 8);

e )  u(x,y)=rl - R L+ 1. 1 3 . a )^  = od a  u ( x ,y )  = const . а ф o d a  m a sa la  x a to  

q o ‘y ilg a n . Ь )л  = d a  Ы(х0 о = у  (*’ - / ) + « > « ' . a * | - d a  m a sa la  x a to .c )

u (x ,y ) = R x y + c o n s t ;  d )  B = ^ - d a  U( x , y ) = - — { x 2 - y 2)+ co n st  . 5 * ^ - d a
2 4 L

m a sa la  x a to .e )  B=Ada u(x,y) = ^ - ( x 2- y 2)+Ry + const . Вф А  d a  m a sa la

R>2 pt
x a to .1 4 . a )A  = —  d a  u(x,y)=— Ax2- y 2)+const. A *  —  d a  m a sa la  x a to .

2 4r 2
R 2 R* 4R* R 2

b ) B = — da Ф ,у )= -^ - (у 2 - x 1)— — y+const. B * — da m a sa la  x a to .

c )  b  = la  u (x ,y )= ^ -(x 1- y 2) - ^ r xy+const. В d a  m a sa la  x a to .
2 4r r 2

d ) B = (A -1)— da u { x ,y ) = ^ ^ ~ - ( y 2- x 2)+ con stB ^ (A -l)—  d a  m a sa la  x a to . 7 2 4r 2
Г *1 5 . a )  u(r,<p) = ------- sin<p+const. u(r,<p) = ]TV(at cosk<p+bk sink<p). B u n d a n

R-Ri ы)

u(R, 9?) -  u(/^, = £(/?* -  Rf )(ak cos kq>+ sinfcp) = sin??
*=0

o0 =a, = a2 = ...= 0  = 6, = .. .= o . S h u n in g  u ch u n

w(r,^) = — -— sin<p+a0,a0 = const; b)u(r,<p) = — —̂ cos<p+const; c ) c  = -^ -d a  
R—Rx R R\ 2

u(r,p) = с * - - d a  Jf(v)dq, = о shart bajarilmaydi.
2(/? -  /?,) 2 0
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d ) u(r,<p) = ~ ^ + LJr°s:j? .+const; e )B = -A d a  u(r,<p)= A - ~ ^ +const. В ф - А

da \f{<p)d<p = oshartbajarilmaydi. f ) u(r,<p) = + -3- 2^°s2f  + const, с = -
о R — Rj 2(R‘— Л,) 2

.c  ̂1,5 da J/(p)<fy = oshart bajarilmaydi. 16.а)ц(г,<?) = - * +со/ш0 (Л — Л, )r

b)n(r,y)=-^ f + const ,A = /1*2,5da |/(?>)rf?> = oshart 

bajarilmaydi. c) masala yechimga ega emas. d ),i= |d a

"(r’p)" + 2̂ - ^ , V  +cona ■* * '-5 da | / ( p ) ^  = oshart 

bajarilmaydi.

e)-(r.p) = (̂ _  j"* + +cons‘ 17- а)и=л+2у+г(2л-/)+у; b)

и = cos г

с) u —x { x + y ) + 2̂ y  z ) + e  sinz; d) u = xsin ychz +shz cos у ; e)

1/ = х3 + г(2 дс2 - > ) - З х 2 2 - у Г , + 2 ;

ln-r
f) и = xz + cos Ixchlz -  sin Ichlz ; l $ .u  = T + (U -T )— 19. M = T + bU ln -J  20.

In*
a

u = U + aT In-; 21. aT = bU da* = aT In r + const ,aks holda masala xato b

b{LJ-hT) In -  a(T+hU) ln -
qo‘yilgan bo‘ladi. 22. u = T+---------- 2 3 .u = U+---------------- r-^; 24.

l + M ln— 1+tfAln—a a
bU-aT r .  -)c bU-aT .... r . mи-----—----н aT In — 5 и =--------- h bU In —. ZO«oh b ah a
abh(T\n-+U In -) + bU-aT h\n--\n-

u =-------- 6------ e—--------+aTin£; 2 7 .u = — £—
Л(а + * + яШп-) Ь Л1п--1п-a b e

28. э)и(х,у)=х*-Зх*-Зх)?+3)?+\2х-1; b) u(x, )̂ = i(zJ- / ) - x  + 2j/; c)

i<x7y)=y?-Xl-3x;
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d) ufay)=(x+yf +2x+l; e) 1<^)=3^+1)2+ЗУ-2^; 29.a)

t + S - ^ + l  
2p 2p“(х,У) = J 0» sin (2* + — xsh^ ^  — y  ; at ш - s h A f  / ( x ) (2**  ̂ xdx 5

*._« 2л 2 o  p  2p J0 2p

b) ________ L _ _ c 0 S B i y £ „ A ( 2 * U ) £  v .

71-2 M (2 i+ l)2i / , S ^ l ^  P P

С ) И( , . , )  = * ^ 1  H № ± ^ j A ^ ro s( 2 * i l ^ ;  d )
* ^  (2fc + l)2cft - 2P2p

u(x,y) = U + ̂
7Г

т l  Л  (  t H  ^  Y 2 ^  „  . Л5 , 71 I . 7tTsh— y - \  ch —  I —  + Tsh—  \ch— у -sin— ;
2P { 2PA P 2PJ 2P J 2P

W ch_,(2* + 1)лу
^  2 p (2k + \)7T . (2k + l)?r
2_— ^— ch-   ̂ —ysin-—-—— x

л ы  (2£ + l) 2p

e)

ф,у) = 4 ±

4{/^,
T ^

* ™(2t+i):coSe ^ $  
1

2p

, /, M 5 L sin(2t±i)2i+

$A(2i±j)2:sin( 2 № ,
(2k + l)sh

f).-(x,y) = — X'

2p
/

Н Г 1
к , km sh-----

I P

. sA——sin---- + — j— j/r-----sin——
_  P Я sh s 5

s

30 .a) u(r,<p) = 2/ sin , gjt = i  J/(y)sin ^  ф ;
*-o 2 /  » 0 2 i

b) = Z  j i n f ^ l k I cosA ^f l"V cos^r, M gX=h.

„ч , . 8/^, 1 . (2* + lW .
c>“(̂ )=^ f e n y e su.i— ^ ;

d)
.-V

и(дг,у) = 2(1 + Л /)£--— 7— 7̂7— 77 У* О), Л  O') = Л cos^y+/jsin \ у ,  htgAl = -A. 
£(Ak[l(h-+Ai )+h\
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31.a)w(r,90 = ̂ — 4 £ p - ^ j  cos^; b)

u(r,<p)

T Or Ur3 05c)u(r,(p) = - + j — sm<p+~ - y ^  cos3<p\ d)i/(/%p) = C + Y/k(Ak cosk<p+Bksmk<p) ;

1 2r  1 l x  2 r

Ak~ J ^ r \ j ^ cosk<pd<p' =‘j ^ =r l  sm k(pd<p' j/(<p) ^  = °

32.a) u(r,<p) = — + — ^  —l- j — j c o s ^ ;
it it 1-4Л \ r  )  

k ) M(r>9>) = C + ~ -C 0 s ^  + -^jC0s2^—^ -s in 2 ^  + 4J? ^- — cosktp

c )  I l 7 w ( 7 )  И с о з ^ + Л ( 5 ш а д

2jr Ir
A  = J /C ^ co sA '^ , Bk = J /(p )sin  d )

о 0

, ч ЛС/ . 2Jfc2- l  ft fV  . , .и(г,<р) = ли--------S\n<p + 2 U Y T -  -  - — sm kq> \

A 2 1° Г
ЗЗ.а) u(r,<p)=—----r(r -—)cosq> ;b) u(r,<p) = A - b - + - ^ —T(r2 ~ ) s m l< p  ;

о —a r jn a b - a  r
b

c) u (r ,p )= Q + -^ -^ (r -—)cosf>+-~-7 (^+^T)sm2f>;
b +a r b +a r

\ + hb In — (I[-hb)-+ (\ + hb)~
d )  u(r,g>)-T---------- —+abU—-----r-̂ ------ ------^ cos^ I

\+hb\n — b2+a2 + hb(b*-a2) 
b

З4.а) u i r ^ ^ L f
к \R

b) u(r}<p) = cos-^ % , ak = -  Л / ( y )cos (2-*-+1)*
(2k + \)x

u cos--------— ( , .................... ..... .
ы> 2a a I 2a
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1. 2^fy -±+C y>o-t У  <0 ; 2. 2x% + у = С{; +y = C2, x  +y = Cy  3. 4 .y = c tx,

xy = Cj. 5.x±y = C.; 6. у = C. 7.arcsin x ± arcsin у  = С. 8. 9.
£ =-2u,uy±,l2ul + 2u2y- \ . 10.

(dy)2
1 + u

+ u и2 ^ uxuy
1 1+ •

Щ 1

(«-<?)■
+r,ff>0. 12.

i/i+ ?  4 

(fi))]> 0, Q) — yjtpl + <pl. 13 . т{г2-С02(^2 +  772)] =  0. 14 . 15 .

(r2 “ £ 2- I 1 ~C 2) =0- 17 . 18 . 1 9 . dv+udt = 0 x + i = Ct; du + vdl = 0 x - 2 t  = C2.20*  

± ~ d<P̂ + “ ^ 0  + ?0 + у  + «0?0 ± л/ЗЗД j = О, r = ± -j= t.

2 1 . x2 + /2 =CJ, Uj = c ,; x  = C3t, /(l+jt2) ^  +2ц;с2*//=0. 2 2 .  

2 W ± ^ V i ^ = 0 > = 2 2 i ! i ^ E E .  23. 2)
dx cos 2^ + t' 

u2 + u 2 > c2 dv(c2 ~ u 2)+ d u \-u u ^ ^ c2iji2 + v 2 - c 2)]<0 •

(c2 - o 2)dx = {-муТ^с2(и2 + y2 - c 2)j/y.
,3

2 4 . u, = C ,, x — / = C 2 ; 2̂ = C|> x J  = C4; М3 — C5, ДС+/ = С <;,М4 =С^,Л‘+ /  —C%\

25. -

-Л 1 0 0
1 , 2

-  - Л  -  0
3 3

0 -Л 1 1 1  0
2* + l 2£ +1

0 "=L -я2N-1 2N-1
о -я

2N + 1

h  = а кРы (А),ак = const

щ+3pJXk +-+(2Л^+1)^(ЛК =C 
x ~ \ t =Q, Дк/л,(д)=0.

169



26.

27.

28.

29.

du, Эм,— +—1L = 0, 
dt дх

duL_duL = Q » » - ■ - « .  
dr дх

^ L _ 5 i=0
dr chr

™2 / l = u + y>"1=H + u' —- + 2/—=- = 0,ar at

^ +(1+, ) ^ +Я;=о,
dt dxdu, . ,du, «, =«/ + u.*2 =« + u.

C a~'  h * * " 's l ’

laI/,

5»/, 1 a». xJ + X-1
I T + Vl + x2 ax + 2(l + x !) ‘
du2 1 5W2 X} +X -1
dt >/l + x J Sbc 1 2(1 + **)

K«! ~ц)
+  x 2 ( l  +  X 

x(Uy -L>.)

0,

0,

u, = и + J l + x2u, m, = и -  >J\ + x2u.

30.

dut
dt

+ 3 ^
dx

+ 4^2-
dt dx

Эм,
J* 4 Эх

31.

du. du.
— L + ll—L = M. + i/,,
dt dx
du, du,—L + —L = - u ,-u
dt dx l~ u 2, U. = и + о и. Ui i/3 = - 4 u + 5 v + 9 o ) .

du.  ̂du.
_  + 2 — = 3 „ ,+ 2u! + „,

32. 33.

34 U = g(/ + 2x)+/(r-x2\ f«-(V5 + l) /fc -V 5 y ]+ t/5 - l^ + V ^  
\u  = g(/ + 2x)~ fif  - x 2} [u = [ B + 3j/\3jc -  л/5у)+ (n/5 -  3)g(3x+ S y }

36.
M = /(9 f-x )+ g (f  + x),
t> = / ( 9 / - x ) - g ( /  + x), 37.

a> = ^ / ( 9f ~ *)+ 3s(* + *)+ <w(2/ + x)

и, = / ( x  -  / )+ h(x + 2 /)+ 3g(x -  3/), 
u2 = ЗЛ(х + 2/) + g(x -  3/), 
u3 = ЗЛ(х + 2/) + 6g(x -  3/)

38. и — t, и — 2x +1. 39. u = -/(1 + /). ” = 2x-r + /l.40. u = - t ,u  = x + 2t.
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S y - x  25
- Z b-yY16

x — Sy 25 / 4ju. =---- — + —(jc - v) .2 20 16 V '

43. 44. 45.46.47. 48.

49. = i - b ^ x

50- : - s

(fH
(-0‘

51.

K f + Jbrj/ !

-  VlO coŝ y + sin >Л<)^ +

(f+hr) 2 coŝ +*;r)jrcos(f+кяУ*!

~ зТб °°{f+**■)”“ +**■)
1 +for j 2sin^j+he jxcosV^y + fcrjf

— + for 
2

k=Ol Я

52.

53. u a i, y=o.

=2f ; _ L l Z _ x

( f H

sin^Y + for jx cos Vl5^| + 

^cos^y + Ьл jxsin >/15 ŷ +
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