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SO‘Z BOSHI

Oliy ta’'lim muassasalarida mavjud “Matematika™ va “Matemalika o‘qitish
metodikasi” ta’lim yo‘palishida ofqitiladigan “Matematik analiz” fani dasturlari bir-
biridan o‘gitish maqgsadi va mazmuni jibatdan tubdan farq giladi. “Matematika”
i2’lim yo‘nalishida “Matematik analiz” fani mazmuni chuqurligi bilan bir qatorda
oqitiladigan bo‘limlari bilan ham farq’giladi. Bu ta’lim yo‘nalishida klassik analiz
asoslari o‘rgniladi. “Matematika o'gitish metodikasi” ta’lim  yo‘nalishida
o"gitiladigan matematik analiz kursida klassik analiz asoslari bilan bir gatorda
differensial tenglamalar, kompleks va haqiqiy ©‘zgaruvchilrning funksiyalari
nazariyalari, funksional analiz asoslari o*rganiladi.

Respublikamizda matematik analiz fanidan yaratilgan o‘quv adabiyotlari
“Matematika” ta’lim yo-malishiga moslab yozilgan. “Matematika o'qitish
metodikasi” ta’lim yo‘nalishida  uchun yaratilgan o‘quv adabiyotlari ham
yuqoridagi adabiyotlardan kam farq qiladi.

Bo'lajak matematika o'qiluvchilariga “Matematik analiz” fanini o-gilish
tajtibasi, xorijiy tajribalarni ofrganish shuni ko‘rsatadiki, darslikning ta’lim
yo*nalishi Davlat ta’lim standarti, malaka talablariga mos yozilishi, talaba yechishni
uddalashi lozim bo‘lgan tayanch masalalarni yechish namunalarining berilishini,
fanga qiziquvchi talabalarni ham hisobga olishni, talabalar muostaqil ishini
tashkillashtirish uchun materiallarning mavjud bo‘lishini taqoza giladi.

Ushbu darslikni yozishda yuqorida aytilganlar €’tiborga olindi.

Ushbu darslik uch bo*limdan — analizga kirish, bir o‘zgaruvchili funksiyaning
differensial hisabi va bir o‘zgaruvchili funksiyaning integral hisobidan ~ iborat va
o'n ikkita bobdan tashkil topgan. Bunda matematik analiz dasturida yuqorida
aytilgan bo‘limlar bo‘yicha ko‘rsatilgan barcha mavzulardan nazarly va gisman
amaliy materiallar, tayanch masalalar va ularni yechish namunalari, mustaqil ishga
ajeatilgan materiallar masala shaklida keltirilgan.

Darslikni tayyorlashda ta’lim bosqichlari orasidagi izchillikka va ta’limning
kasbiy yo‘nalganlik tamoyillariga, hamda muallifning Nizomiy nomidagi
pedagogika universitetida, ko*p yillar davomida matematik analiz bo‘yicha o*gigan
leksiyalari va olib borgan amaliy mashgulotlaridan kelib chiggan xulosalariga
asoslandi. Qo‘llanmaning tuzilishi, mavzularning tanlanishi mana shu tajribalar
natijasi bo'‘lib, shuningdek, shu paytgacha o‘zhek tilida mavjud bo‘lgan darslik va
o*quv qo‘llanmalardan, horijiy davlatlarda chop etilgan yangi adabiyotlardan ijobiy
foydalanildi. Foydalanilgan adabiyotlardagi atamalar, tushunchalar va belgilashlami
saglab qolishga harakat gilindi.

Darslikda ta'rif, teorema, lemma, xossalar, misollar har bir bob uchun bir xil
tartibda nomerlangan. Paragrallar so‘ngida berilgan mashq va masalalar ham boblar
boyicha nomerlangan. Formulalar har bir paragraf bo‘yicha, rasmlar barcha
bo*limlar uchun ketma-ket nomerlangan.

Teoremalar isbotining boshlanishi ¢, yakuni ¢ belgilar bilan belgilangan.

Muallif



BIRINCHI BO‘LIM. ANALIZGA KIRISIY

1-BOB. HAQIQIY SONLAR NAZARIYASI

1-§. Ratsional sonlar to‘plami va uning xossalari
1. Ratsional sonlar to‘plami. Ma’lumki, N = {1,2,3,...,n,...} kabi barcha
natural sonlar to‘plami, Z ={...,-~n,...,—3,-2,~1,0,1,2,3,...} kabi barcha
butun sonlar to‘plami belgilanadi.
L.1-ta’rif. Ushbu gisqarmaydigan r = g kasr ko‘rinishda tasvirlash mumkin
bo*lgan har bir son ratsional sor deyiladi, bu yerda p biror butun, g esa natural son.

Barcha ratsional sonlar to‘plamini @ orqali belgilaymiz.

LN Y]
W EN

o kasrlarni har birini gisqartirish natijasida -~ qgisqarmas kasr ko'rinishga
keltirish mumkin. Demak, ulaming har biri ratsional son va ular o*zaro teng.

@ to‘plamda arifmetik amallar quyidagicha kiritiladi. Aytaylik, ry = z—‘ va
3

T, = % ratsional sonfar berilgan bo‘lsin. Bu ry va ry ratsional sonlarni yig“indisi deb,
2
+ . . 7 1102
o, =Ry B2 BRTRG onon ayirmasi deb, 1 —rp =22 — 22 = Tderied
g d2 91492 1 G2 q192

91 qz q14z
bo'linmasi deb, 1y:1, = Bi Pz Bt songa aytiladi.
q1 4z qiP2

P Pz _ P1P2

songa, ko'paytmasi deb, ry - 72 = songa, 13 # 0 bolganda ularning

2. Ratsional senlarning tartiblanganlik xossasi.

1.2-ta’rif. Agarr, —r, = 0 bo'lsa, ; = 1y, agarm — 71, > 0 bo'lsa, iy > 13,
agarr; — 1, < 0 bo'lsa, r; <1y deyiladi.

1.3-xossa. Ixtiyoriy ikkita r; va r, ratsional sonlar uchun ry =7,713 <
¥y, 1y > 1, munosabatlardan fagat bittasi o‘rinli bo'ladi.

I.4-xossa. [xtiyorly uchta ry,7; va 13 ratsional sonlariuchunry <7 van <
ry munosabatlardan r; < ry bo‘lishi kelib chigadi.

Bu xessalarning to‘g'riligi ratsional sonlar ustidagi arifmetik amallarning

xossalaridan foydalanib isbotlanadi (1-, 2-masalalar).
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3. Ratsional sonlar to‘plamining zichlik xossasi.
1.5-xossa. Bir-biridan farqli ixtiyoriy ikki ry va r, ratsional sonlar orasida,

ulardan fargli, kamida bitta ratsional son mavjud.
Isbot. & Aytaylik, r; < r; bo'lsin. U helda r = r‘zﬂ uchun n <r <n

bo‘lishi ravshan. Shuningdek ratsional sonlarni qo‘shish va bo‘lish goidalaridan

r; +J"z

€ @ kelib chigadi. ¢

Ratsional sonlar to‘plamining zichlik xossasidan ikkita teng bo‘lmagan
ratsional sonlar orasida cheksiz ko‘p ratsional sonlar mavjud ekanligi kelib chigadi
(3-masala).

4. Arximed aksiomasi. Ratsional sonlar to‘plamining yuqoridagi
xossalaridan kelib chigmaydigan quyidagi xossasi o‘rinli:

1.6-xossa. Har ganday musbat ¢ son uchun undan katta natural son mavjud.

Bu xossa Arximed aksiomasi deb yuritiladi.
2-§. Ratsional sonlarni sonlar o*qida tasvirlash

To'g'ri chiziqda ixtiyoriy bir nuqtani “boshlang‘ich nuqta” deb olib, O orqali
belgilaymiz. Bu O nugtani *0”(nol} sonining geometrik tasviri deb qaraymiz.

Endi, shu to‘gri chizigda noldan o*ng tomonga yurishni musbat yo'nalish,
chap tomonga yurishni manfiy yo‘nalish deb qabul gilamiz. Biror kesmani tanlab
olib, uni o‘lchov birligi deb gabul gilamiz. Bunday belgilashlar qilingan to‘g‘ri

chizigni sonlar 0'qi deyiladi {1-rasm).

O M
1-rasm

Rasmda, OM orqali tanlangan birlik kesma belgilangan. M nugta “1™ bir
soniga mos keladi deymiz,

1.7-teorema. Har ratsional senga sonlar o*qida aniq bitta nuqla mos keladi.

Isbot. ¢ Dastlab natural va butun sonlarga mos keladigan nuqtalarni
ko‘rsatamiz. O*lchov birligini, ya’ni OM kesmani  nuqtadan o‘ngga, to‘g ri chizig

bo'ylab ketma-ket joylashtirilganda 1, 2, . . ., n, . . . sonlarga mos nuqtalar hosil



32 0 0 1 2 3
2- rasm
gitinadi. Xuddi shuningdek, chap tomonda —1,-2....,—n,... sonlarlarga mos

nugtalar belgilanadi. Bu nugtalarni “butun nuqtalar” deymiz (2-rasm),

Endi, ;—’ ko‘rinishdagi musbat voki —5 ko‘rinishdagi manfiy ratsional songa
mos keladigan nugtani topamiz.

Avtaylik, E musbat ratsional son bo‘lsin. Uchi O nugtada bo‘lgan KOL
burchak chizamiz. Biror kesma olib uni O nugtadan boshlab 01 nur ustiga ketma-
ket ¢ marta qo‘yib Ny nugtani va p marta go'yib M, nugtani belgilaylik. OK nurda
gsa, © nugiadan somiar o gining birkik kesmast OM 0 quiyamiz. Agar M ova Ny
nuqtafarni birfashtitsak, M N, uchburchak hosil bo*fadi. Endi &, nuqtadan MV, ga
parallel to*g'ri chizig o'tkazib, ularning QK bilan kesishish nuglasini M, orqali
belgilaymiz. Yasashga ko‘ra, OMN, uchburchak OM, N, uchburchakga o'xshash

(3-rasm}.

] WM N M K

J-rasm

Shu sababli % songa M, nugta mos keladi. Agar —5 manfiy ratstonal son
bo‘lsa, u holda dastlab% songa mos M, nuqta topiladi, Keyin uni O nuqtaga nisbatan
simmetrik almashtiramiz. liosil bo‘lgan nuqgtaga —5- manfiy ratsional son mos

qoyiladi. ¢



Shunday qilib, sonlar o‘gida barcha ratsional sonlarga mos keladigan
nugtalarni belgilab chigish mumkin ekan, Bu nugtalami “ratsional nugtalar” deymiz,
Demak, sonlar o‘qida, har bir ratsional songa aniq bitta nugta mos keladi.

Bu tasdigning teskarisi o‘rinli emas, ya’ni quyidagi teorema o‘rinli:

1.8-teorema. Sonlar o*qini tasvirlovchi to‘g’ri chiziqda shunday nuqta borki
unga mos keluvchi ratsional son mavjud emas.

Isbot. & Katctlari, birlik kesma OM ga teng bo*lgan OMB to'gri burchakli
uchburchakning OB gipotenuzasini sirkul yordamida @ waugtadan o‘ngga
Jjoylashtirsak, sonlar o*gida € nugtaga ega bo‘lamiz (4-rasm).

Ravshanki, |OC|? = |0B|? = 2. Mana B
shu C nugtaga mos ratsional son mavjud
emas. '

Hagiqatan, teskarisini faraz qilaylik,

ya'ni shunday = ratsional son, qisqarmas kasr  © M
“ 4- rasm

. . v z .
mavjud bo‘lib, (;) =2 bo‘lsin. Bundan
p? = 2g2, ya'ni p ning juft sonligi kelib chigadi. Shuning uchun, p = 2m belgilash
kiritib uni yuqoridagi tenglikka qo‘ysak g = 2m? tenglikni hosil gilamiz. Bu esa
gning ham juft ekanini ko‘rsatadi. Demak, % sonning qisqarmas kasr deb

olganimizga zid xulosaga keldik. Bundan, ¢ nugtaga mos keladigan ratsional son
mavjud emasligi kelib chigadi. ¢

Sonlar o‘qida € nuqtaga ofxshash, ratsional sonlar orqali ifodalab
bo Imaydigan nuqtalarni ko plab ko‘rsatish mumkin. Bunday xulosa ratsional sonlar

to‘plamini kengaytirish zaruriyatini keltirib chiqaradi.

3-§. Ratsional sonlar to‘plamini kengaytirish masalasi. Ratsional sonlar
to‘plamining kesimi
Oldingi paragrafda ta'kidlaganimizdek, sonlar o‘qida ratsional nugtalarga

mos kelmaydigan nuqtalar mavjud. Bu nugtalarga ham biror “son”larni mos go‘yish

7



zarurati, ya'ni ratsional sonlar to*plamini o‘z ichiga oladigan yangi “sonli” to*plamni
aniglash zarur. Quyida 19-asrning ikkinchi yarmida nemis matematigi Dedekind
tomonidan taklif elilgan haqiqiy sonlar nazariyasi bilan tanishamiz, Bu nazariyada
asosiy tushuncha ratsional sontar to*plamining kesimi tushunchasidir.

L.9-t2’rif. Ratsional sonlar to'plami ¢ gandaydir usulda 4 va B to‘plamlarga
ajratilgan bo'lib, quyidagi shartlar bajarilsa, bu ajratish Q ning kesimi deyiladi:

n A*@B +0

2y AuB =g

3)  Ato‘plamga tegishli ixtiyoriy a son B to‘plamga tegishli har ganday b
sondan kichik {(a < b).

Odatda kesimni {4, B) ko'rinishda belgilanadi. Bunda 4 to‘plam kesimning
quyi sinfi, B to‘plam csa kesimning yugori sinff deyiladi.

Masalan, 3 sonini va undan kichik bo*lgan barcha ratsional sonlari 4 sinfga,
3 dan katta bo’lgan barcha ratsional sonlarni £ sinfga kiritamiz:

A=fxeQ.:x <3} B={xe :x>3}

Bunday ajratish kesimning uchala shartini ganoatlantiradi. Shuningdek, 3 soni
quyi sinfning eng katta elementi bo*ladi, ammo yugort sinf £ da eng kichik element
mavjud emas.

Umumiy holda, ixtiyoriy r ratsional sonuchun A ={x e Q:x <r},B={x €
Q: x > r} to‘plamlarni kiritib (A, B) kesimnt hosil qilsak, » soni quyi sinf 4 ning
eng katta elementi bo'ladi. Yugori sinf B da eng kichik element mavjud emas.
Hagigatan ham, B da eng kichik clement maviud va u vy ga teng deb faraz gilaylik.
U holda r < ry varatsional sonlar to‘plamining zichlik xossasiga kora r dan kaita
va r; dan kichik bo*lgan y ratsional mavjud bo‘lib, u A sinfga ham, B sinfga ham
tegishli emas. Bu esa (A, B) ning kesim ekanligiga zid bo*ladi.

1.10-misol. Ixtiyoriy # ratsional soni uchun » dan kichik bo‘lgan barcha
ratsional sonlarni 4 sinfga, » va undan katta bo‘lgan barcha ratsional sonlarni B
sinfga kiritib hosil gilingan (A, B) kesimning quyi sinfi A da eng katta clement

mavjud emas. Yuqori sinf B da r eng kichik element bo*ladi.



1.11-misol. Kvadrati 2 dan katta bo‘lgan barcha musbat ratsional sonlarni B
sinfga, golgan barcha ratsional sonlamni 4 sinfga kirvitsak, (4,5) kesimga ega
bo‘lamic. _

Bu kesimda, quyi sinf 4 ning eng katta elementi mavjud emas, ya'ni 4 sinfdan
har ganday # ratsional son olmaylik undah katta, 4 ga tegishli ratsional son har doim
topiladi. Shuni isbotlaymiz.

Avytaylik, r biror musbat ratsional son va r? < 2 bo‘lsin. Ma’lumki, ixtiyoriy

1 Y 1 .
n natural son uchunr < r + - munosabat o'rinliva r + . ratsional son. Shu sababli

2
(r + %) < 2 shart bajariladigan n# ning mavjudligini ko'rsatish yetarli. Ravshanki

oo, 2r 1, 2r+d
(r+—) =rit+t—+—==<r"+ .
n n n n

f 2 . - . B . .
Shu sababli r? +rTH < 2 tengsizlikni ganvatlantiruvchi n natural seani

2r+1
2-r?

topish yetarli. So‘ngi tengsizlikdan n > ckanligini topamiz. Shunday qilib,

agar n > % bo'lsa, u holda % + 2n_r +$ < 2, bundan r? + %r + ni, <ri+ znl-f
1 . . 4. 1}2 PSR B .
- < 2 tengsizlik, ya'ni (r + ;1-) < 2 o*rinli bo‘ladi.

Demak, quyi sinf - ning eng katta elementi mavjud emas.

Xuddi shu kabi mulohazalar yordamida, yugori sinf B ning eng kichik
elementi mavjud emasligi ko‘rsatish mumkin (1-3 - masala).

1.12-tzoh. Ratsional sonlar to‘plami @ ning, quyi sinfi 4 da eng katta element,
vugori sinfi B da eng kichik element bor bo‘lgan (4, B) kesimi mavjud emas (2-
masala).

Bunday mulohazalar @ ning (A4, B) kesimi uchun fagat uch turli bo'lishini
ko‘rsatadi.

ay Quyi sinf 4 da eng katta element mavjud, yugori sinf B da eng kichik
element mavjud emas. Bunday kesim birinchi fur kesim deyiladi.

B) Quyi sinf 4 da eng katta element mavjud emas, yugori sinf 8 da eng kichik

element mavjud. Bunday kesim ikkinchi tur kesim deyiladi.



¢) Quyi sinf 1 da eng katta element mavjud emas, yuqori sinf B da eng kichik

element mavjud emas. Bunday kesim uchinchi tur kesim deyiladi.

4-§. Haygiqiy sonlar to‘plami va uning xossalari

1. Hagiqiy sonlar to‘plami. Avvalgi paragraflarda ratsional va irratsional
sonlar qanday aniqlanishi va ularning ta'riflari bilan tanishdik.

1.14-ta’rif. Ratsional sonlar to‘plamining kesmi haqiqiy son deyiladi. Barcha
haqiqiy sonlar to‘plami R harfi bilan belgilanadi.

Birinchi yoki ikkinchi tur kesimlarni ratsional sonlar, uchinchi tur kesimni
irratsional son deb ataymiz.

Yugqorida korilgan 1.11-misoldagi kesim /2 irratsional sonini aniqlaydi.

Kelgusida  haqiqiy  sonlar  to‘plamining  xosalarini  isbotlashda
tushunmovchilik oldini olish maqsadida ratsional sonni aniqlaydigan kesim yoki
ratsional son deganda birinchi tur kesim tushiniladi.

(4,8} kesim x haqigiy sonni aniglasa, uni x = (4, B) deb yozishga kelishamiz.

2. Hagqiqiy sonlar to‘plamining tartiblanganligi. Dastlab, haqigiy sonlar
to‘plamida teng, katta va kichik tushunchalarini kiritamiz.

Aytaylik, x = (A, B) va y = (C, D} haqiqiy sonlar, berilgan bo‘lsin.

1.15-ta’rif. Agar A=C bo‘lsa, x = y; agar A < Cva A # C bo'lsa, x < y;
agar A D Cva A + Cho'lsa, x > y deyiladi.

Ratsional sonlar to‘plamidagi kabi ushbu xossalar (Hagigiy sonlar
to‘plamining tartiblanganlik xossasi) o‘rinli:

1.16-xossa. Ixtiyoriy x va y hagigiy sonlar uchun x =y, x <y x>y
munosabatlardan fagat bittasi o‘rinli bo‘ladi.

Ishot. ¢ x = {4,B),y = (£, D) bo'lsin. Agar A = C bo‘lsa, u holda ta'rifga
ko'ra x = y bo'ladi. Agar A =+ €, A c € bo‘lsa, x <y boladi. Agar A+ C,ADC
bo‘lsa, x > y boladi s .

I.17-xossa. Agar x < ¥y va ¥y < z bo‘lsa, x < z bo'ladi.



Isbot. ¢ Hagiqtan ham, x = (A, B),y = (€, D) vaz = (£, F) bo‘lsin. U holda
shartgako'ra, x <y danAc C (1), y<z danC < E (2} kelib chigadi. (1) va
{2)dan A C E, bundan x < z kelib chigadi ¢ . 7

3. Haqiqiy sonlar to‘plamining zichligi. Haqiqiy sonlar to‘plamida ratsional
sonlar to‘plamidadagi kabi quyidagi xoss;l o'rinli.

1.18-teorema, Bir-biridan fargli ixtivoriy ikki haqigiy x va y sonlari orasida,
kamida bitta haqigiy, xususan ratsional son mavjud.

Isbot. ¢ Aytaylik, x<y bo‘lsin, Agar x va y larning ikkalasi ham ratsional son
bo‘lsa, u holda ratsional sonlar toplamining zichlik xosasiga ko‘ra ular orasida
kamida bitta ratsional son mavjud.

Agar x ratsional son, y irratsional son bolsa, u holda y ni aniglovehi (4, B) 3-
tur kesim mavjud bo'lib, x<y ekanligidan xe.4 bo‘ladi. Quyi sinf 4 da eng katta
efement mavjud bo*Imaganligi sababli x dan katta re A ratsional son mavjud: x<r<y.

Shuningdek, x irratsional son va y ratsional son bo‘lgan hol yugoridagiga
o‘xshash isbotlanadi.

Agar x va y larning ikkalasi ham irratsional son bo'lsa, u holda x ni aniglovchi
(4. 8Y, ¥ ni aniglovehi {C, D) 3-tur kesimlar mavjud bo*lib, x<y ekanligidan AcC va
A= bo'ladi. Bundan esa ¢ da 4 ga tegishli bo*lmagan r ratsional son borligi kelib
chigadi: x<r<y ¢ .

4. Haqiqly soularni o‘nli kasrlar bilan ifodalash. Ayvtaylik, bizpa o
irratsional son berifgan bo*lsin. U holda shunday ¢, butun son mavjud bo‘lib, o son
cpva ¢g + 1 lar orasida yotadi. Endi, [cg; ¢g + 1] kesmani teng 10 ta bo‘lakka
bo‘lamiz. o shu bo*lakchalardan biriga ichki nugta bo*ladi. Masalan, uchlari ¢y, ¢
va Cg @ + 1—10, (e; —0,1,2,...,9 raqamlardan biri} bo‘lgan kesmaning ichki

nugtasi  bo‘ladi. Bu  jarayonni davom ettirib, @, @;,...,@,.; raqamlami
aniqlagandan so‘ng @, raqamni quyidagi qo*shtensizlikni ganoatlandiradigan gilib
aniqlaymiz:

1

o @

Coy &g o O < 0 < Cp, A Uy . Uy +
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Shunday qilib, o irratsional sonning ofnlik yaginlashishlarini topish
jarayonida ¢y butun sonni va &4, &5, ..., @y, ... taqamlar ketma-ketligini hosi! gildik.
Ulardan tuzilgan cg, @& ... &y ... simvol cheksiz o ‘rlik kasr deb ataladi va uni
irratsional sonning ifodasi deb garashimiz mumkin.

a butun yoki cekli o‘nli kasr bo‘lganda ham yuqoridagi kabi ¢4 butun sonni
va @y, 0, o, &y, . ragamlarni (1} ga nisbatan umumiyrog bo‘lgan

1

Cp, 8y . Uy S O < Cg, 00 . Uy T+ Ton

(2)
munosabatlardan aniglash mumkin,

Bu holda biror gadamdan so‘ng @ uni o'z ichiga olgan oraligning uchlaridan
biriga teng bo‘lib qoladi. Oraligning gaysi uchiga teng bo‘lib golishi bizning
ixtivorimizda bo‘ladi. Shu gadamdan boshlab (2) da o‘ng yoki chap tomonida
tenglik bajariladi. Chap (o‘ng) tomonida tenglik bajarilsa, navbatdapgi barcha
raqamlar 0 {9} bo‘ladi. shunday qilib, bu holda a ikki xil ifedaga ega bo‘ladi: biri-
davrida 0 bolgan cheksiz o‘nlik kasr, ikkinchisi-davrida 9 bo‘lgan cheksiz o*nlik
kasr. Masalan, 2,017 = 2,017000 ... = 2,016999 ...,

Shunday gilib ixtivoriy o« hagigiy sonni cheksiz o‘nlik kasr ko‘rinishda
ifodalash mumkin,

Bu tasdigning teskarisi ham o‘rinli (1-13-masala}.

Kelgusida haqiqiy son deganda cheksiz o‘nlik kasrni tasavvur gilishimizga
bo‘ladi. Chekli yoki davriy cheksiz o‘nlik kasr ratsional sonni, nodavriy cheksiz
o‘nlik kasr irratsional sonni ifodalaydi.

5. Haqiqiy sonlar to‘plamining uzluksizligi. Ratsional sonlar to‘plami ) da
kiritilgan kesim tushunchasini haqiqiy sonlar to*plami R da ko‘ramiz.

1.19-ta’rif. Haqigiy sonlar to‘plami R qandaydir usulda X va ¥ to*plamlarga
ajratilgan bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsa, bu ajratish R ning kesinii deyiladi: 1)
X #@Y # @ 2)X uY = R; 3)X to‘plamdan olingan ixtiyoriy x haqigiy son
Y to‘plamdan olingan ixtiyoriy ¥ dan kichik.



Xuddi ratsional sonlar to‘plamidagi kabi, kesimni (X }) Kko‘rinishda
belgilanadi va X" to*plam kesimning quyi sinfl, ¥ to‘plam esa kesimning yugori sinfi
deyiladi.

Ratsional sonlar to‘plami O ning kesimi fagat uch turda bo‘lishini bilamiz.
Tabily savol tug‘iladi: haqiqiy sonlar td‘plami R da kesim necha xil bo‘lishi
mumkin?

Quyidagi teorema shu savolga javob beradi,

1.20-teorema (Dedekind teoremasi). Haqiqly sonlar to'plami R ning
ixtivoriy (X, ¥) kesimi uchun quyidagi ikki holdan faqat biri o*rinli bo*ladi;

1y Quyi sinf X da eng katta element mavjud, yuqori sinf ¥ da eag kichik
element mavjud emnas;

2) Quyi sinf X da eng katta elcment mavjud emas, yugori sinf ¥ da eng
kichik elerment mavjud.

Isbot. ¢ Aytaylik, R da biror (X, F) kesim berilgan bo‘lsin. Quyi sinl X dagi
barcha ratsional senlar to'plamini A, yuqori sinf } dagi barcha ratsional sonlar
to‘plamini B orgali belgilaylik. U holda bu 4 va B to'plamlar ratsional sonlar
to‘plami @ da kesim hosil gilishini bilamiz.

Ma’lumki, (4. B) kesim biror @ sonni aniglaydi. Bu son X yoki ¥ laming biriga
tegishli bo‘ladi.

Agar u € X bo'lsa, u holda @ son X to*plamning eng katta elementi ekanini
ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik, a son \"ning eng katta elementi bo’lmasin. U holda .Y da o dan
katta bolgan biror @, sonni olamiz. Hagqiqiy sonlar to*plamining zichlik xossasiga
ko‘ra a<r<a, shartni ganoatlantiruvchi » ratsional son mavjud. Endi » < gy, aec X
dan re X, shuningdek a<r bo‘lganligi uchun, (4. 8) kesim xossasiga ko‘ra re B, ya'ni
re ¥ kelib ¢higadi. Bu garama-garshilik farazimizning noto‘g'ti ckanini ko‘rsatadi.
Demak, @ son X ning eng katta elementi bo‘ladi.

Agar ac V' bo'lsa, u holda a son ¥ to‘plamning eng kichik elementi ekanligi

yugoridagi kabi ko‘rsatiladie .



Bu teoremadan, hagiqiy sonlar to‘plamida 3-tur kesim mavjud bo‘lmasligi
kelib chigadi. Mana shu xususiyatni haqigiy sonlar to‘plamining wzluksizlik xossasi
deyiladi.

Demak, haqiqiy sonlar to'plami R da hosil gitingan har bir kesim fagat biita
hagiqty sonni aniglaydi.

5-§. Haqiqiy sonlarni sonlar o‘qida tasvirlash

Ratsional sonlarni sonlar o‘gidagi nugtalar orgali tasvirlash bilan 2-§ da
tanishib o‘tgan edik. Bu paragrafda irratsional sonlarni sonlar o'gida tasvirlash
mumkinligini ko*rib chigamiz,

Quyidagi tasdiglar o‘rinli deb olamiz.

1y To*g'ri chizigdagi nugtalar to‘plami tartiblangan, ya'ni to*g'ri chizigdagi
ixtiyoriy ikki ¢ va d nuqtalardan biri ikkinchisidan chapda yotadi. Shuningdek, agar
¢ nugta d nugtadan, d nugta e nugtadan chapda yotsa, u holda ¢ nugta ¢ nugtadan
chapda yotadi.

2) Bir-biridan fargli ixtiyorly ikki ¢ va d nugqtalar orasida, kamida bitta
“ratsional” nuqta mavjud.

3) To'gri chizigning barcha nuqtalari to‘plamida qurilgan ixtiyoriy (X', Y")
kesim uchun X’ sinfning eng o*ng nuqtasi yoki ¥’ sinfning eng chap nuqtasi mavjud.
(Bu tasdiqni to‘g’ri chiziqning rcluksizlik aksiomasi deyiladi).

4) To'g'ri chiziqda eng chap va eng o*ng nugta mavjud emas.

Har bir ratsional songa, to*g‘ri chizigda ratsional nugta mos kelishini 2-§ da
ko*rsatgan edik. Endi irratsional songa, to'g‘ri chiziqdagi ratsicnal bo‘lmagan nugta
mos kelishini ko‘rsatamiz.

Aytaylik, x irratsional son va (4, B) uni aniglovchi kesim bo‘lsin. Agar quyi
sinf A dagi ratsional sonlarga mos keladigan “ratsional” nuqtalarni A" sinfga, yuqori
sinf B dagi ratsional sonlarga mos keladigan “ratsional” nugtalarni B’ sinfga
kiritsak, u holda to‘g'ri chizigning ratsional nuqtalari to‘plamida (4’, B’} kesim hosil
bo‘ladi.



Endi to'g'ri chizigdagl barcha nuqtalarni X' va YY" sinflarga quyidagicha
gjratamiz:

A’ ning hech bo‘lmaganda bitta nugtasidan chaprogda joylashgan nugtalarni
X' sinfpa, qolgan nuqtalarni ¥’ sinfga kiritiladi. Natijada to‘g‘ri chizig nugqtalari
to*plamida (X', ¥’) kesim hosil bo*[adi, *

Tog'ri chizigning uzluksiziik aksiomasiga ko‘ra (X', Y") kesim biror M(x)
nuqtani aniglaydi. Bu nugta X’ da eng o‘ng nuqta yoki Y’ da eng chap nugta bo‘ladi.
HBu nuqta “ratsional” nugta bo‘la olmaydi. Shu M{x} nugtani x irratsional songa
mos qo‘yamiz. Xuddi shu kabi, to'g'ri chizigdagi har bir “ratsional” bo‘lmagan
nugtaga bitta irratsional son mos kelishini yugoridagiga o'xshash mulohazalar
yordamida ko‘rsatiladi.

Shunday qilib, har bir hagigiy songa to‘g‘ri chizigdagi bitta nugta va to*g‘ri
chiziqdagi har bir nuqtaga bitta haqiqly son mos keladi. Shu sababli, hagiqiy son
deganda son o‘gidagi nugtani, senlar o'gidagi nugta deganda haqigiy sonni

tushunish mumkin.

6-§. Haqiqiy sonning abselyut giymati va vaing xossalari
Hagigiy sonning absolyut qiymatt {moduli) tushunchasi, muhim
tushunchalardan biri hisoblanadi.
Aytaylik, a biror haqiqiy son bo*isin,
L.21-ta’rif. Agar a = () bo‘lsa, uning absalyut givmati deb, a sonning o‘ziga,
agar a < 0 bo‘lsa, —a songa aytiladi.
Odatda @ sonning absolyut giymati |a| kabi belgilanadi. Demak,

lal __{ a, agar a = 0 bo'lsa,
U agar a < 0 bo'lsa.

Masalan, [4] = 4, |-2,51 = 25,|v2 — 1] = V2 ~ 1,[1 = ¥2[= 2 - L.
1.22-ta’rif. Aytaylik, x, ¥y € R nuqtalar berilgan bo‘lsin. Ushbu |x — y| son

shu nugtalar vrasidagi masgfa deyiladi.
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IDemak, haqiqiy sonning absolut qiymatining geometrik ma’nosi sonlar o‘qida
sanoq boshidan shu songa mos keluvchi nugtagacha bo‘lgan masofadan, ya’ni 0 dan
berilgan songacha bo*lgan masofadan iborat.

Hagqiqiy sonning absolyut giymati xossalari 24-30-masalalarda berilgan.

7-§. Sonlar o‘gidagi sodda to*plamlar

Elementlari sonlardan thorat to‘plamlar sonli te plamlar deyiladi. Biz, asosan
sonli to‘plamlar bilan ish ko‘ramiz. Shu sababli, kelgusida, to‘plam deganda sonli
to'plamni tushuniladi. Matematikada ko'p uchraydigan sodda to‘plamlarni
ajratamiz.

Aytaylik, a,b € R va ¢ < b bo'lsin.

1.23-ta’rif. g) Ushbu ¢ < x < b qo‘sh tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha
sonlar to‘plami segment yoki kesma deyiladi va [a; b] orqali belgilanadi:

[m;bl={x€eRa<x<bh}

b) Ushbu a < x < b qo'sh tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha sonlar

to*plami interval yoki ochiq oraliq deyiladi va (a; b) orqali belgilanadi:
{a;bh)y={xeRa<x<b}l

¢) Ushbu @ < x < b yoki a < x = b go'sh tengsizliklarni qanoatlantiruvchi
barcha sonlar to‘plami yarim segment deyiladi va mos ravishda {a; b) yoki (a; b]
orqgalt belgilanadi:

[mb)y={x€R:asx<hl(mbl={xER:a<x<h]}

Kiritilgan bu, to‘rt xil to‘plamiarni bir so*z bilan oraligiar deyiladi. Demak,
oraliq deganda segment, interval, yarim segmentlardan biri tushuniladi. Odatda @ va
b sonlar shu oraliglarning chegaraviy nuqtalari yoki chegaralari deyiladi.

Intervallar va yarim segmentlar orasida chegaraviy nugtalari cheksiz
bo’lganlari ham uchraydi.

Masalan, {(—oo; +w0) =R, [g;+w) ={xeRx=a}

{g;+x)={xeRix>a) (—=; bl={xER:x=<h}
(—oo; By ={x€ER:x <h}, . .
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8-§. Chegaralangan va chegaralanmagan to‘plamlar

1. Yugeridan chegaralangan to‘plam. Aytaylik, E € R bo‘sh bo‘lmagan
to‘plam betilgan bo‘lsin. .

1.24-ta’rif. Agar shunday b son topilib ixtiyoriy x € £ uchun x < b tengsizlik
bajarilsa, u holda £ to*plam yugoridan chegaralangan, b uning yugori chegorasi
deyiladi.

Masalan, E,={-=0;0}, barcha manfiy sonlar to‘plami yuqoridan chegaralangan,
Bu to‘plam uchun 0 va ixtiyoriy musbat son yuqori chegara bo‘ladi.

£y={...-3,-2,-1,0, 1, 2 } to‘plam ham yuqoridan chegaralangan. Bu to*plam
uchun 2 soni va undan katta har bir son yuqori chegara bo‘ladi.

Keltirilgan miscllardan ko‘rinadiki, yuqoridan chegaralangan to‘plamning
yuqori chegarasi cheksiz ko‘p bo*lar ekan.

Agar 24-ta’rif shartini qanoatlantiruvehi b soni topilmasa, u holda E to‘plam
yugoridan chegaralanmagan deyiladi.

Masalan, F3=N={1,2,3,...,n,...} to‘plam yuqoridan chegaralanmagan.
Qanday b son olmaylik undan katta #, natural son mavjud: b < ny. (n, sifatida b
sonining butun gismidan keyingi sonni olish yetarli).

Yugoridan chegaralangan to‘plamning yuqori chegaralari orasida eng kichigi
mavjudmi?-degan savolga quyidagi teorema javob beradi.

1.25-teorema. Yuqoridan chegaralangan to‘plamning yugoti chegaralari
orasida eng kichigi mavjud.

Isbot. 0 Aytaylik, £ yugoridan chegaralangan to‘plam bo‘lsin. Tkki holni
ko‘rib chigamiz.

a) E to‘plam elementlari orasida eng kattasi mavjud, ya'ni shunday x.c E son

borki, ixtivoriy xe E lar uchun x<x, bo‘ladi. Demak, x, son £ to‘plamning yugori

chegarasi bo‘lib E ning boshga ixtiyorly b chegarasidan katta bo‘lmaydi: x,<é.




by F to‘plam elementlari orasida eng kattasi mavjud bo‘lmasin. U holda
haqiqiy sonlar fo'plami R ni, quyidagicha X va ¥ to'plamlarga ajratamiz: E
to‘plamming barcha yuqori chegaralari to‘plamini } orqali, R dagi qolgan barcha
sonlar to*plamini X orqali belgilaymiz. Bunday ajratish R da kesim bo*ladi.

Shuni tekshiraylik:

1} B2 va EcX dan X+ kelib chiqadi. Shuningdck, E yugoridan
chegaralanganligi uchun uning yuqori chegarasi bor, Demak, ¥,

2) Har bir x¢ R son yoki £ ga yuqori chegara bo‘ladi, yoki £ ga yuqori
chegara bo‘lmaydi. Demak, yoki xe X, yoki x } bo*ladi, Bu esa XY Y=R ekanini
bildiradi.

3 Aytaylik, x¢ X" va pe ¥ bo'lsin. U holda x son £ to'plamning yuqori
chegarasi bo‘Imaydi, ya’ni £ dax dan katta bo‘lgan biror xee £ son mavjud. y= ¥ son
L to*plamning yuqori chegarasi bo*lganligi uchun x<xe<y bo‘ladi. Bundan ixtiyoriy
xe X, ixtiyoriy ye ¥ uchun x<y bo‘lishi kelib chigadi.

Mafumki, (X, F) kesim aniq bitta o sonni aniglaydi. EcX bo‘lganligi uchun a
son E to'plamning yuqori chegarasi bo'ladi, ya'ni oe ¥, Shuningdek, o son 1 ning
eng kichik elementi bo‘lganligi sababli, « son £ to‘plamning yuqori chegaralari
orasida eng kichik son bo*ladi+ .

1.26-ta’rif. Yugoridan chegaralangan to‘plam yuqori chegaralari orasida eng
kichigt, uning arig vugori chegarasi deyiladi.

Aniq yuqori chegara supE kabi belgilanadi.

Yuqoridagi mulohazalar shuni ko'rsatadiki, agar £ lo'plamning eng katta
elementi mavjud bo'lsa, u holda o'sha son £ to‘plamning aniq yuqori chegarasi
bo‘ladi. Umuman olganda yuqoridan cheparalangan to‘plamning anig yugori
chegarasi uning o‘ziga tegishli bo*lmasligi mumkin.

Masalan, £,=[0:10] to*plamda 10 soni uning eng katta elementi va 10 soni bu
to*plamning aniq yuqori chegarasi bo'ladi. £5=(-8;1) to*plam uchun sup£s=1 bo‘lib,

I soni unga tegishli emas.
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Yuqoridagi misollar uchun supE\=0, supE,=2 bo‘lishini tekshirish giyin
emas. '

Agar E to‘plam yugoridan chegaralanmagan bo‘lsa, u holda supFf=tow deb
olinadi. ,

2. Quyidan chegaralangan to‘plam. Aytaylik, KcR bo'sh bo‘lmagan
to‘plam berilgan bo‘lsin.

1.27-ta’rif. Agar shunday ¢ son mavjud bo‘lib ixtivoriy xe £ lar uchun x>g
tengsizlik bajarilsa, u holda E to‘plam gquyidan chegaralangan, a uning quyi
chegarasi deyiladi.

Masalan, [3;+0) to'plam quyidan chegaralangan. Bu to‘plam uchun 3 va
undan kichik ixtiyoriy son quyi chepara bo‘ladi.

{%,neN} to‘plam ham quyidan chegaralangan. Bu to‘plam uchun © va
ixtiyorly manfty son quyi chegara bo‘ladi.

Demak, quyidan chegaralangan to‘plamning quyi chegarasi cheksiz ko‘p
bo‘ladi. Quyidagi teorema quyidan chegaralangan to‘plamlar uchun bo‘lib, 1.25-
teorema kab] ishotlanadi.

1.28-teorema. Quyidan chegaralangan to*plamning quyi chegaralari orasida
eng kattasi mavjud,

1.29-ta’rif. Quyidan chegaralangan to‘plam quyi chegaralari orasida eng
kattasi, uning anig quyi chegarasi deyiladi,

Aniq quyi chegara infE kabi belgilanadi.

Agar 1.29-ta’rif shartini qanoatlantiruvchi a soni topilmasa, u holda £ to‘plam
guyidan chegaralanmagan deyiladi.

Masalan, E; va E; to*plamlar quyidan chegaralanmagan.

Agar E to‘plam quyidan chegaralanmagan bo‘lsa, u holda infE=-o deb
olinadi.

1.30-ta’rif. Ham quyidan, ham yuqoridan chegaralangan to‘plam

chegaralangan to*plam deyiladi.
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Masalan, {i‘HEN} -barcha to‘g’ri kasrlar to*plami, chegaralangan to*plam
bo*ladi. Bu to*plam uchun ify‘{::, neN} =0, sup{%,néN] =1.
Aytaylik, I chegaralangan to‘plam bo'lsin. Agar infli=c, supL—d belgilash

kiritsak, u holda [¢:d] segment, £ to*plamni ofz ichiga oluvchi eng kichik segment
bo'ladi,

Mashq va masalalar -

1-1. 3-xossani isbotlang.

1-2. 4-xossani isbotlang.

1-3. 1.J l-misoldadagi (A, B) kesimning yuqori sinfi B da eng kichik elementi
yo‘q ekanligini isbotlang,.

1-4. Ratsional sonlar to‘plami @ ning, quyi sinli 4 da cng katta element,
yuqgori sinfi A da eng kichik element bor bo'lgan (4,B) kesimi mavjud emas
ekanligini ishollang,

1-5. Quyidagi sonlarni aniglaydigan ratsional sonlar to‘plamidagi kesimlarni
tuzing: a} -2, b) 6/7, ¢) V3.

1-6. Agar p tub son bo'lsa, u holda ﬁ irratsional son ekanligini isbotlang.

[-7. Agar n hech bir sonning kvadratiga teng bo‘lmasa, u holda vn irratsjonal
son ckanligini isbotlang.

1-8. VZ 4+ +/3 ning irratsional son ekanligini isbotlang.

1-9. log, 3 ning irratsionat son ekanligini isbotlang.

1-10. Ratsional va irratsional sonlarning yig“indisi irratsional son ekanligini
ishotlang.

1-11. Ikkita irratsional sonning vig*indisi irratsional son bo*ladimi?

a, b ratsional sonlar va a < b bo*lsin. U holda ular orasida kamida bitta irratsional

sonning mavjudligini ishotlang.
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1-12. Aytaylik o va £ haqiqiy sonlar berilgan bo‘lsin, Agar ixtiyoriy £ musbat
son uchun quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi s', § ratsional sonlar topilsa: 1) s <
a<s'; D)5 <P =83)s"—5 < g, uholda @ = F bo'lishini isbotlang.

1-13. cg, 2103 ... &, ... cheksiz o‘nlik kasr biror o haqigiy sonning ifodasi
bo‘lishini ishotlang. '

1-14. Hagqiqiy sonlar to‘plamida Arximed aksiomasi o‘rinli ekanligini
isbotlang.

1-15. 1.28 teoremani isbotlang.

1-16. Quyidagi teoremani isbotlang. ¢ = supE bo‘lishi uchun quyidagi ikki
shartning bajarilishi zarur va yetarli: 1} ixtiyoriy x € E uchun x < a; 2) ixtiyotiy £
musbat son uchun shunday x” € £ topilib, x* = a — € bo'ladi.

1-17. X to‘plam uchun inf X, sup X ni toping, bu verda

SRR N

! ;} b)Xz[U,E,;,...,1+ n

X = {1,

1

ax=f+i+ 4L nent

1-18. X to‘gfri kasrlar to‘plami, ya’ni X = {E—, r<g¢ p.qce€ N} bo‘lsin. Bu

to‘plamning chegaralanganligini, eng katta, eng kichik elementlari yo‘q ekanligini
isbotlang. infX, sup X ni toping.

1-19. Aytaylik, X, Y haqiqiy sonlarning bo‘sh bo‘lmagan chegaralangan
to‘plamlari, X + Y esa barcha x + y, bu yerda x € X,y € Y, ko*rinishdagi sonlar
to‘plami bo‘lsin, X + ¥ chegaralangan to‘plam va inf(X + Y) = inf X +
infY; sup{X + ¥) = sup X + sup Y ekanligini isbotlang.

1-20. Aytaylik, X, ¥ nomanfiy haqiqiy sonlarning bo‘sh bo*lmagan
chegaralangan to‘plamtari, X - Y esa barcha x -y, buyerdax € X,y €Y,
ko‘rinishdagi sonlar to‘plami be'lsin. X + Y chegaralangan to‘plam va
inf(X-¥) =infX -inf¥; sup(X-Y) = sup X - supY ekanligini isbotlang,

1-21. Aytaylik, X, Y haqiqiy sonlarning bo‘sh bo‘imagan chegaralangan
toplamliart, X — Y esa barcha x — y, bu yerda x € X, y €'Y, ko‘rinishdagi sonlar
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to‘plami bo'lsin. X — Y chegaralangan toplam bo'ladimi? Bu to*plamning aniq
quvi, aniq yugori chegaralari haqida nima deyish mumkin?

1-22. Aytaylik, X hagigiy sonlarning bo®sh bo‘lmagan chegaralangan
to*plami, —X esa barcha —x, bu verda x € X, ko*rinishdagi sonlar to*plami bo‘lsin.
—X chegaralangan to‘plam bo*ladimi? Bu to'plamning aniq quyi, anig yugori
chegaralasi hagida nima deyish mumkin?

1-23. Aytaylik, X, Y haqiqiy sonlarning bo’sh bo‘lmagan to‘plamlari bo*lib,
yuyidagi shartlar bajarilsin:

a)  ixtiyorly x € X, ixtiyoriy y € ¥ uchun x < y tengsizlik o‘rinli;

by  ixtivoriy £ > 0 son uchun y, — x, < £ bo*ladigan x, € X,y, € ¥
mavjud.

sup X = infX ckanligini ko*rsating.

[-24 Ixtivoriy x € R uchun |x| = | — x| va —|x|<x<]|x| bo‘ladi. [shotlang.

1-25. Ixtivorly >0 uchun |xi<a va —a<x<a (x|<a va —a<x<a) tengsizliklar
ozaro teng kuchli bo'ladi. Isbotlang.

1-26.1kki son yigiindisining absolyut givmati va shu sonlar absolyut
giymatlari yig‘indisi uchun {x+y{<le +]y] munosabat o‘rinli. Isbotlang.

1-27.1shotlangan xossa go*shiluvchilarning soni ikkitadan ortig bo‘lgan holda
ham o*rinli: foydxat . . A%< x4 —fxaf— . . . Hx]. Tsbotlang.

1-28.Ikki son ayirmasining absolyut qivmati va shu sonlar absolyut giymatlari
ayirmasi uchun x|-|y|slv-3) munesabat o'rinli. Isbotlang.

1-29.Ixtiyoriy x, 3 R lar uchun |x - y| = |x]|- |y| bo‘ladi. Isbotlang.

§-30. Ixtiyorly x, ¥ € R vay # 0 uchun EI = -:i—’il botladi. Isbotlang,

1-31. Agar |b] < I‘;—‘ bo*lsa, u holda l-b—i:i < ﬁ ekanligini isbotlang.

1-32. Barcha ne N va ixtiyoriy ¢>-1 laruchun (1 +w)" = 1 +na

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. [shotiang.
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11 BOB. HAQIQLY SONLAR KETMA-KETLIGI

1-§. Ketma-ketliklar hagida wmumiy tushunchalay

1. Ketma-ketlikning ta’*rifi. Ketma-ketliklarning berilish nsallari

2.1-ta’rif, Har bir natural son n (n € N) ga biror goida bo‘yicha x, haqiqiy
son mas qo‘yilgan beo'lsin. U holda

X1, X2, X3, ey Xpy oo m

sonli ketma-ketlik berilgan deyiladi va bu ketma-ketlik {x,} ko‘rinishida belgilanadi.

Xy, X2, Xn sonlar, mos ravishda, (1) ketma-ketlikning birinchi hadi, ikkinchi
hadi va #-hadi deyiladi.

x,, ketma-ketlikning umumiy hadi deb ataladi.

Sonli ketma-ketliklar turli xit usullarda beriladi. Shu wsullardan ayrimlarini
keltiramiz.

|. Ketma-ketlikning wmumiy had formulasi bilan berilishi, Bu usulda #-
hadning qiymatini shu hadning tartib nomeri bilan bog‘lovchi formula beriladi.
Umumiy had formulasi yordamida ketma-ketlikning istalgan hadini topish mumkin,

ya’ni bu formula ketma-ketlikni to‘la aniglaydi.

n=1
2.2-misol, Umumiy hadi x,, = ¢ 1“)2 bo‘lgan ketma-ketlikning dastlabki

to‘rita hadini yozing.

- n-1
Yechish. Umumiy hadi x, = ];3 bo'yicha sonli ketma-ketlikning

Z

dastlabki hadlarini topish uchun unga tartib bilan n = 1; 2; 3; 4 qo‘yamiz. Natijada
quyidagi hosil bo‘ladi: 1, —-‘1;,;1, - :’—G
2. Ketma-ketlik o't hadining tariib nomeri bilan shu hadning giymati
orasidagi moslikni so‘zlar orqali ifodalash yordamida berilishi mumkin. Masalan,
har bir tog natural songa 3 ni, har bir juft natural songa esa 5 ni mos keltiramiz.
Natijada 3, 5, 3, 5, 3, 3, 3, 5, . . . cheksiz sonli ketma-ketlikka ega bo‘lamiz.
Uning umumiy hadini bir nechta formula bilan, masalan x,, = 4 + (—=1)" yokix, =

4 + cosmn formula bilan berish mumkin.
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3. Ketma-ketlikning rekurrent usulda berilishi. Agar ketma-ketlikning
dastlabki bitta yoki bir nechta hadlari berilgan bo*lib, keyingi hadlarini shu berilgan
hadlar yordamida topish imkonini beruvchi formula (rekurrent formula) ko‘rsatilgan
bo‘lsa, ketma-katlik rekurrent usulda berilgan deyiladi. (Rekurrent so‘zi lotin tilida
qaytish degan ma’noni beradi)

2.3-misol. @,=3, a,=2"a, -4 (n=2) bo‘lsa, {a,} ketma-ketlikning @, as, ay
hadlarini toping.

Yechish. Bu yerda {a,} ketma-ketlik rekurrent usulda berilgan. ;=3 bo‘lgani
uchun rekurrent formula a,~2"a,.;-4 ga asosan a;=2% a,-4=4-3-4=8; a;=2" a,-4=8 8-
4=60; a,~2"a;4=16:60-4=956 ekanligini topamiz.

4. Ketma-ketlik jadval yoki grafik ko‘rinishida berilishi ham mumkin. Ketma-
ketlikning grafigi diskret nuqtalar to‘plamidan (5-rasm) iborat bo‘ladi (lotincha —
discretus — uzlukli, alohida gismlardan iborat).

Quyida birinchi misoldagi ketma-ketlikning jadval usilida va grafik usulida

berilishini keltiramiz.

n 1 2 3 4 n
S T T VT =
4 9 16 n?
7 A
{
\
i \
I
V4 ™~
179
1 2 3 4 -
S-rasm
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2.4-izoh. Agar ketma-ketlikning dastlabki bir nechta hadlari berilgan bo‘lib,
keyingi hadlarni berilgan hadlar orqali ifodalash usuli aytilmagan bo‘lsa, bu
hadlarning berilishi ketma-ketlikning to‘lig aniqlat;ishi uchun yetarli bo‘lmaydi.
Masalan, 3; 5; 7; . . . ketma-ketlikni 2 dan katta toq sonlar yoki 2 dan katta tub
sonlar ketma-ketligi sifatida, shuningdn;k, xy=2n+1+sinzm formula bilan berilgan
ketma-ketlik sifatida ham qarash mumkin.

2. Chegaralangan ketma-ketliklar. {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.

2.5-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlik uchun shunday bir a haqiqiy son topilib,
barcha n natural sonlar uchun x,2a, (x,<a) tengsizlik bajarilsa, {x,} ketma-ketlik
quyidan (yuqoridan) chegaralangan deyiladi.

2.6-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlik uchun ikkita @ va & haqiqiy sonlar topilib,
barcha » natural sonlarda a@<x,<é tengsizlik bajarilsa, {x,} ketma-ketlik

chegaralangan ketma-ketlik deyiladi.

=i : . Lo
2.7-misol. x,=n——l ketma-ketlik chegaralangan ketma-ketlik ekanligini
n+

isbotlang.
Yechish. Barcha n natural sonlar uchun quyidagi tengsizliklar o‘rinli:
n—1 B i

X, = 2——=0;
n+l n+l

n-l ntl_

= T 1
n+l n+l

Demak, 0<x,<1 tengsizlik barcha » natural sonlarda o‘rinli. Bu esa {x,}
ketma-ketlikning chegaralanganligini ko*satadi.

2.8-teorema. {x,} ketma-ketlik chegaralangan bo‘lishi uchun shunday M
musbat son topilib, barcha n natural sonlar uchun |x,| < M tengsizlik bajarilishi
zarur va yetarli.

Isbot. O Zaruriyligi. {x,} ketma-ketlik chegaralangan bo‘lsin. U holda a va
b haqigiy sonlar topilib barcha n natural sonlar uchun a < x,, < b tengsizlik
bajariladi. M = max(|al, |b]) deb olsak, u holda barcha n natural sonlar uchun
—M < x, = M yoki |x,| < M bajariladi.

Yetariligi. Agar {x,} ketma-ketlik uchun A musbat son topilib, barcha n

natural sonlar uchun |x,| < M tengsizlik bajarilsa, u holda {x,} chegaralangan
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ketma-ketlik bo‘ladi. Buni isbotlash uchun chegaralangan ketma-ketlikning 2.6-
ta’rifida a=—M, b=M deb olish vetarli. ¢

2.9-misol. {x,}=(-1)}"+ n:‘j] ketma-ketlikning chegaralangan ketma-
ketlik ekanligini isbotlang,
2
Yechish. 2.8-teoremadan  foydalanamiz. loen| = |(—1)n + n'f+1 <
n? n® n? - .
[(—1)Y*] + = I =14 = <14 == 2 munosabatlardan ko‘rinadiki, barcha

# natural sonlarda |x,| < 2 tengsizlik o‘rinti. Demak, {x,} chegaralangan ketma-
ketlik ckan.

Geometrik nugtayi nazardan a < x, < b tengsizlik, chegaralangan {x,}
ketma-ketlik hadlari [a, b] kesmaga tegishli ekanligini bildiradi. Aksincha, ketma-
ketlikning barcha hadlari biror kesmaga tegishli bo‘lsa, u chegaralangan bo*ladi.

Hagjigatan ham, {x,} ketma-ketlikning barcha hadlari biror {c, d] kesmaga
tegishli bo*lsa, u holda ixtiyoriy #e N uchun x, € [¢,d] bo‘ladi. Bundan ¢ < x, <
d tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bu esa {x,} ketma-ketlikning chegaralanganligini
bildiradi.

2.10-ta’rif. Agar ixtiyoriy M musbat soni uchun shunday n nomer topilib,
|x,] > M tengsizlik bajarilsa, u holda {x,} ketma-ketlik chegaralanmagan deyiladi.

Ketma-ketlik chegaralanmaganligining geometrik ma’nosi quyidagidan
iborat: har ganday [-M:M] {M>0) kesma olmaylik, bu kesmaga tegishli bo‘lmagan
ketma-ketlikning biror hadini ko‘rsatish mumkin.

2.11-misol. Umumiy hadi x,=3#7+2 bo'lgan ketma-ketlikning
chegaralanmaganligini ishotlang.

Yechish. Ta’rifza ko'ra ketma-ketlikning chegaralanmaganligini ko‘rsatish
uchun ixtiyoriy M > 0 son uchun |x,| > M tengsizlikni ganoatlantiruvchi kamida
bitta x, mavjudligini ko‘rsatish yetarli. Ravshanki, agar n = [M] + 1 deb olsak,
|xa} = M tengsizlik bajariladi. Demak, berilgan ketma-ketlik chegaralanmagan
ekan,

3. Monoton ketma-ketliklar. {x,} ketma-ketlik berilgan bo'lsin.
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2.12-ta’rif. Agar ketma-ketlikning ikkinchi hadidan boshlab, har bir hadi
o‘zidan oldingi haddan katta (kichik} bo'lsa, ya'ni x,41 > Xy, (xp4; < Xy} sharl

barcha natural # sonlar uchun bajarilsa, {x,} ketma-ketlik o 'suvehi (kamayuvchi)

ketma-ketlik deyiladi.
Ketma-ketlikni o'suvchi yoki kamayuvchi ekanligini aniqlashda x4, — %,
ayirmani, yoki ketma-ketlik hadlari bir xil ishorali bo‘lganda x;J nisbatdan

foydalanish mumkin.

2.13-misol. x,, = 3n® ketma-ketlik o*suvchi ekanini isbotlang.

Yechish. x,,, — X, ayirmani garaymiz: x,,1 — X, = 3(n+ 1) —3n% =
3(3n2 + 3n 4 1). Bu ayirma # ning istalgan natural giymatida musbat bo‘ladi. Shu
sababli, barcha » natural sonlarda x,. ,>x,, ya'ni {x;} ketma-ketlik o*suvshidir.

2.14-misol. Umumiy hadi x, = # ba*lgan ketma-ketlikning kamayuvchi

ekanligini isbotlang.

Ishot. Bu ketma-ketlikning hamma hadlari bir xil ishorali bo‘lgani uchun ki
1 ne
nisbatni baholaymiz: 2 = 000® — < 1. Ketma-ketlikning barcha hadlari
Xy ('.'1+1)2

-

b

musbal bo‘lgani uchun, barcha natural n larda x,,.; < x, tengsiziikka egamiz.
Demak, {x,} kamayuvchi ketma-ketlik ekan.

2.15-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlik uchun x,, 1 = %, (X541 < x,,) tengsizlik
barcha r~ natural sonlarda  bajarilsa, {x,} ketma-ketlik kamaymaydigan

(0 'smayvdigan) ketma-ketlik deyiladi.

Masalan, 1;2;2;2;3; 3; 3; 4; 4; 4; ... ketma-ketlik kamaymaydigan, l;%-; :

%; .. ketma-ketlik esa o‘smaydigan ketma-ketlikdir.

Har gqanday o‘suvchi ketma-ketlik kamaymaydigan ketma-ketlik bo‘lishini,

-Fsl--

R
4’

har qanday kamayuvchi ketma-ketlik esa o‘smaydigan ketma-ketlik bo'lishini

eslatib o‘tamiz.



O‘smaydigan ketma-ketliklar va kamaymaydigan ketma-ketliklar {(umumiy

nom bilan) monoton ketma-ketliklar deb ataladi.

2.16-misol. x, = ntl ketma-ketlikni monotonlikka tekshiring.

2n-1

2 3 . .
Yechish. x,,, —x, = nt nel <0 tengsizlik » ning barcha

ry

"Tonil 2n-1 4n*-1

natural giymatiarida o‘rinli. Demak, ixtiyoriy » natural son uchun x.. (<x, tengsizlik

o‘tinli. Bundan, {x,,} ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligi kelib chigadi.
1y o
2.17-misol. Umumiy hadi x, = (1 + ;) bo‘lgan  ketma-ketlikning

kamayuvchi ekanligini isbotlang.

Yechish. n = 2 deb, =2 nisbatning 1 dan kichikligini ko‘rsatish yctarli.
Xn-1
n+1l n
1
1+ 1+= 1 1\ 1

x

. ”’3 =\ ) (1) = (i) (149) <

Xn-1

" (1 =1 I+a=

1\" 1\" 1\"
(1-3) (1) =(1-3) <1
tengsizlikdan, {x,} ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligi kelib chigadi. Bu yerda
Ii izligi ‘ta o'rinli bo* 1+4) >1+42 =141
Bernulli tengsizligiga ko‘ra o'rinli  bo‘lgan ( +n2) > priaal S
tengsizlikdan foydalandik (Bernulli tengsizligi).

n+1
Demak, {(1 + :—1) ] kamayuvchi ketma-ketlik.

Mashg va masalalar

{xn} ketma-ketlikning dastlabki to‘rita hadini vozing (1-6):

2-1.x, = 2", 22.%x, = % + 2n + 3,
23.x, = (-1)" + 1. 2.4, 2, =
25, %, = sin”z—n 2-6.x, = —L %, = —n-xp..

fx,} ketma-ketlikning dastlabki birnechta hadlarini bilgan holda wuning

umumiy hadini formula yordamida bering (7-10):
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271,555, . 281,00, 0,
3757 4’916 25
29.2, 11,13,15, .. 2-10. —1,2,-3,4,—5,...
2" 73 4 :

{x,,} ketma-ketlikni chegaralanganlikka tckshiring(11-16}):
-1l x, = (—-1}"™ «2-12.x, = n* + 2n.
2-13.x, = —Inn. 2-14. %, :%

lagarn=2k
215 %, = (—1)"n 2-16. %, { g

v agarn = 2k + 1,
2-17. Agar {x,] va {y,} chegaralangan ketma-kertliklar bo‘lsa, u holda a)
{oxn + ¥nls DY {xn — ¥uls ©) {xx - ¥n} ketma-ketliklarning chegaralangan ekanligini
isbotlang.
2-18. Shunday ikkita chcgaralangan ketma-ketlikka misol kelliringki,
ularning nishati chegaralanmagan bolsin,

Quyidagi ketma-ketliklarning chegaralangan ckanligini isbotlung (19-22):

2-19. %, = v¥n* +1—n. 2-20.x, = In(n + 1) -Inn.
3n?-1 S
2-21.xn=;"2_5. 2220, =TTy = 2,3y = 5.

{%} ketma-ketlikni monotonlikka tekshiring (23-25).
- = si ) ="
2-23. %, sinn. 2-24.x, o
2-25. X, = Pan. (n = 2) bu yerda Py, - hirlik doiraga ichki chizilgan

muntazam 2n-burchakning perimetri.

2-26. Rekurrent formula bilan berilgan ushbu x; = 1,x, = > ketma-
X

n-1

ketlikni chegaralanganlikga, monotonlikka tekshiring.
2-§. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar va ularning xossalari

1. Ketma-ketlikning limiti. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik. Matematikaning

muhim tushunchalaridan biri-limit tushunchasi bilan tanishishga kirishamiz.

29



Umumiy hadlari x, = 2 + (_:l)n vay, = Zn — 1 bo‘igan ketma-ketlikiar

berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketliklar hadlarini sonlar o*qidagi nugtalar orgali

tagvirlaylik (mos ravishda 6- va 7-rasmlar).

X) A3 Xy Xy
boe 1 o
0 1 2 248 5 3 X
3 4 2
6-rasm
] i 3 5 7 x
F-rasm

Chizmadan ko‘rinadiki, birinchi {x,} ketma-ketlik hadlari 2 nugta atrofida
“qo‘yiglashib™ boradi, ikkinchi {y,} ketma-ketlik wchun bunday “qo‘yiglanish
nugtasi” yoq. Bunday hollarda matematiklar quyidagicha aytadilar: {x,} ketma-
ketlik yaginlashuvchi; {y,} ketma-ketlik uzoglashuvchi.

Tabbiiy savol tug‘iladi: sonlar o*qidan olingan tayin nuqta berilgan ketma-
ketlikning “go‘yiglanish nuqtasi” bo‘lish-bo*lmasligini ganday bilish mumkin? Bu
savolga javob berish uchun yangi matematik atama kiritamiz.

2.18-ta’rif. Aytaylik a sonlar o‘qidagi nuqta, e-musbat son bo'lsin. {a-g a1 &)
interval (8-rasm) a nuqtaning £ atrofi, £ esa atrofning radiusi deyiladi.

Pl i il Lid 4, =

a-& a ate ko

§-rasm
Masalan, (1,98, 2,02) interval 2 nuqtaning atrofi bo‘ladi, bunda atrofning
radiusi 0,02 ga teng.
Endi yugoridagi savoiga javob berishimiz mumkin. Matematikada *“ketma-
ketlikning qo'yiglanish nuqtasi” degan atama o‘rniga “ketma-ketlikning limiti”
atamasi ishlatiladi.
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2.19-ta’'rif. Agar a nugtaning ixtiyoriy tanlangan atrofida ketma-ketlikning
biror nomeridan boshlab barcha hadlari yotsa, ¢ soni ketma-ketlikning limiti
deyitadi,

a soni {x,} ketma-ketlikning Iimiti ekanligi simvolik ravishda TILTC}O Xp =0
ko‘rinishda yoziladi (o' gilishi: {x.} ketma-ketlikning s cheksizga intilgandagi limiti
a gateng). bu yerda /im lotincha /imes so'zining oldingi uchta harfi bo‘lib, o°zbekcha
marra, chek ma'nosini bildiradi.

Yugorida aytilganlardan, agar {x,} ketma-ketlik limiti @ ga teng bo‘lsa, u
holda & nuqgtaning « atrofidan tashqarida {x,} ketma-ketlikning faqat chekli sondagi
hadlari bo*lishi mumkinligi kelib chigadi.

Yuqoridagi ta’rifni tahlil gilamiz, Avtaylik 1!1—{';3 X, = a bo'lsin, (a-g,a+&:)
intervalni, ya'ni « nuqgtaning £; atrofini qaraylik. Ta’rifga ko‘ra shunday #; nomer
mavjudki, bu nomerdan boshlab ketma-ketlikning barcha hadlari o nuqtaning &

atrofida yotadi: x, € (a—g,a+&), X, € (@—€,a+8). X, ,€(a—E.a+E)), ...

Agar (a-£5a &) intervalni, bu yerda 0<e;<e1, olsak, ya'ni atrolning radiusini
kichiraytirsak nima be‘ladi? Bu holda ham shunday #: nomer mavjudki, bu
nomerdan boshlab ketma-ketlikning barcha hadlari @ nuqtaning & atrofida yotadi.
Ammo bu nomer avvalgidan katta, ya’ni »->#, bo*ladi. Har bir atrof uchun o‘zining
nomeri mavjud bo‘ladi.

Agar x € (a—t.a+g) bu'lsa, uholda
A—E<X, <U+E<S—E<X, —a<E<>x, —al<e bo'ladi. Yugorida aytilganlarni
e’tibarga olib 2.19-ta’rifni quyidagicha bayon qgilish mumkin,

2.20-ta’rif. Agar ixtiyoriy mushat ¢ son uchun shunday », nomer mavjud
bo*lsaki, barcha s> #, da

|x, —d|<s (1)
tengsizlik bajarilsa, a soni {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi.

Agar {x.} ketma-ketlik a limitga ¢ga bo‘lsa, bunday kelma-ketlik
yaginlashuvehi ketma-ketlik deyiladi.
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{x,} ketma-ketlikning hamma hadlari bir xil 2 songa teng, ya’ni umumiy hadi
x, = bo'lgan
a4,a,d,a, .., 4, ..
ketma-ketlikni tekshiraylik. Bu ketma-ketlikning limiti o°zining o umumiy hadiga

teng, va'ni limx, =lima=a, chunki ixtiyorly musbat (kichik) ¢ son uchun »
-

nomerning barcha giymatlarida }xn —a} = aﬁa: <& tengsizlik hamma vagt
hajarilaveradi. np nomer sifatida istalgan natural sonni olish mumkin va np, homer ¢
songa bog‘liq bo‘lmaydi. Shunday qilib, o‘zgarrnas ketma-ketlikning limiti shu
ketma-ketlikning hadiga teng.

Shunga o'xshash {x,} ketma-ketlikning dastlabki bir nechta hadi turlicha
qiymatlarni gabul qilib, keyingi hamma hadlari bir xil 4 songa teng bo‘lganda ham
ketma-ketlikning limiti ¢ ga teng bo‘ladi. Masalan,

111
2'3'4

ketma-ketlikning limiti 3 ga teng, va'ni Hn;loxn = lim 3 = 3 bo‘ladi, chunki
n— n—ow

3,333,....3 ..

ixtivorly € musbat soni uchun m>ag=3 bo‘lganda lxﬂ —3|:|3—3;<5 tengsizlik
hamma vaqt bajariladi.

Endi limit tushunchasining geometrik ma’nosini  aniglaymiz.

Yuqorida avtilganlardan, agar {x,} ketma-ketlik limiti « ga teng bo‘isa, u
holda a nugtaning ¢ atrofidan tashgarida {x,, } Ketma-ketlikning fagat chekli sondagi
hadlari bo‘lishi mumkinligi kelib chiqadi.

2.21-misol. Umumiy hadi x, = ;% bo‘lgan ketma-Ketlikning 1 ga
yaqinlashishini isbotlang.

Yechish, Buni isbotlash uchun ixtiyoriy olingan musbat (kichik) £ songa

ko‘ra shunday ny nomerni topish mumkinki, n >n, bo‘lganda {x, — 1| <

2 — 1| < tengsizlikning bajarilishini ko'rsatish yetarli.

Buning uchun dastlab ;_:_i — 1 ayirmaning absolyut giymatini topamiz;
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- - II =2 Endi <= tengsizlikni n ga nisbatan yechamiz: n > -2
n+2 n+2 n+2 £

Bundan ng = E- - 2] deb olish mumkin, chunki n > %-:- 2= -i-— 2] = ng.
Shunday qilib, ixtiyorly £ musbat son uchun shunday 7,4 = E - 2] nomer topilib,

%— 1| <& tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak,

n > n, bo‘lganda Jx, — 1] <

ketma-kethik yaginlashuvchi va lim —— = 1,
fl—og N+2

Agar [2— 2] < 0 bo'lsa, ng = 1 deb olish yetarli

Shunday qilib, berilgan sonning ketma — ketlik limiti ekanligini isbotlash
uchua gquyidagi harakatlarni bajarish kerak:

1) |x, — a| ayirmani tuzish;

2) |x,, — @] < & tengsizlikni n ga nisbatan ycchish;

3) kerak bo'lsa, tengsizlikni baholashdan foydalanish;

4) tengsizlikni qanoatlantiruvchi biror natural 7, sonni topish;

5) topilgan uchun ketma — ketlik limiti ta’rifining bajarilishini ko'rsatish,

Limitga ega bo‘lmagan ketma-ketlik uzoglashuvchi deyiladi.

Bu degani har ganday a son olsak ham shunday £ >0 son ko‘rsatish
mumkinki, ixtivoriy ny nomer uchun n > n, bo‘lganda |x, — a] > ¢ tengsizlik
o‘rinli bo‘ladi.

2.22-misol. Umumiy hadi x, =n bo‘lgan ketma-ketlik uzoglashuvchi
ekanligini ko‘rsating.

Yechish. Teskaridan faraz qilamiz. Ketma-ketlik yaginlashuvchi va uning
limiti a pa teng deb faraz gilamiz. U holda £ musbat songa ko‘ra shunday ny nomerni
topilib, 1 >1ny bolzanda n—al <&  tengsizlik, yanl a—es<n<a+¢
bajariladi. Ammo « + £ dan katla bo‘lgan ketma-ketlik hadlari cheksiz ko‘p. Bu
ziddiyat farazimizning noto‘g‘ri ekanligini, ketma-ketlikning uzoqlashuvchi
ekanligini ko*rsatadi.

2.23-misol. Umumiy hadi x, = (—1)"+!

uzoqlashuvchi ekanligini ko‘rsating.



Yechish, Aytaylik, bu ketma-ketlik yaqinlashuvehi, ya'ni u biror ¢ limitga ega
bo‘lsin, Avval ¢ limitning 1 ga teng bo‘lalmasligini Ko‘rsatamiz. Buning uchun |
nuqtaning (%,3) atrofni qarash yetarli. Bu atrofning tashqarisida ketma-ketlikning
cheksiz ko'p hadlari mavjud. Demak, 1 ketma-ketlik limiti bo‘lmaydi. Shunga
o*hshash -1 ning ham ketma-ketlik Hmiti bolmasligini ko‘rsatish mumkin. Endia #
1 va a # —1 bo'lsin. Agar £ deb min(|a — 1}, ja + 1]) dan kichik musbat sonni
olsak, u holda bu nugtaning atrofida ketma-ketlik hadlari maviud bo’imaydi. Bundan
a ning ketma-kethik limiti emasligi kelib chigadi. Shunday qilib, umumiy hadi x,, =
(~1)™*1 bo*lgan ketma-ketlik uzoglashuvchi.

2. Yaqinlashuvchi ketma-ketlikning xossalari
2.24-teorema. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik fagat bitta limitga ega bo‘ladi.
Isbot. ¢ Bu teoremani teskarisini faraz qilish usuli bilan isbotlaymiz.

Avtavlik, {x,; ketma-ketlk @ va b turli limitlarga ega, vya'ni

limx, =4, liux, =5, (a#8) bo'lsin. U holda ixtivoriy £ >0 son uchun shunday
A—T

n—c

Lo ‘ £ .
n, va a1, nomerlar mavjudki, # > # bo‘lganda la-x, | < 7 hamda r>n, bo'lganda

|x"fb‘<§ ba‘ladi; », nomerni # va s, dan katta qilib olinsa, #>#n, bo‘lganda
ikkala tengsiziik bajariladi:
& £
a-x|<Z, |x,—H<=.
' 2 2

Bundan #>n, bo‘lganda

la— b‘ =fa—x)+(x, —b)< X,

+x, -—b\<5 gy
2 2
Demak, manfiy bo*lmagan |af bl son ixtiyoriy musbat ¢ sondan Kichik
bo*lishi kerak. Bunday son esa nolga teng, ya'ni @ — b] =0 yoki a = b bo'lishi kerak.

Buesa a# b degan {arazimizea zid. +
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Bu teoremani geometrik usulda quyidagi isbotlash mumkin. Faraz gilaylik,
b— \ .
b, aniglik uchun a< bo‘lsin. & va b laming ::=Ta atroflarini qaraymiz. L{a,&)

va {/(b,£) atroflar umumiy nuqtaga ega emas (9-rasm,). -

a8 p Ub. 8
a b

~L

9-rasm

a nugta {x,} ketma-ketlikning limiti bo‘lganligi sababli {f{a.&) ning
tashgarisida ketma-ketlikning fagat chekli sondagi hadlari mavjud. Demak U(b,s)
atrofda {x.} ketma-ketlikning cheksiz ko‘p hadlari yotmaydi. Bu esa b ning {x,}
keuma-ketiik limiti ekanligiga zid. Shunga o‘xshash, agar & {x,} ketma-ketlikning
limiti bo‘lsa, & ning limit bo‘lalmasligini Ko‘rsatish mumkin. Demak,
yaqinlashuvchi ketma-ketlik limiti yagona bo*lar ekan.

2.25-teorema. Y aginlashuvchi ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi

Isbot. ¢ ’lll_r‘lgo X, = a bo‘lsin. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik ta’rifigako‘ra s =
1 uchun, shunday n, nomer topilib, barcha n > ng laruchuna -1 < x, <a+1
boladi. Agar M= max(lx, ] [x;], .. |%n, ). la — 1. [a + 1]) deb olsak, n holda
ketma-ketlikning barcha hadlati uchun |x,| < M bo‘ladi. Bundan esa berilgan
ketma-ketlikning chegaralangan bo'lishi kelib chiqadi. #

Lekin 2.25-teorcmaga teskari leorema umuman to‘g*ri emas, ya’ni har qanday
chegaralangan ketma-ketlik limitga ega bolavermaydi. Masalan, 2.23-misoldagi
pmumiy hadi  x, = (—=1)""! bo'lgan ketma-ketlik chegaralangan, lekin
uzoqlashuvchi.

2.26-misol. Teoremadan foydalanib umumiy hadi x,, = n% bo‘lgan ketma-

ketlikning chegaralangan ekanligini isbotlang.
Yechish. Avvalgi punktda (2.21-misol} bu kctma-ketlikning yaginlashuvchi
ekanligi ko‘rsatilgan edi. Demak, yugorida isbotlangan teoremadan uning

chegaralanganligi kelib chigadi.
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2.25-teoremadan quyidagi natija kelib chigadi:
2.27-natija. Chegaralanmagan ketma-ketlik uzoglashuvchi bo‘ladi
_ (-1¥'41)

2.28-misof. Umumiy hadi x, = —n ho'lgan  ketma-ketlikning
uzoqlashuvchi ekanligint isbotlang.
Yechish. 2.27-natijaga ko‘ra berilgan ketma-ketlikning

chegaralanmaganligini, ya’ni har qanday M > 0 sondan katta bo‘lgan ketma-
ketlikning biror hadi mavjudligini ko‘rsatish vetarli. Aytaylik M ixtivoriy musbat
son bo‘lsin. n = 2([M] + 1) deb olamiz. U holda, ravshanki, x, = [M]+ 1> M
bo‘ladi. Demak, berilgan ketma-ketlik chegaralanmagan, yuqoridagi natijaga asosan
bu ketma-ketlik uzoqlashuvchi bo‘ladi.

2.29-teorema. Agar rlltwr};) X, =a vaa>p(a<qg) bolsa, u holda biror
nomerdan boshlab, barcha # larda x,>p (x,<q) boladi.

Isbot. ¢ Aytaylik, ¢=>p bo'lsin, U holda haqiqiy sonlarning zichlik xossasiga
ko‘ra O<&<g-p lengsizlikni ganoatlantiradigan € son mavjud. Shu £ son uchun ny, €
N son mavjud bo'lib, barcha w>n, lardaa — & < x, < a + £ bo*ladi. Endi, e < a —
p, ya'nia — ¢ > p bo'lib, bulardan x,; > p kelib chiqadi. *

Xuddi shu kabi, a<g hol ham isbotlanadi (30-masala).

2.30-natija. Agar rlll_r& x,=a vaa>{0(a<0) bo‘lsa, u holda biror
nomerdan boshlab, barcha n lar uchun x,>0 (x,<0) bo‘ladi.

2.3F-teorema. Agar barcha n € N larda x, = ¥, bo'lib, limx, =a va
=00

lim x,, = b bo‘lsa, u holda a=5b bo‘ladi.

=
Ishot limitning yagonaligidan kelib chiqadi (32-masala).

2.32-teorema. Agar harcha n € N larda x,, €y, bo'lib, imx, =a va
n—=m

lim ¥, = b bo'lsa, uholda a < b bo‘ladi.

n—w

Ishot. ¢ Faraz gilaylik @ > b bo‘lsin. Bu a va b sonlar orasida biror r son

olamiz: @>r>h. Endi lim x, =2 va a> bo‘lgani uchun shunday n;, € N son

n—ow

mavijud bo'lib, n > n, bo'lganda x>+ bo'ladi.
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Xuddi shuningdek, 111:}& ¥p = b va b<r bo‘lgani uchun shunday n, € N son
mavjud bo‘lib, #>#; bo‘lganda y,<r bo'ladi. .

Apar n=max{n, n.} deb olsak, u holda r>n, tengsizlikni ganoatlantiruvehi
barcha n larda, bir vagtda y,<r va x,>>r tenggizliklar o‘rinli bo‘lib qoladi. Bu qarama-
gurshilik farazimizning noto'g'ri ekanligini ko‘rsatadi. Demak, «<b. ¢

2.33-teorema (Oraliq kKetma-ketlikning limiti haqidagi teorema). Agar
barcha ne N larda x, <y, < z, bo'lib, TELH.}O X, =da va ?!Ln; Zp, =a bo'lsa, n
holda ALH;IO ¥, ham mavjud bo‘lib, 711_15.10 ¥, = a bo‘ladi.

Isbot. ¢ Aytaylik, EE, X, = a bo'lsin. Limit ta'rifiga ko‘ra ixtiyoriy £>0
uchun shunday n; € N son mavjud bo‘lib, n > n, bo'lgandaa —e < x, <a+¢
boladi.

Xuddi shu kabi, Tlll_{l;lo z, = a dan, shunday n, € N son mavjud bo‘lib, n>n;
bo‘lganda a — € < z,, < a + ¢ tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Agarny = max{n, n,}
deb olsak, u holda n > ng tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha n € N larda
yuqoridagi tengsizliklardan a —e < x, <y, <z, <a+¢ ya'ni a—e<y, <
a + £ kelib chigadi. Bu esa, {y,} ketma-ketlikning yaqinlashuvchi bo'lib, }ll_l)l('ln Vo =
a ekanini bildiradi. ¢

Mashqg va masalalar

Ketma-ketlik limitining ta’rifidan foydalanib, tenglikni isbetlang (27-29):

2.27. lim 222 = 3
n-—oen h+1
2-28, fim 2L -2,
n—+o0 SN+2Z s
2
2:29. lim 227 = 2.
n—ow n

2-30. 2.29-teoremani a < g bo‘lgan holda isbotlang.

2-31. Agar {x,} ketmaketlik 0 dan farqli songa intilsa, u holda biror
nomerdan boshlab ketma-ketlik hadlari absolut giymati biror v > 0 sondan katta
ho‘ladi.
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2-32. Agar biror nomerdan boshlab x,, = v, bolib, lim x, = a va
n—oa

lim x, = b bo'lsa, u holda o=b bo'ladi. Isbotlang.
o

2-33. Apar biror nomerdan boshlab x,, < 3, bo‘lib, ,lin;,xn =a va

iim y, =b bo'lsa, uholda a < b bo‘ladi. Isbotlang.

n—0w

3-§. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar ustida arifmetik amallar

1. Ketraa-ketliklay ustida arifmetik amaliar
Avtaylik, {x.} va {y,} ketma-ketliklar berilgan bo‘isin.
2.34-ta’rif. Ushbu

Xyt Y Xz F Yo, Xt Yoo

Xe =¥ X2 = Yz Xp 7 Yoo

XYt XYz s Xndn oon
S In,
’ ’

Y1 Y2 B

ketma-ketliklar mos ravishda {x,} va {y.} ketma-ketliklarning yig‘indisi, ayirmasi,

vr (a®wOn=12.

23

ko‘paytmasi va nishati deyiladi va {x, + ¥}, [x, — ¥} {X2¥nh {;—n} kabi
beigilanadi.

Yaqinlashuvchi ketma-ketlikning arifmetik amalas bilan bog lig xossalacini
o‘rganishdan oldin cheksiz kichik ketma-ketliklar va ulaming xossalarini
o' rganamiz.

2. Cheksiz kichik ketma-ketliklar

2.35-ta’vif. Agax PE{{!;\Q o, =0 bo‘lsa, {a,} cheksiz kichik ketma-ketlik
deyiladi.

Buni quyidagicha ham ta'riflasa bo‘ladi:

Ixtiyoriy & > 0 son uchun shunday 1, natural son maviud bo‘lib, barchan >
n, larda |a, | < & tengsizlik o‘rinli bo'lsa, {a,} cheksiz kichik ketma-ketlik deyiladi.

2.36-misol. Umumiy hadi a,, =i bo‘lgan ketma-ketlikning cheksiz kichik

ketma-ketlik ekanligini isbotlang.
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Yechish. Ravshanki, n > [-:—] = n, bo‘iganda, ’%[ < £ bo‘ladi. Demak, {i}
cheksiz kichik ketma-ketlik. '

2.37-misol. Agar {g] < 1 bo‘lsa, u holda {¢™]} cheksiz kichik ketma-ketlik
ekanini isbotlang. . -

Yechish. Ixtiyorly £ > 0 son uchun |g"| < ¢ tengsizlikni = ga nishatan
yechamiz: n > log); . ny = [‘nogm E] deb olamiz. U holda ixtiyoriy € > 0 son
uchun n > ny larda jg"| < € tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak, it_{:; g" = 0.

3. Cheksiz kichik ketma-Kketliklar haqgidagi lemmalar. Kelgusida, quyidagi
{ecmmalardan foydalanmiz.

2.38-lemma. Chekli sondagi cheksiz kichik ketma-ketliklarning yig‘indisi
cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.

Ishot. O Isbotni ikkita cheksiz kichik ketma-ketliklar uchun keltiramiz.

Avtaylik, {a,} va {8,} lar cheksiz kichik ketma-ketliklar bo‘lsin. U holda
{yn}={u, 4+ By} ham cheksiz kichik ketma-ketlik ekanligini ko‘rsatamiz.

Cheksiz kichik ketma-ketfiklar ta'rifiga ko‘ra ixtiyoriy £ > 0 uchun shunday
n, € ¥ son maviud bo‘lib, barcha n > n, lar uchun |a,| < % bo*ladi.

Xuddi shu kabi, shunday bir 7, € N son mavjud beo‘lib, barcha n > n, lar
uchun {§,] < E bo*ladi.

Agar ny = max{ny, n;} deb olsak, u holda barcha n > n, lar uchun  bir

vagtda fa,| < Eva .l < § tengsizlikiar o*rinli bo‘ladi. Bundan n > ng larda

Il = lay, + Bl = !anl+lﬁn‘<—§+§: £

kelib chiqadi. Bu esa, {y,} ketma-ketlikning cheksiz kichikligini ko‘rsatadi. ¢
2.39-lemma. Chegaralangan ketma-ketlik bilan cheksiz kichik ketma-
ketlikning ko‘paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.
Isbot. O Avytaylik, {x,} chegaralangan ketma-ketlik, {a,} cheksiz kichik
ketma-ketlik bo*lsin. U holda {y,, ], bu verda ¥, = x5, - &, ni cheksiz kichik ketma-

ketlik bo*lishini ko‘rsatamiz.
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Berilishga ko‘ra {x,} chegaralangan ketma-ketlik bo‘lgani uchun shunday
¢ > 0 son mavjud bo‘lib, barcha n € N larda |x,| < ¢ tengsizlik o‘rinli bo’ladi.
Shuningdek, {a,,] cheksiz kichik ketma-ketlik bo*lganligi sababli, ixtivoriy £ > 0
ga mos ravishda shunday n, € N son mavjud bo'lib, barcha n > n, lar uchun
lag| < E tenglik o‘rinli bo'ladi. Shunday qilib, barcha n > n, lar uchun |y} =
I = xp] ol < c-% = ¢ tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu esa, {y,} ketma-
ketlikning cheksiz kichikligini ko'rsatadi. ¢

2.40-misol. lim

CosT.
n—oo N

= () tenglikni isbotlang,.

Yechish. Ravshanki, {cosn} chcgaralangan ketma-ketlik. {%} esa cheksiz

kichik ketma-ketlik (2.36-misol). 2.39-lemmaga asosan {%ﬁ} cheksiz kichik

ketma-ketlik, ya'ni lim =" = 0.
n—oo A

3. Yaqinlashuvehi ketma-ketlik va cheksiz kichik ketma-ketlik orasidagi
bog‘lanish.

Bu bog*lanish quyidagi teoremada ifodatangan.

2. 41-teorema. Biror ¢ son {x,} ketma-ketlikning limiti bo‘lishi uchun,
{xnp — a} cheksiz kichik ketma-ketlik bo*lishi zarur va yetarli.

Isbot. & Zoruriyligi. Aytaylik, {x.} yaginlashuvchi ketma-ketlik va limx,~a
n—st

bo‘lsin. Limit ta'rifiga asosan, ixttyoriy £>0 son uchun shunday n.e N son mavjud
bo*lib, m>n, tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha e N larda |x,—a|<z bo‘ladi. Bu
yerda x,~a=c, belgilash kiritsak, |ou|=lx—a|<e bo‘lib, {2, } cheksiz kichik ketma-
ketlik bo‘ladi.

Yetarliligi. Agar haglari x, va biror ¢ son orasidagi a,=x,—¢ ayirmalardan
iborat ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik bo*lsa, u holda |x,~a|= | a,|<e bo'lib,

a son {x,} ketma-ketlikning limiti bo*ladi. ¢
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Zn?+1 . 1 . . .
Masalan, x,, = = bo'lsa, uni x, =2 + = kabi yozish mumkin. Bu yerda

umumiy hadi a, = nlj bo‘lgan ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik (2-25-
masala, k=2}. Bundan, limx,=2 kelib chigadi.

4. Yaqinlashuvchi ketma-ketli‘klarning arifmetik amallar bilan bog‘lig
xossalari

2.42-teorema. Agar {x,} va {¥,} ketma-ketliklar yvaginlashuvchi bo‘lsa, u
holda {x,, + ¥,,} ketma-ketliklar ham yaginlashuvchi va

lim(x, £ v,) = lim x,, £ lim y,
R0 n—wm Ao
tenglik o°rinli bo‘ladi.

Ishot, ¢ Aytaylik, i]_‘ﬂ; Xp =4, ?!"2) Yo = b bo'lsin. 2.41-teorcmaga asosan
{xp —a} = {w,} va {y, — b) = {Bn} cheksiz kichik ketma-ketliklar bo*ladi. 2.38-
lemmaga ko‘ra umumiy hadi a, + 8, = (x, + v,) — (@ + b) bo‘lgan ketma-ketlik
ham cheksiz kichik ketma-ketlik bo*ladi. U holda 1-teoremaga ko*ra umumiy hadi
x, + ¥, bolgan keyma-ketlik vaginlashuvehi va uning limiti @ + b ga teng bo*ladi.

B o =) = Jim o = fim 3
tenglik ham shu kabi ishotlanadi (2-37-masala). ¢

2.43-teorema. Agar {x,} va {¥,} lar yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda {x,y,}
ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi va r{ﬂ(xn “Va) = r&l_)ngo Xy * rlll-ﬂ ¥y, tenglik ofrindi
bo'ladi.

Isbot. O Avytaylik, rlzl_t,lga X, = a, T]Ii_r"ruloyn = b bo‘lsin. 2.41-tcorcmaga ko'ra
umumiy hadi x,y, — ab bo‘lgan ketma-ketlikning cheksiz kichik ketma-ketlik
ekanligini ishotlash yetarli. Buning uchun quyidagi almashtirishtarni bajaramiz:

Xn¥n—ab =xy, —xpb+xb—ab=x,(y, —b)+ blx,—a). (1)

Teorema shartidan {x,}, {b} chegaralangan, {x, — a}, (y, — b} lar cheksiz
kichik ketma-ketliklar ekanligi kelib chiqadi. 2.39-lemmaga asoson umumiy hadlari
X, (va — b)), b(x, —a) bo'lgan ketma-ketlikiar cheksiz kichik ketma-ketliklar
Demak, (1) ga asosan {x,,y, — ab} cheksiz kichik ketma-ketlik, +
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2.44-natija. Agar {x,} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lsa, v holda
{ox, 7o {x,) ketma-ketlik ham yaginlashuvchi bo‘lib, lim (c-x,)=c limx, tenglik
o‘rinli bo‘ladi.

Haqiqatan, 2.43-teoremada y,;- ¢ deb olsak, oxirgi tenglik kelib chiqadi.

2.45-teorema, Agar {x,} va {ya} ketma-ketliklar yaginlashuvchi va limy,20

lim x
— N0 n

X T
Yo lim

bo‘lsa, u holda {;—"} ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi bo'lib, lim
jed n—co

tenglik o*rinli bo‘ladi.
Ishot. ¢ Aytaylik, lim x, = g, lim y, = b # ¢ bo‘lsin. 2.41-teorcmaga
oo n-ron
asosan X, = a + @, va ¥, = h + £, bo'ladi. Shuningdek, |y,| > p bo‘ladi (2-31-
masala). Bu ma’lumotlardan foydalansak,

_ Iban - aﬂnl
[ynl

bo‘ladi. Bunda ba,, — afS, cheksiz kichik ketma-ketlik, ﬁ <= % ekanligini, ya’ni

X, a

ya bl

chegaralangan ketma-ketlik ckanligini, e’tiborga olsak, {;_n._%} cheksiz kichik,
mn

3t Tipes T r{ian;ax" a - . .
ya’ni lim =® = 2==— = = kelib chiqadi. ¢
nocyn  limy, b

4-§. Cheksiz katta ketma-ketliklar. Cheksiz kichik va cheksiz katta ketma-

ketliklar orasidagi bog‘lanish

Avtaylik, {x,} biror ketma-ketlik bo‘lsin.

2.46-ta’rif. Agar ixtiyoriy katta A>0 son uchun shunday n, natural son
mavjud bo'lib, n > n, tengsiziikni qanoatlantiruvchi barcha n € N larda |x,,| > A
tengsizlik o‘rinli bo'lsa, u holda {x,} cheksiz katta ketma-ketlik deyiladi.

Bunday hol r{l_{rﬁ]ﬁ X, = ©o kabi yoziladi.

Agar biror ng natural son topilib, n > ny bo‘lganda x,, > A (mos ravishda

X, < —AYbo‘lsa, uholda lim x,, = +ce (mos ravishda lim x,, = —c0) ko‘rinishida
n-2c0 n-ow

yoziladi.
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2.47-misol. Umumiy hadi x,, = n? bo‘lgan ketma-ketlikning cheksiz katta
ketma-ketlik ekanligini isbotlang.

Yechish., Ixtivorly katta A> 0 son olamiz. lxn|1> A tengsizlikni garaymiz:
n? > A, bundan n > VA. Agar ny = [\/31 deb olsak, u holda n > n, bo'lganda

|x,] > A bo‘ladi. Demak, lim n? = oo,
h—

n  bo‘lgan  ketma-ketlik a}

2.48-misol. Umumiy hadi XHIHU(:I)-

chegaralangan; b) cheksiz katta ketma-ketlik boladimi?

Yechish. a) Bu ketma-ketlik chegaralanmagan, chunki ixtiyoriy M musbat
son uchun ketma-ketlikning n=2([M]+1) ~hadi M dan katta bo'ladi.

b} Ammo bu ketma-ketlik cheksiz katta ketma-kcthik boflmaydi. Chunki A>
0 son va ixtiyoriy ny uchun shunday n = Zng + 1 mavjudki, x, = 0 < A bo'ladi.

Bu ruisoldan har qanday chegaralanmagan ketma-ketlik ham cheksiz katta
ketma-ketlik bo‘lavermasligi keltb chigadi.

2.49-teorema. Agar {x,} cheksiz katta ketma-ketlik bo‘lsa, u holda umomiy
hadi &), = % bo‘lgan ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik be®ladi.
Ishot, & Avtaylik, £ vetarlicha kichik musbat son bo‘{sin. Teorema shartiga

ko'ra lim x,, = co. Demak, shunday ny € N son topiladiki, barcha n > ngy lar

n—co

uchun [x, | > % bo'ladi. Bundan, |a,| < I}% < ¢ tengsizlik kelib chigadi. Bu esa,
{a,} ning cheksiz kichik ketma-ketlik ekanligini bildiradi. ¢

2.50-teorema. Agar {a, } cheksiz kichik ketma-ketlik vaa, # 0,n =1,2, ..
bo‘lsa, u holda umumiy hadi x, = :—n bo‘lgan ketma-ketlik cheksiz katta ketma-
ketlik bo*ladi.

Isbot {2-51-masala).
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5-§. Aniqmasliklar

Agar {x,} va {3} yaqinlashuvchi ketma-ketliklar bo‘lsa, u holda {x,, + ¥, }.
{xn = ¥t {Xp¥nl, {;—:}, (gl_)ngo Vo 0) ketma-ketliklarning har biri yaginlashuvchi
bo*lishini ko‘rib o'tdik.

Endi, yuqoridagi shartlarning ba’zilari bajarilmay gelgan hollarda ham
yaqinlashish bor voki yo‘qligini ko‘rib o‘tamiz.

L. «%» ko‘rinishidagi anigmaslik. Ba’zan, 7]11_’n;) X, = O,Jim V=10
bo‘lgan holda ham {x,} va {),} ketma-ketliklarning xarakteriga qarab, 11m y_n ni
topish mumkin.

Masalan, a) x, =%,yn = % uchun Aﬂ; =0, hm ; =0 va J{ﬂ;z

1

lim £ = lim n = +oc bo'ladi.
= ;;: n-=o

1
] n3

1

N300 ¥r n—co =

1 1
b) %, = =, )n =3 uchun hm ;;—O hm~:0va lim 2 =

lim 2 = 0 bo‘ladi.

n—-wmn
1
1 1 -
¢y x, =-,¥, = —— uchun lim + = 0, lim —— = 0 va lim 22 = lim 1=
n n+1 nocon nom N+l n—ow ¥ namm
Wim —~—-= hm(l +—} 14+0=1 bo'ladi.
n—oo

Y uqoridagi misollardan ko' rinib turibdiki, lim x, = 0, lim y, = 0 bo'lgan
n—03 n—+o
holda lim :r—" haqida bir giymatli fikr aytish mumkin emas. Shu sababli ham bu
Nn—om Y

holda {;—“} ketma-ketlik «%» ko‘rinishidagi anigmaslik deyiladi. Anigmaslikning

n

limitini topish anigmaslikni ochish deb ham aytiladi.
2. ko‘rinishidagi aniqmaslik. Ba’zan lim x,, = ¢o, Y{m(}g Yo = 0
vo n—+oo —
bo*lgan holda ham lim 2 ni hisoblash mumkin. Bu holda, yugoridagi kabi, { }

i Y

ketma-ketlik «;» ko‘rinishidagi anigmaslik deyiladi.
44



. . 1
8) x=r*t1, y,=2n-n uchun 1im (#’+1)=+oo, ,I'LIE (2n*-n)= !LIE n(2-;)=+oo

va

3 n| 1+ I+
. . n +1 . ( 2) oo ,
lim X =lim 57, ~lim —’71 i —”’1 =, boladi.
=¥ 1 n—w J4 —H o Ay =
Yo ’12[2_ ) 2-
17}

3, «b-ooxn ko‘rinishidagi aniqmaslik. Agar lim x,=0, lim y,=cc ho*lsa, u holda,

H

Xnhy= il”— voki X, p,= };»” almashtirishlar yordamida, «{-oo» ko‘rinishidagi anigmaslik

v X

P "

0 oo . . - :
“" yoki «— » ko‘rinishidagi anigmasliklarga kcltirib yechladi.
o0

d) x.= TR Y= +2n uchun lim —

=0, lim (#*4+2n)—toc va
e 41 o

5o n3(1+ J
lim Qo) lim 2222 — im "1 bo'ladi.

= n + l n—e n! (] + 1a
e

Bulardan tashqari, «o-0o», «0%», «1™», «wc®» ko‘rinishidagi anigmasliklar

. . . . 4 P R

mavjud. Bunday anigmasliklarni ham «6 » vyoki «—» ko'rinishidagi
=]

anigmasliklarga keltirib yechiladi.

Mashq va masalalar

2-34. Ta’rifdan foydalanib, berilgan ketma-ketliklaming cheksiz kichik
ketma-ketlik ckanligini isbotlang:
1

11
a) 1,1,5,---,;

111 R
137 g c) R b PR

I )]

B =

2-35, Umumiy hadi o, = ﬁ, k > (b bo'lgan ketma-ketlikning cheksiz kichik
ketma-ketlik ekanligini isbotlang.
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2-36. Chekli sondagi cheksiz kichik ketma-ketliklarning yig‘indisi cheksiz
kichik ketma-ketlik bo‘lishini isbotlang.

2-37. Agar rlll_r‘xgo X, =a, rlll_,rg ¥, = b bo‘lsa, u holda ii_{g(xn -¥u)=a-—b
bo‘ladi. Isbotlang.

Limitlarni toping.

—_ - 1
2-38. lim 2222 2-39. lim S
n—o R n-co 3T
4 Z_ 2
2-40. lim 225" =L 2-41. lim — %
n—oo 10n3-3n+2 -0 SN3+4AnZ-2n+1
I_gp? 3_(n—1)*
242, lim 35t 243, fim L -(n-1)
n—ow 21n3+7n-8 A—o n2tl
. ¥nZ+3n . 2n+l
2-44. lim —— -45,
S 245 e
. . Vnl+n—vonZ+2In
2-46. lim{vnZ +n—n -47. ——
5. lioy (V. ) 4 e Ve
2-48. {x,,} ketma ketlikning a limitini toping, bu yerda x, = n+c:s il P

a| kattalik £ dan kichik bo‘ladigan N nomerni ko‘rsating, agar
z . =2 pot
e =% De=01; Je= pres bo‘lsa.

2-49. Quyidagi {x,} ketma-ketliklarning uzoqlashuvchi ekanligini isbotlang:

Dy = (D" 2y =1+ (=1"
3) %, = sin% 4% = (=5)"
Sy x, = n? Gx,=1+2+-+n

2-50. Shunday yaginlashuvchi {x,} wva {v,] ketma-ketliklarga misol
keltiringki, quyidagi shartlar bajarilsin:

1) barcha n uchun x, > y,, ammo rllim Xp = limy,:
00 T-—+Co
2) barcha n uchun x, > 100y, > 0, ammo lim x, = lim y,,.
nH—00 =
2-51. 2.50-teoremani isbotlang.

2-52. {x,} ketma-ketlik yaqinlashuvchi va lim x, = a. {|x,,{} ketma-ketlik
n-3co

yaginlashuvchiva lim |x,| = |a] ekanligini isbotlang.
n—o
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2-53{x,} ketma-ketlik uzoglashuvchi, lekin {{x,|} ketma-ketlik
yaqinlashuvchi bo*lgan ketma-ketlikka misol keltiring.

2-54. Aparx, = 0,n € N va lim x,, = a bo‘lsa,u holda
n-w

a) rl!l_,nol0 \/Z va, b) llm \/_ \fac]\anhglm isbotlang.

2-55. Shunday {x,} va fy,} ketma~ketllklarga misol keltiringki, lim x, =
n—00

0, lim y, =0 va 1} lim == Z—p; 2y lim=2=1; 3) lim 2 =o0; ho'lsin. 4)

n—=oo ¥n n-ow ¥ n—eo Yo

Yim ™ mavjud emas.

H v Ya

2-56. Shunday {x,} va {y,} uzoqlashuvchi ketma-ketliklarga misol
keltiringki, quyidagi ketma-ketlik yaqinlashuvchi bolsin:

D Gyl 2oyl 3 {E

2-57. Aytayiik, lim x,, = x, x, # 0 bo'lsin. {fiﬂ} ketma-ketlik haqida nima

n—ow n
aytish mumkin?
n*+1  an?

2-58. a ning ganday qiymatiarida umumiy hadi x,, = o3 T sais

bo‘lgan

ketma-ketlik limiti a) +o0; b} —oo; c) chekli son boladi?
6-§. Monoton ketma-ketlikning limiti. ¢ soni

2.51-teorema. Agar {x,} kctma-ketlik o‘suvchi bo‘lib, yuqoridan
chegaralangan bo‘lsa, u holda {x,} limitga ega, agar yugoridan chegaralanmagan

bo‘lsa, u holda lim x,=+w0 bo‘ladi.
s

Ishot. ¢ Faraz qilaylik {x,} ketma-ketlik o*suvchi va yuqoridan chegaralangan
bo‘lsin. U holda {x,, »=1, 2, ...} to‘plam ham yuqoridan chegaralangan bo‘ladi va
shuning uchun, uning aniq yuqori chegarasi mavjud. Uni a orgali belgilaymiz:
a=sup{x,}. Endi a ni {x,} ketma-ketlikning limiti bo‘lishini ko‘rsatamiz.

To*plamning aniq yuqori chegarasi xossasiga ko'ra ([-bob, 8-§.) barchans N
lar uchun x,£a boladi. Shuningdck, har bir 0 uchun shunday #' son mavjud bolib,
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xn-a-€ bo‘ladi. Shartga ko‘ra {x,} o'suvchi ketma-ketlik, shu sababli barcha n>n’

larda a—e<x<ate tengsizlik o‘rinli. Demak, ta’rifga ko‘ra limx,=a

Endi teoremaning ikkinchi qismini isbotlaymiz,

Aytaylik, {x.} o‘suvchi bo'lib, yuqoridan chegaralanmagan bo‘lsin. U holda
har bir A>0 son uchun shunday »'e N son mavjudki, x,>A bo‘ladi. Shuningdek,
barcha n>#’ lar uchun x,>x, ekanligi va yuqoridagilarga asosan, x,>A tengsizlik

o‘rinli bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, ta’rifga ko‘ra limx,=+0. Shunday gilib,
monoton o°suvchi ketma-ketlik uchun limx, =sup{ x,,} ckan. ¢

Yuqoridagi usul bilan quyidagi teoremani ham isbotlash mumkin {2-52-
masala).

2.52-teorema. Agar {x,} ketma-ketlik kamayuvchi bo‘lib, quyidan
chegaralangan bo‘lsa, u holda {x,} limitga ega, agar quyidan chegaralanmagan
bolsa, u holda !,i‘nmxn:—czo bo*ladi.

n

2
2.53-misol. {x,,}=i—1} ketma-ketlikning limitini toping.
n!

2"” _-gi 2 2

(r+)! A nal net "

Yechish. x, ;=

munosabatdan, barcha #>1 larda x,.,<x, bo‘lishi, ya’ni {x,} ketma-ketlikning

n

2
kamayuvchi ekanligi kelib chigadi. Shuningdek, barcha ne N larda x,~ dn_’>0' Shu

sababli, {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega, uni a deb olamiz: limx,=q. Ushbu lim

B

3

2
xpn=kHm — limx, munosabatdan a=0-a va a=0 kelib chigadi. Demak, lim

oz 33l
=0.
e soni.
n
Umumiy hadi (1 + i) ko'rinishda bo‘lgan ketma-ketlikning limiti mavjud
ekanini isbotlaymiz.
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n+l

Buning uchun {(‘1 + i) } ketma-ketlikni ko‘rib chigamiz.  Uning
kamayuvchi ekanligi 2.17-misolda isbottangan edi. Uning hadlari musbat, bundan
uning quyidan chegaralangantigi kelib chigadi.

Demak, u limitga cga. Bu limitni e orqali belgilaymiz.

Shuningdek,

n+1
lim (1 +1)n= lim (1+%)1 _ dim (”H)l
T (1) lim(147)

1 el
demak, (l + ;) ketma-ketlikning ham limiti e ckanligi kelib chigadi. Bu e soni

n+1

e
:T=e'

irratsional son bo‘lib, uning tagribiy qivmati

e =~ 2,71828182845904590...

galeng.

7-§. Ichma-ich joylashgan segmmentlar prinsipi

2.54-tcorema. Agar {x,} va{w,} ketma-ketliklar berilgan bo‘lib,
1. {x,} o‘suvchi, {y,} kamayuvchi,

2. barcha r € N lar uchun x,, <y,

3. ALH& {xp —¥,) =0 bo‘lsa, u holda {x,} va {y,} ketma-ketliklar
yaqinlashuvchi bo*lib, im Xp = ’ilﬂﬂglo vy, tenglik o‘rinli bo*ladi.

Ishot. ¢ Shartga ko‘ra barcha n € N lar uchun x, <y, < y; bo'ladi. Demak,

{xn} ketma-ketlik o‘suvchi va yugoridan chegaralangan. Shu sababli, {x,} limitga

ega: r{l_l:l; X, =¢C.

Xuddi shu kabi, {y,} ketma-ketlik kamayuvchi, quyidan chegaralangan va
lim v, = ¢’ limit mavjud. Qolaversa,
n—Lo

C,_":rlli_mnyn - rllmxn = rlll_{ll_‘(yn —X5) =0

Bundan ¢ = ¢’ ekanligi kelib chiqad:. ¢
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Agar [ay;B1] {0z b2],... (a0 byl segmentlarning har biri ofzidan
oldingisining qismi, ya’ni
[a4ib:] > laz; b;] 2.0 2 [ap; ba] > -
boflsa, u holda ular ickma-ick joylashgan segmentlar ketma-ketligi deyiladi.
Quyidagi tasdiq, ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi deb yuritifadi.
2.55-natija. Agar ichma-ich joylashgan [ay; by, [az; bs]),..., [de byl ..

segmentlar ketma-ketligi uchun lim (a,-5,)=0 bo'lsa, u holda segmentlarning chap
n -y

uchlaridan tuzilgan {a,} va o‘ng uchlaridan tuzilgan {4,} ketma-ketliklar bitta
limitga cga va bu limit barcha segmentlarga tegishli yagona nugta bo*ladi.
Isbot. ¢ 1) {m,} o'suvchi. {5,} kamayuvchi, 2) barcha ne N lar uchun a,<b,,

3) lim(a,-5,)=0 bo'lganligidan 2 54-teoremaga ko'ra lima,~limb, bo‘ladi. Bu

limitni ¢ deb olsak, barcha ne N lar uchun a,<c<b, kelib chigadi.
Endi bu nugtaning yagonaligini ko'rsatamiz. Faraz qilaylik, shu ¢ nugtadan
farqli va [a,; b1, n = 1,2,3 ... kesmalaming barchasiga tegishli ¢’ nugta mavjud

bo’lsin, Uholda b, — o, = [¢" — ¢| > 0 bo’ladi. Buesa lim (b, — u,) = 0 shartga
1= 00

rid. Demak, c = ' #

8-§. Yaqinlashish prinsipi

1.Qismiy ketma-ketlik. Aytayhk, {x.} biror ketma-ketlik bo‘lsin, Natural
sonlardan m<m<. . .<m. .. shartlar bilan ny, #3, ..., 1, ... ketma-ketlik olamiz. {x,}
ketma-ketlikning shu natural sonlar ketma-ketligiga mos hadlaridan tuzilgan

X, X, s e X, oo Ketma-ketlikni, {x,} ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi

deyiladi va { x, } kabi belgilanadi.

Masalan, 1, 4,9, 16, 25,. ., ya'ni, x,=#° formula bilan berilgan kctma-ketlik
uchun quyidagi ketma-ketliklarning har biri qismiy ketma-ketlik bo‘ladi.

ayl,9, 25, .., (2k-1)04,. .,

by 4, 16,36,. ., (2kF,. . .,

cy 4, 16,64, 256,.. (2%, .. .
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Qismiy ketma-ketlik limiti quyidagi xossaga ega.
Agar {x,} ketma-ketlik & limitga ega bo‘lsa, u holda { x,, } gismiy ketma-

ketlik ham « limitga ega bo*ladi.

Umuman olganda. {x,} ketma-ketlikning limiti yo‘gligidan uning qismiy
ketina-ketliklari ham limitga ega emas, degan fikr kelib chigmaydi, ya’ni shunday
ketma-ketliklar borki, ulaming limiti yo‘q bo‘lsads, uning ba’zi gismiy ketma-
ketliklarining limiti mavjud botladi.

Masalan, -1, 1, -1,. . ., ya’'ni, x,=(-1)" kabi berilgan ketma-ketlik limitga ega
emas. Uning

ﬂ.} Xg:-l, X3;-].,. . X)_“.l,:'l.,. . h‘.mxl,,_;:-l,

nowec

b) x2=1, X4=l,. . .XZH:I,. vy 1imX1n:1

qismiy ketma-ketliklari limitga ega.

Umuman, ganday ketma-kettikdan yagindashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratib
olish mumkin?-degan savolga quyidagi lemma javob beradi.

2. Bolsano-Veyershtrass lemmasi

2.56-lemma. Ixtivoriy chegaralangan ketma-ketlikdan har doim,
yayintashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratib olish mumkin.

Ishot, © Aytaylik, x|, x3, X3, . ., X . . chegaralangan ketma-ketlik bo‘lsin.
Demak, uning barcha hadlari tegishli boflgan [z;4] segment mavjud bo‘ladi. Bu
41h 1 [m;ba]. Hosil bo‘lgan
2 2
segmentlarning birida (yoki ikkalasida ham) ketma-ketlikning cheksiz ko'p hadlari

segmentni teng ikki gismga ajratamiz: [ay;

bor bo‘ladi.  Segmentlardan, {x.} ketma-ketlikning cheksiz ko‘p hadlari borini
(ikkalasida ham bo‘lganda, masalan, chapdagisini) {a2;6,] orqali belgilaymiz. Oz
navbatida [en;b2] segmentni teng ikki gismga ajratamiz. {x,} ketma-ketlikning
cheksiz ko‘p hadlari borini  [a3;6:] orqali belgilaymiz. Va xokazo, shu jarayonni
davom ettirib, ichma-ich joylashgan segmentlar ketma-ketligiga ega bo‘lamiz:

[a1bi], [axbel,. . o [awbal,. ..

[ b} sSegmetning uzunligi b, — a, = % bao'lib, n—x da nolga intiladi.
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Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipiga ko‘ra {a,} va {b,} ketma-

ketliklar umumiy bir ¢ limitga ega bo‘ladi, ya’ni lim a, = lim b, = c.
TI—00

n—+oo

Endi, {x,} ketma-ketlikning [a;5)] dagi istalgan bir hadini olib, uni x,
orqall, [a262] dagi, ¥, hadidan keyin kelgan biror hadini olib x, orqali, [a1;53] dagi

X, 2 %, hadlaridan keyin kelgan biror hadni olib X, orqali belgilaymiz. Shu

jarayonni davom ettirib, x_, x X

L I N ML A

qismiy ketma-ketlikni hosil gilamiz,
Tanlanishiga ko‘ra, X, lar uchun a,< X, by, m=1, 2,. . tengsizliklar o‘rinki

bo*lib, #—eo da lim X, =c kelib chigadi. ¢

3. Ketma-ketlikning quyi va yuqori limitlari. Aytaylik, {x,} ketma-ketlik
berilgan bo‘lsin.

2.57-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlikdan, limiti & bo‘lgan gismiy ketma-ketlik
ajratib olish mumkin bo'lsa, u holda a son {x.} ketma-ketlikning gismiy limiti
deyiladi.

2.58-ta’rif. {x,} ketma-ketlikning qismiy limitlari ichida eng kattasi uning
vuqgori limiti deyiladi va E.\—,, orqali belgilanadi. {x,} ketma-ketlikning gismiy
limitlari ichida cng kichigi uning guyi fimiti deyiladi va lim x, orgali belgilanadi.

2.59-misol. Umumiy hadi x, ={-1)" bo*lgan ketma-ketlikning yuqori va quyi
limitlarini toping.

Yechish. Berilgan ketma-ketlikning gismiy limitlari to'plami  §{-1,1} dan

ihorat. Demak, Hxﬁ], limx,=-1 bo*ladi.

A3 nr
2.60-misol. 1,2,1,3,1,4,1,.. ., 1, n,. .. ketma-ketlikning ketlikning yuqori
va quyi limitlarini toping.
Yechish. Ketma-ketlikning 1, 1, 1,. . . gismiy ketma - ketligining limiti 1, va

1,2, 3,4, .., . ..qismiy ketma-ketligining limiti oo bo‘ladi. Demak, limx,—too,

H—x

lim x,=1.

n—an



Qanday ketma-ketliklaming yuqori va quyi limitlari mavjud? - degan savolga
quyidagi teorema javob beradi.

2.61-teorema. Ixtiyoriy ketma-ketlikning yuqori va quyi limitlari mavjud.

Isbot ([1], 106-bet).

4. Ketma-ketlik yaqinlashishini'ng zaruriy va yetarli sharti. 8-§ da,
monoton ketma-ketliklar uchun qanday shart bajarilganda, chekli limitga ega
botlishi bilan tanishdik. Endi, ixtiyoriy ketma-ketlik, ganday shart bajarilganda
yaqinlashuvchi bo*lishi masalasini ko‘rib chigamiz.

Aytaylik, biror {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.

2.62-ta’rif. Agar ixtiyoriy e>0 uchun shunday n.e N son mavjud bo‘lib,
barcha », pe-n, lar uchun fx-x.|<e tengsizlik bajarilsa, u holda {x.} fundamental
hetma-ketlik deyiladi.

2.63-misol. Umiumiy hadi x, = 3in ketina-ketlikning fundamental ekanini

isbotlang.

Yechish, Aniglik uchun m > n bo‘lsin. U holda |x,, —x,| = lsim_ =

3"

o |3m - I < 3n, — < £ tengsizlikni n ga nisbatan yechamiz. U holda 3" > lcl:m

n> log3 Agar ng = [log3 ] deb olsak, u holda barcha m,n > ny lar uchun
lx,; — x,5] < £ ofrinli bo‘ladi. Demak, berilgan ketma-ketlik fundamental ketma-
ketlik boladi.

2.64-teorema. (Koshi teoremasi). Biror, {x,} ketma-ketlik yaqinlashuvchi
bo*lishi uchun, uning fundamental ketma-ketltk bo‘lishi zarur va yetarli,

Isbot. O Zarurfigi. Aytaylik, {x.} yaginlashuvchi ketma-ketlik va uning limiti

abo'lsin, ya'ni limx,=a. Limit ta’rifiga ko*ra, ixtiyoriy £>0 uchun, shunday n.e N
son mavjud bo’lib, barcha n>n, larda |Jr,,-a|<:2 tengsizlik o‘rinli bo'ladi. Bundan,

barcha n, >k, lar uchun

kol ) Sl el 4 5 =
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kelib chigadi. Demak, {x,} fundamental ketma-ketlik bo‘ladi.

Yetariiligi. Aytaylik, {x.} fundamental ketma-ketlik bo‘lsin, U holda ixtiyoriy
£>0 uchun shunday n,e N son mavjud bo'lib, barcha », m>n, lar uchun |x,—x.|<¢
tengsizlik o‘rinli bofladi. Bundan x,—e<x,<x.+€ tengsizlikka ega.bo‘lamiz. Agar
ning bitta tayin giymatini olsak, v holda {x,} ketma-ketlikning chegaralangan
ekanligi kelib chiqadi. Belsano-Veyershtrass lemmasiga ko‘ra {x,} ketma-ketlikdan

yaginlashuvchi { x, } qismiy ketma-ketlik ajratib olish mumkin: Iim x, =c.

nono
L

Endi, ¢ soni {x,} ketma-ketlikning ham limiti bo‘lishini ko‘rsatamiz.

Biror k sonini | x, -c|<& va mezn, tengsizliklar bir vaqida ofrinli bo‘ladigan
qilib tanlaymiz. Agar m=sn; deb olsak, u holda barcha #>n, lar uchun |x,-x, |<¢
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bulardan

Pw-cl=ln-x, +x, -<pe-x, (Hx, -c|<ete—2¢ kelib chigadi. Bu esa, {x,}
ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligini ko*rsatadi.e

Ishotlangan teorema ketma-ketlik yaqginlashishining Koshi kriterivasi
{alomati} deb ham yuritiladi.

Mashq va masalalar

2-59. Ketma-ketlik o‘suvchi emas; ketma-ketlik kamayuvchi emas degan
tasdiglarni ayting (ifodalang).

2-60. Ketma-ketliklarning monoton emasligini ko*rsating:
a) {% cos nn} ; b) {cosn}; cy{(=2)"% dy{n + (=D}

2-61, Quyidagi ketma-ketliklarning biror hadidan boshlab kamayishini

ko‘rsating:

afsh o)

2-62. Rekurrent usulda berilgan {x,,} ketma-ketlik uchun quyidagi jumlalamni

isbotlang, bu vyerda x; = 3,x,,; =05x2—1: 1) ketmaketlik guyidan

chegaralangan, ammo yugoridan chegaralanmagan; 2) ketma-ketlik o‘suvchi,
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2-63. Rekurrent usulda berilgan {x,;} ketma-ketlix uchun quyidagi jumlalarni
isbotlang, bu yverda x|, = 2,x,,; = 0,5x% — 1: 1) ketma-ketlik chegaralangan; 2)
ketma-ketlikning  {x2x}, {X26_1) qism ketma-keililari biror hadidan boshlab
monoton ekanligini isbotlang.

2-64, 2,32-teoremani isbotlang.

2-65. Ixtiyoriy @ uchun lim a o ekanligini ko‘rsating.

nowe ppt

T 1+4l1+4c

2-66. Ixtiyoriy ¢>0 uchun lim \,ffc+ Vet Ve = 2 ekanligini

ko*rsating.
2-67. Linitnd doping.

: 1in+k p M yn
1) Tllgpn(l +)""", buyerdak € N. 2) rEl_'rgt(ﬁ_“) .

2-68. Agar {x,} ketmaketlikning [x,;,} va {xzx_1} qism ketma-ketliklari

yaqinlashuvchi va lim xp; = lim x5, ; = a bo‘ls2, u holda {x,} ketma-ketlik
n—co n—o03

yaginlashuvchi va lim x, = a ekanligini isbotlang.
n—ro

2-69. Agar {x,, } ketma-ketlikda {x,, } va {x,,.1} qism ketma-ketliklari uchun

lim %, = @ lim X,y = b,a# b bo'lsa, u holda f{x,} ketma-ketlik
n—ow

n—co

uzoqlashuvchi ekanligini isbotlang.

2-70. Umumiy hadi a) x, = (—1)7; by X, = Sin? bo‘lgan ketma-
ketlikning yaginlashuvchi gism ketma-ketliklarini ko‘rsating.

2-71. Berorta ham qism ketma- ketligi chekli songa yaginlashmaydigan
ketma-ketlikka misol keltiring.

2-72. Qism ketma-ketligi chekli songa yaginlashuvchi chegaralanmagan
ketma-ketlikka misollar ksltiring.

2-73. {x,,} ketma-ketlikning fundamental ekanligini isbotlang:

: Cx, =033..3; d) x, = (;)_"ln
nta

;; b) x, =

2) Xn = n+1

L
3nt+l
2-74. {x,,} ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang:
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sina + sin 2a o sinna
2 4 2n

a)x, =

_ 1 1
b) x, = 1+E+"'+m.
2-75. Agar  {x,} va {w,} fundamental ketma-ketliklar bo‘lsa, ularning

yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi, bo*linmasi hagida nima aytish mumkin?
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111 BORB, BIR O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYA VA UNING LIMITI

1-§. Funksiya tushunchasi

Funksiya tushunchasi matematik analizning asosiy tushunchalaridan biri
bo‘lib, uning yordamida turli kattaliklar orasida mavjud bo‘lgan bog‘lanishlar
o‘rganiladi.

Aytaylik, ixtiyoriv A va ¥ sonli to‘plamlar berilgan bo‘lsin.

3.1-ta’rif. Agar A va ¥ sonli to*plamlar berilgan bo*lib, A" to*plamdan olingan
har bir x songa biror qenuniyat yoki qoida bilan Y to*plamdagi aniq bitta v son mos
qo'yilgan bo‘lsa, u holda X\ to'plamda aniglangan fumksiva berilgan deyiladi.
Funksiya y—=fix), y~glx), y=¢(x), . . . ko'rinishlarda yoziladi.

Agar funksiya berilgan bo‘lsa, u holda X to‘plam funksiyaning aniglanish
sohasi, ¥ esa funksiyaning o ‘zgarish sohasi deyiladi.

Shuningdek, x erkli o‘cgaruvchi yoki argument, v csa erksiz o'zgaruvchi
deyiladi.

Odatda {Ax}: xe X} to'plam funksiyaning givmarlar to plami deyiladi va E(f)
arqali belgilanadi. Funksiyaning aniqlanish sohasi D{/} bilan belgilanadi.

2-§. Funksiyaning berilish usullari

Funksiva ta’rifidan uning berilgan bo*lishi uchun:

«) funksiyaning aniglanish sohasi — X ; b} funksiyvaning qiymatlar to’plami —
Y; ¢) x ga mos kelgan y ni topish qoidasi yoki qonuniyat berilgan bo‘lishi kerak.

Funksiya asosan uch xil usulda beriladi: analitik usul, jadval usuli, gratik usul.

1. Analitik usul. Agar ¥ ni topish uchun x bilan bajarilishi kerak bo‘lgan
amallar majmuasi bitta yoki bir nechta formula ko‘rinishida beritgan bo‘lsa, u holda
funksiya analitik usulda berilgan deyiladi. Ax) formula funksiyaning analitik ifodasi

deyiladi.
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Funksiya analitik usulda berilganda uning aniglanish sohasi berilmasligi
mumkin. Bu holda aniglanish soha deganda, x ning analitik ifoda ma’noga ega
boladigan barcha giymatlari to'plami tushuniladi. Bu to‘plam, funksiyaning tabiiy

aniglanish sohasi deyiladi va D(f) yoki D(y) orqali belgilanadi.

2x+1
xr—g

3.2-misol. f(x) = funksiyaning anigfanish sohasini toping.

Yechish. Kasr maxraj noldan fargli barcha nuqtalarda aniglangan. Shu sababli
x2—4#0 bo'lishi lozim. Bundan, x # 42, demak, D(f) = (—eo;—2)U
(~2; 2Y U (2; +oa).

3.3-misol. f(x) = V4 — 2x aniqlanish sohasini toping.

Yechish. Kvadrat ildiz ostidagi ifoda nomanfiy bo*lishi lozim. Bundan 4 —
2x = 0, yoki 2x < 4. Demak, D{f) = (—e0; 2].

3.4-misol. f(x) = x% + 4x — 2 funksiyaning giymatlar to‘ plamini toping,

Yechish. Funksiyaning aniglanish sohasi haqigiy sonlar to‘plamidan iborat.
x% 4+ 4x — 2 = (x + 2)* — 4 vaixtiyoriy x uchun (x + 2)? = 0 bo‘lganligi sababli,
F(x) = x% + 4x — 2 = —4 bo'ladi. Shunday qilib, E(f) = [—4; +0).

2. Jadval usuli. Ba’zi hollarda, argument x ning giymatlariga mos keladigan
funksiya qiymatlari jadvali beriladi. Bunda, funksiva judval usulda berilgan
deyiladi.

Funksiyaning jadval usulda berilishi ikkita x va y ketma-ketliklar orasida
bog'lanishni tajriba yoli bilan aniglashda qo‘l keladi. Bunda x ning bir nechta xj,
X2, ..., Xsqiymatlari olinadi, tajriba asosida y ning x ga mos vy, y, . . ., ¥» qiymatlari

anigqlanadi va jadval tuziladi.

X X X2 X3 - Xn

¥y i p% ¥3 cen ¥n

3. Gralik usul. Agar y=fx} funksiya X to‘plamda berilgan bo‘lsa, u holda
tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi qaraladi. Tekislikning barcha {(x fx))
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nuqtalaridan iborat ushbu {A{xfx)): x< X}

to*plam p=f(x) funksiyaning grafigi deyiladt.

erafigi ' M(x,, f OC“,V

Agar tekislikda funksiyaning o
v = - - — — —
berilgan bolsa, u holda funksiva grafit usulda ! /

berilgan deyiladi.

Funksiva grafik usulda berilgan bo‘lsa, u x
. . , a
holda flxe) glymatni Wpish uchun abssissa o' gida o
x, nugtani olib, undan ordinata o°giga parallel 10-rasm

to‘g‘ri chizig o‘tkazib, uni grafik bilan kesishgan nuqtasining ordinatasi y, ni olamiz,

bu son flx,) dan iborat boladi (10- rasm).

Funksiyaning grafigi tekislikdagi biror chiziqdan yoki bir nechta nuqtalar

to‘plamidan iborat bo‘lishi mumkin, Lekin tekislikdagi har ganday chiziq yoki

nuqtalar to‘plami funksiyaning grafigi bo‘lavermaydi.

Koordinatalar tekisligida biror / chiziq berilgan bo‘lsin. Abssissa o'qining har

bir nugtasidan, ordinata o*qiga parallel gilib o‘tkazilgan to*g i chiziq / ni ko*pi bilan

bitta nuqtada kesib o‘tsa, u holda / chiziq birorta funksiyaning grafigi bo'ladi.

Masalan x?t)?=R* aylanani
olsak, bu aylana hcch  bir
funksiyaning grafigi bo‘la olmaydi.
[.ekin aylananing yuqori yarmi y=
\/RE-—; funksiyaning, quyi yarmi
esay=-+ & —x" funksiyaning grafigi
bo‘ladi (1 1-rasm).

Har ganday funksiyaning ham

grafigini chizish mumkin emas.

L 4

YA JE—
R y:\,"R}-x

-R o R x
-R

y:—\liRgfx2

Masalan, Dirixfe funksiyasi deb ataluvehi quyidagi [ [-rasm

Dix) = [

bo*lmaydi.

1, agar x ratsional son bo'lsa,
0, agar x irratsional son bo'lsa

funksiyaning grafigini chizib



4. Funksiyalar ustida amallar, Aytaylik, X to*plamda aniglangan fx) va g(x)
funksiyalar berilgan bo*lsin.

3.5-ta’rif. Agar ixtiyoriy xe X uchun fx}=g(x) bo‘lsa, u holda bu funksiyalar
Xto'plamda o ‘zaro leng funksivalar deyiladi.

Masalan, f(x) =x+1vag(x) = % funksiyalar X = (—oe; 1) U (1; +o0)
to‘plamda {uning ixtivoriy qism to'plamida ham) teng. Ammo R da teng emas,
chunki x = 1 nugtada g(x) funksiya aniqlanmagan.

X to*plamdan olingan har bir x ga berilgan f{x} + g(x) sonni mos qoyish
natijasida yangi funksiyani hosil qilamiz. Bu funksiya f va g funksiyalaming
yig‘indisi deyiladi va f + g kabi belgilanadi. Shunday qilib, (f + g)(x)} = f(x) +
g{x). Shunga o‘xshash bu funksiyalarning ayirmasi, ko‘paytmasi va bo‘linmasi

{g(x) # 0 bo‘lgan nuqtalarda) mos ravishda quyidagicha aniqlanadi: (f — g)(x) =
F) = 900, - 9)®) = £ - 9, (L) o =22

gxy
Masalan, f{x) = x%, g(x)} = x* + x funksiyalar X=R da berilgan bo‘lsa, u
holda (f + g)(x) = 2x2 +x, {f — g){(x) = —x, (Fg)(x) = x* +x3 lar X da,

(é) (x) = xzx esa {—oo0, —1) U (—1,0) U (0, +-ca) da funksiya bo‘ladi,

xt+

Funksiyalar ustida yana bir amalni, funksiyalar kompozitsiyasi amalini
aniglash mumkin.

3. Murakkab funksiya. Funksiyalar kempozitsiyasi,

3.6-ta’rif. Aytaylik, v=@(x) funksiya .Y to‘plamda aniglangan va giymatlar
to*plami () bo’lsin. Shuningdek, v = f(u) funksiya E(¢) to‘plamda aniqlangan
bo‘lsin, U holda y=£¢(x)) funksiya X to‘plamda aniglangan murakkab fimksiya yoki
© va f funksiyalarning kompozitsivasi deyiladi va f o @ orqali belgilanadi: {(f o
D)(x) = [ ().



12-rasm

3.7-izoh. Ta'rifdagi X to‘plam u = @(x) funksiyaning tabily aniglanish
sohasiga teng bo‘lishi shart emas. Masalan, u = (x) = 1 —x%, y = f(u) = Vu
bo‘lsin. ¥ = 1 — x* funksivaning tabiiy aniglanish sohasi {—ce; +o0), unga mos
giymatlar to‘plami (—oo, 1]. Bu to‘plamda f (u) = vu funksiya aniglanmagan.

Lekin X = [-1,1] deb olsak, £{g)} = [0,1] bo*ladi va bu to‘plamda f{u) =
Vu funksiya aniglangan. Demak, X = |—1,1| to‘plamda f(@(x)) = V1 —x2

ruurakkab funksiya aniglangan.

Mashq va masalalar

3-1. f(x) = x® — 3x funksiya berilgan, Quyidagilarni toping:

1 £(1). 2) f(-3).

3 fF{=V5). 4) f(—x).

5) £ (32). 6) £ (2).
i 8) f(b—2).

Berilgan funksiyalaming aniglanish sohasini toping (2-11):

3-2. f(x) = f’i: 3-3.F(x) = smlxz%z
3-4.f(x) = loga{—x) 35 fx) = Va2 —7x + 10
36 flx)=x+tgx 37 f(x) =V =7 +V10—x
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3-8.f(x) = Ji:‘_’jzl 39 f(x) = YrF 2+ ﬁ-

3-10.f(x) = e¥% - log,(2 — 3x)  3-11. f(x) = arccos(x — 2) — In(x — 2)
Berilgan funksiyalarning qiymatlar to*plamini toping ([2-17):

3-12. f(x) = x% — 8x + 20 3-13. f(x) = 37"
3-14. f(x) = 2Zsinx — 7 315.F(x) =2+ 4
3-16.f (x) = —arctg x 7. f(x) =VE—x+2

Berilgan funksiya grafigini chizing (18-21):
~1, agar x < 0 bo'lsa,
3-18 . signy=1{0, agar x=0bo'lsa, (x ning ishorasi)
(1, agar x>0 bo'lsa.

3-19. a) y-=[x] (x ning butun gismi). b) 3={x} (x ning kasr gismi)
_{ x, agar 0 = x < 1bo'lsaq,
3-20. /() = {2 —xagar1<x <2 bo'lsa.

Vx,agar 0 < x < 1bo'lsa,

3-21. ={
9&) 2—xagar1l < x <2bo'lsa.

f(x) va g(x) funksiyalar berilgan. f + g, f — g, fg, f/g vag/f
funksiyalaming aniqlanish sohasini toping. Ularni giymatlarini hisoblash uchun
formula yozing (22-23):

322 f)=x,g(x)=+x—1

323 ) =vi—x, glx)=V1+x

3-24. Agar f(x) = x + 5 va g(x) = x* — 3 bo‘Isa, quyidagilarni toping:

a)feg®y b)faf(=5) ygeglx):  dygefixk

¢) g(f (D) f) g(g(2); g f(Ff@) by flgx).

3-25 . Berilgan f va g funksiyalar uchun f o f(x); fog(x), geg(x); geo
f{x) murakkab funksiyalarni tuzing va ulaming aniglanish sohalarini toping {(26-
28)
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326, f00) = 290 = 5

327.f(x) = 1; g(x) =vx—1.

ey
328.f () = 2, () = sgn(x) .
3-29. [3-rasmda aniqlanish sohasi ’

[0.2], qiymatlar to’plami [0,1] bo‘lgan x

3%

1 (x) lunksiya grafigi berilgan. Quyidagi

funksiyalarning aniglanish sohasi va
giymatlar to*plamini toping, grafigini chizing: 13-rasm
ayfY+1; BYf(x)-2; o f(x+1);
d) flx=2); e} = f(x) PDfCx) g1+ f(x—1).

3-§. Funksiyalarning muhim sinflari
1. Chegaralangan va chegaralanmagan funksiyalar
3.8-ta’rif. Agar X to‘plamda aniglangan Ax) funksiya uchun shunday 5 son
mavjud bo*lib, ixtiyoriy xc X lar uchun fix)<é tengsizlik bajarilsa, flx) funksiya
yugoridan chegaralangan deyiladi,
39-misol. f{x} = # funksiva X = (—o;4+v0) oraligda yuqoridan
chegaralangan ekanligini isbotlang.

L < 1 bo‘ladi,

1+x% =

Yechish. X dan olingan ixtiyoriy x uchun x* = 0, bundan

Demak, shunday | soni mavjudki, X = {—oo; +00) oraligdan olingan ixtiyoriy x

Tz = 1 o‘rinli. Bu berilgan funksiyaning yuqoridan chegaralangan

uchun f(x) =
ekanligini isbotlaydi.

3.10-ta’rif. Agar X to‘plamda aniqlangan f(x) funksiya uchun shunday « son
mavjud bo‘lib, ixtivoriy xe X lar uchun f(x) = « tengsizlik bajarilsa, flx) funksiya
quyidan chegaralangan deyiladi.

3.1 L-misol. f{x) = l—é—{; funksiya X = (—o;4c0) oraligda quyidan
chegaralangan ekanligini isbotlang.
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Yechish, X dan olingan ixtiyoriy x uchun x% + 1 > 0 bo‘lganligi sababli

1
1+x2

> 0 bo'ladi. Demak, shunday 0 soni mavijudki, X = (—co; +o0} oraligdan

olingan ixtivoriy x uchun f{x) =Tlx.‘;> 0 o'rinli. Bu berilgan funksiyaning

quyidan chegaralangan ekanligini isbotiaydi.
3.a2-a’rif. Agar fix) funksiya X to‘plamda ham quyidan, ham yugoridan

chegaralangan bo‘lsa, u shu to*plamda chegaralangan funksiya deyiladi,

: 5 < 1 barcha x € X larda o‘rink.
1+x

Yuqorida qaralgan funksiya uchun 0 <

Demak, berilgan funksiya chegaralangan.
Geometrik nugtai nazardan quyidan chegaralangan funksiyaning grafigi, biror
to'g'ri chiziqdan yugorida (14-¢) rasm), yuqoridan chegaralangan funksiyaning

grafigi biror to*g'ri chizigdan pastda joylashgan boladi. (14-b) rasm),

ty y

AN

y=b

o X al x
a) b)
14-rasm

2. Juft va toq funksiyalar.

3.13-ta’rif. Agar ixtiyoriy xe X uchun f{—x) = f(x)} bo‘lsa, u holda Ax) jufi
Junksivq deyiladi,

3.14-ta’rif. Agar ixtiyorly xe X uchun f(—x) = —f(x) bo‘lsa, u holda flx)
toq funksiya deyiladi.

Bu ta’riflardagi f{(~—x) = f(x), f(—x) = —f(x) shartdan agar funksiyva x
nugtada aniglangan bo‘lsa, uning —x nuqtada ham aniglangan bo‘lishi kelib chigadi.

3.15-ta’rill Agar ixiyoriy x€X uchun -xe ¥ bo‘lsa, u holda X to‘plam

simmetrik to ‘plam (O nuqlaga nisbatan) deyiladi.
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Masalan, X; = (—2;2), X, = (—o0; 402),X; =[-11] lar simmetrik
to‘plamlar, Xy = [—~2;2), X5 = (1; +00) simmetrik bo‘lmagan to*plamlar bo*ladi.

Shunday qilib, £x) funksiva togq yoki jult bo'lishi uchun uning aniglanish
sohasi simmetrik to‘plam bo*lishi zaruriy shart ekan.

3.16-misol. Ushbu funksiyalarni tz)q-ju&likka tekshiring: a) f(x) = x* — 1;
b)Y f(x) =vx—L;0) f(x) = Vx— 1.

Yechish. a} f(x) = x* — 1 funksiyaning aniglanish sohasi barcha haqiqiy
sonlar to‘plamidan iborat, demak, simmetrik to‘plam. f{—x} = (—x)* —1==x% -
1 = f{x). Bundan f(x) = x? — 1 juft funksiya.

b) f(x) = vx — 1 funksiyaning aniglanish sohasi [1;+o). Ravshanki, u
simmetrik to‘plam emas. Demak, f(x) = vx — 1 toq ham emas, juft ham emas.

¢) f(x) = ¥x — 1 funksiyaning aniqlanish sohasi barcha haqiqiy sonlar
to‘plamidan iborat, demak, simmetrik to'plam. f(—x) = ¥V=x—1 =% f(x),
shuningdek, f(—x)=3¥-x=1=—-Vx+1# —f(x). Demak, f(x)=Vxr—1

tog ham emas, juft ham emas.

4. Monoton funksiyalar, Avtaylik, y=f(x) funksiya X to‘plamda berilgan
bo'lsin.

3.17-ta’rif. Agar X to‘plamdan olingan ixtiyoriy xi va x» lar uchun x<x;
tengsizlikdan flx))<fx2) tengsizlik kelib chigsa, u holda bu funksiya X to‘plamda
o 'suvchi deyiladi.

3.18-ta’rif. Agar X to‘plamda olingan ixtiyoriy x; va x» lar uchun x;<x;
tengsizlikdan f{x;}>#{xz) tengsizlik kelib chigsa, u holda £x) funksiya X to‘plamda
kamayuvehi deyiladi,

3.19-ta’rif. Agar X to‘plamda olingan ixtivoriy x; va xz lar uchun x;<x;
tengsizlikdan fix))<fxz) (yoki flx1)zfx2)) tengsizlik kelib chigsa, u holda flx)
fonksiva X to‘plamda kamaymaydigan (yoki o ‘smaydigan) deyiladi.

O'suvchi, kamayuvchi, kamaymaydigan, o‘smaydigan funksiyalar, bitta

umumiy nom bilan monoton funksiyalar deyiladi (15-rasm).
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3.20-misol. y=2x+1 funksivaning aniglanish sohasida ofsuvchi ckanligini
isbotlang.

Yechish. Funksiyaning aniglanish sohasi hagigiy sonlar to*plamidan iborat.
Agar x; < x; bo‘lsa, uholda f{x;)— f(x) = Qxy + 10— 2x; + 1) = 2(x, —
x,)} > 0. Bundan f(x;} < f(x,), demak berilgan funksiya o*suvchi.

3.21-misol. f(x) = x? funksiyaning (—0;0) da kamayuvchi ekanligini
ishotlang,.

Yechish. 1laqigatan, agar x;, x> € (—00,0) va x; < x, bo'lsa, u holda

FOra) = flo) = (n)* = (x)% = (g — 2 )z + %) < 0
bosladi, bundan f(x;) > f(x;) tengsizlik kelib chigadi. Demak, berilgan funksiya

kamayuvchi.
7 y
o'suvehd | kamayuvchi
a & ,—f/.;l X E o x
1 a !:
% E
¥y g
kﬂmﬂ}’ma'yd-lgﬂn /I \ o'smaydigan
a hlox ! — b *
/o o \

15-rasm
5. Teskari funksiya. Aytaylik, v = f(x) funksiva X to'plamda berilgan
bo‘lib, ¥ = E(f) = {f(x): x € X} uning giymatlar to‘plami bo'lsin. ¥ to‘plamdan
olingan ixtiyoriy ¥, uchun, X to‘plamda y, = f{(x,) tenglikni qanoatlantiruvchi x;

soni mavjud. Bunday son bitta, yoki bir nechta bo‘lishi mumkin.
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Agar ¥ dan olingan har bir y uchun X to‘plamda y = f(x) tenglikni
ganoatlantiruvehi x fagat bitta bo‘lsa, u holda x = ¢(y) funksiyaga ega bo‘lamiz.
Bu funksiya y = f(x) funksivaga reskari funksiva deyiladi.

Masalan, X =¥ = (—o0;490) da berilgan y = Vx funksiva x =y?
(unksivaga teskari funksiya bo‘ladi. )

Ba’zan, v=f(x) funksivaga teskari funksivani x—f"'(y) kabi ham belgilashadi.

Agar x=@(y) funksiya y = f(x) funksiyaga teskari funksiya bo‘lsa, u holda
y=fix) funksiya x=¢(y) funksiyaga teskari funksiya bo‘ladi. Shu sababli, bu ikki
funksiyani o ‘caro teskari funksivalar deyiladi.

Ma’lumki, v = f(x) funksiyada x argument, y funksiya deb yuritiladi. Unga
teskari bo‘lgan x=p(y) funksivada x vay
lar  o'mini  almashtirib  y=@(x)
funksiyaga ega bo*lamiz. Shunday qilib, y I y=x
bir xil belgilash bo‘lganda ham, y=p(x}
funksiya y = f(x) funksiyaga teskari
funksiya deb garaladi. + P

O‘zaro teskari y=flx} va y=p(x) /
@) x

funksiyalarlarning grafiklari, y=x to‘g‘ri

chizigqa nisbatan simmetrik bo‘ladi (14-
rasm). 14-rasm

6. Davriy funksiyalar. Aytaylik, y=Ax) funksiya berilgan va uning aniqlanish
sohasi X bo‘lsin.

3.22-ta’cif. Agar biror T # 0 son va ixtiyoriy x € X uchun, f(x £ T) = f{x)
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda y = f(x) funksiva davriy funksiva, T uning davri
deyiladi.

Ta’rifdan ko‘rinadiki, y = f(x) funksiya T davrli davriy funksiya bo‘lishi
uchun

a) uning aniqlanish sohasi X dan olingan ixtiyoriy x uchun x + 7, x — T ham

X ga tegishli bo‘lishi;
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b} ixtiyorty x € X uchun f(x + T) = f{x) tenglik o‘rinli bo‘lishi kerak,

Agar shu shartlardan biroriasi bajarilmasa, u holda fx) funksiya davriy
funksiya bo‘lmaydi.

Davriy funksiyaning eng kichik musbat davri (agar u mavjud bo‘lsa), uning
asosiy davri deviladi.

3.23-misol. f(x} = sin3x funksiyaning davriy ckanini ko‘rsating va uning
asosiy davrini toping.

Yechish. Funksiyaning aniglanish sohasi /2(y)=(-w;+e0). Endi, f(x +T) =
f(x) tenglikni ganoatlantiruvchi T ni topamiz. Shartga ko‘ra, ixtiyorly x uchun
sin3{x + T) = sin3x bo‘lishi kerak. Bundan, sin(3x+ 37)—sin3x =0,
sinuslar ayirmasini Ko‘paytmaga keltiramiz: 2cos(3x + 1) sinZ—T =0 kelib
chigadi. Oxirgi tenglik x ga bog'liq bo‘lmagan holda bajarilishi uchun sinZ—T =0

ho‘lishi shart. Bundan }; =nun T= ~2’;J n € Z. Bu sonlarning har biri berilgan

funksivaning davri bo‘ladi. Demak, funksiva davriy. Uning asosiy davri ZT” ekanini
ko'rish giyin emas.

3.24-misel, y = sin% funksiya davriy emasligini ko‘rsating.

Yechish. Rerilgan funksiyaning aniglanish sohasi D(y) = (—oo; 0) U
(0; +20) to‘plamdan iborat. Agar funksiya davriy, davri T ga teng deb olsak, u holda
04 T,0—T sonlar ham funksiyaning aniglanish sohasiga tcgishli bo‘lmasligi
kerak, Ammo +T € D(¥). Bu ziddiyat berilgan funksiyaning davriymasligini
ko‘rsatadi.

Mashg va masalalar

Funksiyalami tog-juftlikka tekshiring (30-39):

3-30.f(x) = x* + 1. 331 fxy=x3+x
332000 = = 3-33.F(0) =
334 f(x) = — 335 f(x) = —
3-36. f(x) = x% — 6x 337 f(x) = x3 - 2.
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3-38. F(x) = (X% 3-39. f(x) = ViIx
3-40. Simmetrik to‘plamda aniglangan ixtiyoriy f{x) funksiyani toq va juft

funksiyalarning yig‘indisi ko‘rinishida yozish mumkinligini isbotlang.

3-41. j{x}=[g(x+m ) funksiyani tpq-juftlikka tekshiring.

3-42. Juft funksivaning grafigi ordinata o‘qiga nisbatan simmetrik bo‘ladi.
Isbotlang.

3-43. Toq funksivaning grafigi koordinata boshiga nisbatan simmetrik
bo‘ladi. Isbotlang.

3-44. Aytaylik f(x), g(x) funksiyalar haqiqiy sonlar to‘plamida aniqlangan,
hamda f (x)-juft, g{x)-toq funksiya bo‘lsin. Quyidagi funksiyalardan gaysilari juft,
qaysilari tog, qaysilari juft ham emas, toq ham emas bo‘ladi?

f
)
feg. 8geof 9)fef, 10)geg.

3-45. f funksiya toq ham emas, jult ham emas, g funksiya juft, h funksiva

Df+g 2f—g 3)fg9 = 5f=ff 6g*=g-g

toq bo'lsin. Quyidagilarni aniglang: 1) £ + g a) juft, b) toq funksiya bo*lishi
mumkinmi? 2} f + A a) juft, b) toq funksiya bo*lishi mumkinmi?

3-46. f funksiya toq ham emas, juft ham emas, g funksiya juft, h funksiya
tog hamda ixtiyoriy ikkitasining kompozitsiyasi aniqlangan. Kempozitsiya 1) juft
funksiya; 2) tog funksiya bo‘ladjgan barcha kompozitsiyalamni ayting.

3-47. f(x) = x% + 2x + 4 funksiyaning (—oo, —1] oraliqda kamayuvchi
ekanligini isbotlang.

3-48. f(x) = x* + 1 funksiyaning aniqlanish sohasida o*suvchi ekanligini
isbotlang.

3-49. Agar f(x) monoton funksiya bo‘lsa, u holda a) —f(x) monoton
(unksiya; b) f(x) > 0 bo‘lsa, 1/f(x) monoton funksiya ekanligini isbotlang.

3-50. Monoton funksiyalarning kompozitsiyasi monoton funksiya bo‘lishini

isbotlang.
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3-51. (a, b) oraliqgda o‘suvchi ikkita funksiyaga misol keltiringki, ularning
ko‘paytmasi a) (a, b) oraligda o‘suvchi; b) (a, b) oraligda kamayuvchi; c) (a, b)
oraligda monoton bo‘Imasin.

3-52. Qat’iy monoton funksiyaning o‘zaro bir gqiymatli ekanligini isbotlang.

3-53. O‘zaro bir qiymatli, ammo monoton bo‘lmagan funksiyaga misol
keltiring.

3-54. Berilgan funksiyaga teskari funksiyani elementar funksiyalarda

ifodalang, grafigini chizing: a) y = sinx, x € [—321, —g];

b) ¥y = cosx,x € [—mx,0];

3-55. Agar T # 0 soni y = f(x) funksiyaning davri bo‘lsa, u holda nT,n € Z
son ham uning davri bo‘lishini isbotlang.

3-56. Agar T # 0 soni y = f(x) funksiyaning davri bo‘lsa, u holda nT,n € Z
son ham uning davri bo®lishini isbotlang.

3-57. Berilgan funksiyalardan qaysilari davriy, qaysilari davriy emas? Agar
funksiyaning asosiy davri mavjud bo‘lsa, uni toping:

a) f(x) = sindx; b) f(x) = cos?5x+2; ¢)f(x) = tgg;
d) f(x) = sin2x + cos3x; €) f(x) = x%; ) f(x) = 3cosyx.

3-58. Agar f va g funksiyalar davriy, davrlar nisbati ratsional son bo‘lsa, u
holda f + g, f * g funksiyalar ham davriy ekanligini isbotlang.

3-59. Ikkita f va g davriy bo‘lmagan funksiyalarga misol keltiringki, a) f +
g b) f - g davriy hamda eng kichik musbat davri mavjud bo‘lsin.

3-60. f davriy va g davriy bo‘lmagan funksiyalarga misol keltiringki, a) f +
g; b) f - g davriy hamda eng kichik musbat davri mavjud bo‘lsin.

4-§. Funksiya limitining ta’riflari
1. Funksiyaning nuqtadagi limiti haqida tushuncha
Grafiklari 16-18-rasmlarda keltirilgan funksiyalarni qaraylik. Barcha hollarda
aynan bitta egri chiziq, lekin turli xil funksiyalar aks ettirilgan. Ular x = a nuqtadagi
holati bilan farq qiladi.

70



;TamE
U=f(r\l
/
’ 1
o a x
16-rasm

16-rasmda grafigi keltirilgan funksiya uchun x=a da f(a) qiymati mavjud
emas, funksiya bu nugtada aniqlanmagan. Grafigi 17-rasmda aks ettirilgan funksiya
uchun f(a) mavjud va u o‘zining tabiiy b giymatidan farq giladi. Grafigi 18-rasmda

ko‘rsatilgan funksiya uchun ham f(a) mavjud va u yaxshi, qulay joylashgan.

yi yi
y = f(x) y = (=) l
/ {
il ey 17 A[
0 a 3 0 a x
17-rasm 18-rasm

Agar x = a nuqtani e'tiborga olmasak, uchala funksiya aynan bitta funksiya
bo‘lar edi.

Y uqoridagi uchala holda ham

JIti_r.r‘ll f(x)=>b

yozuy ishlatiladi. O’qilishi “x a-ga intilganda f{x) funksiya limiti & ga teng”.

Yuqoridagi yozuvning mazmuni quyidagidan iborat, agar argumentining
qiymati x=a yaqin tanlansa, funksiya qiymati b limit qiymatidan kam farq qgiladi.
Boshqgacha qilib aytsak, a nugtaning yetarlicha kichik atrofida ushbu taqribiy tenglik

o‘rinli: f(x) = b.
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Bu holda, ya'na bir bor ta kidlaymizki, x = b nugta e'tiborga olinmaydi.

2. Funksiya limitining Geyne va Koshi ta’riflari

2.1. Funksiyaning nuqtadagi limiti, Endi funksivaning nugtadagi limiti
tushunchasiga qat’iy matematik ta'riflar beramiz.

Funksivaning x ¢ nuqgtadagi limiti  funksiyvaning shu  nugtada
aniqlanganligiga bo*gliq emas, balki x=a nugtaning atrofidagi tunksiyaning
qiymatlariga bo'g‘liq bo‘ladi.

Aytaylik, biror X sonli to*plam berilgan bo*lsin.

3.25-ta’rif. Agar a nuqtaning ixtivoriy atrofida X to*plamning « dan fargli
kamida bitta nuqtasi bo*lsa, u holda ¢ nuqta X to*plamning limit rugtasi deyiladi.

3.26-misol. X; = |-3; 4] scgmentning har bir nugtasi uning limit nugtasi
bo‘ladi. Bu to“plamning boshga limit nugtalari yo©q. [shotlang.

Yechish. X, = [—3;4] segmentning har bir nuqtasi uning limit nugtasi
bo‘lishi 0°z-0'zidan ravshan, Aytaylik, a < —3 bo‘lsin, u holda hagiqiy sonlarning
zichlik xossasiga ko'ra a < ¢ < —3 bo*ladigan ¢ son mavjud. € = ¢ — a deb olsak,
a nugtaning £ = ¢ — a atrofida X; = [—3; 4} to*plamning birorta ham nugqtasi yo*q.
Demak, a nugta Xy to‘plamning limit nuqgtasi emas. Shunga o*xshash, a > 4
bo‘lganda ham, a nugta X; to*plamning limit nuqtast emasligi isbotlanadi.

To'plamga tegishli bo'lmagan nugtalar ham shu to‘plamning limit nuqtasi
bo'lishi mumkinligini quyidagi misoldan ko‘rinadi.

3.27-misol. 2 nuqgta X, = [0;2) to'plamning limit nugtasi ekanligini
isbotlang.

Yechish. Ixtivoriy € > 0 sonni olamiz. U holda 2 — & < 2 va hagiqiy sonlar
to‘plamining zichlik xossasiga ko‘ra 2 — & va 2 sonlari orasida X; to‘plamning
cheksiz ko'p, demak kamida bir nugtasi mavjud. Bundan 2 berilgan to‘plamning
limit nugtasi bo*ladi.

Limit nugtaning yuqoridagi ta’rifiga teng kuchli bo‘lgan yana bitta ta’rifini
keltiramiz.

3.28-ta’rif. Agar ¢ nuqtaning ixtiyoriy atrolida X to‘plamning cheksiz ko'p

nugtalari bolsa, u holda a pugta X to'plamning limit nugtasi deyiladi.
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Kelgusida quyidagi tasdiqdan foydalanamiz.

3.29-lemma. Agar a nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsa, u holda Y’
to‘plam nugtalaridan tuzilgan va o ga yaqinlashuvc}'ﬁ {x,}, x,, # a ketma-ketlik
ajratib olish mumkin,

Ishot. ¢ Aytaylik, @ nugta X to'plamning limit nugtasi bo‘lsin. U holda a
nuqtaning har bir (a—%; a+ i) atrofida X to‘plamning, a dan farqli kamida bitta x,,
nuqtasi bor, ya'ni a—i < Xp <t :T bo‘ladi. Bu qo'shtengsizlikda limitga o‘tsak,

lim x, = a kelib chigadi. Bunda x,, # a ekanligi ravshan. ¢

n—co

Shuni ham ta’kidlash kerakki, o nugtaning ixtiyoriy atrofida A" to‘plamning «
dan fargli cheksiz ko®p nugtalari maviudligi uchun, @ ga yaginlashuvchi {x,} ketma-
ketliklarni cheksiz ko‘p usulda tanlab olish mumkin.

3.30-ta’rif. {Geyne). Agar Y to‘plamdan olingan va g ga yaginlashuvchi
ixtiyoriy {x.}, x.#a ketma-ketlik uchun, funksiya giymatlaridan tuzilgan {fx.)}
ketma-ketlik, doim yagona b limitga ega bo*lsa, u holda & soni fx) funksiyaning o
nrugtadagi linniti deyiladi.

Funksiva limiti il—Tz f{x) = b kabi belgilanadi, ba’zan “x->a da fx)—>b"
ko‘rinishida ham yoziladi.

QOdatda bu ta’rif funksiya limitining ketma-ketliklar tilidagi ta’rifi deyiladi.

3.31-misol. Ax)=3-x" funksiyaning x| dagi limiti 2 ekanligini ko‘rsating.

Yechish. 1,1 va limx,=1 bo'ladigan ixtivoriy {x,} ketma-ketlik olaylik. U

N

holda yaginlashuvchi ketma-ketliklar ustida arifmetik amallar bajarish qoidalariga

ko'ra limfxa)= lim(3-x,)=3 - limx. =3 - lim X, - lim x,, =3-1-1=2,

Demak, ta’rifga ko‘ra lim(3-x3)=2.
2_
3.32-misol. Geyne ta’rifidan foydalanib l'm% x?-f = 4 tenglikni isbotlang.
x— -
2
Yechish. f(x)= f% funksiya x=2 nuqtada aniglanmagan. x#2 va
-

lim x, =2 bo‘ladigan ixtiyorly {x,} ketma-ketlik olaylik. U holda

n—+oo
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L x -4 - 2y . . .
lim > :[1m(x" D, +2) :llm(x,,+2)=l:mxn+h_.r22=2+2=4 bo‘ladi.

e xJI - 2 e xn -

Demak, berilgan tenglik o‘rinli.

Ko'p hollarda funksiya limitining Geyne ta'rifi funksiyaning limiti
mavjudmasligini ko‘rsatishda ishlatiladi. Buning uchun gqaralayotgan nuqtaga
yaqinlashuvchi shunday ikkita ketma-ketlik olish kerakki, ularga mos funksiyalar
qtymatlaridan tuzilgan ketma-ketliklar turli sonlarga tntilishi lozim.

3.33-misol. Dirixle funksiyasining hech bir nugtada limiti mavjud emasligini
isbotlang.

Yechish. Dirixle funksiyasi ratsional sonlarda 1 givmat, irratsional sonlarda 0
gfymat gabul gilar edi. Aytaylik, a ixtiyoriy haqiqiy son bo‘lsin. Shu songa
yaqinlashuvchi {r,} ratsional sonlar ketma-ketligi mavjud. Unga mos funksiya
qiymatlaridan tuzilgan ketma-ketlik {1} bo‘lib, uning limiti 1 ga teng. Shu songa
vaqinlashuvchi {a,]} irratsional sonlar ketma-ketligli ham mavjud. Unga mos
funksiya giymatlaridan wzilgan ketma-ketlik {0}, uning limiti 0 ga teng. Bundan a
songa yaginlashuvchi ketma-ketliklar uchun ularga mos funksiyalar qiymatlaridan
tuzilgan kKetma-ketliklar yagona songa intilmaydi, demak limit mavjud emas. a
ixtiyoriy haqigiy son bo‘lganligi sababli, Dirixle funksiyasi hech bir nuqgtada limitga
£ga emas.

Funksiya limitini boshgacha “e-8" tilida ham ta’riflash mumkin.

3.34-ta’rif. (Koshi). Agar har bir, kichik £>0 son uchun shunday bir 50 son
mavjud bo‘lib, x ning 0<Jx—a|<d tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha qiymatlarida
Jfx)-bl<e tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda b son fix) funksiyaning a nugtadagi limiti
deyiladi.

3.35-misol. l@g(Bx — 1) = 5 ekanini isbotlang,

Yechish fx)=3x-1 fonksiyani garaymiz va ixtiyoriy £>0 son olamiz. U holda
£

[f@=5l<s e Br~1-5<se Br-2)|<e o -2 <3
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munosabatlardan ko‘rinadiki, agar >0 son uchun & = § deb olsak, u holda |x-2}<8
bo‘tganda, [fx)-3<¢ tengsizlik bajariladi. Bu esa, ta’rifga ko‘ra lim{3x-1)=5 ekanini
x—2

bildiradi.
3.36-misol. iixr;(x2 — 3) = 6 ekaninl isbotlang,
X—-a

Yechish. f{x)=x>-3 bo'lsin. Ixtiyoriy €0 son olaylik. U holda {f{(x) — 6| <
re |x?=-3-6l<c e |12 =9 < g bundan
[x+3llx—31<¢ (1)
munosabat o‘rinki.
Agar §ni 1 dan kichik deb olsak, u holda |{x — 3] < § < 1 dan 2<x<4 kelib
chigadi. x shu oraligda o*zgarganda (1) tengsizlikning chap tomoni 7 - [x — 3] dan

katta bo*la olmaydi. Shu sababli 7 - |x — 3| < £ deb olsak, (1) o°rinli bo‘ladi.

Demak, 5=mr'n{],%} deb olsak, u holda |fx)-6}=]x+3|-|x-3|<7- — <¢ bo‘ladi. Bu esa,

~3 ],

ta‘rifga ko‘ra lin} (x*-3¥6 ckanini bildiradi.

X _; =4 tenglikni ishotlang.

3.37-misol. Koshi ta’rifidan foydalanib lim

=2 x -

-4

Yechish. f(x)= 3 funksiya x =2 nuqtada aniqlanmagan. Ixtivoriy £>0

x—

son olamiz va | f{x)—4] ifodani qaraymiz: | f(x)—4|=

-4 -
_’ﬂ__’,__4‘= (X_Z)%_Jrz)_4’ =[x +2—4|=| x— 2|. Bundan ko‘rinadiki, agar
x=2 x—

ixtiyoriy £>0 son uchun 8 =€ deb olsak, 0<{x—2|<d shartni qanoatlantiruvchi
barcha x larda | f(x)—4}<& tengsizlik bajariladi. Demak, ta’rif bo'yicha

. x —4
lim

=2 x— 2

=4.

3.38-ta’rif, Agar ixtiyoriy A>0 son uchun shunday bir 30 son mavjud bo‘lib,

xe X ning 0<{x—a|<§ tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha qiymatlarida |fx)>A
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tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda « nugta flx} funksiyaning & nuqtadagi limiti
deyiladi, Bu hol lim f{x) = oo orqali belgilanadi.
X—a

Agar x ning a ga yetarlicha yaqin giymatlarida fix)>0 bo‘lsa, '_ltm; f(x) = +co,
agar fx3<0 bolsa, l'mg f(x)} = —oo kabi yoziladi.
x—
3.39-misol. lim —— = o0 ckanligini isbotlang.
x—1x—-1

Yechish. f{x) = )ﬁ-funksiyaning aniqlanish sohasi (—oo, 1) U (1, +w),a =
1 uning limit nugtasi. Ta’rif bo‘uicha ixiiyoriy A> 0 son uchun shunday bicr § > ¢
son mavjud bo‘lib, aniqlanish sohasiga tegishli x ning 0 < |x—1| < § tengsizlikni
ganoatlantiruvehi barcha qiymatlarida |x]T1| > A tengsiziik ofrinli bo‘lishini
ko‘rsatishimiz kerak.

Lﬁl > A tengsizlikdan |x — 1] < % ni hosil gilamiz. Agar ixtiyoriy A> 0

son uchun & =i— ni olsak, u holda 0 < |x-1] < & tengsizlikni ganoatlantiruvchi

1 - . L1
barcha x larda |——’ > A orinli bo‘ladi. Demak, lim — = oo,
x—1 x—1x—1

2.2, Funksiyaning bir tomonli limitlari. e

3.40-ta’rif. Agar ixtiyorty &0 uchun (a-8,a) intervalda X to‘plamning
kamida bitta nugqtasi bo‘lsa, u holda & nugta X to*plamning chap limit nugtasi
deyiladi.

Masalan, (2,4) imterval uchun 4 chap limit nugta bo‘ladi.

3.41-ta’ril. Agar ixtiyoriy 6>0 uchun (g;u+5) intervalda X to‘plamning
kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, u holda ¢ nugta X to‘plamning o'ng fimit nugtasi
deyiladi.

Masalan, (2,4) imterval uchun 2 o‘ng limit nugta bo*ladi.

Aytaylik, y=f(x) funksiya X to‘plamda berilgan bo‘lib, a nugta X to‘plamning
chap (yoki o'ng) limit nuqgtasi bo‘lsin.

3.42-ta’rif (Geync). Agar X to‘plamning nuqtalaridan tuzilgan va har bir hadi
« dan katta (mos ravishda, kichik) bo‘lib, a ga intiluvchi ixtiyoriy {x,} ketma-ketlik

olganimizda ham, funksiya qiymatlaridan tuzilgan {fx,}} ketma-ketlik doim yagona
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b ga intilsa, b son fx) funksiyaning a nuqtadagi o ‘ng (mos ravishda, chap) limit
deyiladi.

-

Funksiyaning o°ng limitini limoﬂx):b yoki fa+0)=h, chap limitini
limoﬂx)-—b yoki fa-0)=h orqali belgilanalli. Agar a=0 ho‘lsa, lim(f(x]=_ﬂ+0),
X —hg - Xl
lin’})ﬂx%ﬂ—()) kabi belgilash ishlatiladi.

x —4,agar x < 2,

3.43-misol. Ushbu flx)= { X agar x>2

funksiyaning x =2

nugtadagi chap va ong limitlarini hisoblang.

Yechish. Agar x,<2 shartlar bilan 2 ga yaqinlashuvchi {x.} ketma-ketlik
olsak, u holda f{x,) =x, — 4 va ,lliﬂ,l;f(xﬂ) = ?lmgo(xn -4 = iu}oloxn - ,11210104
=27 —-4=-2bo'ladi.

Agar x,>2 shartlar bilan 2 ga yaginkashuvchi {x,} ketma-ketlik olsak, v holda
flx) =x2 va lim fle,) = lim x = 4 bo'ladi.

Demak, xlj,l?,llo flx)=-2, xl—E;?lnf(x) = 4. Bu misolda chap va o'ng limitlar
maviud, ammo bir-biriga teng emas.

Funksiyaning chap va o‘ng limitlariga “e-&" tilida ham ta’rif berish mumkin.

3.44-ta’rif (Koshi). Agar har ganday, kichik £20 son uchun shunday bir 50
son mavjud bo‘lib, xc X ning a<x<a+d (a-0<x<a) tengsizlikni ganocatlantiruvchi
barcha qiymatlarida :fAx)-b|<¢ tengsizlik bajarilsa, » son Ax) funksiyaning a
nugtadagi o ‘ng (chap} limiti deyiladi.

Funksiyaning chap va o*ng limitlari uning bir fomonli limitiari deb yuritiladi.
Agar a nugta, bir vagtda Y to‘plamning ham chap, ham o*ng limit nuqtasi bo‘lsa, u
holda quyidagi teorema o‘rinli.

3.45-teorema. fix) funksiya, a nugtada limitga ega bo'lishi uchun, shu
nuqtada uning chap va ong limitlari maviud bo‘lib, fg-0)=Aa+0) tenglik o'rinli
bo*lishi zarur va yetarli

Isbot (3-62-masala).
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2.3. Funksiyaning cheksizdagi limitining ta’rifi.

3.46-ta’rif. Ixtiyoriy A> son uchun {A;+ec) interval +oo «nuqgtarning, (<o A)
interval <o «nugtarning, (-o0, AW AA;+oo) to‘plam esa wo cquqtayning atrofi deyiladi.

Qolaversa, «, +w, - @ugtarlar bu to‘plamlarga limit nugta bo‘lishi

yuqoridagi kabi ta’riflanadi. Bu holda ham, mos ravishda imx,=o, limx,=1w, lim

x—cc bo‘ladigan {x,} ketma-ketliklarni cheksiz ko‘p usullarda tanlab olish
mumbkir.

3.47-ta’rif. (Geyne). Agar X to‘plamdan olingan va rllﬁgo Xp = o bo'lgan
ixtiyorly {x,} ketma-ketlik uchun, funksiya giymatlaridan tuzilgan {fx,)} ketma-
ketlik, har doim yagona b limitga ega bo'lsa, u helda b soni fix) funksiyaning
cheksizdagi ( "oo" nuqgtadagi} limiti deyiladi va quyidagicha belgilanadi: xll_,n; flx) =

b,

Shunga o‘xshash funksiyaning -co, +co nugtalardagi fimitlariga ta’nif berish
mumkin.

3.48-misol. flx)=sinx funksiyaning x—+wo da himitga ega emasligini
ko‘rsating,

Yechish. Limiti ¢ bo*lgan x,=rn yoki x, = (2n +%)7r ketrma-ketliklamti
olaylik. U holda f(xn} = sinnz =0, f(x;) = sin(Zn + %)zr = 1 bo‘lgaai uchun,
lim f(x,) =0, lim f(x',) = 1 bo‘ladi. Bu esa, x—+x da fx)=sinx funksiyaning
=00 =

limiti yo*qligini ko‘rsatadi, chunki ta’rif bo‘yicha limit yagona bo‘lishi kerak.
Yugorida funksiyaning nuqtadagi va cheksizdagi chekli limitlariga ta’riflar
berildi. Shunga o'xshash holda funksiyaning nuqradagi va cheksizdagi cheksiz

limitlariga ta’riflar berish mumkin (63-65-masalalar).

Mashq va masalalar

3-61. To‘plamning limit nuqtasiga berilgan ta’riflarning ekvivalentligini,

ya'ni quyidagi teoremani isbotlang: ¢ nuqta X" to*plamning limit nugtasi bo‘lishi
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uchun a nugtaning ixtiyoriy atrofida .Y to‘plamning cheksiz ko‘p nuqtalari bo‘lishi
zdrur va yetarli.
3-62. 3.45-teoremani isbotlang.

3-63 . lim f(x) = b ni ta’riflang. Geometrik talqin bering.
x—+o .

3-64.xljrzlmf(x) = b ni ta’riflang. (J:eometrik talqin bering.

3-65 xljl}lm f{x) = oo ni ta’riflang. Geometrik talgin bering.

3-66. & ning ganday musbat giymatlarida 0 < |x — x| < & tengsizlikdan
If(x) — a] < & tengsizlik kelib chiqadi? Bu yerda

a) Flx) =x%x,=3,a=9¢=0,00L

x2—qx+3

xt-z2x-3"

b} flx) = Xg = 3; a=%, e=10,01;

¢} flx)=cosx,xqg=m a=-1e=0001L

3-G7. & ning qunday musbat givmatlarida |x — 1| < & tengsizlikdan quyidagi
tengsizlik kelib chigadi? Bu yerda

a) [lgx| <2; B llgxl<1; ¢ Hgxl<0,1; dl|igx| <001,

3-68. Har bir £ > 0 son uchun shunday & > 0 son ko‘rsatinki, |[x — 1] < &

tengsizlikdan sx—xjf—ﬂ — 2| < & tengsizlik kelib chigsin.

Funksiyaning nuqtadagi limitining Geyne ta'rifidan foydalanib, limitni toping

(69-72)-

3-69. lim (4x + 3). 3-70. lim(x? - 4x + 8).
x—=-1 x—+2
371 lim VT — x2. 3-72. lim 225
x—ol X3 -1
2

Funksiyaning nuqtadagi limitining Koshi ta’rifidan foydalanib tenglikni
ishotlang (73-76):

3-73. lim3x — 2) = -2 3-74.lim(—x + 4) = 3.
x—=0 x—1

3-75.lim x? = 9. 3-76. lim~ =~
x—3 x—5X s

F{x) funksiyaning x; nugtada limiti mavjud emasligini isbotlang(77-78):

x% agar x > 2 bolsa,

1
FT.f(x)= 5% = 0. 3-78.f(0) = [x, agar x < 2 bo'lsa

, Xg = 2.
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3-79. J[Cma F(x) limitning mavjudmasligini isbotlang:

a) f(x) = arcctg%; by f(x)= signsini.
Loagarx=% (pg)=1
3-80. lim f(x) ni toping. Bu yerda f(x) = {a" g N ’
x=0 0, xirratsional son

3-81. Koshi ta'rifidan foydalanib lim f(x) = 1 ekanligini isbotlang, bu
XXy

2(x—1)2

x-1

yerda f(x) =
0,01.

+1,x4 = 1. Berilgan £ ga ko‘ra § ni toping: 1) :%; Ne =

Ko'rsatilgan nuqtadagi bir tomonli limitlami hisoblang(82-83):
3-82. f(x) = [x].xq = 2.

—2,agar x < 1bo'lsa,

3-83.F(x) ={ ,axe =1 6)x, = 9.

’3—‘, agar x > 1 bo'lsa

§5-§. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossafari
Aytaylik, 3=Ax) funksiya X to‘plamda aniglangan va & son X to‘plamning
limit nuqtasi bo‘lsin.
3.49-xo0ssa. Agar lim f(x} = b limit mavjud bo*lib, &>p (b<g) bo‘lsa, uholda
X=a
x€ X ning o ga yetarlicha yagin (x=a) qiymatlarida fix)>p (Ax)<q¢) bo'ladi.
Isbot. ¢ Aytaylik, lim f(x) = b bo'lib, b>p bo‘lsin. U holda £-0 sonni
x—=a
(<g<b-p tengsizlikni qanoatlantiradigan qilib tanlaymiz. Limit ta’rifiga ko‘ra bu &0
uchun shunday &0 son topilib, 0<x—a|<& tengsizlikni qanoatfantiruvehi xe X larda
[fix)-b|<& bo‘ladi. Bundan b-e<fix)<b+e kelib chigadi. Agar b-£-p tengsizlikni
hisobga olsak, u holda fx)>p nt hosil qilamiz. ¢
3.50-xossa. Agar lim f{x) = b limit mavjud bo*lib, 50 (6<10) bo‘lsa, u holda
x—=a
xe X ning a ga yetarlicha yaqin (x2a) giymatlarida fx)>0 (Ax)<0) bo‘ladi.
Isbot. ¢ Yuqoridagi isbotda p = 0 deb olish yetarli. ¢
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3.51-xo0ssa. Agar lim f(x) = b limit mavjud bo‘lsa, u holda xe X ning a ga
xX—a

yaqin (x=a) giymatlarida f{x) funksiya chegaralangan bo*ladt,

Isbot. ¢ Limit ta’rifiga ko‘ra £20 son uchun, shuﬁday bir &>0 son topilib, xe X’
ning a-d<x<a+d tengsizlikni qanoatlanth:uvchi, a dan fargli barcha giymatlarida
[fix)-bi<e yoki b-e< flx)<bte bo‘ladi. Demak, fx) funksiva x ning (a-Sa+SMa}
to‘plamdagi barcha giymatlarida chegaralangan ekan.

3.52-xossa. Agar g nuqlaning atrofidan olingan, a dan fargli barcha x
nugtalarda f(x) < g(x) < ¢(x) tengsizlik o'rinli va il_[}l f(x) =bva J]CI_IE @(x) =
b lar mavjud bo'lib, il_rg fx)= ;lci—r»r}; @(x) =b bo‘lsa, u holda }ciﬂ g(x} ham
mavjud bo’ladi va ilil‘ll g(x)} = b munosabat o'rinii bo‘[adi.

Ishot. ¢ Shartga ko‘ra limflx)=b. U holda £0 uchun shunday &0 topilib,

0<|x-a|<8, tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan barcha x larda b—s<f{x)<b+g bo*ladi.

Shuningdek, limp{x)=b bo‘lganidan, shu >0 uchun §,>0 son topilib,

O0<|x-af<d, tengsizlik o'rinli bo‘ladigan barcha x larda b-e<w(x}<b+t tengsizlik
o‘rinli bo‘ladi.

Agar  O=min{d,6:} deb olsak, u holda O<[x-g<§  tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha x larda b-2<fix)<bte va b-e<@(x)<h+e tengsizliklaming
ikkalasi ham o‘rinli bo‘ladi.

Endi, f{x)}<g(x}<ep(x) ekanini e’tiborga olsak, u holda oxirgi tengsizliklardan
b-g<gix)<b+¢ kelib chiqadi. Demak, !:liral gix)=b. ¢

3.53-xossa. Agar f{x) funksiya x—a da limitga ega bo‘lsa, u holda bu limit
yagona bo‘ladi.
Isbot. ¢ Ketma-ketliklar uchun aytilgan, xuddi shunga o*xshash xossa ishoti

kabi ko‘rsatiladi.



6-§. Limitga ega bo‘lgan funksiyalar ustida amallar

1. Limitga ega bo*lgan funksiyalar ustida arifmetik amallar. Avtaylik, fx)
va g{x) funksiyalar X to‘plamda berilgan bo‘lib, a nuqta X toplamning limit nugtasi
bo‘lsin.

3.54-teorema. Agar flx) va g(x) funksiyalar o nugtada limitga ega bo‘lsa, u

holda a) fix) £ glx). b} Axyg(x), <) % {lim g{x)=0) funksiyalaming har biri
g I X

limitga ega bo‘ladi va a) lim (Ax) + g(x))= lim Ax) & limg{x), b) lim{fx}g(x})=
lim f{x)
hmﬂr} llmg(\') c) llmf{x) = — formulalar o‘rinli.
gix) lrm 8(3()
Isbot. O Aytaylik, imfix)~6 va limg(x)=c bo‘lsin. U holda X to‘plamdagi
a yaqinlashuvchi ixtivorly {x.}, x=a ketma-ketlik uchun lim#£x,)=b, limg(x,)=¢c
bo‘ladi.
Bulardan lim (fix,)xg(x))~lim Ax)lime(x,)=t+c tenglik kelib chiqadi.
Demak, lim(Ax,) + glxa) )= Dimfx) £ limglx,).
Xuddi shu kabi golgan formulalarni ham isbotlash mumkin. +
3.55-natija. Agar fix) funksiya ¢ pugtada limitga cga bo‘lsa, u holda f{x)
funksiya ham limitga ega bolib, lim(fAx)=klimAx) bo‘ladi. Bu yerda & biror
tayin, 0‘zgarmas son.
[shot. ¢ 54-teoremaning b) holida g{x}=& deb olsak,
lim (k-Axp= lim & lim Ax)=klim Ax) bo‘ladi. ¢
2. Murakkab funksiyaning limiti. Aytaylik, v=flu) funksiya {/ to‘plamda
berilgan va ¢ son £/ to‘plamning limit nuqtasi, #=g{x) funksiya Y to‘plamda berilib,
a son A" to'plamning limit nugtasi va £{g)<{/ bo‘lsin. Shuningdek, @ nuqtaning biror

(a-b;a+d) atrofidagi barcha nugtalarda g(x)=¢ bo‘lsin. Bu holda X to*plamda fg(x))
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tmurakkab funksiya aniglangan bo‘ladi. Bu murakkab funksiyaning limiti uchun
quyidagi teorcma orinli.

3.56-teorema. Agar limg(x)=c va lim f{u)=b bo*lsa, u holda x—>a da Ag(x))
nrakkab funksiya ham limitga ega bo‘lib, lim fg{x)}=b bo‘ladi.
Isbot. ¢ Agar limfli)=b bo‘lsa, u holda ta’rifga ko'ra har bir £>0 son uchun

shunday o>0 son mavjud bo‘lib, 0<Ju-c|<c tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha

ne U larda [f{u)-bl<e bo‘ladi. Shuningdek, limg(x)=c bo‘lsa, yuqoridagi o>0 son

uchun shunday $>0 son mavjud bo‘lib, 0<x-g|<8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi
barcha xe X larda |g(x¥-cl<a be‘ladi. Demak, e>0 son uchun shunday &> son
mavjud bo*lib, 0<|x-a|<§ tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha xe X larda  |f{g(x))-

hl<e bo‘ladi. Bu esa, limflg(x))=& ekanligini ifodalaydi. ¢

3. Anigmas ifodalar. Xuddi ketma-ketliklardagi kabi, ba’zan limitga ega
bo‘lgan funksivalar ustida arifimetik amallar bajarish, ayrim anigmasliklarga olib
keladi. Quyida shunday hollarni ko‘rib o*tamiz.

Aytaylik, fx) va g(x} funksiyalar X to‘plamda aniglangan va a nuqta X
to‘plamning limit nugqtasi bo[sin.

a) Agar x—a da fx)—0, gx)>0 bo‘lsa, u holda M ifoda «9 »

g{(x) 0
ko‘rinishdagi anigmaslik deyiladi.

by Agar x—>a da fx)owm, gix)»o bo‘lsa, u holda L foda «E?‘»

g(x) @
ko'rinishdagi anigmaslik deyiladi.

¢) x—a da flx) >0, glx)> bo'lsa, u holda Ax)gx) ko‘paytma «0-oox
ko'rinishidagi anigmaskik deyiladi.

d) x—a da flx)—+o (<o), g(x)}—=-o (+o0) bo‘lsa, u holda fx)yrp(x) vigiindi

«wo-oy» ko‘rinishidagi anigmaslik deyiladi.
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Shuningdek, «®, «1%», «x® ko‘rinishidagi aniqmasliklar ham uchraydi.
Bunday anigmasliklami yechish davomida, misollar xarakteriga qarab turli usyllar

qo‘llaniladi.

3.57-misol. lim —r—d’— ni hisoblang.
=2 xt —3x+ 2

Yechish. Ko*rinib turibdiki, bu ifoda «g» ko‘rinishdagi aniqmaslikdan iborat.

lim ﬂfr-2_4 —=lim (x 2)(x+2) n‘-{+—224.

#ol x5 —3x 2 o2 (x 2)( ) r“'“ x—1 -

P 2x—
3.58-misol. ljn <]

limitni hisoblang,
ran 237 +1

Yechish. Bu ifoda << " » ko rinishdagi anigmaslik ekani ravshan.

1+ 7 = 1
A+ 2x—1_.. x* X ,l
Mim 50 41 limt 1 =
* f x‘(2+ ,]
x

Mashq va masalalar

3-84. Ushbu tasdigni isbotlang. Agar a nugtaning atrofidan olingan, « dan

fargli barcha x nuqtalarda f(x) = b tengsizlik o°rinli va lim f{x) mavjud bo*lsa, u
X—=a

holda }:m; F(x) = b boladi. {Bu tasdiq tengsizlikda limitga o’tish hagidagi teorcma

deb ataladi).
Limitlarni toping (85-106):
3-85. lim (5x% + 2x - 1) 3-86. lim —=*
x—=--2 x—1 X —2x+3
X
3-87. lim = 3-88. lim 22
x—=0x*—x x-32%+8
—_ 3_ ¥4
3-89, lim 22952 3-90. Jim X
x5 X°-25 x—0 2x
< X +x+2 3.0 2x%—x-1
91 xll-—z x¥+1 ° .2.xlim —6x2+5x+4
2
c x2-x2+3x~3 . . x2+7x+6
393 L‘-’?l 2x¥-zx+x-1 3-94. xll—ﬁ 2 +6x2+3x+18
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Vx+25-5 —2x
3-95. alf_.o x2+2x 3-96. LI_IE\/xzmx 4
V2x+43~3 N2—x—1
397, Jl(l_r)r; VX—Z-1 3-98. ;lcl-nw/_z
. VE—x—2 -16
3-99, }:-%T 3-100. llmvs_x Tt
3-101, lim 22 -x" 3-102. lim 2%
x—oo 2x —x247x oo X2+7x—2
x? +x 5_2x
3-103. ng—»oox“ 3x2+1 3-104. ;}l—.wz.r3+x2+1
3-105. lim (VX2 ¥4 —x) 3-106. lim (2= - x)
x—+0 x—+co WEE

3-107. Ushbu tasdigni isbotlang: agar lim £ (x), k = 1,n mavjud bo‘lsa, u
X—=

holda
W IM{AGO + -+ f,(6)) = lim £ (x) + - + lim £, (x);
b Hm(fi() - vws £} = lim £.(x) - .- lim £, ()
formulalar o*rinli.

3-108. Aytaylik lim f(x) =a va lim g(t} = x, bo‘lsin. lim f(g(t}) =
xX—ixyg t-+ty E=t,

a kelib chigadimi? Javobingizni asoslang,

7-§. Ba’zi bir ajoyib limitlar
Limitlarni hiscblashga doir mashglarda ba’zi bir ifodalarning limiti ko'p

marta uchraydi. Shuning uchun ularni alohida ko'rib chigamiz.

. sinx . -
3.59-teorema. Ushbu 111r3—~—?l tenglik o‘rinli.
—» x
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| i
=sihx
1:§§x
=TT 1~
B #x s D
Bl
f//
| oy
1 4 4 14
x| Einx | ¥
i [~ =
_SLIJ.?.:_Fl 128
N
19-rasm

Isbot. 0 Ma’lumki, 0<x<f2~ tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x larda

siny<x<tgx qo‘sh tengsizlik o‘rinli (19-rasm). Shuningdek, sinx>0 bo‘lgani uchun

hosil bo*ladi. Bundan cosx<
X

X
bu tengsizlikni sinx ga bo‘lsak, 1<——<
sinx cosx

<1 kelib chigadi. Uni (-1) ga ko‘paytirib, 1 ni qo‘shsak, 0<1--<l-cosx
X

tengsizlikka kelamiz. Endi, —— e , cosx juft funksiyalar bo®lgani uchun bu tengsizlik
x

x ni =x bilan almashtirganda ham o‘zgarmaydi. Shu sababli, oxirgi tengsizlik 0 dan

fargli barcha x € (—g,g) larda o‘rinli. Qolaversa, 0 < x < E bo‘lgan x larda 1-

cosx=2sin’ §<2|sm [<2|—| [x| bo‘ladi. Bulardan, |l-—|<|x| tengsizlik hosil

bo‘ladi. Bundan x 0 da 1 — =% - 0, yani lim > =1 kelib chiqadi. +
x=»l) X

Odatda bu tenglik birinchi ajoyib limit deb yuritiladi.
3.60-natija. Quyidagi tengliklar o‘rinli:
I=cosx 1 Igx

Vs T in T




Isbot. 0 ) lim:—°%% _ fim \ .
x40 X x-30 x
2sin? * sin ™
= lim—-2 4 e g
0 ¢ 2w x | 2 T2
2 2
sinx
b) 1im'ﬁ=lim°—°£=um[ . -’““"J:lim L s
0 x x0 x  r0\cosx x ) =0cosx =0 x

3.61-teorema. Ushbu lim(l - —I-J = e tenglik orinli.
X x

: 17 s )
Isbot. & Avval lim (l =+ -—) =¢ ekanligini ko‘rsatamiz.
X4+ x

Aytaylik, {x;} ketma-ketlik +oc ga intiluvchi ixtiyoriy ketma-ketlik bo‘lsin:

lim {x3}=+o0. U holda, barcha k lar uchun x,>1 deb qarash mumkin. Endi, x; ning
k—»o

butun gismini n orqali belgilaylik, ya’ni m=[x;]. Shunday qilib,

I
IQ (l 4 L]ﬂ :} ketma-ketlik a(l + 1 j:} ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi
N n

bo‘ladi. Endi, me< x, <mtl dan

X my+1
- <Lsi\'3 1+ : < ]+-1— < l+i
m+l xom n, +1 X: n,

tengsizliklar kelib chigadi. Shu sababli,

(3 i+l
lim| 1+ : =lim||1+ . 1+ : e,
-biao n+1 Topim m+1 n+1
g 1 1
lim (l+—] = lim ((H—I-(H—]}e
X—p4a0 nt X430 nk n*
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bo‘ladi  va oraliQ ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremaga asosan

. LY
]im(l+ !-] =¢ kelib chigadi. Demak, lim (1-«-—] =e,
X, e

Pt X

Apgar oxirgi tenglikda x—-y almashtirish bajarsale, u holda x-—»-oc da 3+

bo‘ladi va [l+lJ = 1—i N N 1+L munosabatlarga ko‘ra
x ¥ y—1 v—1

X » v—I1
lim {] +IJ = lim}1 +—l— = lim l+-—l—— -1+ ! =e¢ kelib
i x ) e y—1 yortan y—1 v=1

. by
chigadi. Demak, lim [l + ) =e,
== X

. LY
Ishotlangan bu ikki tenglikdan Ilm(l + —‘J = ¢ bo'ladi. ¢

r—c ’\
) 1
Oxirgl tenglikdan lm(!(l + y).v = ¢ ekantligini keltirib chigarish mumkin.
=

1
Haqiqatan, x=L almashtirish kiritsak, y—0 da x—e¢ bo‘lib, lim(1+y)r =
h% ¥

. LY
llm[l+—j =¢ kelib chigadi.
EE - ) x

Murakkab funksiyaning limiti haqidagi teorema yordamida quyidagi

tengliklarni keltirib chigarish mumkin:

. log (I+x 1 . In(l+ x . -
3.62-natija. th =— xususan lm ( _2 =1 tenglik o‘rinli.
0 X nea 0 X
] ! |
tsbot. O lim 22+ _ 100 (14 0y = log,e=—— ¢
¥} X x—3} Ina
oooat—1 et -1 ey
3.63-natija. lim =lna, Xususan lim =1 tenglik o'rinli.
x it X x X

Ishot. ¢ Agar y=a'-1 desak, u holda a™=1+v yoki x=log,{1+y) bo‘lib, x—0 da

. oa -t y
y—=0 bo‘ladi. Demak, lim =lim——=———=lnuae
S0 x i Wig, U )
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1+xY -1
3.64-natija. IimQ=;1 tenglik o*rinli,
X

X0
Ishot. ¢ Agar y—(11.x¥-1 desak, u halda ( H.\')“='l+y voki pln( [ +x)=In(1+1)
bo'lib, x>0 da y—0 bo‘ladi. Demak,

4

(X -1 _ 5 .
TS G Mt BTG N 271 (i AN (R SN (St BN
=l X =0y =0 x-In(l+ p) =0 In(l+ ) x

. . l—cosdx . . .
3.65-misol. lijp—— limitni hisoblang.
=0 xsin2Zx

. . l—cosdx in? i
Yechish. l;mﬁlinlgs‘” 2% _ 5 m S 2E 5 g,
Yo xgin2x 9 xsin2x X0 Dx

Ix
. . +2
3.66-misol. llm[x IJ fimitni hisoblang.

Yorl x4

X 3x
Yechish. lim[x+2) = 1im(1+‘[_J -

L x+L el xt]

¢ x4 Y -3
lim L1+L . 1+41_] =g l=¢.
o x+1 x+1

287misol Loy V=25 = 1 iien; bisoblang,

0 Jx

Yechish. 64-natijaga ko‘ra

Yl 2x =1 1 (l;z_f)”;l.(_z):l,l.(_zg 2
P T P 3 n “3n’

8-§. Funksiyalarning limitga éga bo‘lish shartlari
1. Moneton funksiyaning limiti. Aytaylik, y=fx} funksiya X to‘plamda
berilgan va a miqfa shu to‘plamning limit nugtasi bolib, barcha xe X lar uchun x<g

bo‘lsin.
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3.68-teorema. Agar y=flx) funksiva X to‘plamda o‘suvchi va yuqoridan
chegaralangan bo‘lsa, u holda u ¢ nuglada limitga ega, agar yuqoridan
chegaralanmagan bo‘lsa, uning limiti +eo bo*ladi.

Isbot. ¢ Aytaylik, y=flx) funksiya X to‘plamda yuqoridan chegaralangan
bo*lsin, ya'ni { Ax) : x X } to*plam yuqoridan chegaralangan. Bizga ma’lumki, bu
to*plam aniq yuqori chegaraga ega. Uni b orqali belgilaylik: b=sup{f{x}: x¢ X'}. Endi,
& son flx) funksiyaning x—a dagi limiti bo*lishini ko*rsatamiz.

Aniq yuqori chegara ta’rifiga ko‘ra, barcha xe X lar uchun fx)<b va ixtiyoriy
£> 0 uchun biror x" € X topilib, f(x') > b — £ bo‘ladi. Berilishiga ko‘ra Ax)
funksiya o‘suvchi. Ya'ni, barcha x' < x larda f(x') < f(x) bo‘ladi. Bundan
b—e< f(x) < b < b+ ¢ tengsizlikni hosil gilamiz. Agar § = a — x’ deb olsak, u
holda ¢ < |x —a| <& tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x larda b —e <
F(x) < b+ £ tengsizlik o'rinli bo‘ladi.

Demak, ta’rifga binoan, limfxi=5.

Endi, Aytaylik, f{x) funksiya yuqoridan chegaralanmagan bo‘lsin. U holda
ganday A>0 katta son olmaylik, shunday x' € X mavjud bo‘lib, f(x') > A bo‘ladi.
fix) funksiya o‘suvehi bo‘lganligi uchun x > x* tengsizlikni ganoatlantiruvehi

barcha x € X larda ham f{x) > A tengsizlik o*rinli bo'ladi. Demak, limAx)=tec. #

Avytaylik, y=fx) funksiva X to‘plamda kamayuvchi va @ nuqta X to*plamning
limit nugtasi bo*lib, barcha x € X lar uchun x < @ bo*lsin.

3.69-teorema. Agar y—f{x) funksiya X to‘plamda kamayuvchi va quyidan
chegaralangan bo‘lsa, u holda v o« nuglada limitga ega, agar quyidan
chegaralanmagan bo'lsa, uning limiti e bo® ladi.

Isbot. 0 Bu teorema ham yuqoridagi kabi isbotlanadi (3-124-masala). ¢

2. Funksiya limitga ega bo‘lishi uchun zaruriy va yetarli shart.

Aytaylik, y=Ax} funksiya A to‘plamda berilgan va a nuqta X to'plamning limit
nuqtasi bo'Isin.
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3.70-teorema (Koshi alomati). limfx} mavjud bo‘lishi uchun, ixtiyoriy £>0

songa mos shunday § > # son mavjud bo'lib, 0 < jx' —al <4 0< |x" —a) < &
tengsizliklarnt  qancatlantiruvehi barcha x, x" € Xlarda Jf(x) - F(x'") < ¢
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli

Ishot ([1], 143-bet; [7], 89-bet).

9-§. Cheksiz kichik funksiyalar va ularni tagqoslash

1. Cheksiz kichik funksiyalarning xossalari. Aytaylik, y—a(x) funksiya X
to‘plamda berilgan va @ nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

3.71-ta’rif, Agar lil:l}a('x) #) bo‘lsa, u holda ot(x) funksiya x—»a da cheksiz
kichik funksiyva deyiladi.

Cheksiz kichik funksiyalami qisqacha, cheksiz kichik deviladi.

Masalan, o(x)=x*+x’ funksiya x—0 da cheksiz kichik, g(x) = x* - 4
funksiya x—2 da cheksiz kichik.

Cheksiz. kichik funksiyalar ham cheksiz kichik ketma-ketliklardagiga
o‘xshash quyidagi xossalarga cga.

3.72-xo0ssa. Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalarning yigfindisi cheksiz
Kichik funksiya bo‘ladi.

3.73-xo0ssa. Cheksiz kichik funksiya va chegaralangan funksiya ko®paytmasi
cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.

3.74-misol. Ushbu f{x} = x? sini tunksiyaning x — 0 da cheksiz kichik
funksiya ekanligini ko'rsating.

Yechish. Berilgan funksivani a(x) = x? va g(x} = sini funksiyalarning
ko‘paytmasi ko‘rinishda yorish mumkin, x — 0 da a(x) = x2 cheksiz kichik

funksiya eckanligi  ravshan. g{x)} = sin% funksiya aniglanish  sohasida
chegaralangan: |sin£] = 1. U holda yuqorida isbotlangan xossaga ko‘ra f(x) =

x? sin~ funksiya x - 0 da cheksiz kichik {unksiya bo*ladi.
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2. Cheksiz kichiklarni tagqoslash. Aytaylik, «(x) va B{r) lar x—>a da
cheksiz kichik bo‘lsin.

3.75-ta’rif. Agar, lim am limit mavjud va ¢=0 bo*lsa, u holda ct(x) va }{x)

s=a f(x)
cheksiz kichiklar, x—a da bir xif tartibli deyiladi.

3.76-ta’rif. Agar limMﬂ bo‘lsa, u holda a(x) va B(x) cheksiz kichiklar

£ fi(x)

x—a da ekvivalent deyiladi. Bu hel a~f ko‘rinishida yoziladi.

3.77-ta’rif. Agar |jmﬂ =0 bo‘lsa, u holda a(x) cheksiz kichik, x—»a da B (x)

= f{x)
cheksiz kichikka nisbatan yugori tartibli cheksiz kichik deyiladi.
Bu hol a(x) = o{#(x)) kabi belgilanadi.
3.78-misol. x>0 da w{x)=siny, B{x)=x funksivalar ekvivalent cheksiz
kichiklar ekanligini ko‘rsating.

. . sinx . .
Yechish. Haqigatdan, lln&l— =1. Demak, 3.76-ta’rifga ko'ra sinx~x.
- x

3.79-misol. x>0 da l-cos2x funksiya x ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz
kichik bo‘lishini ko‘rsating.

Yechish. 3.77-ta’rifni bajarilishini ko*rsatish yetarli.
1-cos2x _ i 2sin® x

R . sinx .,
lim i =2lim limsinx =10, Bundan 1-cos2x
x—0 x = X x=h  x x—n{)

funksiya x ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik. Demak, 1 — cosx = o(x).
3.80-misol. x>0 da afx)=v1+x—1 va B(x)=x lar bir xil tartibli cheksiz
kichiklar ekanini isbotlang.

Yechish. 3.75-ta’rifning bajarilishini ko‘rsatish yetarli.

iimm_lzlim(m_l)-(m+l)=li x L

A T [ (e 2

demak, berilgan cheksiz kichiklar bir xil tartibli ekan.

3. Ekvivalent cheksiz kichiklar yordamida limitlarni topish.
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2. 81-teorema. Agar x—o da alx)-o{x) va Bx)B{x) bo'lib, lim%
X3 P

mavjud bol hold ham mavjud bo‘lib, wtx) _
R sa, u holda lim 2 m ! im 25 = lim ﬂl(

) tenglll\

a‘rinli bo*ladi.

a(x) - aGeyray O, (x) cooalx) . )L e ()
Isbot. ¢ lim s | . . =
s I e = I e hm — st ham W0 w Ime e
‘11(1)
*
l-ro‘;ll .31(15)
. l—cos3x
3.82-misol. hmi limitini toping.
o0 xsinx

3x 3x Y} 9x® . . .
Yechish. 1-cos3x= 251n‘?-2 —3~ . Shuningdek, x~sinx dan xsiny~x?

z,
9x’
kelib chiqadi. Demak, [im L7593 _jm.2 = °
= xsinx =0 xt 2

(3x +4x° +\’)
. ... limitni toping.
x* +4x"

3.83-misol. lim

x ¥l

Yechish, (3x2+4x5+x8)-(3x7)7=27x8, Jx* + 441 ~JF =x* munosabatlarga

. 3

(3x‘ +4x° + x'") Co27xt s
=lim—— =1lim27x" =9.

19 4 X x—l)

ko‘ra lim

w=pid

x4+ 4x
Mash¢q va masalalar

Limitlarni toping (109-116):

. sin? 3x - . tg2x
3-109. }cl_l;% prerre 3-110. l‘i‘})m
3111, Yim 12528X 3-112. lim x - ¢t g x.
x—=0 x* x-0
3-113. lm arctyg 2x 3-114. lim cos5x~cosix
x—0 x x—{ x
3-115. lim 22802 3-116. lim 3222
SN TR S tg 4x
x—0 x 2
Limitlarni toping (117-125):
3-117. lim*¥1 4 3x. 3-118. Jim (22 5) .
x50 x—o0 \X+H4
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1

. 3+5x\x . e¥—g?

3-119. tim (5] 3-120. lim * =2
_nXx+2 .

3.121. lim (L") . 3-122, lim 22,

x—00 \6—X X=e X—-8

1

3-123. Tim (1 = sin x)is. 3-124. limx[In(x + 3) — Inx].

— x—oo

3-125. 3.69-tecremant isbotlang.
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IV BOB. UZLUKSIZ FUNKSIYALAR

1-§. Funksiyaning nuqtada uzluksizligi, nuqtada uzluksiz funksiyalarning

xossadari

Funksiyaning uzluksizligi tushunchasi matematik analizning asosiy

tushunchalaridan biri bo‘lib, u funksiya limiti tushunchasi bilan bevosita bog*lig,
d.1-ta’rif. Agar lim f(x)= f(a) bolsa, f(x) funksiya X=0 nuquada
uzluksiz deyiladi.

Ta'rifdan ko‘rinadiki, f(x) funksiya ¥=0d nugtada uzluksiz bo*lishi uchun
quyidagi shartlar bajarilishi kerak: 1) f(x) funksiya X=a nugtada aniglangan; 2)
lim £(x) mavjud; 3) lim f(x)= f{a).

Funksiyaning nuqtada uzluksizligiga Geyne, Koshi ta’riflarini ham berish
mumkin {1, 3-masalalar).

4.2-misol. V= f(x) funksiyani X=8 nuqtada uzluksizlikka tekshiring:

a) flxy=x"-5, a=2, b f{x)=[x}, a=2; o f(x)=[x], a=25.

Yechish, a) funksiva o=2 nuglada aniglangan va f(z) = —1;
[lrlef(x) = £l_l£l(\‘2 -5)=4-5=-1 mavjud va Elrggf(x)=f(2) Demak, funksiya
a=2 nuqtada uzluksiz.

b) funksiva a=2 nugtada aniglangan va {2)-2; I(T:If(x):[xlﬂ[x] mavjud
emas, chunki f(x - 0) = TEIQ}O[X] =1, f(x+ 0) = Xl_ig}u[x] =2 Demak, funksiya a=2
nugtada uzilishga cga.

¢) funksiya ¢=2.5 nugtada aniglangan va {2)={2 51=2; lirp_f(x) = Iirps[x] =2

mavjud va |iﬂjf(X) :f(Z). Demak, funksiya a—2,5 nugtada uzluksiz.
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Limitga ega bo‘igan funksiyalarming xossalariga kabi uzluksiz funksiyalar
ham quyidagi xossalarga ega.

d.3-teorema. Aylaylik fix) va g(x) funksiyalar X oraliqda aniqlangan va
ae X nugtada vzluksiz bo‘lsin. U holda

1} @ nugtaning (@ —&,a + §),8 > 0 atrofi mavjud bo‘lib, bunda f(x)
funksiya chegaralangan bo‘ladi;

2y agar f(a) > 0, f(a) < 0 bo‘lsa, & nugtaning (@ — §,a + &), 6 > 0 atrofi
mavjud bo‘lib, bu atrofdan olingan ixtiyoriy X uchun f{x} > 0, f{x) < 0 bo‘ladL

N y=fxX)+gx) vay=f(x)—g(x) funksivalar @ nugtada uzluksiz
bo‘ladi;

4)y = f(x) - g(x) funksiya @ nugtada uzluksiz bo*ladi;

5) agar y = g(x) funksiya @ nuqtada nolga teng bo‘lmasa, u holda y =
f(x)/g(x) funksiya a nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

Isbot. (4-5-masala)

It

4.5-teorema. Agar f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz, g(u) funksiya ug
f(x,) nugtada uzluksiz bo‘lsa, u holda g(f(x)) funksiya x, nugtada uzluksiz

bo*ladi, ya’ni lim g(f(x))= L(‘Tlf (X)) =g(f(x,).
Isheot. (4-7-masala)
4.6-misol. y= m funksiyani x=0 nugtada uzluksizlikka tekshiring.
Yechish. y=/x? +1 funksiyani u=x>+1, y=1u funksiyalardan tuzilgan
murakkab funksiva deb garaymiz. u=x"+1 funksiya x=0 nugqtada, y:'\/?f_l
funksiya n=1 nuqtada uzluksiz. Demak murakkab funksiyaning uzluksizligi
haqgidagi teoremaga ko‘ra y = a1 funksiyani x=0 nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
4.7-ta'rif. Aytaylik f(x) funksiya X oraligda aniglangan va g X bo‘lsin.
Agar fla+0)= lim flx}=fla) (fla=0)= lim f(x}=f(a)) bolsa, ¥=/{x)

funksiya & nugtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.



4.8-misol. y=x" funksiyaning ixtiyoriy X,€ R nugtada o‘ngdan va chapdan
uzluksiz ekanligini ko‘rsating.

Yechish. lim ¥*=x), lim x’=x, demak y=x" funksiyaning ixtiyoriy

x—xp=0 x—x,+0
%€ R nuqtada o'ngdan va chapdan uzluksiz.

. [ 2x, x=20, o -
4.9-misol. y= funksiyani x=0 nuqtada uzluksizlikka
3+x, x<0

tekshiring.

Yechish. Funksiyaning x=0 nuqtadagi giymatini, o‘ng va chap limitlarini
hisoblaymiz:  w(() =0, X&To ye xm@ +x)=3, Il_i’mu y= Il_i.mn{'zx) =0 . Bundan
y(0 +0) = ¥(0),y(0 — 0) = ¥(0), demak berilgan funksiya x=0 nugqtada
o‘ngdan uzluksiz, chapdan uzilishga ega.

4.10-misol. y = signx funksiyani x = 0 nuqtada uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Funksiyaning x=0 nuqtadagi qiymatini, o‘ng va chap limitlarini
hisoblaymiz: y(0) = U,xﬂtrjrloy =(-1)= _l’xligloy =1=1. Bundan y(0+
0) #= v{(0),y(0 — 0) # y(0), demak berilgan funksiya x = 0 nuqtada o*ngdan ham,
chapdan ham vzilishga ega.

4,11-teorema. Aytavlik f(x) funksiya ¥ oraligda aniglangan va x; € X
bo'lsin. f{x) funksiya x = x; nuqtada uzluksiz bo‘lishi uchun uning shu nuqtada
chapdan va o‘ngdan uzluksiz bo‘lishi zarur va yetarli.

Ishot. {4-13-masala)

4.12-ta’rif. X oraligning har bir nuqtasida uzluksiz bo‘lgan f{(x) funksiva X
oraligda uzluksiz deyiladi. Agar f(x) funksiya (@ &) oraliqda uzluksiz, @ nugtada
o'ngdan, ¢ nuqtada chapdan uzluksiz bo‘lsa, u [a 6] kesmada uzluksiz deyiladi.

4.13-misol. y = ———— funksiyani uzluksizlikka tekshiring,
x +3x-~4

Yechish, Berilgan funksiya x=1 va x=-4 nuqtalardan boshqa barcha
nugtalarda aniqlangan. Bu funksiyaning aniqlanish sohasining har bir nuqtasida
uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz. Hagigatan ham, y=cosx va y=x"+3x—4
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funksiyalar sonlar o‘qining har bir nuqtasida uzluksiz va y=x" +3x—4 funksiya

x=1 va x=-4 nuqtalardan boshqga barcha nuqtalarda noldan farqli. Shu sababli 1-
teoremaning 6-bandiga ko‘ra funksiya x=1 va x=—4 nuqtalardan boshqa barcha
nuqtalarda uzluksiz bo‘ladi. Demak u (—o0,—4) U (—=4,1) U (1, +0) to‘plamda

uzluksiz bo‘ladi.

4.14-misol. a) P(x)=ax"+ax""+..+a,_x+a, ko'phad funksiya, b)

y:_‘oaiﬂ ratsional funksiya aniglanish sohasining har bir nuqtasida uzluksiz

0,(x)
ekanligini isbotlang.
Yechish. Ma’lumki, ko‘phad funksiya to‘g‘ri chizigning har bir nuqtasida
aniqlangan. ratsional funksiva esa mahraj noldan farqli bo‘lgan barcha nuqtalarda
aniglangan. Ravshanki, f(x) = C va g(x) = x funksiya to‘g‘ri chizigning ixtiyoriy

nugtasida uzluksiz. 4.3-teoremaning 3 va 4 bandlariga ko‘ra ko'phad funksiya

to‘g‘ri chizigning har bir nuqgtasida uzluksiz bo‘ladi. yzfz(_"l ratsional funksiya

to'g'ri chizigning (), (x) noldan fargli bo‘lgan barcha nugtalarida aniglangan.
Demak, ko*phad va ratsional funksiyalar o‘zlarining aniglanish sohalarida uzluksiz
bo‘ladi.

4.15-misol. f(x) =ﬁ funksiyaning [3,5] kesmada uzluksiz ekanligini
isbotlang.

Yechish. g(x) = x — 2 funksiya sonlar o*qida aniqlangan, uzluksiz, xususan

[3,5] kesmada ham uzluksiz. Bu funksiya [3,5] kesmada nol qiymat gabul gilmaydi.

Bundan f(x) = ;(Ex—) funksiya ham [3,5] kesmada uzluksiz.

2-§. Funksiyaning uzilish nuqtalari va ularining Klassifikatsiyasi

Aytaylik X oraligda anigqlangan f(x) funksiya va x = a nuqta berilgan
bo‘lsin. Bunda X=@ nuqta X oraligga tegishli bo‘lishi ham, bo‘lmasligi ham

mumkin.
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4.16-ta’rif. Agar x = a nugtada im: f(x) = f(a) tenglik o‘rinli bo‘lmasa, u
holda x = anuqta f(x) funksiyaning uzilish nuqtasi deyiladi.
20-25-rasmlarda x=a nugta uzilish nugtasi bo‘ladigan f(x)

funksiyalarning grafiklari keltirilgan.
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24-rasm 25-rasm

Aytaylik f{x) funksiya X to‘plamda aniglangan va x, € X bo‘lsin.

4.17-ta’rif. Agar xq nuqta f(x) funksivaning vzilish nuqgtasi, f(x; — () va
f(xg + 0) bir tomonli limitlar chekli bo‘lsa, u holda x, nuqta funksiyaning birinchi
rur uzilish nuqtasi deviladi.

Bunda tkki hol yuz berishi mumkin:

a) flx,—0)= f{x,+0), ya'ni bir tomonli limitlar teng. Bu holda fx}
funksiya bartaraf qilish nuumbkin boflgan uzilishga ega deb ataladi. Buning uchun

f(xq) = lim f(x) deb olish kifoya.
XXy

] [2x-3,x=! bolsa, _ . s
4.18-misol. fx)- funksiyani x—1 nuqtada uzluksizlikka
2, x=1 bolsa
tekshiring.
Yechish. x=! nuqtada funksiyaning chap va o‘ng tomonli limitlarini

hiseblaymiz. x=1 nuqgtaning chap va o‘ng temonida fn=2x-3 bo'lganligi

sabahli lh;nf(x)= lim (2x-3)=-1 bo'ladi. Demak, A£1-0)-Ai+0), ammo

x—110 x=—l+1]

lim f(xy=—1+ 2= £(1) bo‘lgani uchun, x=1 nuqta funksiyaning bartaraf gilish
vorl

mumkin bo‘lgan vzilish nuqgtasi ekan. Apar f{1)=1 deb olsak, funksiya x=1 nugtada
uzluksiz ho‘lib qoladi.

b} fxy — 0) = f(xg + ), ya’ni bir tomonli limitlar teng bo‘lmasa, u holda
Ax) funksiya x, nuqtada sakrashga ega deyiladi. Ushbu d = | (xp 4+ 0) — fxy ~
0)| son sakrash katraligi deyiladi.

. { X%, agarx< 0bolsa, i
4.19-misol. Ax)= funksiyani  x—1  nugtada
2x+1, agarx >0 bo'lsa
uzluksizlikka tekshiring.
Yechish. Funksiyaning x=0 nugtadagi chap va o‘ng tomonii limitiarini

hisoblaymiz: £0-0)= limm x*=0, £3+0)=1im (3x+1)=1 va £0-0)2f010).
Xt} x—rl
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Demak, funksiya x=1 nuqtada sakrashga ega, sakrash kattaligi 4=1-0}=1
bo'ladi.

4.20-ta’rif. Agar f(x, — 0) va f{xg + 0) bir tomonli limitlarning kamida biri
mavjud bo’tmasa yoki cheksiz boisa, u holda x, nuqta funksiyaning ikkinchi tur

uzilish nugtasi deyiladi. .

4.21-misol. ﬂx)=ﬁ funksiyani x=1 nugtada uzluksizlikka tekshiring.
Yechish. Bu funksiya uchun f1-0)= lim i =0, A1+0)= lim #}—«:-mo.
Pt x—] Kl — |
Demak, x-=1 nuqta berilgan funksiyaning ikkinchi tur uzilish nugtasi ekan.
4.22-misol. Sonlar o*gi, {-o0;+o0) da berilgan y=D{x) Dirixle funksiyasi vchun
x,~2 uning uzilish nuqtasi ekanligini ko'rsating.

Yechish. Irratsional sonlarning 2 ga intiluvchi {x,} ketma-ketligini olsak,
IMNx,¥=0 bo‘lib, D{x,)—0 bo‘ladi. Agar ratsional sonlarning 2 ga intiluvchi {x]}
ketma-ketligini olsak, D(x;)=1 bo‘lib, D{x,)—1 bo‘ladi. Demak, x, = 2 nuqtada
limiti mavjudmasligini, ya’ni uzilishga ega ckanligini ko‘rsatadi. Yuqorida
tanlangan ketma-ketlik hadlarini 2 dan kichik deb garashimiz mumkin, bundan D(2-
) ning mavjudmasligi, demak x, = 2 Dirixle funksiyasining ikkinchi tur uzilish
nuqtasi ekanligi kelib chigadi.

Shu usul bilan D(x) funksiyaning ixtiyoriy x, (<o;+e0} nugtada uzilishga ega
ekanligini ko‘rsatish mumkin (4-23-masala).

Mashq va masalalar

4-1. Funksivaning nuqtadagi uziuksizligining Geyne ta’rifini ayting.

42, flx) = x% funksiyaning x = 2 nuqtada uzluksizligini Geyne ta’rifidan
foydalanib isbhotlang.

4-3, Funksiyaning nuqtadagi uzluksizligining Koshi ta’rifini ayting.

4-4. f(x) = 2x — 1 funksiyaning x = —1 nuqtada uzluksizligini Koshi

ta’rifidan foydalanib isbotlang,

4-5. 4.3-teoremani isbotlang.
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4-6. Agar f{x) funksiya x, nugtada uzluksiz va fx,)>p (mos ravishda £x,)<q)
bo‘lsa, u holda x, nugtaning biror atrofidagi barcha nuqtalarda fx)>p {mos ravishda
Ax¥<g) bo‘ladi.

4-7. Murakkab funksiyaning uzluksizligi haqidagi (eoremani isbotiang.

sfnx

43 flx) = - funksiyani uzluksiziikka tekshiring,

.1
sin—,agar x # 0bo'lsa,

449, flx)= funksivani  uzluksizlikka

1,agar x =0 bo'lsu .
tekshiring.

4-10. Ta’rifdan foydalanib, f(x) funksiyaning har bir x, € R nuqtada
uztuksiz ckanfigini isbotlang:

) f(x) = ¢ b f(x)} = x f () =x%d) fx) = 4x* - 5x + 2.

4-11. Ushbu

) x,agar x < 1 bo'lsq,

fo) = {2, af;a.r x > 1bo'lsa
funksiyaning x, = 1, ueluksiz emasligini, ammo bu nugtada chapdan uzluksiz
ekanligini ko‘rsating. f(x) funksiva grafigini chizing.

4-12. Ushbu

70 (3 gar s —2boen

funksiyaning x, = 2, uzluksiz emasligini, ammo bu nuqtada o’ngdan uzluksiz
ekanligini ko‘rsating. f{x) funksiya grafigini chizing.

4-13. 4.1 1-teoremani isbotlang.

4-14. f(x) funksiyani uzluksizlikka tekshiring, grafigini chizing. Uzilish
nugtalarida sukrashni hisoblang.

2, agarx < —2 bo’lsu,

a)f(x) ={J4-x2, agar—2<x<2bo'lsa,

x—2, agar x> 2hbo'lsa

x*+1, agarx<1bo'lsa,
6)f(x) =12 agar 1<x<2bolsa,
3x, agar x>2bo'lsa.
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4-15. f(x} funksiyani x, nuqtada vzluksizlikka tekshiring:

a) f(x) = arcty x—z,xu =1, 6)flx)= E%Al,xo =3

4-16. Uzluksiz funksiyaning xossalaridan foydélanib, f(x) funksiyaning
(—o0: + ) oraliqda uzluksiz ekanligini isbotlang:

a) f{x) = 4x5 —
¢) f(x) = sin5x — 371, d) f(x) = ¥x — 2 + cos?4x.

7
xZ+1

4x—1
x4+77

+ 2. b f(x) =5x +

4-17. f(x} =+/x funksiyaning x, > 0 nuqgtada uzluksiz, xy = 0 nugtada
o‘ngdan uzluksiz ekanligini isbotlang,

4-18. Agar f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz, g(x) funksiya x, nugtada
uzlilishga ega bo‘lsa, u holda f{x) + g(x)} funksiya x, nuqtada uzlilishga ega
bo‘ladi. Isbotlang.

4-19. x, nuqtada uzilishga ega bo‘lgan shunday f{(x}, g{x) funksiyalarga
misol keltirinki, 1) ularning yigindisi x; nugtada uzilishga ega bo‘lsin; 2) ularning
yig indisi x nugtada uzluksiz bo‘lsin.

4-20. xq muqtada uzluksiz f{x), uzilishga ega bo*lgan g(x) funksiyalarga
misol keltirinki, 1) ularning ko‘paytmasi x; nuqtada uzilishga ega bo‘lsin; 2)
ularning ko‘paytmasi x, nugtada uzluksiz bolsin,

4-21. Agar f(x) vzluksiz funksiva bo‘lsa, u holda f(|x]} wva |f{x)|
funksivalar ham vzloksiz bo‘ladi. Isbotlang,

4-22. f(x) funksiya X oraligda uzluksiz bo'isa, u holda

_{f(x), agar f(x)>0,
VI -{ 0, agar f(x) < 0.

{0, agar f(x3=0,
b) folx) = {f(x), agar f(x) <0

funksiyalar ham X oraligda uzluksiz

bo‘ladi. Isbotlang.
4-23. Dirixle funksiyasining har bir nuqtada uzilishga ega ekanligini

isbotlang,
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0, agar x irratsional bo’lsa,

4-24. Aytatlik, f(x) = {}_ agarx = B PCZ qEN bu yerda z
R py ,

qisgarmaydigan kasr, bo‘lsin (bu funksiva Riman funksivasi deviladi). Ishotlang:
F{x) funksiya a) har bir irratsional nuqtada uzluksiz; b) har bir ratsional nuqtada

birinchi tur uzilish nuqtasiga ega.

3-§. Kesmada uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalari

Biz quyida, asosan [a:h] segmentda uzfulsiz bo'lgan funksivalarni, ya™ni (o))
intervalda uzluksiz, g nugtada o‘ngdan va b nuqtada chapdan uzluksiz funksiyalarni
qaraymiz.

4.23-teorema {Veyershtrassning bicinchi teoremasi). Agar y=f(x) funksiya
[e:6] segmentda aniglangan va vzluksiz bo‘lsa. u holda funksiya shu segmentda
chegaralangan bo‘ladi,

Ishot. ¢ Isbotni teskaridan faraz giligsh usuli bilan olib boramiz.

Faraz qilaylik, fix} funksiya yuqoridan chegaralanmagan bo‘lsin. Ya'ni,
qanday natural # son olmaylik, shunday x.e [a:b] nugta tbpilib, HAxa)=n bo'ladi,

Shu shart bilan [#;6] segmentdan olingan xi, x2, x3,. . ., X, . . ketma-ketlikni
qaraylik. Bu ketma-ketlik chegaralangan bolgani uchun, Bolsano-Veyershirass
lemmasiga ko‘ra undan yaqinlashuvchi {x, } ketma-ketlik ajratib olish mumkin:
Xp,—> Xo€ |a:b].

Teorema shartiga ko‘ra fx) funksiya x, nugqtada uzluksiz. Shuning uchun
fxp, }—=f(xq} boladi. Ikkinchi tomondan, bu ketma-ketlikning qurilishipa ko‘ra
f(xnk) >y bo'lib, f(xnk) - +oo ekani kelib chiqadi. Bu qarama-qarshilik,
farazimizning noto*g*ri ekanligini ko‘rsatadi.

Funksiya quyidan chegaralanmagan helda ham yugoridagiga oxshash
ishotlanadi. ¢

4.24-teorema. (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi). Agar fix) funksiya
[«r;5] sepmentda uzluksiz bo'lsa, u holda funksiya shu segmentda o*zining aniq quyi

va anig yuqori chegaralariga erishadi.
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Isbot. ¢ Teoremaning xulosasini quyidagicha aytish mumkin: [a;h)

segmentda shunday x; va x; nugtalar mavjud bolib, fx))= sup {fx)}, Ax:)= iflfﬂ
(k) el

{x)} bo'ladi.

Demak, flx,) son f{x) funksiyaning [a;b] segmentdagi eng katta qiymati, flx;)
¢sa eng kichik giyvmati ckan,

Berilgain Jixy funksiva [a:h] segmentda uzluksiz bo‘lgani uchun, 4.23-

teoremaga ko‘ra chegaralangan bo*iadi. Demak, E(f) to'plam aniq yuqori va anig

quyi chegaralarga ega. Ushbu sup {Ax)}=c, ina] {fx)}=d belgilashlar kiritaylik.
Efah] el

Endi, [a;5] segmentda biror x; nugta mavjud bo‘lib, Ax,)—¢ bo‘lishini ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik, barcha x< [a;4] larda flx)<c bo'lsin, U holda @(x)~ - }4-
c— f{x)

funksiya [a;4] segmentda uzluksiz va 4,23-teoremaga ko'ra chegaralangan. Ya'ni

shunday (1>0 son topilib, har bir xe {a:5] uchun @(x¥< 1 bo'fadi. Bundanf{,\')Sc-l
1

bo lib, e- L son f{x) funksiyaning yugori chegarasi ekanligi kelib chigadi. Bu esa, ¢
re

son flx) funksiyaning aniq yuqori chegarasi degan fikrga zid. Bu ziddiyat
farazimizning noto‘g‘ri ekanligini ko‘rsatadi, ¢

4.25-teorema (Bolsano-Koshining birinchi teoremasi). Agar fix} funksiya
[a;6] scgmentda uzluksiz bo‘lib, segmentning chetki nugqtalarida turli ishorali
giymatlar gabul gilsa, u holda shunday ¢ nuqta {a<c<b) topilib, R¢)-0 bo'ladi.

Ishot. ¢ Faraz qilaylik, Aa)<0, Ab¥>0 bo‘lsin. [a;h] kesmani teng ikkita
fa; fiEﬁ]] va [“—:—2; b} bo'lalkka bolamiz. Agarj(a%b):() bo'lsa, u holda teorema isbot
gilingan bo*ladi.

A garj{a—;—g);t() bo'Isa, u holda yangi segmentlardan birining chetki nugtalarida

(unksiya turli ishorali qiymatlar qabul qiladi. Shu kesmani [an;61] bilan belgilaymiz:
Aa)<0 va b y>0.



Endi, [a;/(] segmentni teng ikkiga bo‘lamiz va yuqoridagi mulohazani [a; 4]
segmentga nisbatan takrorlaymiz va hokazo.

Umuman, quyidagi ikki holdan biri ro‘y beradi.

a, +b
1-hol, Biror 3 * nuqtada fx) funksiyaning qiymati nolga teng bo‘ladi;

a,+b,

2-hol. Barcha # lar uchun £ )20 bo‘lib, bu jarayon cheksiz davom

etadi.

&+
- lzbl

26-rasm

a,+b

Agar 1-holda 2 “=¢ deb olsak, u holda flcy=0 bo‘lib, teorema isbot

gilingan bo‘ladi.
2-holda esa ichma-ich joylashgan |a;b] o [abe] 2. . . 2 Jaubd o . ..
segmentlar ketma-ketligi hosil bo‘lib, barcha #=-1, 2, 3,... larda fa.)<0, flb.)>0

. . -
bo'ladi (26-rasm). Shuningdek, [a.;h,] segmentning uzunligi a,,-b,.=—-—a

"

=0
bo‘ladi.
Ichma-ich joylashgan segmentlar ketma-ketligi prinsipiga asosan shunday

ce{a;by mugta mavjudki. lima,=limb,=c 0°rinli. Endi Az} funksiva ¢ nugtada

L 7oy

uzluksiz bo‘lgani uchun Ac)=limAa)<0 va Ac)=1limA6.,)20 bo'ladi. Bulardan

Ae)=0 kelib chigadi. ¢



Bu teoremadan tenglamalaming  yechimi  mavjudligini  ko‘rsatishda
foydalanish mumkin. _

4.26-misol. x"+x* +1=0 tenglamaning [-1;0] segmentda yechimi mavjudligini
ko' rsating. ]

Yechish. Ax)= x"+x'+] funksiya |-1;0] scgmenida uzluksiz bo‘lib, kesma
uchlarida f{-1)=-1<0, £0)=1>0 giymatlarni gabul giladi. 23-teoremaga asosan ¢e (-
1:0} son topilib, flc}=0 bo*ladi.

Demak, [-1:0] segmentda berilgan tenglamaning yechimi mavjud.

4.27-tecrema ( Bolsano-Koshining ikkinchi teoremasi). Agar f(x) funksiya
|@; b] segmentda uzluksiz va kesmaning uchlarida bir-biridan fargli, f{(a) =p va
f(h) = g qiymatlarga ega bo'lsa, u holda p va g sonlar orasidagi ixtivoriy d son
uchun shunday ¢ nuqta (a < ¢ < ) topilib, f(¢) = d bo‘ladi.

Isbot. ¢ Faraz qilaylik, p < d < g bo'lsin. Yordamchi ¢(x) = f(x) —d
lunksiyani olamiz, Bu, @(x) {unksiva Bolsana-Koshining birinchi teoremasining
barcha shartlarini ganoatlantiradi:

@(x) tunksiya [a; b] segmentda uzluksiz bo*ladi, chunki, y = f(x) vay =
o funksivalar [¢; b] da uzluksiz.

play=flay—d=p—-d<0, o@b)=fh)—-d=qg—-d>0

Shuning vchun {a, ) intervalda shunday ¢ nuqta topiladiki, o(c}=0 yoki fc)-
o -0, ya'ni fc)=d bo’ladi.

Demak, [a; 6] da uzluksiz boigan fanksiya o‘zining, ixtivoriy ikki giymati
orasidagi barcha qiymatlarni qabul giladi. #

4.28-natija. Agar fix) funksiya X oraligda uzluksiz bo‘lsa, u helda uning
(iymatlari to*plami ham oraliq bo‘ladi, ya'ni £x) funksiyaning giymatlar to*plami
F(/f) oraliq bo*ladi.

Ishot. 4-37-masala.
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Mashq va masalalar

4-25. f(x) funksiyania)} [0; 2]; b) [-3;1]; ¢) [4; 5] kesmalarda uzluksizlikka

x+4,

tekshiring, bu yerds 1) f(x) = = 2)f () = 5= 3) fx)=InTZ; 9

7 *iza-3’

f) =+xZ—x—20.

4-26. Berilgan intervalda uzluksiz va chegaralanmagan funksivaga misol
keltiring.

4-27. [a;b] kesmada aniglangan va chegaralanmagan funksiyaga misol
keltiring.

4-28. Biror to‘plamda uzluksiz 0 va 2 giymatlamni gabul qiladigan, Ickin 1 ni
gabul gilmaydigan funksiyaga misol kelliring,.

429, [0;1) va [1;2] oraliglarning har birida uzluksiz, lekin ularning
birlashmasida, ya’ni [0; 2] kesmada uzluksiz bo‘lmagan funksiyaga misol keltiring.

4-30. (a; b) intervalda uzluksiz bo‘lgan f(x) funksiyaga misol keltiringki,
uning giymatlar to‘plami a} interval; b) kesma, ¢) yariminterval bo‘lsin.

4-31. Berilgan kesmada eng katta va eng kichik giymatlarni va ular orasidagi
barcha giymatlarni qabu! giladigan, lekin shu kesmada uzluksiz bo‘lmaydigan
funksiyaga misol keltiring.

4-32. Har bir uchinchi darajali ko‘phadning kamida bir haqiqiv ildizi
mavjudligini isbotlang.

4-33. Agar f(x) funksiya berilgan oraligda uzluksiz bo‘[sa, u holda [f(x)|
funksiya ham shu oraligda uzluksiz bo*lishini isbotlang.

4-34. [a;b] da uzluksiz bo‘lmagan shunday f(x) funksiyaga misol
keltiringki, {f(x}| shu kesmada vzluksiz bo‘lsin.

4-35. f(x) funksiya [a,b] kesmada aniglangan, uzluksiz va musbat qiymatlar
qabul gilsin. U holda shunday g > 0 topilib, barcha x € [a, b} uchun f(x) = u
bo‘lishini isbotlang.

4-36. Agar f(x) funksiya [a; +o0} da uzluksiz va lirP f(x) chekli limit
X—=+o0

mavjud bo'lsa, u holda f{(x) funksiya [a; 4o} da chegaralangan boladi.

4-37. 4.28-natijani isbotlang.
108



4-§. Monoton funksiyaning uzluksizligi

4.29-teorema. Agar fix) funksiya X oraligda monoton funksiva bo‘lsa, u
holda u shu oraligning istalgan nuqtasida yizluksiz bo®ladi yoki fagat birinchi tur
uzilishga (sakrashga) ega bo‘ladi.

Ishot, & Aytaylik, f(x) funksiya X oraliqda o*suvchi va x, nugta .V oraligning
ichki nuqtasi bolsin. U holda x4 nugtaning shunday (x, — §; x5 + §) < X atrofi
mavjud bo'lib, x < x; tengsizlikni ganoatlantiruychi barcha x € X larda f(x) <
f(xg) bo‘ladi. Demak, f{x) funksiva (x;,—d;x;) to‘'plamda yuqoridan
chegaralangan. Monoton funksivaning limiti haqgidagi teoremaga asosan,
J(li;cn flx) = f(xq — 0) < f(xq) bo*ladi.

S

xp dan katta bo‘lgan barcha x lar uchun f(x,} < f(x) o'rinli. Demak
{f(x), x > xp} to*plam quyidan chegaralangan. Bu to*plamning anig quyi chegarasi
mavjud, uni b bilan belgilaylik: & = inf{f(x), x > x,}. To‘plamning aniq quyi
chegarasi xossasiga ko'ra ixtiyoriy & musbat son uchun X to‘pilib, f(X) < b+ ¢
tengsizlik o‘rinli bo*ladi. Funksivaning o‘suvchi ekanligidan x; < x < ¥ uchun
b<f(x)<b+e orinli, Ushbu & =% —x; belgilash kiritsak, yuqoridagi
aytilganlarni quyidagicha gayta ifodalash mumkin: ¢ musbat son uchun &§ > 0
to‘pilib, xy < x < xy + § tengsizlikni ganoatlantiruvchi x lar uchun b — g < b <

f{x} < b + £ o‘rinli bo'ladi. Bu degani limwf(x) =flx, +0)}=b.
X Xg

Bulardan f(xp — 0} < f(xy)} < f(xy + 0) qo'sh tengsizlikka cga bo'lamiz.

Agar f(x, —0) = flx;) = f(x, + 0} bo‘lsa, u holda funksiya x; nugtada
uzluksiz bo'ladi. Agar, f(xp; —0) < f(xy +0) bo'lsa, u holda x; nugta f(x)
funksiyaning birinchi tur uzilish nugtasi bo*ladi.

Agar xg nugta X oraligning chetki nugtasi bo‘lsa, bir tomonli limitning
mavjudligini ko‘rsatish kifoya.

Monoton kamayuvchi funksiva uchun ham shu kabi tasdiq o‘rinli (4-38-

masala}.
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4.30-teorema. Agar f{x) funksiya X oraligda monoton bo'lib, uning
qiymatlari to‘plami biror Y oraliqdan iborat bo‘lsa, u holda f(x) funksiya X
oraliqda uzluksiz bo*fadi.

Isbot. ¢ Aytaylik, f(x) funksiya X oraliqda o‘suvchi bo*lsin. Faraz gilaylik,
Xy € X nugta f(x) funksiyaning uzilish nuqtasi bo‘lsin, U holda I-tcoremaga
asosan, flx,-0y<Ax,+0} bo‘ladi. Shuningdek, (Hx,-0)AxHON{Ax)} to‘plamdagi
sonlarning hech biri funksiyaning qiymati bo*lmaydi, ya'ni funksiyaning giymatlar
to‘plami Y oraligdan iborat bo‘lmaydi. Bu ziddiyat fikrimizning noto‘g'riligini,

teoremaning to*g'riligini ko‘rsatadi. ¢

5-§. Teskari funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi

4.31-teorema. Agar f(x) funksiva A oraligda uzluksiz va o‘suvchi
(kamayuvchi} bo‘lsa, u holda funksiyaning qivmatlar to‘plami Y={fx): xc X} da
unga teskari funksiya mavjud bo*lib, u uzluksiz va o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi.

Isbot. ¢ f(x) funksiya uzluksiz bo‘lgani uchun Bolsano-Koshining ikkinchi
teoremasiga asosan, uning giymatlar to‘plami ¥ oraliq bo*ladi. Demak, har bir y,e ¥
uchun flx,)=y, tenglikni ganoatlantituvchi x, son mavjud. Bu tenglikni
qanoatlantiruvchi x.e X yagona bo‘ladi.

Hagiqatan, x, dan farqli x| nuqta olsak, f{x) funksiya monoton bo‘lib, x.2x
bo‘lgani uchun fix,)#Ax) bo‘ladi. Shunday qilib, } oraligdan olingan har bir y ga X
oraligda f(x) = y tenglikni ganoatlantiruvchi yagona x mos keladi. Demak, V
oraligda y=f(x) funksiyvaga teskari bo‘lgan x=¢(y} funksiya mavjud.

Endi, y=fx} funksiya o‘suvchi bo‘lsa, x=p(3/) funksiyaning ham o‘suvchi
bo‘lishini, ya’ni yi<yz (n1=fx1), y2fx2)) bo‘lganda x(<x; tengsizlik o‘rinli bo‘lishini
ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz gilaylik, ya’ni y,<y, bo‘lganda x,>x; bo‘lsin. U holda
y=Rx) funksiya o*suvchi bo*lgani uchun fix, }>fx2), ya’ni y;>y; bo'ladi. Bu esa, y1<9»

deb olinishiga zid. Demak, x=p{y} funksiya ¥ oraliqda o*suvchi. ¢
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Monoton funksivaning uzluksizligi hagidagi 4.29-tcorcmaga asosan, x=p(y}
funksiya ¥ oraliqgda uzluksiz bo‘ladi. Funksiya kamayuvchi bo‘lgan hal ham

yuqoridagi kabi isbotlanadi.

6-§. Tekis uzluksiz funksiyalar

Aytavlik, f(x) funksiva X to‘plamda berilgan bo‘lsin.

4.32-ta’rif. Agar ixtivoriy £ > 0 son uchun shunday § > @ son mavjud bo‘lib,
[*' — x| < & tengsizlikni ganocatlantiruvchi barcha x',x" € X larda [f(x") —
(x| < & tengsizlik bajarilsa, u holda f(x)funksiya A" to'plamda tekis uzfuksiz
deyitadi.

Agar x5 € X nugta olib, ta’rifdagi x ni x bilan, "' ni x4 bilan almashtirsak,
£{x) funksiyaning x, nuqtada ueluksizligining Koshi ta’rifi kelib chiqadi. Demak,
quyidagi teorema o‘rinli.

4.33-tevrema. Agar f(x) funksiya .\ W plamda tekis uzluksiz bo‘lsa, u halda
bu funksiya shu to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.

Bu teorcmaning teskarisi har doim o*rinli emas,

4.34-misol. f(x) = %funksiya {0;1] oraliqda vzluksiz, lekin tekis uzluksiz
emasligini ko' rsaling.

Yechish. Agar e = %deb olsak, u holda ta’rifda aytilganidek unga mos kelgan
4 > ( son mavjud emas, ya'ni ganday & > 0 son olmaylik, [x" — x"'| < & bo‘lgan

x', 2" nugtalar mavjudkd, [f{x') = f{x")] > % bo*ladi. Bu tasdigni isbhotlash uchun

1
n{n+1)

1 . . . .
Xo= 0 = nuqtalarni garaymiz. Ular orasidagi masofa x' —x"| =

Bundan n sonni shunday tanlash muomkinki, :(:?), < & bo'ladi. Bu tanlangan

nugtalar uchun | f(x") — f(x")] = lf G) -f (ﬁf” =n-n—-1]=1> %
Shunday qilib, berilgan funksiya (0;1] da tekis vzluksiz cmas.
4.35-misol. f(x) = x? funksiva (—oe; +00) da uzluksiz, lekin tekis uzluksiz
cmasligini ko‘rsating.
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Yechish. f(x) = x? funksiyaning {—o0; +°) da uzluksizligi ravshan, Agar

1 1 .
x"=nx"=n+- sonlar uchun |x" —x"| =~ bolib, qanday & >0 son

olmaylik, # sonni shunday tanlash mumkinki, % < & bo‘ladi. Bundan

f(n)—f(n+%)|=|:12—n2—2—n—1z > 2

Ifx) = f =
kelib chiqadi. Demak, fx)=x* funksiya (-o0;+ec) intervalda tekis uzluksiz cmas.

Uzluksiz funksiyalar qaysi vagtda tekis uzluksiz bo‘ladi?- degan save]
tug‘iladi. Bu savolga quyidagi teorema javob beradi. -

4.36-teorema, (Kantor teoremasi). Agar Ax) funksiva [a;b] segmentda
uzluksiz bo‘lsa, u holda f{x) funksiya shu segmentda tekis uzluksiz bo*ladi.

Ishat. ¢ Teoremani teskaridan faraz qilish usuli bilan isbotlaymiz. Aytaylik,
f(x) funksiya [@; b} segmentda uzluksiz, ammo tekis uzluksiz bo‘lmasin.

Demak, biror £ > 0 son mavjudki, § > 0 sonni ganchalik kichkina gilib
olmaylik, [a; b] da shunday x’ va x" nugtalar topiladiki, |x" — x| < & bo‘lsa ham,
If(x") = f(x")}| = & bo'ladi.

Endi 4 ning nolga intiluvchi 8§, =1,6;, = -;_, v, By = ;1;, .. giymatlami
olamiz. Yuqoridagi £ > 0 songa mos &, uchun ikkita [a;b] kesmada x;,, xy, nuqtalar
topiladiki, ular uchun [x4 — x| <i valf(xp) — F(xn)| = € bo'ladi.

Har doim x, € [a;b] bo‘lgani uchun {x,} ketma-ketlik chegaralangan va
Bolsano-Veyershtrass lemmasiga asosan undan yaqinlashuvchi {x, } ketma-ketlik
ajratib olish mumkin: x,, — xy. Uzluksizlik ta’rifiga bincan f(x,, )—=f(xy)

bo‘ladi. Shuningdek, |xp, — x| < nl tengsizlikdan xj, — x, ekanligi kelib
k

chiqadi. Demak, f(xy,)->f(Xo). Bulardan |f(x;,) — f(x5 )| < & kelib chiqadi.
Ikkinchi tomondan farazga asosan, ,f (x,’lk) - f (x,’l'k}l = £. Bu qarama-qarshilik
farazimizni noto*g'ri ekanligini ko‘rsatadi.

4.37-ta’rif. ffé?{f {33 ;[El)f; {f(x)} aytrma flx) funksiyaning X to*plamdagi

tebranishi deyiladi va © orqali belgilanadi.
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4.38-natija. Agar flx) funksiya [a;h] segmentda uzluksiz bo‘lsa, u holda
ixtiyoriy £>0 son uchun shunday 8>0 son mavjud bo‘lib, [a;b] segmentni uzunliklari
§ dan kichik bo‘lan bo‘laklarga bo‘linganda funksivaning har bir bo‘lakdagi

iebranishi € dan kichik bo‘ladi.

7-§. Elementar funksiyalar

1. Hagiqiy sonning haqiqiy darajasi. Dastlab haqiqiy sonning ratsional
darajasini aniglaymiz. Buning uchun quyidagi yordamchi tasdigdan foydalanamiz.

4.39-lemma, Ixtiyoriy n natural son uchun v = x™ funksiya [0; +0) oraliqda
o‘suvchi va uzluksiz, hamda x=0 da =0, x—>+ec da y— 1o bo'ladi,

Isbot (4-52-masala).

Aytaylik, 0 < g < b bo‘lsin. U holda [0, b] kesmada Bolsano-Koshining 2-
tecremasiga (4.27-teorema) ko‘ra x™ = a tenglama musbat yechimga ega, y = x"

funksiyaning o‘suvchi ekanligidan bu yechim yagona bo‘ladi. Shu yechim a musbat
sonning n —darajali arifinetik ildizi deyiladi va ¥a yoki a% ko‘rinishida belgilanadi.

Aytaylik, fratsional va ¢ musbat son bo‘lsin. Agar p va g lar musbat butun

2 e 2y

son bo‘lsa, a¢ = (aq) ,a = ;;3- deb gabul gilinadi.

Endi ixtiyoriy a irratsional son uchun a@® darajani aniglaymiz.

4.40-lemma. ¢ > 1 va @ ixtiyorly musbat irratsional son, {c,} va {d,} «
sonning kami bilan va ko'pi bilan olingan tagribiy giymatlaridan tuzilgan ketma-
ketliklar bo‘lsin. U holda sup{a} = infla®r} boladi.

Isbot. ¢ {c,} va {d,} ketma-ketliklarning tuzilishiga ko‘ra ixtiyoriy n va m
natural sonlar uchun ¢y, < dy, o‘rinli. Bundan {a} ketma-ketlikning yugoridan

chegaralanganligi kelib chigadi. Demak, bu ketma-ketlikning limiti mavjud:

lim a* = sup{a). Shunga o'xshash {a™} ketma-ketlikning quyidan

n—ca

chegaralanganligi, ketma-ketlikning limitining mavjudligi va lim a% = inf{fa%}
n=o0

kelib chigadi.
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(1 4 x}'%" = @ tenglamaning yechimini £ deb belgilaymiz. U holda Bemulli
tengsizligiga koraa = (1 + 119" = 1 + £+ 10", Bundan § < :—;ﬂl. Buni e'tiborga
olsak, a®s — afn = g (aToF — 1) < o - = boladi. {a™) ketma-ketlikning
chegarangantigini, {21 ketma-ketlikning cheksiz Kichik ketma-ketlik ekanligini
¢’tiborga olsak, T{ilrclo(ad" — @) = 0, bundan sup{a‘r} = inf{a%"} kelib chigadi.¢

Shu umumiy fimitni a® deb qabul qilamiz.

1

(l}ﬂ deb olamiz. a >0 va o < 0

Agar a < 1,& > ( bo‘lsa, u holda a“ =

bo‘lganda, o = ;1: deb gabul gilamiz.

Shunday qilib, ixtivoriy haqiqiy x son uchun a* ni anigladik. Shuni ta’kidlash
joizki, a* uchun butun ko‘rsatkichli darajaning barcha xossalari o'rinli ekanligini
tekshirib ko*rish mumkin (4-53-masala).

2. Ko‘rsatkichli funksiya va uning xossalari.

44l-ta'rif. y =a* (a > 0,a + 1) ko‘rinishidagi funksiya ko 'rsatkichli
furksiya deyiladi.

4.42-xossa. Ko'rsatkichli funksivaning aniglanish sohasi (—oo; +o0),
givmatlar to*plami (0, +o0) dan iborat,

Isbot. ¢ Musbat sonning haqiqly darajasi barcha haqiqiy soniar uchun
anigqlangan,

Aytaylik, @ > 1 bo'lsin, U holda @ = 1 + A deb olsak, 1 > 0 bo‘ladi. a™ =
(1 +A)™ = 1 + nl tengsizlikdan n - +oo da @™ > +oo kelib chigadi. Demak, a*

istalgancha kalta qiymatlarga ega. a™ " = ;1,— munosabatdan n - 4o daa™ —

kelib chigadi. ¢
Stunga o*xshash, 0 < a < 1 holni ham tekshirish mumkin (4-54-masala).
4.43-xo0ssa. Agara > 1 va x € ((0; +02) bo'lsa, u holda a* > 1 bofladi.
Agara > 1va x € (—o0; (1) bo'lsa, u holda a* < 1 bo'ladi.
Isbot. ¢ a > 1,x > 0 bo'lsin. U holda 2 = 1 4 A deb olsak, 1 > 0 bo'ladi.

Bernulli tengsizligiga ko'raa® = {1+ 2) = 1 + Ax > 1.
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Agara > 1va x € (—o0;0) bo‘lsin. U holda a* = ﬁ < 1 bo‘ladi. ¢

4.44-x0ssa. Agar a>1 bo'lganda a* funksiya o‘suvchi, 0 <a<1
bo‘lganda kamayuvchi bo‘ladi. '

Isbot. ¢ a > 1,x; < x, bo‘lsin, u holda a2 — g™t = g*1(g¥2™1 — 1) > (),
chunki @®2~% > 1. Rundan a*t < g*2. ¢

Shukabi, 0 < g < 1 bo‘lganda a* funksiya kamayuvchi ekanligini ko‘rsatish
mumkin.

4.45-xo0ssa. Ko‘rsatkichli funksiva (-oc; ree} intervalning har bir nugtasida

uzluksiz,

Isbot. ¢ Dastlab, ]ina a* = 1 ekanligini ko‘rsatamiz. Aytaylik. a > 1 bo‘lsin.
xX—

i 1
U holda a» > 1 bo‘ladi. Agar a» = 1+ a,, deb olsak, uholda a = (1 + )" =

1+ na,, bundan a, < 272 botladi. a, i tanlashimizga ko‘ra a,; > 0. Endi 0 <
T

n = a;—ltengsizlikda limitga o‘tsak, lim a, = 0 kelib chiqadi.
=0

1
Ushbu a% =1+ a, tenglikda limitga o‘tsak, imcto ar = 1 hosil bo‘ladi.

1 1
—% < x <% tengsizlikni ganoatlantiruvchi x larda =am<a*<an
an
tengsizlik o‘rinli. Bandan ]il‘l’é a* =1 kelib chigadi.
b d

Endi ixtiyorly x, € (—o0,+ ) uchun lim a* = a* ekanligini isbotlaymiz.
X—y

lim a* = lim (a*> - %) =@ lim g % = a* -1 = g¥e.

X—+Xq X=X L
. . x_ 1 1 1 1 x
Agar 0 < a < 1be'lsa, uholda lim a* = lim == = = o = Ao,
TR w0
a x=x\a a

Shunday qilib, ko‘rsatkichli funksiya barcha x € (—oo, +-®) larda uziuksiz. ¢
3. Giperbolik funkstyalar. Quyidagi ko‘rinishdagi funksiyalar mos ravishda:

X —X v —-r

-giperbolik  kosinus, y~shx= ¢ ;e

4.46-ta'rif, y=chx="

e

giperbalik sinus, y=thx=2_"2¢
e +

: -giperbolik tangens, y=cthx= - -giperbolik
-

— e*.‘

* e’ +e
Ry X

kotangens deyiladi,



Bu funksiyalarning xossalari 57-61- masalalatda qaralgan.

4. Logarifmik funksiya. a® ko‘rsatkichli funkiyaning aniglanish sohasi
(—r0o, 400}, giymatlar 1o*plami (0, +ce) dan iborat bo'lib, u aniqlanish sohasida
uzluksiz, @ > 1 (0 < a < 1) bo‘lganda ofsuvchi (kamayuvchi). Bundan teskari
funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi hagidagi 4.31-teorema shartlari bajarilad:.
Demak, aniqlanish sohasi (0, +00), giymatlar to*plami (—oo, +c0) bo‘lgan teskari
funksiya mavjud. Bu funksiya asosi a bo‘lgan logarifimik funksiya deb ataladi va
quyidagicha belgilanadi: log, x.

Shuningdek, teskari funksivaning mavjudligi va uzluksizligi haqidagi
teoremadan f(x) = log, x funksivaning quyidagi xossalari kelib chigadi.

4.47-xassa. flx)=log,x

funksiva @ > 1 da o‘suvehi, 0 < a < d

1 da kamayuvchi bo*ladi. a>l_,#___d__
4.48-x0ssa. flx)=log,x 1/ .

funksiya aniglanish sohasida uzluksiz. o ’ ’
Logarifinik  funksiya grafigi

abssissa o‘qini (1,0) nuqtada Kesib 1 0<a=1

o‘tadi (27-rasm).
5. Darajali funksiya. 27-rasm

4.49-ta’rif. f(x) = x* ko'rinishidagi funksiya darajali funksiya deyiladi, bu
yerda ¢ o‘zgarmas haqiqly son.
Darajali {unksivaning aniglanish sohasi ¢ ga bog'liq bo*ladi. Masalan, agar

1 1
f(x) = x>=me N bo'lsa, u holda D{f) = {0, +); agar f(x) = xm,meN

bo‘lsa, u holda D{f) = (—oo, +o0) bo‘ladi. Agar f(x) = x%,m € N bo‘lsa, u holda
B = (=0, ) U {h,+o); agar f(x) =x™,meN bolsa, u holda D(f) =
{0, +00) bo'ladi.

Agar p uratsional son bo‘lsa, sonning irratsional darajasi musbat haqigiy
sonlarda aniglanganligidan, f(x) = x* funksiyaning aniglanish sohasi (0, +c2)
bo‘ladi,
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Darajali funksiyaning ba’zi xossalarini sanab o‘tamiz.

4.50-xo0ssa. g > 0 bo‘lganda darajali funksiya o‘suvchi, g < 0 bo‘lganda
darajali funksiya kamayuvchi bo‘ladi, '

Isbot. ¢ Hagqgiqatan ham, f{x) = x# darajali funksiyani logarifmik va
ko‘rsatkichli funksiyalar gatnashgan murakkab funksiya deb garashimiz mumkin:
x# =eH™ U holda p>0 bo'lsa, e*>1 va Inx funksiyaning o‘suvchi
ekanligidan (&)™ o‘suvchi bo‘ladi. Agar g <0 bo'lsa, e* <1 va Inx
funksiyaning o‘suvchi ckanligidan (e#)"* kamayuvchi bo‘ladi. ¢

d.51-xossa. f(x) = x* funksiya aniqlanish sohasi (0;+e0) da uzluksiz.

Isbot. ¢ Murakkab funksiyaning uzluksizligi haqidagi teoremadan kelib
chigadi. ¢

6. Trigonometrik funksiyalar. Trigonometrik funksiyalar maktabda,
akademik litsey va kash-hunar kollejlarida o‘rganilgan. Shu sababli, bu verda
trigonometrik funksiyalaming aniqlanish sohasida uzluksizligini isbotlash bilan
chegaralanamiz.

4.52-teorema. sinx, cosx, tgx, cégx funksiyalar o‘zining aniqlanish
sohalarida uzluksiz,

Isbot. ¢ x, € D(sin) = (—o0, +w) bo‘lsin. lim sinx = sinx, ekanligini

|
=Xy

ko‘rsatishimiz lozim. Quyidagi almashtirishlarni bajaramiz: sinx — sinx, =
yidag g [}

. X=Xg . X—Xp
. x=x x+x x+xg S sin
2 sin "'COSTDZCOS R (X —xg). x> xy da =1, x—
2 2
x+x . . .
Xq = 0, cas 2 ? esa chegaralangan funksiya. Bundan x — x4 da sinx — sinx, = 0

bo‘ladi. Demak, lim sinx = sinx, o'rinli.
x—-x(,

cosx funksiyaning uzluksizligi cosx = sin (x +§) ayniyat va murakkab
funksiyaning uzluksizligidan kelib chigadi.
tgx funksiyaning uzluksizligi tgx = sinx (x + >tk ke Z) ayniyat va
COSX 2
uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar haqidagi tcoremadan kelib chigadi.

Shunga o*xshash cégx funksiyaning uzluksizligini isbotlash mumkin. ¢
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7. Teskari trigonometrik funksiyalar.

™

!. y=arcsinx arksinus funksiya. Ma'lumki, sinx funksiva [—E,E]

segmentda o‘suvchi va uzluksiz bo‘lib, qiymatiari to'plami [—1; 1] segmentdan
iborat (28, a) -rasm}. Teskari funksivaning mavjudligi va uzluksizligi hagidagi
teoremaga asosan, [—1; 1} segmenfda sinx funksiyaga teskari funksiva mavjud. Bu
funksiya arcsinx orqali belgilanadi.

Bu funksiyaning bevoesita teskari funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi
hagidagi tcoremadan kelib chigadigan xossalarini sanab o*tamiz.

4.53-teorema. arcsinx  {unksiyaning aniglanish sohasi P(urcsin) =
[—1; 1], giymatlari to‘plami E(arcsin} = [wg,g], u aniglanish sohasida o*suvchi
va uzluksiz.

Arcsinus funksiyalaming grafigi 28, b) -rasmda berilgan.

2. y=arccosy, arkkosinus funksiya.

cosx funksiva |0; 7] segmentda kamayuvchi va uzluksiz bo‘lib, giymatlar
to‘plami [—1; 1] segmentdan iborat (29, a)-rasm). Teskari funksivaning mavijudligi
va uzluksizligi hagidagi teorcmaga asosan, [—1; 1] segmentda cosx funksiyaga

teskari funksiya mavjud. Bu funksiya arccosx orqali belgilanadi.

y=arcanx

Y=SInx
%

Y

[
'
1
1
1
|
]
1
Il
.-
1.
]
4

YT S

mmm e mmm e m—a

a) Lol ‘; f..:fb)g:

28-rasm
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4.54-teorema. arccosx funksiyaning aniglanish sohasi D(arccos) =
[—1; 1], giymatlari to‘plami E (arccos) = [0; =], u aniglanish sohasida kamayuvchi
va uzluksiz.

(29, b)-rasm}.

y=arccosx

29-rasm

Xuddi shunga o‘xshash, arctgx va arcctgx funksiyalami ta’riflash mumkin
(62-63-masalalar).

Mana shu to'rt xil funksiyalar reskari trigonometrik funksivalar deyiladi.

Darajali, ko‘rsatkichli, logarifmik, trigonometrik va teskari trigonometrik
funksiyalar asosiy elemeniar funksiyalar deyiladi.

Asosiy elementar funksiyalar ustida to'rt arifmetik amal (qo‘shish, ayirish,
ko‘paytirish, bo‘lish) va murakkab funksiya tuzish chekli marta bajarilganda hosil
bo*ladigan funksiyalar elementar funksivalar deyiladi,

L. Quyidagi funksiyalarning har biri elementar funksiyaga misol bo‘ladi:

a) y=x>+sinx,

1
b) y=, }lgz X+ — +arccosx,
x

¢) y=sint{(x*+3x+1)+nx.
2. Elementar bo*lmagan funksivalarga quyidagilar misol boladi:
- a) y=|x] funksiya, “x ning butun qismi”,
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b) y={x}=x-[x] funksiya, “x ning kasr qismi™.
fJ |, agar x ratsional son bo'lsa,

¢) Dirixle funksiyasi, D{x)= .
) Y e 10, agar x trratsional son bo'lsa

Mashq va masalalar

4-38. 4.2%-tecremant kamayuvchi funksiya uchun ishotlang.

4-39. Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada aniglangan, uzluksiz va
teskarilanuvchi bo‘lsa, u holda bu funksiva gat”iy monoton ckanligini isbotlang.

4-40. Agar f(x) funksiya biror oraligda aniglangan va gat’ iy monoton bo‘lsa,
u holda uning teskari funksiyasi uzluksiz bo‘ladi. [sbotlang.

4-41. x, nugtada uzluksiz, lekin teskari funksiyasi y, = f(x,) nugtada
uzilishga ega bo'lgan f funksiyaga misol keltiring.

4-42. Qar’ iy monoton, uzluksiz, lekin teskarisi vzluksiz bo*Imagan funksivaga
misol keltiring.

4-43. Aytaylik f funksiva [0,1] da wzluksiz, giymatlar to*plami [0,1] ning
qismi bo‘lsin. U holda f{¢) = ¢ bo‘ladigan ¢ € [a, b] mavjud ekanligini isbotlang.

4-44. Aytaylik f va g funksivalar [a, b] da uzluksiz, f(a) > g(a), f(b) <
g(b) bo'lsin. U holda f{c) = g{c} bo‘ladigan ¢ € (¢, b) mavjud ekanligini
ishotlang.

4-45. Aytaylik f va g funksivalar [0,1] da uzluksiz, f =g = g = f bo‘lsin. U
holda f(c) = g(c) bo‘ladigan ¢ € [0,1] mavjud ekanligini isbotlang.

4-46. Aytaylik f va g uzluksiz funksiyalar [0,1] ni o‘ziga akslantirsin. U
holda f(g(c)) = g(f(c)) bo‘ladigan ¢ € [0,1] mavjud ekanligini isbotlang.

4-47. Aytaylik f funksiva R da uzluksiz, f(f(x)) = x bo‘lsin. U holda
f (¢} = c bo‘ladigan ¢ € R mavjud ckanligini isbotlang.

4-48. f(x) funksiyaning X to‘plamda tekis uzluksiz ekanligini isbotlang:

a)flx}=3x—-2, X =K; b) f(x) = x%, X = (=2;3)

o) flx}=Vx, X =[0;2]; dy fix) = Xsinﬁ,X = (0;m].

4-49. f(x) funksiyaning X to‘plamda tekis uzluksiz emasligini isbotlang:
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a) f(x) =x% X =R; b) f(x) = sinx®, X = R;

o) f(x) = cos7, X = (0;1); d) f(x) = Inx, X = (0,1).

4-50. Agar funksiya chegaralangan intervalda chegaralanmagan bo‘lsa, u
holda bu funksiya shu oraliqda tckis uzluksiz emasligini isbotlang.

4-51. Uzluksiz daveiy funksivaning tekis uzluksiz ekanligini isbotlang.

4-52. Ixtiyorly n nawral son uchun y = x™ funksiyaning {0; +-e0)} oraligda
o‘suvehi va uzluksiz ekanligini isbotlang. Bu funksivaning qiymatlar to*plamini
toping.

4-533. Quyidagi ayniyatlarni isbotlang:

a) a®i.g*z = gt by a*:a*: = gF17 %z,

c) (@a*1)¥z = g¥1¥z; dy

4-54. 4.42-xossani 0 < a < 1 hol uchun isbotlang.

4-55. Agar 0 <a <1 va x €(0;+4o0) bo‘lsa, u holda a* < 1 bo‘ladi.
Isbotlang,

4-56. Agar 0 < g <1 va x € (—e0;0) bo'lsa, u holda a* > 1 bo‘ladi.
Isbotlang.

4-57. y—shx aniglanish sohasi (-co;ten), giymatlar  to‘plami (-o;teo)
intervaldan iborat tog funksiya, aniglanish sohasida uzluksiz ekanligini isbotlang.

4-38. y=chx aniglanish sohasi (-w0;+o2), giymatlar to*plami (1;1o0) intervaldan
iborat. juft funksiya va aniglanish sohasida uzluksiz ekanligini isbotlang.

4-59. y=thx (-o;+w«) intervalda aniglangan va qiymatlar to'plami (-1;1)
intervaldan iborat toq funksiya, aniqlanish sohasida uzluksiz ekanligini isbotlang.

4-60, y—cthx {—o0; 0) U (0; +o0) to'plamda aniglangan, giymatlari to‘plami
{-2;-1)u(1;+2) dan iborat toq funksiya, aniqlanish sohasida uzluksiz ekanligini
isbotlang.

4-61. Giperbolik funksiyalar orasida quyidagi munosabatlar o*rinli ekanligini
ishotlang:

a) thx-cth=1; b} ch®-sh®x=1, ¢} sh{xty)—shr chytchx shy,

d) chixtyi=chy chytshy shy, ¢) sh2x=2shxchy, f) chZx=chZx+shx.
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g) thicty)=_PEEY 1y cth(ety)= 120 thy

1+ thx- thy the +thy
4-62. tgx funksiyani (—g ;%) oraliqda o‘rganing. Shu natijalarga asoslanib
arctgx funksiyani ta’riflang, xossalarini ifodalang.
4-63. ctgx funksiyani (0;m) oraliqda o‘rganing. Shu natijalarga asoslanib

arcctgx funksiyani ta’riflang, xossalarini ifodalang.
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IKKINCHI BO‘LIM. BIR O*ZGARUVCHILI FUNKSIYANING
DIFFERENSIYAL HISOBI

V BOB. HOSILA
1-§. Hosila tushunchasiga.olib keladigan masalalar

1.1. Egri chiziq urinmasi. Urinmaga ta’rif

berish uchun limit tushunchasidan foydalanishga y N 4
to‘g'ri keladi. Faraz qgilaylik, ybiror egri chiziq yoyi,

M, shu egri chizigning nugtasi bo*lsin. Egri chizigqa M, - L.
tegishli N nuqtani tanlab, MyN kesuvchi o*tkazamiz. 0 e/ x
Agar N nuqta egri chiziq bo'ylab M, nuqtaga

yaqinlashsa, MyN kesuvchi M, nugta atrofida buriladi. 30-rasm

Shunday holat bo*lishi mumkinki, N nuqta M nuqtaga yaqinlashgan sari MyN
kesuvchi biror MyT limit vaziyatga intilishi mumkin. Bu holda MyT to‘g‘ri chiziq y
egri chizigning M, nuqtasidagi urinmasi deyiladi. (30-rasm). Agar kesuvchining
limit holati mavjud bo‘lmasa, u holda My nuqtada urinma o‘tkazish mumkin emas
deyiladi. Bunday hol Mgnuqta egri chizigning sinish (o‘tkirlanish) nuqtasi
bo*lganda o‘rinli bo‘ladi.

1.2 Egri chiziq
urinmasining burchak
koeffitsientini topish masalasi.

Endi y egri chiziq biror oraligda N
Yo+l

aniqlangan uzluksiz y = f(x)
funksiyaning grafigi bo‘lgan Mg /
B

holda  urinmaning  burchak @ -
™
koeffitsientini topaylik. . 0 / ’: x

Qaralayotgan  f(x) funksiya

grafigini ifodolovchi y chiziqqa tegishli M, 31-rasm
nuqtaning abssissasi x,, ordinatasi f(x,) va shu nuqtada urinma mavjud deb faraz
qilaylik.
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¥ chizigda M, nugtadan farqli N(x, + Ax, f(xg + Ax)) nuqtani olib, MyN
kesuvehi o‘tkazamiz. Uning Ox o‘gi musbat yo‘nalishi bilan tashkil etgan

burchagini o bilan belgilaymiz {31-rasm). Rayshanki, ¢ burchak Ax ga bog‘lig

‘“Yadi: ¢ = = BN _ & Ledinli
bo‘ladi: @ = a(Ax) va tga = Mab 2z © rinli,

Urinmaning abssissa o‘gining musbat yornalishi bilan hosil gilgan
burchagini 8 bilan belgilaymiz. Agar 8-‘#% bo‘lsa, u holda tge funksiyaning
uzluksizligiga ko‘ta Kypinme = tgf = A}g’fn}o tga, va N nugtaning M, nuqtaga
intilishi Ax ning @ ga intilishiga teng kuchli ekanligini e’tiborga olsak, kyrinma =
dlj,r_?gﬁ tenglikka cga bo‘lamiz.

Shunday qilib, y = f(x) funksiyaning abssissasi x, bo‘'lgan nugqtasida
novertikal urinma o‘tkazish mumkin be'lishi uchun shu nuqtada g:icTo% limitning

mavjud bo‘lishi zarur va yetarli, limit esa urinmaning burchak koeffitsientiga teng
bo‘lar ekan.

3. Harakatdagi nuqta tezligini topish hagidagi masala. Aytaylik, moddiy
nugta s = s{t) qonuniyat bilan to‘g*ri chizigli harakatlanayotgan bo‘ Isin. Ma’lumki,
fizikada nuqtaning t, va ty + At vaqtlar orasida besib o‘tgan As = s(t, + At) —
5(ty) yo'lining shu vaqt oralig'iga nisbati nuqtaning o‘rtacha tezligi deyilar edi:

AL)— . - .
Vypta = % = w. Ravshanki, At qancha kichik bo‘lsa, %E o‘rtacha tezlik

nugtaning t, pavtdagi tezligiga shuncha yagin bo‘ladi. Shuning uchun nugtaning ¢,
paytdagi oniy tezligi deb [£,; tp + At] vaqt oralig‘idagi o‘rtacha tezlikning At nolga
intilgandagi limitiga aytiladi.

As

Shunday qilib, v, = alimoa'

Yuqoridagi ikkita turli masalani yechish jarayoni bitta natijaga - funksiya
orttirmasining argument orttirmasiga bo‘lgan nisbatining argument orttirmasi nolga
intilgandagi limitini hisoblashga keltirildi. Ma’lum bo*lishicha, ko‘pgina masalalar
yuqoridagi kabi limitlami hisoblashni taqoza gilar ekan. Shu sababii buni alohida
o‘rganish magsadga loyigdir.
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2-§. Hosilaning ta’rifi, hosilaga ega bo‘lgan funksiyaning uzluksizligi

2.1, Funksiya hosilasining ta’rifi. Aytaylik, f(x) funksiya (a, b) intervalda
aniglangan bo‘lsin. Bu intervalga tegishli x; nugta olib, unga shunday Ax orttirma
beraylikki, xo + Ax € (a, b) bo*lsin. Natijada f(x) funksiva ham xg nuqtada Ay =

flxp +4x) — f(xg) orttirmaga epa bo‘ladi.
S.1-ta’rif. Agar Ax—0 da X nisbatning limiti lim 2 = lim [txo+Ax)-flxo)
Ax Ax—o AX  Ax—p Ax

mavjud va chekli bo'lsa, bu limit f(x) finksivaning xq nnqtadagi hosilasi deyiladi

va f'{xp), yoki ¥'{x,), yoki d);(;”) orgali, ba’zan esa ¥'|y.,, yoki Z—i kabi
x=xq
belgilanadi.
Demak,

. A . flegrax)=Fix
f(xn) = lim % = ljm 2507
Ax—DAX  Ax—=Q Ax

Bunda xg + Ax = x deb olaylik. U holda Ax = x — xy va Ax—>0 bo'lib,
natijada

by [l Ax) = flxgy  f) = flag
lim — = lim ——— = = lim ——
ax=0Ax  Ax—0 Ax x—=xg X —Xp

bo‘ladi. Demak, f(x) funksiyaning xp nuqtadagi hosilasi x = xy da %
=4y
nisbatning limiti sifatida ham ta’riflanishi mumkin:

Fx)=f(xq)

f'xo) = Jim L2

xo nugtada hosilaga ega bo‘lgan funksiya shu nuqtada differensiallanuvchi
deyiladi. Agar f(x) funksiya (a,b) iotervalning har  bir nuqtasida
differensiallanuvehi bo'lsa, v (a, b) infervalda  differensiallarmivchi funksiva
deyiladi.

Hosilani topish amali differensiallash amali deyiladi.

Yuqoridagi limit mavjud bo*lgan har bir x, nuqtaga aniq bitta son mos keladi,
demak f'{x) - bu yangi funksiya bo‘lib, u yugoridagi limit mavjud bo‘lgan barcha x
larda aniglangan. Bu funksiva f{x) funksiyaning hosila furnksiyasi, odatda, hosilasi
deb yuritiladi.
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Endi hosila ta’rifidan foydalanib, y = f(x) funksiya hosilasini topishning
quyidagi alporitmini berish mumkin:

[-gadam. Argumenining tayinlangan x qiymatiga mos funksiyaning ¢iymati
£ (%) ni topish,

2-gqadam. Argument x ga f{x) funksiyaning aniqlanish sohasidan chiqib
ketmaydigan Ar orttirma berib f(x + Ax) ni topish.

3-qadam. Funksiyaning Af (x} = f{x + Ax) — f{x) orttirmasini hisoblash.
Af(x)

Ax

5-qadam. L2 pisbatning Ax —» 0 dagi limitini hisoblash,

4-gadam. nisbatni tuzish.

5.2-misol. f(x} = kx + b funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. Hosila topish algoritmidan foydalanamiz. Argument x ni tayinlab,
funksiya giymatini hisoblaymiz: f(x) = kx + b. Argumentga Ax orftirma beramiz,

u holda fix+4x) =k(x+Ax}+b=kx+ kAx+b. Funksiya orttirmasi

Af(x) = flx + Ax) ~ f(x) = (kx + kAx + b) — (kx + b) = kiAx bo‘ladi.
nisbatni tuzamiz: G _ kax k. Limitni hisoblaymiz: lim TAC2 lim &k = k.
Ax Ax - Ax—0 Ax Ax—0

Demak, (kx+ b} =k ekan,

Xususan, f(x) = b o‘zgarmas funksiva (bu holda k¥ = 0) uchun () = 0;
f(x) = x (k = 1) funksiya uchun x" = 1 bo‘ladi.

5.3-misol. f(x) = i funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. Argumentning tayinlangan x giymatiga mos funksiyaning giymati
f{x) = i x ga Ax orttirma berib, funksiyaning x + Ax nuqgtadagi giymatimi
hisoblaymiz: f{x + Ax) = ﬁ . Bu yerda umumiylikni cheklamagan holda x > 0

va |Ax| < x deb hisoblaymiz. Funksiyaning orttirmasini hisoblaymiz: Af(x) =

1 Ax . S .
flx+Ax)— flx) = pryvi e Orttirmalar nisbatini yozib,
. - Aflx) Ax _ 1 . . s
soddalashtiramiz: YRy iy Bu nisbatning  limitini
. oy Af(x) 1t __1
hisoblaymiz: Al;lcr_l}o Ax Al;lclllo ( x2+xAx) T Xt
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Demak, (i)’ ==

=
2. Hosilaga ega bo‘lgan funksiyaning uzluksizligi. f({x) funksiyaning
xo nugtada hosilaga ega bo*lishi bilan uning shu nuqtada uzluksiz bo'lishi orasida
quyidagi bog‘lanish mavjud: .
5.4-teorerna. Agar f(x) funksiya x,; nuqtada hosilaga ega bo’lsa, u holda
tunksiya shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

Isbot. ¢ Faraz qgilaylik, f(x) funksiya x nugtada hosilaga ega bo‘lsin. Demak,

ushbu AlimD m%@ limit mavjud va £ {x,) ga teng. Barcha x#x, nuqtatarda ushbu
X —Xg
Qe mtrinlie F ; _ f)-Fflxn) . e e
tenglik orinli: f{x) — f{xg) = o {x — x3). U holda ko paytmaning fimiti
A0

hagidagi teoremaga ko‘ra

tin (1) = o) = i (P20 )

X ]

= lim (f(X) “f(xn)

fomet %= g . ilfilu(x —x) = flxg)-0=0
bo*ladi. Bu esa f(x) funksivaning x, nugtada uzluksizligini bildiradi. +

Bu teoremaning itcskarisi o‘rinli emas, ya'ni funksivaning nugtada
uzluksizligidan uning shu nugiada hosilasi mavjudligi kelib chigavermaydi.
Masalan, ¥y = {x! funksiva x ning barcha qiymatlarida, xususan x = ¢ nuqtada
uzluksiz, ammo x = 0 nuqtada hosilaga ega emas. Bu funksiyaning x = 0 nuqtadagi

orttirmasi Ay = |Ax| bo‘lib, undan

Axlanlo%z =L Ax;~0§% =-1
va % nisbatning Ax —0 dagi limiti mavjud emasligi kelib chiqadi, demak f{x) =
|x) funksiya x = 0 nugtada hositaga ega emas.
3. Bir tomonli hosilalar.
S.5-ta'rif. Agar Ax—=+ 0 {Ax > —0) da i'% nisbatniag limiti

. y . flxe ¥ Axy—f{xo) Ay o flp + Ax) - f(x0)
lim —= lim , hm — lim
Ax—+0Ax Ax—=+0 Ax Ax=—0Ax Ax—=-0 Ax




mavjud va chekli bo‘lsa, bu limit f(x) funksiyaning xo nugtadagi o‘ng (chap)
hosilasi deb ataladi va £ (x,) (f (x5)) kabi belgilanadi.

Odatda funkstyaning o‘ng va chap hosilalati bir tomonli hosifalar deb ataladi.

Yugqoridagi misoldan, f(x) = |x| funksivaning x = 0 nugtadagi o*ng hosilasi
I ga, chap hosilasi - 1 ga tengligi kelib chigadi.

Funksiyaning hositasi ta’rifi va bir tomouli hosila ta’riflardan hatda funksiya
limiti mavjudligining zaruriy va vetarli shartidan quyidagi teoremaning o‘rinli
ekanligi kelib chigadi:

8.6-teorema. Aytaylik, f(x) funksiya x; nuqtaning biror atrofida uzluksiz
bo‘lsin. U helda f(x) funksiya x;, nuqtada f'(x,) hosilaga ega bo‘lishi uchun

Filxg), (%) lar mavjud va f!{x,) = f’(x,) tenglikning o'rinli bo‘lishi zarur va
yetarli bo‘ladi.
Isbot (5-7-masala).

3-§. Hosilaning geometrik va fizik ma’nolari. Urinma va normal tenglamalari

3.1. Hosilaning geometrik ma’nosi. Yuqorida biz, agar y = f{x) funksiya
grafigining Mo(x,; f{xy)) nuqtasida urinma o‘tkazish mumkin bo‘lsa, u holda
urinmaning burchak koeffitsienti Ky, inma = A!P}}ﬂi—z ekanligini ko‘rsatgan edik.
Bundan hosilaning geometrik ma’nosi kelib chigadi:

y = f(x) funksiva grafigiga abssissasi x = x; bo‘lgan nuqtasida o‘tkazilgan
urinmaning burchak Kkoeffitsienti hosilaning shu nuqtadagi giymatiga teng
Kurinma = [ (Xo)-

3.2. Hosilaning fizik ma*nosi. Hosila tushunchasiga olib keladigan ikkinghi
masalada harakat qonuni s = s(t) funksiva bilan tavsiflanadigan to‘g‘ri chizig
bo‘ylab harakatlanayotgan moddiy nuqtaning : vaqt momentidagi oniy tezligi
Vopiy = Alqirrilo % ekanligini ko‘rgan edik. Bundan hosilaning fizik (mexanik) ma’nosi

kelib chigadi.
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s = s(t} funksiya bilan tavsiflanadigan to‘g‘ri chiziqli harakatda ¢ vaqt
momentidagi harakat tezligining son giymati hosilaga eng: Vongy = s'(t).

Hosilaning mexanik ma’nosini gisqacha quyidagicha ham aytish mumkin:
yo‘ldan vaqt bo‘yicha olingan hosila tezlik!ka teng.

Hosila tushunchasi nafagat to‘g‘ri chizigli harakatning oniy tecligini, balki
boshqa jarayonlarning ham oniy tezligini aniqlashga imkon beradi. Masalan,
Aytaylik, y = Q(T) jismni T temperaturaga gadar gizdirish uchun uzatilayotgan
issiglik miqdorining o‘zgarishini tavsiflovchi funksiya bo‘lsin. U holda jismning
issiglik sig'imi issiqlik migdoridan temperatura bo‘yicha olingan hosilaga teng
bo‘ladi:
= 4q = lim %

dr  ar-0 AT

Umnuman olganda, hosilani f(x) funksiya bilan tavsiflanadigan jarayon oniy

c

tezligining matematik modeli deb aytish mumkin.

3.3. Urinma va normal tenglamalari. Aytaylik, y = f(x) funksiya x,
nugtada hosilaga ega, M (x, f(x,)) funksiva grafigiga tegishli nugta bo‘lsin.
Funksiva grafigiga shu nuqtada o*tkazilgan urinma tenglamasini tuzaylik.

Bu tenglamani y = kx + b ko'rinishda izlaymiz. Izlanayotgan to‘g'ri chizig
M(x,, f(xo)) nugtadan o‘tishi ma’lum, shu sababli f(xo) = kx, + b tenglik
o‘rinli. Bundan b = f{x,) — kx, ckanligini topamiz. Demak, urinma tenglamasi
vy =hkx+ f(xq) — kxgyokiy = f(xp) + k{x — x) ko‘rinishga ega bo‘ladi. Agar
urinmaning k burchak koeffitsienti hosilaning x, nuqtadagi giymatiga tengligini
e'tiborga olsak, ¥ = f(x) funksiya grafigiga M(x,, f{x,)) nuqtasida o‘tkazilgan
urinma tenglamasi quyidagicha bo‘ladi:

¥ = flr) + f (x){x — xp) (1)

¥ = f(x) funksiya grafigining M(x.; f(x¢)) nugtasidan o‘tadigan va shu

nuqtadagi urininaga perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chizig normal deyiladi.

Ma’lumkt, agar K, ripma F O bo'lsa, urinma va normalning burchak koeffitsientlari
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knormat * Kurinme = — 1 shart bilan bog*langan bo‘ladi. Bundan y = f(x) funksiya

grafigiga M (x,; f (%)) nuqtasida o'tkazilgan normal tenglamasini

. 1
y= f{xe) — o) (x — X0} (2)

keltirib chigarish mumkin.
5.7-izoh. Apar kypime = 0 bo‘lsa, u helda urinma tenglamasi y = f(x,),

normal tenglamasi esa x = x, bo'ladi,
N 1. s
5.8-misel. Abssissasi x = 1 bo‘lgan nugtada y = . giperbolaga o‘tkazilgan
urinma va normal tenglamalarini tuzing.

Yechish. Bu wmisolda x, = 1 flx,) =1 2= —Lz (1Y =-1. Bu

x
giymatlarni (1) formulaga qo‘yib urinma tenglamasini hosil gilamiz: y = 1 - (x —
Dy,yaniy=2-x;

(2) formuladan foydalanib, normal tenglamasini yozamiz: y = 1+ (x — 1),
yaniy = x.

5.9-misol. y = x? parabolaning A((; —4) nugtadan o'tuvchi urinma
tenglamasini yozing,.

Y echish. Berilgan nugqta y = x* parabolaga tegishli emasligi ko*rinib turibdi.
Aytaylik, ¥ = x, nuqta urinish nugtasining abssissasi bo‘lsin. U holda f (xg) = x4,
1) = 2x, £ (xg) = 2x,. (1) formuladan foydalansak

¥ = x3° + 2x,{x — Xo)
ya'ni
y= 2xpx — Xg° (3)
tenglamaga ega bo‘lamiz.

Shartga ko'ra urinma (0; —4) nugtadan o‘tishi kerak. (3) tenglamada x va y

o‘rniga 0 va —4 giymatlarini qo'yib x, ga nisbatan —4 = —x,;? tenglamaga ega
bo‘lamiz. Bundan x, = 2, x5 = —2 bo‘lishini topamiz.
Agar x, = 2 bo‘lsa, u holda urinma tenglamasi y = 4x — 4; agar x5 = —2

bo‘lsa, y = —4x — 4 bo*ladi.
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Shunday qilib, ko‘rsatilgan shartni ganoatlantiravchi ikkitay = 4x — 4, y =

=4x — 4 urinma tenglamasini hosil qildik.

Mashg va masalalar

Ta’rifdan foydalanib, quyidagi funksiyalarning hosilalarini toping (1-4):

5-.y = —4 5.2y = e*.
3
RZ+1

53.y =52 -2t + 7. 5-4. f(h) =
Hosilaning ta’rifidan fovdalanib f'(x,) ni toping (5-6):

5-5. f(x) = 4x® — 3x + B,x; = 1.

5-6. f(x) = cos2x,x5 = 0.

5-7. 5.6-teoremani isbotlang.

5-8. y = f(x) funksiyaning x, nuqtadagi hosilasini toping:

Ay =+ +DxE+DE+D{x+5), xg=-3

b)y = {1+ ax®)(1 + bx%), xy = 1.

[x2]% sin e) agarx = 0

* funksiya
0, agarx =0

5-9. a ning ganday giymatlarida y = [

a) uzluksiz bo‘ladi; b) hosilaga ega bo‘ladi; c¢) uzluksiz hosilaga ega bo‘ladi.
5-10. Quyidagi funksiyalarni differensiallanuvchanlikka tekshiring:
a)y = x|x|; by = lsinx|;

x3, agar x €,

; d)y:{o‘ agar x €l.

x3, agar x <0,
®y={_ ;
e x, agar x>0
5-11. Agar x =x, nuqtada chekli bir tomonli hosilalar mavjud, lekin
filxy) # fl(xp) bo‘lsa, u holda funksiyaning grafigi qanday bo’ladi? Bu hoida
{xq, f(xy)) nuqta grafikning sirish nugtasi deyiladi.
5-12. f funksiyaning abssissasi x, nuqtadagi urinmasi va normali
tenglamalarini tuzing:
Aflxy=x"-3x+2x=1 6)fX)=x*—-x—-1x=-1
5-13. Usbu (~2;11) nuqgladan o‘tuvchi va y = x? —4x funksiyaning

prafigiga urinadigan barcha to*g'ri chiziglarni toping,
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5-14. Beriigan funksiyalarning grafikiariga umumiy bo’lgan urinmani toping:

Ay=x>+xvay=x®*-3x 6)y=x4+2xvay=x?-1x;

5-15. Ba'zi nuqtalarda Alzirll]{)% Toc (-oc) pa teng bo‘lishi mumkin. Bunday
hollarda shu nuqtalarda funksiva cheksiz hosiiaga epa yoki funksiyvaning hosilasi
cheksizga teng deyiladi.

a) Ushbu y = {/x funksivaning x = (0 nuqtada hosilasi mavjudmi?

b) Shu funksivaning grafigini chizing, uning abssissasi x =0 bo‘lgan
nugtasidagi urinmasi mavjudmi?

5-16. Cheksiz hosila uchun ham bir tomonli cheksiz hosila tushunchasini
qarash mumkin. Berilgan xy nugtada f{(x,) = +co, fi{xy) = —eo fi{xy) = —co,
Fi(xp) = +oo botlishi ham mumkin,

y = Vx funksiyaning x = 0 nugtadagi bir tomonli hosilalarini mavjudmi?

3-17. Aytaylik, ¥ = f(x) funksiyva x = x, nuqtada uzluksiz va f'(x;) =
+0oo (—oo) bo‘lsin. U holda funksiya grafigi abssissasi x = x; nuqgtada urinmasi
mavjudmi? Mavjud bo'lsa, uni sxematik rafishda chizing.

5-18. Aytaylik, y = f(x) funksiva x = x; nuqtada uzluksiz, f/{x;) =
+oo va fI{x;) = —oo bo'lsin. U holda funksiva grafigining abssissasi x = x,
nugtada atrofidagi holati hagida nima aytish mumkin? Uni sxematik rafishda
chizing.

5-19. Urinmalar yordamida ikki egri chiziq orasidagi burchak tushunchasi
ta'riflanadi. Tkki egri chiziq orasidagi burchak deb ularning kesishish nugtasida shu
chiziglarga o‘tkazilgan urinmalari orasidagi burchakka aytiladi.

a) Lkki egri chiziq orasidagi burchakni topish formulasini keltirib chiqaring.

b} y = x* parabola va y = i giperbolalar orasidagi burchakni toping.

4-§. Hosilani hisoblash qeidalari
u(x) va v(x) funksiyalar (a, b} intervalda aniglangan bo*lsin,
1. Yig*indining hosilasi.
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510-teorema. Agaru(x) va v(x) funksiyalarning x € (u, b) nuqtada
hosilalari mavjud bo‘lsa, u holda f{(x) = u{x) + v{x) funksivaning ham x nuqtada
hosilasi mavjud va )

Fx) =w(x) +v'(x) M

tenglik o‘rinli bo‘ladi. '

Isbot. ¢ f(x) = u(x) + v(x) bolsin, u holda Ay = f{x+Ax) — f(x) =
(u(x +Ax) + vix + Ax)) - (u(x) + v(x)) = (u(x + Ax) — u(x)) + (v(x +
Ax) = v(x)) = Bu + Av boladi.

. Ay . Au+Av . Au
lim == lim = lim —
Ax—u Ax Ax-(Q Ax Ax—0 Ax

+ }il_l,log = w(x}+v'(x).

Shunday qilib, {1) tenglik o*rinli ekan. ¢

5.11-misol. y = x% + 1/x {unksiyaning hosilasini toping.

Yechish. y" = (x% + 1/x) = (x2) + (1/x) = 2x — 1/x* Demak, y' =

2x—i.

e
Matematik induksiya metodidan foydalanib, quyidagi natijani isbotlash
mumkin:
S5.12-natija. Agar uy(x), u,(x), ..., u,(x) funksiyalaming x nugtada
hosilalari mavjud bo‘lsa, u holda F{x) = w(x)+ w,(xX)+ ...+ u,(x)

funksiyaning ham x nugtada hosilasi mavjud va quyidagi formula o*rinli bo*ladi:

00 =00+ wl) + o+ u ) = w0+ 1w )+ 4w, .

2.Ko‘paytmaning hosilasi.

5.13-teorema. Agar u(x) va v{x) funksivalar x € (a, b) nugtada hosilaga
ega bo‘lsa, u holda ularning f{x} = u(x)-v(x) ko*paytmasi ham x € (a, b) nuqtada
hosilaga epa va

f)=w(0)v(x) +ulx) v'(x) (2)

tenglik ofrinli bo*ladi.

Isbot. ¢ f({x} = u(x)-v(x) bo'lsin, u holda Ay = f(x + Ax) — f{x) =
(e + Ax) = ul(x} + Au
v(x + Ax) = v(x) + Av

Aud(w(x) + Av) — u{x)-v{x) = Auv(x) + Avu(x) + Auvdv. Funksiya
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orttirmasining argument orttirmasiga nisbatini soddalashtirib, limitga ega

funksivalar ustida arifmetik amallar va hosilasi mavjud funksiyaning uzluksizligidan

foydalansak: lim —= Ly (l im ) v(x) -I—(Alimoi ) ulx) + lim 2. lim Av =
x—}

Ax—0 Ax—0 B Ax—0 A% Ax—D

W)y v(x) + ulx)vx) + u’(x)-Alirllo Av = w(x)-vx) + ulx)v'(x) bo‘ladi. ¢

S.14-natija. Quyidagi (Cu(x)) = C-u'(x) formula o‘rinli.

Ishot. © 5.13-tcoremaga ko'ra, (Cu(x)) = C-u(x) + C-u'(x). Ammo ' = 0,
demak (Cu(x)) = Cu'(x). #

5.15-natija. Agaru, (x), uz (x),..., 1, (x) funksiyalar x nuqtada hosilaga ega
bo‘lsa, u holda ularning ko‘paytmasi f{x) = u, (x)-1;{x)-...-u, {x} ham x nuqtada
hosilaga ega va quyidagi formula o'rinki bo‘ladi:

&Y = (w000, 004, (1) = w0 up ()t () +
wy O3, () oy () + o+ wy (e ()L, ()

Isbot (5-19-masala).

3. Bo“linmaning hosilasi.

S.16-teorema. Agar u{x) va v(x) funksiyalar x € (a, b) nugtada hosilaga
ega, v(x) = 0 bo‘lsa, u holda ulaming f(x) = w(x}/v{x) bo'linmasi x € (a, b)
nuqtada hosilaga ega va

W (x)elx)+u(x i)

fa=—",5"—"" 1)

formula o*rinli bo*ladi.

ulx)+du
vix)+av

Ishot, & f{x) = % bo'lsa, w holda Ay = f{x + Ax)— f{x) =

i(fl L Auwv(xd-Avulx)
wix) - (V(x)+ﬂv)-u(_x) '

(%"Z' v{x) — u(x) %ﬁ)

funksiyalaming xossalari va [3-tcorema isbotidagi kabi lim Av =0 tenglikdan

. . . . . S Awv{x)=Aru(x) _
Nisbatni quyidagicha yozit olamiz: hx = AT e(neE

1

v Ax—(0 da limitga o°tamiz, limitga ecga

7 i A_y = e - —1__ =
foydalansak, Aim == ,JLTQ( v(x) —u(x) ) Vi) +p(n)ay
wx)y el —ulx)w(x)

700) natijaga erishamiz, ya'ni (3} formula o‘rinli ekan. ¢
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£.17-misol. Ushbu f(x) = — f‘unks:yanmg hosilasini toping.

. — - . —_ !
Yechish. f’(x) — (3x+7) - (Ex+7)-(5x—4)-3x+7)(5x-4)" _

S5x—4 (5x-4)2
3(5x—4)—=5{3x+7) _ _ 47
(5x—4)2 - (Sx 4)2 Demak, f* (x) T -0t

5-§. Murakkab funksiyaning hosilasi. Teskari funksiyaning hosilasi

5.1. Murakkab funksiyanming hoesilasi. Aytaylik, u = ¢(x) funksiya
(a, b} intervalda, y = f{u) funksiya esa (c; d) da aniqlangan bo‘lib, bu funksiyalar
yordamida y = f(@(x)) murakkab funksiya tuzilgan bo‘lsin (bunda, albatta, x €
{a, b} daw = @(x} € (c,d} bo'lishi tatab qitinadi).

5.18-teorema. Agar u = @(x) funksiya x € (@, b) nugtada hosilaga ega, vy =
f(u) funksiya esa v = @(x) nogtada hosilaga ega bo‘lsa, u holda ¥ = f{@{x))
murakkab funksiya x nugtada hosilaga ega va

(F @)Y = )¢ (%) )

formula o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. & u = @(x) funksiya x nugtada hosilaga ega bo‘lganligi uchun uning x
nugqtadagi orttirmasini

Au = @' (x)Ax + adx (2)

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda Ax—0 da a—0.

Shunga o‘xshash, y = f(u) funksiyaning « nuqtadagi orttirmasini

Ay = f'(wYAu + BAu (3)

ko'rinishda yozish mumkin, bunda Au—0 da §—-0.

Se‘ngi (3) tenglikdagi Au o*miga uning (2) tenglik bilan aniqlangan ifodasini
qo'yamiz.  Natijada Ay = f'(u) (¢’ (x)ax + adx) + B¢’ (x)Ax + aldx) =
e (Ax+ (FF(wa + ¢ () + af)Ax tenglikka ega bo*lamiz.

Agar Ax—{ bo'lsa, (2) tenglikdan a—»0 va Au-—»0 bo‘lishi, agar Au—0
bo‘lsa, u holda (3) tenglikdan §-»0 ekanligi kelib chigadi, Bulardan esa Ax —0 da
f'(wea + @' {(x)B + aff cheksiz kichik funksiyva ekanligi kelib chigadi, uni ¥ bilan

belgilaymiz.
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Shunday qilib, Ay = f'(w)¢@'(x)Ax + yAx tenglik o‘rinli. Bundan 2—i=

e (x)+yva A]imﬂi—z = f'(u)g'(x) ofrinli ekanligi kelib chigadi. Bu esa y’
X—
F/(w)e'(x) ekanligini isbotlaydi. ¢
5.19-misol. y = (x ——) funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. Bu yerda y = u*, u = (x ——) Demak, y' = {u*)- (XZ _E)’ -

x
w (- 5) =8 (e 2 (x- ).

Amalda (1) tenglikni % Z—z Z—u yoki yx' = v u, ko'rinishda youib,
quyidagi qoida tarzida ifodalaydi:

Murakkab funksiyaning erkli o‘zgaruvchi bo‘yicha hosilasi oralig
o‘zgaruvchi bo‘yicha olingan hosila va oraliq o‘zgaruvchidan erkli o‘zgaruvchi
be‘yicha olingan hosilalar ko*paytmasiga teng.

Bu qoidani quyidagicha talgin gilish mumkin: agar berilgan nugtada ¥
o‘zgaruvehi v ga nisbatan y,” marta tez, ¥ esa x ga nisbatan u} marta tez o*zgarsa,
u holda y o*zgaruvchi x ga nisbatan y,,"u), marta tez o‘zgaradi, ya'ni v, = y, "1} .

Yugqoridagi qoida uchta, umuman chekli sondagi hosilaga ega bo'lgan
funksiyalar kompozitsiyasi uchun ham o‘rinli. Masalan, agar y = f{u), u = @(t),
t = h(x) bo‘lsa, u holda yy = y,"u; t; tenglik o'rinli bo*ladi.

5.2, Teskari funksiyaning hosilasi,

5.20-teorema. Agar v = f(x) funksiya [a; b] kesmada monoton o*suvchi,
(a; b) intervalning har bir nuglasida noldan farqli ¥ = f'(x) hosilaga cga bo*lsa, u
holda bu funksiyaga teskari bo‘lgan x = @(y) funksiya (f{(a); f(b)} intervalda
hosilaga ega va ixtiyoriy ¥ € (f(a); f(b)) uchun uning hosilasi 1/f'(x) ga teng
bo‘ladi.

Isbot. ¢ Aytaylik, v = f(x) funksiya [a;b] kesmada o‘suvchi, {a;b)
intervalda y' = f'(x) hosilaga ega va ixtiyoriy x € (a, &) uchun f'(x) # 0 bo'lsin,
Quyidagi belgilashlarni kiritamiz: f{a) = @, f{b) = 8. U holda y = f(x) funksiya
uchun teskari funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi hagidagi teorema shartlari
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bajariladi, chunki y = f(x) funksivaning uzluksizligi uning hosilaga ega
ekanligidan kelib chiqadi. Shunday qilib, [a; f] kesmada y = f{x) funksivaga
nishatan (eskari bo‘lgan x = @{y) funksiya mavjud bo‘iadi.

Teskari funksiya argumenti ¥ ga Ay # 0 orttirma beramiz. U holda x = ¢ ()
funksiya biror Ax = @(y + Ay) — ¢ (y) 'orttirma oladi va teskari funksiyaning
monatonfigidan Ax # 0, uzluksizligidan esa Ay —0 da Ax —0 ekanligi kelib chigadi.

Endi x = @(y) funksivaning hosilasini topamiz. Yuqorida aytilganlarni

. . - ‘e . Ax 1
¢’tiborga olsak, hosilaning a'rifiga ko'ra  lim — = —F =

demak x,’ =
Ay—0 Ay lim == ¥
Ax—0dy

L
iy
@' (¥) = 1/f(x) formula o'rinli ekan. ¢
5.20-teorema f(x) funksiva kamayuvchi bo‘lganda ham ofrinli (5-72-
masala).
Demak, teskari funksiya hosilasini hisoblash qoidasi
X, =— #

formula bilan ifodalanadi.

6-§. Asosiy elementar funksiyalarning hosilalari
6.1. y = x" (x> 0) darajali funksiyaning hosilasi. Bu funksiyaning x

m
nuqtadagi orttirmasi Ay = {x + Ax)# — x# = x# (1 + Ax—x) —1 ga teng va i—i— =

180 4 s
x"fl% bo* ladi. Ma’lumki, lim (S i M. Shuning uchun lim & —
- x—=0 Ax—0 Ax

1425 1
E}imax"“1 . (%) = px*~!. Bundan funksiyaning x nuqtadagi hosilasi
X — =
mavijud va y' = gx#~! boladi.
Demak, (x*" = px*~" formula o*rinli.
Murakkab funksivaning hosilasini hisoblash formulasini foydalangan holda,
(u{xH* ko‘rinishdagi murakkab funksiya uchun quyidagi formulani yozish

mumkin:
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(@S u(u@®) v ).
Masalan, y = (x2 + 1)* funksiyaning hosilasini topish talab gilinsin. Bu
misolda u(x) = (x* + 1), u = 3. Demak, yuqoridagi formulaga ko‘ra
y = 30x? + 12 ((x2 + 1) = 3((x% + 12 2x = 6x(x? + 1)?
6.2. Ko‘rsatkichli funksiyaning hosilasi y=a* (a>0,a#1)

Ay _ a¥(a’*-1)

ko'rsatkichli funksiya uchun Ay = @ —a* = a* (@™ ~ 1) va T e

A A%_q . & _
Ma’lumki, lim £— = Ina. Shuning uchun  fim Ay _ lim a2 1o
Ax—0 Ax

A0 Ax Ax »0 Ax

=¢'lng mavjud. Demak (a¥) = a*lng, xususan, {e*)' = £ {ormulalar o'rinli ekan.

Ko‘rinib turibdiki, ¥y = ¢* funksiya ajoyib xossaga ega: uning hosilasi o‘ziga
teng ekan.

a*® (@ > 0,a # 1) funksiya uchun quyidagi formulalarning o‘rinli
bo‘lishini ko‘rish qiyin emas: (@) = a*) -y’ (x) - Ina.
Masalan, (35* 73y =353 . (5x —3) - In3 =5-35*3.In3

63.y=log,x{a>0,a+1,x>0) logarifmik funksiyaning hosilasi.

Bu funksiya x = o¥ funksiyaga nishatan teskari funksiva bo*lgani uchun teskari

.o s . - . c_ 1 _ 1 1 s
funksiyaning hosilasini topish qoidasiga ko‘ra y,. = " wina ya’ni
(log, x) = x:? Xususan, (Inx) = i formula o°rinl;.

log, u(x) funksiya uchun quyidagi formula o*rinli: (log, u{x)) = u:x)(jr}m'

6.4. Trigonometrik funksiyalarning hosilalari.
1} ¥ = sinx funksiyaning hoesilasi. Funksiyaning x nuqtadagi orttirmasini

sinuslar ayirmasi formulasidan foydalanib topamiz:

. ] . Ax Ax
Ay = sin{x + Ax) — sinx = 2 smTCos (x + 7)

Ax
: : .. . . . LA sin—

Funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbati ‘-é = —*cos (x +

z

925) ga teng. Bu tenglikda birinchi ajoyib limit va cosx funksiyaning uzluksizligini
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't £ imi ¢ li 24 = li . - 1i -A—x- =
e'tiborga olgan holda limitga o‘tsak, 1mD o :lcTo I Al)i:r_r)uucos (x+ 2)

-

cosx bo'ladi.

Demak, (sinx)' = cosx formula a*rinli.

2} ¥ = cosx funksiyaning hosilasi? Bu funksiyaning hosilasini topish uchun
cosx = sin(x + z/2) ayniyat va murakkab funksiyaning hosilasini topish
qoidasidan toydalanamiz. 1! holda
{cosx) = (sin{x + 7/2)Y = cos(x + 7/2)- (x + 7/2) = cos(x + n/2) 1 =
cos(x + 7/2).

cos(x + xf2) = —sinx ayniyatni e’tiborga olsak, quyidagi formulalarning
o‘rinli ekanligi kelib chigadi: {cosx) = —sinx.

3} y = tgx va y = cigx funksiyalarning hosilalari. Bu funksiyalarning

hosilalarini topish uchun bo‘linmaning hosilasini topish qoidasidan foydalanamiz:

B sinx\’ cos?x+sin?x 1
(t‘qx) ={—=) = =

cosx cosex cos?x’

Xuddi shunga o‘xshash (ctgx) = —

mumkin, Buni mashq sifatida o*quvchilarga qoldiramiz.

Trigonometrik funksiyalarning argumentlari x erkli o‘zgaruvchining u(x)
tunksiyasi bo‘lsa, u holda murakkab funksiyaning hosilasi haqidagi teoremaga ko‘ra
quyidagi formulalar o*rinli bo'ladi:

(sinw) = u'cosu, (cosu) = —u'sinu,

(tgu)’ = —— ,(ctqu) -0
6.5. Teskari trigonometrik funksiyalarning hosilalari. Teskari
funksiyaning hosilasi haqgidagi teoremadan (5.20-teoremay foydalanib, y = arssinx
(—1 < x < 1) funksiyaning hosilasini topaylik.
Bu funksiyaga teskari bo‘lgan x = siny funksiyva [—E ; g] da monoten

- Fi o . . . . -
o'suvchi va (—-;;E) intervalda hosilaga ega, hamda bu intervalning har bir

nugtasida hosila noldan fargli: x;, = cosy # 0. Shuning uchun y, = ;1,- =-1 Endi
y  COsy
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(—E;g) intervalda cosy > 0 va bunda cosy =+1—sin?x formula o‘rinli

1

1 .
——— = ——bo’ladi.
1-sinZy  V1-x2

bolganligi uchun y; =

Demak, {arcsinx)’ = (—1 < x < 1) formula orinli.

‘/—1,

Endi ¥ = arccosx (—1 < x < 1) funksiyaning hosilasi uchun formula
kelticib chiqaramiz. Bu funksiyaga teskari bo‘lgan x = cosy funksiya [0, #] da
monoton kamayuvchi, (0;x) da hosilaga cga bo‘lib, bu intervalning har bir
nugtasida anoldan farqli x;, = —siny hosilaga ega. Demak, teskari funksiyaning
hosilasi haqidagi tcorema shartlari o*rinki. Shu sababli 5-§ dagi (4) ga ko‘ra x;, =

, 1 1
== = - = ham o‘rinli bo‘ladi. (Bu yerda
Cosy  ¥x =37 siny T = n_,z (Bu y

{0; ) da siny = V1 — cas?x ekanligidan foydalandik).

Shunday qilib, (arccosx) = — —J 5 {(—1 < x < 1) formula o‘rinli ekan.
Vl-x

Ma’lumki, y =arctgx funksiyaning qiymatlar to‘plami (—E,g)

intervaldan iborat. Shu intervalda unga teskari bo‘lgan x = tgy funksiya mavjud va

bu funksiyaning hosilasi x; = noldan fargli. Teskari funksivaning hosilasi

haqidagi teoremadan foydalansak,

1 1 1 1

’:—:—: 2 _ =
¥ x,  (tgy) €os7y 1+tg?y 1+4=x°

bo*ladi.

Demak, quyidagi formula orinli:

tgx) = .
(arctgx) o

Xuddi yugeridagi kabi y=arecctgx funksiya uchun

arcctgx) = —
( 9%) 14 x*

formulaning o*rinli ekanligini ko‘rsatish mumkin.
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Teskari trigonometrik funksiyalarning argumentlari x erkli o‘zgaruvchining
u(x) funksiyasi bo*lsa, u holda murakkab funksiyaning hosilasi hagidagi teoremadan

quyidagi formulalar kelib chigadi:

(arcsinu(x))' = ?}f"(f).--::; (arcecosu(x)) = “ (x)_____'
vl-u{x) *l—u (x)

(arctguay = 40 (@arectguy)y = - L)
l+u“(x) L+u~(x)

Mashq va masalalar

5-20. Matematik induksiya prinsipidan foydalanib, 5.12-natijani isbotlang.

5-21.  Chekli  sondagi  differensiallanuvchi  funksiyalar  chizigli
kombinatsiyasining hosilasi hosilalarning aynan shunday chizigli kombinatsiyasiga
teng, ya'niagar f(x) = cyu, (x) + couz(x)}+... + cpu, (x) bo'lsa, uholda f'(x) =
cuy () + cpui(x)+.. + ¢ upn (x). [sbotlang.

5-22. 5.15-natijani isbotlang.

5-23. 1kki funksiya yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbatidan iborat
bo‘lgan funksiyaning hosilaga ega bo'lishidan bu funksiyalarning har biri hosilaga
ega bo‘lishi har doim kelib chiqavermaydi. Shu fikelami asoslovehi misollar
keltiring.

5-24. x,, nuqtada hosilaga ega bo*lgan f{g(x)) murakkab funksiyaga misol
keltiringki:

a) f’(g (x(,)) mavjud, g(x,) mavjud bo*lmasin;

b) £'(g(xq)) mavjud emas, g(x,) mavjud bo*lsin;

) f'(g(xy)) mavjud emas, g(x,) mavjud ermas.

5-25. Quyidagi tasdiglarni isbotlang yoki inkor qgiling:

a) differensiallanuvchi funksiyaning hosilasi juft bo‘lishi uchun
funksiyaning toq bo‘lishi yetarli;

b} differensiallanuvchi funksiyaning hosilasi juft bo*lishi uchun

funksiyaning tog bo‘lishi zarur;
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¢) differensiallanuvchi funksiyaning hosilasi toq bo‘lishi uchun
funksiyaning juft bo‘lishi yetarli;

d) differensiallanuvchi funksiyaning hosilasi toq bo®lishi uchun funksiyaning
juft bo‘lishi zarur.

Funksivalarning hosilalarini toping (26-44):

2

526y =5VT + - 527 y =10x° -2+ 3%x

=
3-28. y = 2ctgx — 3sinx. 5-29. vy = arctgx + 7 - e~
5-30.y = 19* — Barcsinx. 53Ly = (x2 — D +x).
5-32. @(a) = 3arcsina — 4arccosa + 14Va
533 (1) = = 5-34.y = 3sinx — lgx + 3cos®x
s37y =(N) —2+4 5-38.y = SHAE

539y = {x+ L{x + 2X(x + 3)
5-40.y = (x% — 1){(x% —3}(x* —5).

2_x42 3
41 f() = xx3j4 4Ly ==
543y = VE(x® + Vi - 2) 44y = - b,

Berilgan funksiyaning x; nuqtadagi hosilasini toping (45-48):

545, f() = 2, xp = 1.

T
5-46.f(x) = 4x + 6Vx,x, = B.
5-47.f(x) = x? + 3sinx —mx, x, = %
5-48.f(x) = et (4x —5), xo =In2.
Funksivaning hosilasini toping (49-77):

549 y = 10%+1 5-50. y = tg4x.

551y = ch*Z 5-52.y = In(5x3 —x).

5-53.y = costx — sintx. 5-54.y =& —7xZ

5-55.y = 31+ ctg 10x 5-56.y = (sin3x — cos3x)2

5-57. x = In'sin3t. . . 5-58.f(h) = arctgvh
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5-59, y =~ 560, y = 22X

arcsinx 1+tg x

5-62. y = sh{ln(tg2x)).

5-63.y = xarcsinx +vV1—xZ 3-64 y = 35U 2xtdsinlx

xi2

565y = e —-i—;z 5-66.y = arcsinv1l — x2.
5-67. y = x- 2% 568 y = 50/fogsx)
5-69 y = %In%z 5-70. y = In{e®™ + 1) — 2arctge™
. x? _ tg3x+in cos?3x
STy = —— 572 y = R
_ 1—cosx _ arctg x _ X
573y =in T 5-74.f(x) = —— S

575, f(0) = =2 4 areg L

x+1  {3x—-19)¥3-2x-x2

5-76. y = 14arcsin.T 5

_In{x?+2) 2—x X
377y = — twmn wﬁarctg N

5-78. 5.20-teoremani f (x) funksiys kamayuvchi bo‘lganda isbotlang.

7-§. Logarifmik hosila. Daraja-ko*rsatKichli funksiyaning hosilasi

7.1. Logarifimik hosila. Faraz gilaylik, y = f(x} funksiya (u; &) intervalda
differensiallanuvchi va f{x) > 0 bo‘lsin. U holda shu intervalda iny = Inf(x)
funksiya aniglangan bo‘ladi. Bu funksiyani x argumentning murakkab funksiyasi
sifatida qarab, x nugtadagi hosilasini hisoblash mumkin bo’lgan x, nuglada f(x)

funksiyaning hosilasini topish kerak bo‘lsin. Murakkab funksiyaning hosilasini

topish qoidasidan foydalanamiz: ({ny} = % = (Inf(x))’, bundan
Yy =ylnf{x}) (n

formulaga ega bo‘lamiz.
5.21-ta’rif. Funksiva logarifmidan olingan hosilaga flogarifmik hosila
deyiladi.
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Bimechta funksiyalar ko‘paytmasining hosilasini topishda (1) formuladan
foydalanish hisoblashlarni birmuncha soddalashtirishga imkon beradi. Haqiqatan
hani, ¥ = Uy " Ug * ... - Uy, funksiya (bu yerda har bir w;, { = T, n funksiya hosilaga
cya va ixtiyorly x € D(f) da 1; > 0) berilgan bo‘lsin. Bu funksiyani logarifmlab,
Iny = lnu, + Inu, +...+1lnu,, bundan esa

r
Po¥ g B2 4 422 tenglikni hosil gilamiz. So‘ngi tenglikning ikkala
¥ uy Uy Uy
tomonini y ga ko'paytirib quyidagiga ega bo‘lamiz;
Y = Uy Uy . u.,l( +u2+ +u“.

Uy

(x+1)*

5.22-misol, ¥ = m

funksivaaning hosilasini toping,
Yechish. Berilgan funksiyani logariflaymiz:
Iny = 2In(x + 1) — 3In(x + 2) — 4ln{x + 3). Bu tenglikdan hosila olib,

ushbu tenglikka ega bo'lamiz:

y__2 3 &
¥y x+l  x+2  x+3
Bundan
' {x+1)2 ( 2 3 4 ) _ _(x+1)(512+14x+5)
y = (x+2)3(x4+3)% \x+1  x+2  x+3 (x+2)*(x+3)3

2. Daraja-ko‘rsatkichli funksiyaning hosilasi. Aytaylik, y = (u(x))*™
u(x) > 0) ko‘rinishdagi daraja-ko'rsatkichli funksiya berilgan va u(x),
v(x) funksiyalar x ning qaralayotgan qiymatiarida differensiallanuvchi bo*lsin. Bu
funksivaning hosilasini hisoblash uchun (1) formulani qo‘llaymiz. U holda (1)
formulaga ko'ra

y' = w{x)Pe ]n(u(x)"‘x})' — u(x)"(")[v(x) . lnu(x))’ = u(x)?e -

(' () nulx) + v(x) -%(:}) bo‘ladi. Bundan (ulx) vy =

w()? S nu(x)-v' (%) + v()u(x)*® -1y (x) formula kelib chigadi.
Shunday qilib, daraja-ko‘rsatkichli  funkstyaning Thosilasi  ikkita

qo*shiluvchidan iborat; agar u{x)*™® ko‘rsatkichli funksiya deb qaralsa birinchi
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go‘shituvchi, agar u(x)”™ darajali funksiya deb qaralsa ikkinchi qo‘shiluvchi hosil
bo‘ladi.
5.23-misol. y = x¥*"? funksivaning hosilasini toping.

Yechish. (1) formulani go‘llaymiz.

¥ =y (=Y = x5 (G - D) = 2L+ 1— L),
X

8-8. Yuqori tartibli hosilalar

8.1. Yuqori tartibli hosila tushunchasi. Faraz gilaylik, biror (a,b) da
hosilaga ega f(x) funksiya aniglangan bo‘lsin. Ravshanki, f'(x) hosila (a, b} da
aniglangan funksiya bo‘ladi. Demak, hosil bo‘lgan funksiyaning hosilasi, ya'ni
hosilaning hosilasi haqida gapirish mumkin. Agar f'(x) funksiyaning hosilasi
mavjud bo‘lsa, uni f(x) funksiyaning ikkinchi tarsibli hosilasi deyiladi va y",

' dz dz
f ( ) &y difx)

' de dxE simvollarning biri bilan belgilanadi. Shunday gilib, ta’rif

bo‘yicha ¥ (x)} = (¥") ekan.

Shunga o*xshash, agar ikkinchi tartibli hosilaning hosilasi mavjud bo*[sa, u

uchinchi tartibli hosila deyiladi va ¥, f”"(x), :1’, a L kabi belgilanadi.

Demak, ta’rif bo'vicha ¥"" = {v'")".

Berilgan funksiyaning to‘rtinchi va h.k. tartibdagi hosilalari xuddi shunga
o‘xshash aniglanadi. Umuman f(x) funksiyaning (n— D-tartibli U (x)
hosilasining hosilasiga uning s-tartibli hosilasi deyiladi va y@, fO0(x),

dty  d7f(x)
dx™’ dam

simvollarning biri bilan belgilanadi. Demak, ta’rif bo*yicha n-tartibli
hosila y& = (y"~1Y rekkurent (qaytma) formula bilan hisoblanar ekan.
5.24-misol, y = x* funksiya berilgan. y(2) ni hisoblang.
Yechish. v’ = 4x3 3" = 12x2 y'" = 24x, demak v"" (2} = 24x - 2 = 48.
Yugorida aytilganlardan, funksiyaning yuqori tartibli, masalan, n-tartibli

hosilalarini topish uchun uning barcha oldingi tartibli hosilalarini topish zarurligi
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kelib chigadi. Ammo ayrim funksiyalarning yuqori tartibli hosilalari uchun umumiy
qonuniyatni topish va undan foydalanib formula keltirib chigarish mumkin.

Misol tarigasida ba’zi bir elementar funksivalarning s-tartibli hosilalarini
topamiz.

1) y = x* (x > 0,ueR) funksiya uchun ¥y ni topamiz. Buning uchun
uning hosilalarini ketma-ket hisoblaymiz: y" = ¢ ™ — 1, y" = g — 1) 72, ...

Bundan

(Y™ = gy — 1) —2)..(u—n + 1x ™ (L

deb induktiv [araz gilish mumkinligi kelib chigadi. Bu formulaging n = 1 uchun
o' rinliligl yugorida ko‘rsatitgan. Endi (1) formula n = k da o'rinli, va'ni

¥ = g~ 1. (2 = k + Dx#% bo'lsin deb, uning n = k 4 1 da o‘rinli
bolishini ko'rsatamiz.

Ta'rifga ko'ra y*+1 = (%Y Shuning uchun

yUrt = (y9) = (e~ 1. (e — ke + Dx*y =
=~ 1) (u—tk + 1) (u—k)xekt

bo*lishi kelib chigadi. Bu esa (1) formulaning n = & + 1 da ham o‘rinli bo‘lishini
bildiradi. Demak, matematik induksiya usuliga ko‘ra (1) formula ixtiyoriy n € N

uchun o*rinli,
{IYday = —1bo'lsin. U holda y = i tunksiyaning s-tartibli hosilasi

() —ep
G) — (1)(=2) o (i = S

x?‘l+1
formula bilan topiladi.

2) y=Inx(x>10) funksiyaning n-tartibli hosilasini topamiz. Bu
funksiyainng birinchi tartibli hosilasi ¥’ =£ bo‘lishidan hamda (2) formuladan

foydalansak,

1)(""‘) _ 0O (r-ty

y) = ()= = (_

X

3

x™

formula kelib chigadi,



3) ¥ = sinx bo'lsin. Ma’lumki, bu funksiva uchun y' = cosx. Biz uni
quyidagi
¥’ = cosx = sin{x + -;5)
ko‘rinishda yozib olamiz. So‘ngra y = sinx funksiyvaning keyingi tartibli

hosilalarini hisoblaymiz.
o R I
¥ = (cosx) = —sin (x+ 2 2),

T
¥ = (—sinx)' = cosx = sin (x +3 5

T
oy — (— " — siny = L
y = (—cosx) —smx—(x+4 2),

Bu ifodalardan e¢sa y = sinx funksivainng s-tartibli hosilasi uchun
) = einy = I
yi Asmx—(x+n 2) {4}
formula kelib chigadi. Uning to‘g'riligi vana matematik induksiva usuli bilan
isbotlanadi,

Xuddi shunga o*xshash

(cosx)™ = cosx = (x +n- -’25) %)

ekanligini ke‘rsatish mumkin.

Masalan,
T R4
(cosx)5) = cos(x + 115 -E) = cos (x + 7) = sinx

8.2. [kkinchi tartibli hosilaning mexanik ma’nosi. Ikkinchi tartibli hosila
sodda mexanik ma’noga ega. Aytaylik, moddiy nuqtaning harakat qonuni s = s(t)
funksiya bilan aniglangan bo‘lsin. U holda uning birinchi tartibli hosilasi v(t) =
s'(t) harakat tezligini ifodalashi bizga ma’lum. Ikkinchi tartibli a = v'(t) =
5"(t) hosila esa harakat tezligining o‘zgarish tezligi, ya’ni harakat tezlanishini
ifodalaydi.

5.25-misol. Moddiy nugta s = 582 + 3¢t + 12 (s metrlarda, ¢ sekundlarda
berilgan} qonun bo‘yicha to*g‘ri chizigli harakat qilmogda. Uning o‘zgarmas kuch

ta’sirida harakat qilishini ko‘rsating.
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Yechish. s" = (5t2 4 3t + 12) = 10t + 3, " = (10t + 3)" = 10, bundan
@ = 10m/s? bo‘lib, harakat tczlanishi o‘zgarmas ekan, Nyuton qonuni bo‘yicha
kuch tezlanishga proporsional. Demak, kuch ham o*zgarmas ekan,

8.3. Yuqorti tartibli hosilaning xossalari. Leybnits formulasi.

5.26-x0ssa. Agar u{x) va v(x) funksiyalar #-tartibli hosilalarga ega bo*lsa, u
holda bu ikki funksiya yig‘indisining » -tartibli hosilasi uchun

W) + PO = w @) + )
formula o'rinli bo*ladi.

Isbot. ¢ Aytaylik, ¥ = u + v bo*lsin. Bu funksiyaning hosilalarini ketma-ket
hisoblash natijasida quyidagilarni hosil gilami#:

y=u+v,y =) =+ =u v

Matematik induksiya metodidan foydalanamiz, ya’ni n = k tartibli hosila
uchun vy = 4% 4+ p (englik orinli bo'lsin deb faraz gilamiz va n =k + 1
uchun y*+1) = (1) 4 RH 13 eleanlipin ko rsatamiz.

Hagqiqalan ham, yuqori tartibli hosilaning ta’rifi, hosilaga ega bo‘lgan
funksivalar xossalaridan foydalanib y®*" = (y®)" = (u™ + »®y = ¥y +
(Y = &+ 4+l ekanliging topamiz.

Matematik induksiya prinsipiza ko‘ra ¥y™ = u( + v {englik ixtiyoriy
natural n uchun o‘rinli deb xulosa chigaramiz. ¢

5.27-x0ssa, O‘zgarmas ko‘paytuvchini n-tartibli hosila belgisi oldiga
chigarish mumkin: (Cw)™ = Cu™,

Bu xvssa ham matematik induksiya metodidan foydalanib isbotlanadi,

2x+3
xZ-5x+6

528-misol. y = funksiyaning #-tartibli hosilasi uchun formula
keltirib chigaring.
Yechish. Berilgan kasr-ratsional funksiyaning maxrajini ko‘paytuvchilarga
ajratamiz: x> — 5x+ 6 = {x — 2)(x — 3). So'ngra
2x+3 A B
= +
(x—2)x—-3) x-2 x-3

)
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tenglik o‘rinli bo‘ladigan 4 va B koeffitsientlarni izlaymiz. Bu koeffitsientlarni
topish uchun tenglikning o‘ng tomonini umumiy maxrajga keltiramiz va ikki
kasrning tenglik shartidan foydalanamiz. U holda 2x + 3 = A(x — 3) + B(x — 2),
voki
2x+3= (A+B).x+(—3A—2B)

tenglikka ega bo‘lamiz. Tkki ko'phadning tenglik shartidan (ikki ko‘phad teng
bo‘lishi uchun o‘zgaruvchining mos darajalari oldidagi koeffitsientlar teng bo'lishi
zarur va yetarli) quyidagi tenglamalar sistemasi hosil bo‘ladi:

{ A+B=2
—34-28=3

Bu sistemaning yechimi .4=-7, B=9% ekanligini ko‘rish qiyin emas. Topilgan
natijalarni {1) tenglikka qo‘yamiz va yuqorida isbotlangan xossalardan foydalanib,
berilgan funksiyaning »-tartibli hosilasini kuyidagicha yozish mumkin;

1 1 W
merim) ) o

Endi z_i2 va x—ig funksiyalaming s-tartibli hosilalarini topishimiz lozim.

Buning uchun u = ;i funksiyaning »-tartibli hosilasini bilish yetarli. Bu funksiyani
@ = (x + a)~! ko‘rinishda yozib, ketma-ket hosilalami hisoblaymiz. 1] holda

v=—-(x+a)2 uW=2x+a)?

' =-23x+a)?=—-6{x+a)
Matematik induksiya mctodi bilan
u™ = (—1)n! (x + a) ! (8)

Shunday gilib, {7) va (8) tengliklardan foydalanib quyidagi
Y™ = =71t (x — DT 9(=1)"nl (x ~ 3)™

= (—=D"n! ((x _93)n T —72)")

natijaga erishamiz.
5.29-xo0ssa. Agar u(x)} va v(x) funksiyalar n-tartibli hosilalarga ega bo‘lsa, u
holda bu ikki funksiya ko‘paytmasining » -tartibli hosilasi uchun
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@)™ = u®y + CLu® D’ + (a4 o+ CRuPRp 4

+ Oy Y ™ (9)

n{n~1)..{n—k+1}
k! .

formula o‘rinli bo‘iadi. Bunda C¥ =

Ishot. & Matematik induksiya metodini qo‘llaymiz. Ma'lumki, (uv)' =
W'y + uv'. Buesan = 1 bo*lganda (9) formulaning to‘g'riligini ko‘rsatadi. Shuning
uchun (9) formulani ixtiyoriy # uchun o'rinli deb olib, uning n + 1 uchun ham
to*g'riligini ko*rsatamiz. (9) ni differensiyalaymiz:

(ur) D = Ny 4y Myt 4 CLu™y’ + Cu™ D 4 Clu Y 4

Cﬁu{"*?)u“’ + .t Cﬁu(n’k*l)v(k] + C,’fu(""‘)v(k”) ot Cﬁz_lu”v(n_ﬂ 4
C;:_lurb'(n) +urv(n) -i-uv(”“) (10)
Ushbu
1+Ci=14+n= ;L+11C?'1+C-7%u:n+2(_"2*’_1):ﬁ£)_“=c§+1 ,
Ck140k = nn—1..(n+2-k nn-1.{n-k+1)
" "o k-1 k!
n+1m..(n+1-(k-1)) . ,’;
= = o

k1
tengliklardan foydalanib, {10} ni quyidagicha yozamiz:

)0+ = Dy Ly 4 €2 u Y+ Ot Rl
+ o gpntD)

Demak, (9) formata n + 1 uchun ham o‘rinli ekan. lshot etilgan (9) formula
Leyvbnits formulasi deb ataladi. ¢

5.30-misol. y = x%¢* funksivaning 20-tartibli hosilasini toping.

Yechish. u = e* va v = x3 deb olsak, Leybnits formulasiga ko'ra

Y20 = x3(e )20 4 1 Py eI 4 02 ()" (eF) 18 +
Y (€))7 + Gl (EN)ID ¢ o+ (x%)E%e bo'ladi. (2% = 322,
(x*)" = 6x, (x3)" =6, (x*)® = 0 tengliklarni va y = x* funksiyaning hamma
keyingi hosilalarining 0 ga tengligini, shuningdek ¥n uchun (e*)" = e* ekantigini

e’tiborga olsak,
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y@O = e*(x3 + 3CHx% + 6C3x + 6C3, tenglik hosil bo*ladi.
Endi koeffitsientlarni hisoblaymiz:

ZU 19 20-19- 18 -20-19-18

Cl =20, C3= =

=190, ¢} = = 1140
Demal,

y©& = e*(x* + 60x% + 1140x + 6840).

Mashqg va masalalar

Logarifmik hosiladan foydalanib, hosilani hisoblang (79-91):

579y = x°retex, 5-80.y = (x + 1)V*
e* (x+4)* _ xx-To
LY =" 382y = (x2+4)3Yx—6

5-83 y = 3% -x°Vxt+x 5-84. f(£) = ¢t
Ko‘rsatilgan tartibli hosilalarni toping (79-87):

585y = Incosx, y' =7 5-86.y = sinx,y" =7
5-87. y = 5%, y" =7 5-88.y =

4x— 1'y
5-89. f(x) = xe*, f"'(x) =? 5-90. r(®) = cos 9, rV(9) =2
50Ly = Inx,y®™ =2
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VI BOB. DIFFERENSIAL

1-§. Differensiallanuvchi fanksiya. Differensiallanuvchi bo‘lishining zaruriy

va yetarli sharti

Aytaylik, y = f(x) funksiya (a,b) oraligda aniglangan va x; € (a, b)
bo'lsin.
6.1-ta’rif. Agar f(x) funksiyaning x; nugtadagi Ay orttirmasini
Ay = A-Ax + a(Ax)Ax (1)
ko‘rinishda yozish mumkin bo‘Isa, bu funksiya x = x, nugtada differensiallanuvchi
JSunksiya deyiladi. Bunda A — Ax ga bog’liq ho*[magan biror o‘zgarmas son, a(Ax)

esa Ax—0 da cheksiz kichik funksiya, ya'ni AlimU a{Ax) = 0.

¥ = kx + b chizighi funksiyani qaraylik. Uning uchun Ay = kAx tenglik
o‘rinli, ya'ni funksiya orttirmasi argument orttirmasiga to‘g'ri proporsional.
Tarifdagi Ay = A-Ax + e(Ax)Ax tenglik esa funksiya oritirmasi  argument
orttirmasiga «deyarli to'gri proporsionalsligini bildiradi, va’ni Ay =~ AAx. Bu
tenglik |Ax{ ganchalik kichik bo'lsa, shunchalik anigrog bo‘ladi. Geometrik nugtai
nazardan funksiyaning x nuqtada differcnsiallanuvchi bo'lishi funksiya grafigi x
nuqtaning yetarlicha kichik atrofida biror novertikal to‘g‘ri chizig, ya'ni biror
chizigli funksiya grafigi bilan «qoshilib» ketishini anglatadi. Shunday qilib,
geametrik nugtai nazardan funksiyaning x nuqrada differcnsiallanuvchi bo'lishi
funksiva grafigini x nuqtaning vctarlicha kichik atrofida «togrilash» mumkinligini
anglatadi.

Masalan, 32-rasmda y = x* funksiya grafigini x, = 1 nugta atrofida y =

2x — 1 1w'g'ri chiziq grafigi bilan «qo'shilib» ketishi korsatilgan,
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33-rasmdan y = |x] funksiyvani x = 0 nugtada differensiallanuvchi emasligi
kelib chigadi, bu funksiya grafigini x = 9 nuqtaning hech bir atrofida «lo'g‘rilab»
bo*lmaydi.

()
32-rasm 33-rasm
6.2-teorema. [f{x) funksiya x = x, nugtada differensiallanuvchi bo‘lishi
uchun uning shu nugtada chekli f'(x,) hosilasi mavjud bo‘lishi zarur va yetarlidir.
Isbot. & Zaruriviigi, Funksiya x = x, nugtada differensiallanuvchi bolsin. U
holda funksivaning orttirmasini {1) ko‘rinishda yozish mumkin. Undan Ax # 0 da
Yot a{Ax) ni vozish mumkin. Bundan Ax—0 da lim & - A, demak x
ax Ax—p Ax
nuqtada hosila mavjud va f'(x) = A ekanligi kelib chigadi.

Yetarfifigi. Chekli f'(x,) hosila mavjud bo'lsin, ya'ni A]imﬂﬁ%: f'lxg). U
X —

halda 2% = f"(xg) + a(8x). bu yerda a(Ax) Ax—0 da cheksiz kichik funksiya.
Demak,
Ay = f'(xg)-Ax + a(Ax)Ax 3]
yoki Ay = 4-Ax + a(Ax)Ax, bu yerda A = f'(xg). Shunday gilib x = x, nuqtada
f(x) funksiya differensiallanuvchi va A = f'(x,) ekan, ¢
Bu teorema bir o‘zgaruvchili funksiya uchun differensiallanuvchi bo'lish

hosilaning mavjud bo‘lishiga teng kuchli ekanligini anglatadi. Shu sababli hosilani
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topish amali funksiyani differensiallash, matematik analizning hosila o‘rganiladigan
bo‘limi differensial hisob deb ataladi.

Shunday qilib, avvalgi 1-ta’rif bilan ekvivalent bo‘lgan ushbu ta’rifni ham
berish mumkin:

6.3-ta’rif. Agar f(x) funksiya x = x; nugtada chekli f'(x,) hosilaga ega

bo‘lsa, u holda £ (x) funksiya x = x, nugtada differensiallanuvchi deyiladi.

2-§. Funksiya differensiali, uning geometrik va fizik ma’nolari

2.1. Funksiya differensiali. f(x) funksiya (a;b) intervalda aniglangan
bolib, x € (@ 4] nugtada ditferensiaflanuvehil’ pofsin. Ya'ni funksiyaning x
nugqtadagi orttirmasini

Ay = f'{x)Ax + a(Ax)Ax (1)
ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsin, bunda Ax—0 da a(Ax) —0.

6.4-ta’rif. x nuqtada differensiallanuvchi #(x) funksiya orttirmasi (1) ning
bosh qismi f*(x)Ax berilgan f{(x) funksiyaning shy nuqgtadagi differcnsiali deyiladi
va dy yoki df (x) orgali belgilanadi, ya’ni dy = F/ (x)Ax. #

Masalan, y = x* funksiya uchun dy = Zxax ga teng.

Agar f(x) = x bo'lsa, u holda f'(x) = 1 va df{x) = 1-Ax, ya'ni dx = Ax
bo‘ladi. Shuni hisobga olgan holda argument orttirmasini, odatda, dx bilan

belgilashadi. Vg

L
Buni nazarga olsak, f(x) funksiya
differensialining formulasi 2
F

dy = f(x)dx yoki dy = y'dx (2) M }d?
bo*ladi.

2.2. Differensialning geometrik

ma’nosi. Endi  x € (@; ) nuqtada Q] [

differensallanuvchi bo‘lgan f(x) X A

funksiyaning grafigi 34-rasmda ko*rsatilgan 3d-ragm
chizigni ifodalasin deylik.
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Bu chizigning (x, f(x)) va (x + Ax, f(x + Ax)) nugtalarin mos ravishda M
va K bilan belgilaylik. Unda M€ = Ax, KC = Ay bo‘ladi. f{x) funksiya x nuqgtada
chekli f'{x) hosilaga ega bo'lgani uchun f{x) funksiya prafigiga uning M{x, f(x))
nuqtasida o‘tkazilgan ML urinma mavjud ya bu urinmaning burchak koellitsienti
tge = f(x). Shu ML urinmaning K¢ bilan kesishgan nuqgtasini £ bilan belgilaylik.
Ravshanki, AMEC dan % =tge Bundan EC = M(C-tge = f'(x)Ax ekani kelib
chiqadi. Demak, f{x) funksiyaning x nuqtadagi differensiali y = f"(x)Ax funksiya
wraligiga M{x, f(x)) nuglada oftkazilgan urinma orltirmasi £C ni ifodalaydi.
Differensialning geometrik ma’nosi aynan shundan iborat.

3. Differensialning fizik ma’nosi. Moddiy nuqta s = f(t), buyerda 5 -bosib
o'tilgan yo'l, £ —vaqt, f(f)-differensiallanuvchi funksiya, qonuniyat bilan to‘g*ri
chizigli harakatlanayotgan bo'lsin.

At vaqt oralig’ida nugta As = f(t + At) — f(t) yo'lni bosib o*tadi. Yo' lning
bu orttirmasini As = f'(t)At + a{At)At ko‘rinishda ifedalashimiz mumkin. Bu
yo‘lni nuqta biror o*zgaruvchan tezlik bilan bosib o'tgan. Agar At vaqt oraligtida
nugta o*zgarmas () wezlik, ya'ni t vaqtdagi tezligiga teng tezlik bilan harakatlandi
desak, bu holda bosib o‘tilgan yo‘l f'(£)At ga teng bo‘ladi. Bu esa yo‘lning
differensialiga teng:

ds = f(t)AL.

3-§. Elementar funksivalarning differensiallari. Differensialni topish

goidalari. Differensial formasining invariantligi

3.1. Elementar funksiyalarning differensiallari. Elementar funksiyalarning
hosilalarini bilgan holda ularning differensiallari uchun quyidagi formulalami
yozish mumkin:

1.d(x*) = pex® Ldx (x > 0);
2.d@*}Y=a%lnadx{(a>0,a # 1);

3.d(log, x) =

dx
dx,{x > 0,a > 0,a = 1}, xususan, d(lnx) = — (x > 0);
xina X
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4. d(sinx) = cosxdx;

5. d(cosx) = —sinxdx;
6.d(tgx) = ——d (x# 2+ kmk € 2);
T e W I '
1
7.d{ctgx) = ————dx (x # km, k € Z);
Sincx

8. d(arcsinx) = = dx(—1l<x<1);
— X

1
1—x2

9. d{arccosx) = — dy{(—1<x<1);

1
10.d(arctgx) = Tr 2 dx;

+ x?

T+ x2 dx.

3.2. Differensialni topish qoidalari. Funksiya differensiali ta’rifi va hosila

11.d(arcctgx) = —

topish qoidalaridan quyidagi tasdiglarning o'rinli ekanligi kelib chiqadi:
6.5-teorema. Chekli sondagi differensiallanuvchi funksiyalar yig*indisining
differensiali ularning differensiallari yig*indisiga teng.
Isbot. ¢ Ikki funksiva yig*indisi uchun quyidagicha isbotlash mumkin:
d(u{x) + v(x)) = (u{x) + v{x)Ydx = {t'{x} + v'(x))dx =
=uw(x)dx +v'(x)dx = du + dv.
Umumiy holda matematik induksiya metodi bilan isbotlanadi. ¢
6.6-teorema. Quyidagi d(u(x)-v(x)} = v(x)-du + ux)-dv formula o‘rinli.
Isbot. ¢ Ko‘paytmaning hosilasi va funksiya differcnsiali formulalaridan
foydalanamiz:
du(x)v(x)) = (wx)v))dx = (W) v(x) + u(x)v'(x))dx =
= (W (x)dx)-v{x} + ulx)-(V'(x)dx) = v(x)-du + u(x)-dv.+
6.7-teorema. Quyidagi d{Cu(x)) = Cu'(x)dx formula o‘rinli.
Ishot (6-1-masala).
6.8-teorema. Bo‘linmaning differensiali uchun quyidagi
p (u(x)) _du-v(x)—ux)-dv

B v2(x)

v{x)

56



formula o‘rinli,

Isbot (6-2-masala}.

3.3. Differensial formasining invariantligi. Aytaylik, v = f(x) funksiyax
nuqtada differensiallanuvehi bo‘lsin. Differensialning ta’rifiga ko‘ra dy = y,'Ax,
yoki erkli o*zgaruvchining orttirmasini dx'kabi yozishga kelishganimizni ¢’tiborga
olsak, dy = y,'dx edi.

Endi x erkli o‘zgaruvchi cmas, balki ¢ erkli o‘zgaruvchining
differensiallanuvehi funksiyasi bo‘lsini x = @(t). U holda y = f(@(£)) = g(t)
funksiva f o‘zgaruvchining murakkab funksiyasi va dy = y,'dt tenglik o‘rinli
bo‘ladi. Lekin y, = y/x,'dt va dx = x.'dy larni e'tiborga olsak, dy = y,'dx
formulaga ega bo‘lamiz, va'ni differensialning avvalgi ka‘rinishiga qaytamiz.

Shunday qilib, differensial formasi o‘zgarmadi, ya’ni funksiya
differensialining formasi x erkli o'zgaruvchi bo'lganda ham, erksiz (oralig)
o‘zgaruvehi bo‘lganda ham bir xil ko‘rinishda boladi: differensial hosila va hosila
qaysi o‘zgaruvchi bo‘yicha olinayotgan bolsa, o'sha o‘zgaruvchi differensiali
ko‘paytmasiga teng bo‘ladi. Bu xossa differensial formasining invariantligi
deyiladi. Shuni aytib o‘tish lozimki, bu xossada fagat differensial formasining
saqlanishi hagida gap boradi. Agar x erkli o‘zgaruvchi bo‘lsa, u holda dx = Ax; x
erksiz o‘zgaruvchi bo‘lsa, u holda, umuman olganda, dx # Ax bo‘ladi.

6.9-misol. y = Vx berilgan. 1) x erkli o*zgaruvehi bo'lganda va 2} x = t° +
t? — 3 bo‘lganda dy ni hisoblang,

Yechish. 1) 2-§ dagi (2) formulaga ko‘ra

dy = 1Jc%a!x = ?i
3 3Vx?
2) Differensial formasining invariantlik xossasidan foydalansak, dy = 3;3’;_2
bo‘lib,
1 (5t* + 2t)dt

dy = ——————d(t* + 2 -3 =
3V +t2-3) 335 +t2 - 3)

natijaga ega bo‘lamiz.
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4-§. Taqribiy hisoblashlarda differensialning go‘Nanilishi

Yugorida ta’kidlaganimizdek, x, nugtada differcnsiallanuvchi ¥ = f(x)
funksiya uchun Ay = f'(xg)dx, ya'ni Ay = dy taqribiy tenglik o°rinli. Shu taqribiy
tenglik matematik analizning nazariy va tatbiqiy masalalarida muhim ahamiyatga
epa bo'lib, differensialning mohiyatini belgilaydi. Yugoridagi tenglikda Ay =
Fx) — f(xo) Ax = x — x4 deb olsak, quyidagi tenglikka ega bo*lamiz:

) = flxo) = f{xe){x — %0} yoki

f(x) = f(xg) + f'(xp) (x — %) (1)
(1) formula funksiya qiymatlarini taqribiy hisoblashda keng qo‘llaniladi.

Masalan, f(x) = Jx funksiya uchun quyidagi

Ax
«/x+sz\/E+m (2)

formula o‘rinli. Agar f(x) = Vx funksiyaning x = 0,98 dagi qiymatini hisoblash
talab qilinsa, (2) formulada x = 1, Ax = —0,02 deb olish vetarli. U holda /0,98 =
V4=

0,02
V1

107% aniglikda 0,989949 teng ekanligi ko‘rish mumkin. Demak, differensial

=1-0,01=0,99bo‘ladi. Agar +v0,98 kalkulyatorda hisoblasak, uni

yordamida hisoblaganda xatolik 0,001 dan katta emas.

5-§. Funksiyaning yugorti tartibli differensiallari

5.1. Yuqori tartibli differensiallar. Aytaylik, ¥y = f(x) funksiva biror (a, b)
intervalda berilgan bo‘lsin. Bu funksiyaning dy = f"(x)dx differensiali x ga bog*liq
bo‘lib, dx = Ax va Ax orttirma x ga bog‘lig emas, chunki x nuqtadagi orttirmani x
ga bog'liq bo‘lmagan holda ixtiyoriy tanlash mumkin. Bu holda differensial
formulasidagi dx ko'paytuvchi o‘zgarmas bo‘ladi va f'(x)dx ifoda fagat x ga
bogtliq bo'lib, uni x bo‘yicha differensiallash mumkin.

Demak, bu funksiyaning differensiali mavjud bo‘lishi mumkin va u, agar

mavjud bo‘lsa, funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali deb ataladi.
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Ikkinchi tartibli differensial d?y yoki d? f (x) kabi belgilanadi. Shunday qilib,
ikkinchi tartibli differensial quyidagicha aniglanar ckan: d®y = d{(dy).

Berilgan y = f{x) funksivaning ikkinchi tartibli c[lifferensiali ifodasini topish
uchun dy = f'(x)dx formulada dx ko‘payt‘uwhi o‘zgarmas deb garaviniz. U holda

d*y = d{dy) = d(f'(x)dx) = d(f (x}dx = (f"(x)dx)dx = f"(x}(dx)*
bo‘ladi. Biz kelgusida dx ning darajalarini qavssiz yozishga kelishib olamiz. Bu
kelishuvni e'tiborga olsak, (dx}? = dx? bo'ladi va ikkinchi tartibli differensial
uchun quyidagi ifodani hosil gilamiz:

d2y = £ (x)dx? (1)

Shunga o‘xshash, uchinchi tartibli differensialni ta’riflash va uning uchun

ifodasini keltirib chigarish mumkin: d¥y = d(d?y) = d(f"(x)dx?) = f" (x)dx’,
Umumiy holda funksiyaning (n— L}-tartibli differensiali ¢~y dan
olingan differensial funksiyaning n-tartibli differensiali deyiladi va d"y kabi
belgilanadi, ya'ni d"y = d{d""'y). Bu holda ham funksiyaning n-tartibli
differensiali uning »-tartibli hosilasi orgali quyidagi
d*y = f®x)dx" (2)
ko'rinishda ifodalanishini isbotlash mumkin.

Yuqoridagi formuladan funksivaning n-tartibli hosilasi uning »-tartibli
differensiali va erkli o' zgaruvchi dificrensialining n-darajasi nisbatiga teng ekanligi
kelib chigadi:

) = d'y/dx"

5.2. Murakkab funksivaning yuqori tartibli differensiallari. Endi x
argiment biror t o‘zgaruvchining funksiyasi x = o(t} bo‘lgan hel uchun yuqori
tartibli differcnsiallarni hisoblash formulalarini keltiriv chigaramiz.

Bu holda dx = ¢'(t)dt bo‘lganligi sababli, dx ni x ga bog'liq emas deb
bo‘lmaydi. Shu sababli ta’rif bo‘yicha (d®y = d(f'(x)dx)) hisoblaganda, d?y ni
ikkita f"(x) va dx funksiyalar ko‘paytmasining differcnsiali deb quraymiz.

Natijada

159



d?y = d(f (x)dx) = d(f (Ddx + f(xX)d*x = (" (x)dx)dx +
F{x)d?x = f(x)dx? + f'(x)d?x,
ya'ni

d?y = fr{x)dx® + f(x)d®x 3
formulaga ega bo‘lamiz.

Endi ikkinchi tartibli differensial uchun hosil gilingan (1) formula (3}
formulaning xususiy holi ekanligini ko‘rsatish qiyin emas.

Iaqigatan ham, agar x erkli o‘zgaruvchi bo‘lsa, u holda d?x = x"dx? =
0-dx? = ( bo'lib, (3) formuladagi ikkinchi qo*shiluvchi qatnashmaydi.

Uchinchi tartibli differensial uchun quyidagi

APy = 03 + 3 (0dxd?x + £ 0Od3x (C))]
formula o*rinli ekanligini isbotlashni o*quvchilarga taklif gilamiz.

Ikkinchi va uchinchi tartibli differensiallar uchan olingan formulalardan
murakkab funksivaning yuqori tartibli differensiallarini hisoblashda differensial
formasining invariantligi buziladi. Boshgacha aytganda, ikkinchi va undan yuqori
tartibli differensial formulalari ko‘rinishi x argument erkhi o*zgaruvchi yoki boshqa

o‘zgaruvchining differensiallanuvchi funksiyasi bo‘lishiga bog‘lig bo‘ladi.

Mashq va masalalar

6-1. 6.7-teoremani isbotlang.
6-2. 6.8-teoremani isbotlang.

Funksiyaning differensialini toping (3-6):

6-3.y = arctg Vx. 6-4. y = (x} — x)tgx.
6-5. y = x%lnx. 6-6. v -——:2—121.

y = y(x) funksivaning orttirmasi va differensialini umumiy ko‘rinishda,
shuningdek Ax ma’lum bo‘lganda x; nuqtada toping {7-8).

67y = x° 4+ 2%, x, = 1, Ax = 0,01.

6-8.y =x* +x -5 % = 0, Ax = 0,5

It

Differensial yordamida tagribiy hisoblang (9-11):
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6-9. ¥26. 6-10. tga4®.  6-11.(1,02)5.

6-12. Funksiya orttirmasini differensial bilan almashtirib, ¥ = y(x)
funkstyaning korsatilgan nugtadagi qiymatini taqribiy hisoblang:

ayy=3Vx, x =65x=1251324; byy=Vx, x=90;x = 15,8;

¢}y =sinx, x = 29% x = 3599, ) d) v = arcsinx, x = 0,51.

6-13. xy ga nisbatan kichik Ax uchun quyidagi tagribiy formula o*rinli

ekanligini isbotlang;

EN
Ax, x5 > 0.
nxg

Mxg +Ax = Yx, +
Shu formula yordamida taqribiy hisoblang:
2)V640; b) ¥199; ¢)3/24345; d) ‘Y1000
dy va d?y lami toping (12-13):

x-1

6-14y =-—. 6-15.y = x(Inx — 1).

6-16. Differensialdan foydalanib, (1 + a)® =~ 1 + n - & tagribiy formulani

isbotlang.
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VII BOB. DIFFERENSIAL HISOBNING ASOSIY TEOREMALARI VA
ULARNING TATBIQLARI

1-§. Orta giymat haqidagi teoremalar

Matematik analiz. kursida ofrganiladigan asosiy va amaliy masalalarni
yechishda katta ahamiyatga ga bo*lgan funksiyalar sinflaridan (to*plamlaridan} biri-
bu uzluksiz funksiyalar sinf{i hisoblanadi. Oldingi bobda biz dif{erensiallanuvchi
funksiyalar sinfi uzluksiz funksiyalar sinfining gismi bo‘lishint ko‘rsatgan edik.
Differensiallanuvchi funksivalar o'ziga xos ahamivatga e¢ga, chunki ko‘pgina
tatbigiy masalalami yechish hosilast mavjud funksiyalami o‘rganishga keltiriladi.
Bunday funksivalar ba’zi bir umumiy xossalarga ega. Bu xossalar ichida o re
giymat hagidagi teoremalar nomi bilan birlashgan teoremalar alohida ahamiyatga
ega. Ushbu teoremalar [a; b] kesmada o‘rganilayotgan funksiya uchun u yoki bu
xo0ssaga ega bo‘lgan [a; b] kesmaga tegishli ¢ nuqtaning mavjudligini ta’kidiaydi.

1.1. Ferma teoremasi

7.1-teorema. Agar f(x) funksiva {a,b) oraligda aniglangan va biror ¢ €
(a, b) nugtada eng katta {eng kichik) giymatga erishsa va shu nugtada chekli f'(¢)
hosila mavjud bo‘lsa, u holda f'(¢) = 0 bo‘ladi.

Ishot. ¢ f(c) funksivaning eng katta giymati bo‘lsin, ya'ni ixtiyoeriy x €
{(ea;bYda f(x) < f(c)tengsizlik o‘rinli bo*lsin. Shartga ko*ra bu ¢ nugtada chekl

£ (¢} hosila mavjud.

Ravshanki,
— Yo _
f'(C) = hmM = lim f(xl—f.(c_) = lim f(x) f(C)
e X—=c x=c-0 xX—=c x—c+0 xX—c

Ammo x < ¢ bo‘lganda &;:{(—L} 20 ->f' ()20 vax>c bo'lganda
L& < p - f'(c) < 0 bo'lishidan £'(c) = 0 ekani kelib chigadi

Eng kichik giymat holi shunga o‘xshash isbotlanadi. ¢



Ferma teoremasi sodda geometrik ma’noga ega, U f(x) funksiva grafigiga
{c; £()) nugtada o‘tkazilgan urinmaning Ox o*giga
paralell bo*lishini ifodalaydi {35-rasm).

7.2-izoh. Ichki ¢ nuqtada f'(c) = Obo‘lsaham gy
bu nuqtada f(x) funksiva eng katta (eng kichik)

giymatni qabul gilmasligi mumkin. Masalan, f(x) = ol x
2x3 -1, x€(—1;1) da berilgan bo‘lsin. Bu
funksiya uchun f'{0) = 0 bo‘ladi, lekin 35-rasm

f(8) = —1 funksiyaning (~1; 1) dagi eng katla yoki eng kichik qiymati bo*Imaydi.

1.2. Roll teoremasi

7.3-teorema (Roll teoremasi). Agar f(x) funksiya [a; b] kesmada aniglangan
bo‘lib, quyidagi 1) [a; b] da uzluksiz; 2} (a; &) da ditferensiallanuvchi; 3) f{a) =
f(b) shartlarni qanoatlantirsa, u holda f’(c) = (0 bo‘ladigan kamida bitta ¢ {a <
¢ < b) nugta mavjud bo‘ladi.

Isbot, ¢ Ma’lumki, agar f(x} funksiya [a@;b] kesmada uzluksiz bolsa, u
holda funksiya shu kesmada o‘zining eng katta M va eng kichik m gqiymatlariga
erishadi. Qaralayotgan f(x) funksiya uchun ikki hol bo‘lishi mumkin.

[. M =m, bu holda [a,b] kesmada f{x) = const va f'(x} = 0 bo‘ladi.
Ravshanki, f'(c) = 0 tenglamani ganoatlantiradigan nuqta sifatida (a; b} ning
ixtiyoriy nugtasini olish mumkin.

2. M > m, bu holda teoremaning f(a) = f(b) shartidan funksiya M yoki m
qiymatlaridan kamida birini [a, b] kesmaning ichki nuqtasida qabul qilishi kelib
chiqadi. Aniglik uchun f{c) = m bo'lsin. Eng kichik qiymatning ta’rifipa ko‘ra
vx € [a, b] uchun f(x) = f(c) tengsizlik o‘rinli bo*ladi.

Endi f'{c) = 0 ekanligini ko‘rsatamiz. Teoremaning ikkinchi shartiga ko‘ra
f(x) funksiva (a; &) intervalning har bir x nuqtasida chekli hosilaga ega. Bu shart,
xususan ¢ nuqta uchun ham o‘rinli. Demak, Ferma teoremasi shartlari bajariladi,
Bundan f'(¢) = 0 ckanligi kelib chigadi.

f(c) = M bo‘lgan holda teorema yuqoridagi kabi isbotlanadi. ¢
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Roll teoremasiga quyidagicha
geometrik talgin berish mumkin (36- ¥
rasm). Agar |a,b] kesmada uzluksiz,

fa)=fiv} ; '
{u, b) intervalda differensiallanuvchi —K/
|

f(x) funksiya kesma uchlarida teng

giymatlar gabu! qilsa, u holda f{x) 7 C p 7 —
funksiya grafigida abssissasi x = ¢
bo‘lgan shunday C nuqta topiladiki, shu 30-rasm

nuqtada funksiva grafigiga o‘tkazilgan urinma abssissalar o‘giga parallel bo*ladi.
7.4-izoh. Roll teoremasining shartlari yetarli bo‘lib, zaruriy shart emas,
Masalan, 1) f(x) =x%, x € [—1:1] funksiya uchun teoremaning 3-sharti
bajarilmaydi.
(1) =-1=1=f{1), Ickin f'{0) = 0 bo'iadi.
x, agar0 < x <1,

2) f(x) =40, agar 1 < x <2, funksiya uchun Roll teoremasining
2, agar x = 2,

barcha shartlari bajaritmaydi, lekin (1; 2) intervalning xtiyoriy nuqtasida f'(x) =
0 hofladi. )
1.3. Lagranj teoremasi
7.5-tcorema (Lagranj teoremasi). Agar f{x} funksiva [a,b] kesmada
uzluksiz va (a, b) da chekli f'(x) hosila mavjud bo‘lsa, u holda (a, b) da kamida
bitta shunday ¢ nuqta mavjud bo‘lib,

Fe)—f(ay
Th_a ') (1)

tenglik orinli bo‘ladi.
Isbot. ¢ Quyidagi yordamchi funksiyani tuzib olamiz:

©(x) = £() - fla) = ﬂ%@ =(x-a)

Bu ${x) funksiyani [a, b] kesmada uzluksiz va (a, b)Y da hosilaga ega bo'lgan

f{x) va x funksiyalarning chizigli kombinatsiyasi sifatida garash mumkin. Bundan
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@ (x) funksiyaning [a, b] kesmada uziuksiz va (a, b) da hosilaga ega ekanligi kelib
chigadi. Shuningdek
O{ay =MbY =0,
demak O(x) funksiya Roll teoremasining b.archa shartlarini gqanoatlantiradi,
Demak, Roll teoremasiga ko‘ra (a, b} intervalda kamida bitta shunday ¢ nugta
mavjud bo‘ladiki, ®(c) = @ bo‘ladi.
Shunday qilib,

f)—fa)
b—a
va bundan esa isbot gilinishi kerak bo‘lgan (1) formula kelib chigadi. ¢

Oc) = f'(c) - 0

(1) formulani ba’zida ZLagranj K

Jormulasi deb ham yuritiladi. Bu formula 1)) N——
fR-f=ree-o @ P4

ko‘rinishda ham yoziladi.

(%)

1

1
o4 _-

. . . > C
Endi Lagranj teoremasining o ; :
! Il x-.
geometrik ma’nosiga to‘xtalamiz. f(x) a i ) "
funksiya Lagranj teoremasining shartlarini 37-rasm

ganoatlantirsin  deylik (37-rasm). Funksiya grafigining A(a; f(a)), B(b; F (b))
nugtalar orqali kesuvchi o‘tkazamiz, uning burchak koeffitsienti
o = B _f®) = @)
AC b—a
bo‘ladi.

Hosilaning geometrik ma’nosiga binoan f"(c) - bu f(x) funksiya grafigiga
uning (c; f(c}) nuqtasida o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffitsienti: tgf8 =
f'(c) Demak, (1) formula (g, b) intervalda kamijda bitta shunday ¢ nugta
mavjudligini ko‘rsatadiki, f(x) funksiya grafigiga (c; f(c)) nugtada o'tkazilgan
urinma A8 kesuvchiga paralell bo*ladi.

Isbot gilingan (1) formulani boshgacha ko‘rinishda ham yozish mumkin.

Buning uchun @ < ¢ < b tengsizliklarni e’tiborga olib, ;_T: = @ belgilash kiritamiz,

wholdac=a+ (b —a)8, 0 <8 <1 bolishi ravshan. Natijada (1) formula ushbu
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F(B) = f@) = fa+0b-a)b-a)
ko‘rinishga keladi.

Agar (1) formulada @ = x; & = x4 + Ax almashtirishlar bajarsak, u

fxo + 8x) = f(xp) = f{c)Ax 3)
bu yerda x; < ¢ < xy + Ax, ko'rinishga keladi, Bu formula argument orttirmasi
bilan funksiya orttirmasint bog‘laydi, shu sababli (3} formwula chekli orttirmalar
Jormulasi deb ataladi.

Agar (1) Lagranj formulasida f(a) = f{b) deb olsak, Roll tcoremasi kelib
chiqadi, va’'ni Roll teoremasi Lagranj teoremasining xususiy holi ekan.

7.6-misol. Ushbu [0,2] kesmada f(x) = 4x% — 5x% + x — 2 funksiva uchun
Lagran) formulasidagi ¢ ning giymatini toping.

Yechish. Funksiyaning kesma uchlaridagi qiymatlarini va hosilasini
hisoblaymiz: f{0) = —2: f(2) = 12; f'(x) = 12x? — 10x + 1. Olingan natijalarni
Lagranj formulasiga go‘yamiz, natijada

12— (=2)=(12¢2 = 10c+ 1}(2 - 0) yoki 6c® —5c—3 =0 kvadrat
5497

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani yechamiz: ¢, ; = > Topilgan
_ 5+v97 I 5497
ildizlardan fagat +1V2 qarafayotgan kesmaga tegishli. Demak, ¢ = J%—’ ekan.

Lagranj teoremasi o'z navbatida quyidagi teoremaning xususiy holi bo‘ladi.

1.4. Koshi teoremasi

7.7-teorema (Koshi teoremasi). Agar [a,b] kesmada f(x) va g(x)
funksiyalar berilgan bo'lib, 1} (g, b] da uzluksiz; 2} (a, b} intervalda f'(x) va g'(x)
mavjud, hamda g'(x) = 0 bo‘lsa, u holda hech bo‘lmaganda bitta shunday ¢ (@ <
¢ < b) nuqta topilib,

f®) ~ flay _ ()
g — glay g'(c)

(1)
tenglik o‘rinli bo*ladi.

Ishot. ¢ Ravshanki, (4) tenglik ma'noga ega bo‘lishi uchun g(b) = g(a)
bo‘lishi kerak. Bu esa teoremadagi g'(x) # 0, x € (a; b) shartdan kelib chigadi.

Hagigatdan ham, agar g(u)} = g(b) bo‘lsa, u holda g(x) funksiya Roll
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teoremasining barcha shartlarini ganoatlantirib, biror ¢ € (a; b) nuqtada g'(¢) = 0
bo‘lar edi. Buesa x € (a; b) da g’(x) # O shartga ziddir. Demak, g(b) # g{a).

Endi yordamchi

Oy — ) @ R
D{x) = f(x) — f(a) TS - (g(x) — g{a)) funksiyani tuzaylik.

Shartga ko‘ra f(x) va g(x) funksiyalar [, b] da uzluksiz va (a, b) intervalda
differensiyalanuvechi bo‘lgani uchun F(x) birinchidan [a, b] kesmada uvziuksiz
funksiyalarning chiziqli kowmbinatsiyasi sifatida uzluksiz, ikkinchidan (a,b)
intervalda

b)—f(a
0 = e - LI g
hosilaga ega.

So'ngra P(x) lunksiyaning x =a va x = b nuqtalardagi giymatlarini
hisoblaymiz: ®(a) = ¢(b) = 0. Demak, ®(x) funksiya [a,b] kesmada Roll
tcoremasining barcha shartlarini ganoatlantiradi. Shuning uchun hech bo‘lmaganda

bitta shunday ¢ (a < ¢ < b) nuqta topiladiki, ©'(¢) = 0 bo‘ladi. Shunday qilib,

. i 4 __f(b)—f{a)z Il
0="c) = f{c) a(b)-g(a) g

va bundan (4) tenglikning o‘rinli ekani kelib chigadi.

Isbotlangan {4) tenglik Koshi formulasi deb ham ataladi.

7.8-misel. Ushbu f(x) = x? va p(x) = vx funksiyalar uchun [0,4] kesmada
Koshi formulasini vozing va ¢ ni toping.

Yechish. Berilgan funksiyalarning kesma uchlaridagi qiymatlari va
hosilalarini topamiz: f{(0) =0, f{4) =16, ©(0) =10, ¢{4) =2; f({x) = 2x,

@'(x) = 2—:}; Bulardan foydalanib Koshi formulasini yozamiz:

-126_;; = 2% bundan 4cv/c = 8 yoki ¢v/€ = 2. Demak ¢ = V4.
Ve

Mashg va masalalar

7-1. Roll teoremasini f(c) = M bo‘lgan holda isbotlang,
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7-2. Berllgan kesmada f{x) funksiya uchun Roll teoremasi to‘g‘riligini
tekshiring, teoremadagi ¢ ning giymatini toping (agar u mavjud bo‘lsa) (3-6):

T3 fl) = [x[-2,[-2; 2. 74 f(x} = —x? +4x — 3,[0; 4].

7-5. f(x) = cosx, [:i%n 7-6. f(x) = Vx% [-1:1].

Berilgan kesmada f(x) funksiya uchun Lagranj leoremasi to'g'riligini
tekshiring, teoremadagi ¢ ning giymatini toping (agar u mavjud bo‘lsa) (7-9):

7-7. f(x} = e%,[0; 1].

7-8. f(x) = L [1' l].

x' sz
79.f(x) = Jx—1],[%: 3]
y = f{x)egrichiziqning, urinmasi A va B nuqtalarini tutashtiruvchi vatariga
parallel bo*ladigan nuqtasini toping (10-11):
7-10.y = x%— 4x, A(1; —=3); B(5; 5). Chizma yordamida tushintiring.
Inx, A(1;0); B(e; 1).

7-12. Roll teoremasining quyidagi shartlaridan boshqa barcha shartlari

7-1l.y

]

bajarilsa. f(¢) = 0 bo‘ladigan § € (g, b} nugta har doim mavjud bo‘ladimi?

a) f funksiya [a, b] kesmada uzluksiz;

b) f funksiva (g, b) intcrvalda chekli hosilaga, voki bir hil ishorali cheksiz
hosilaga ega;

<y fa) = f(b).

7-13. Roll teoremast shartlari £ (&) = 0 bo*ladigan £ € (a, b) nuqta mavjud
bo‘lishi uchun zaruriy va yetarli shart bo‘ladimi?

7-14. f{x) = {xsin%, agar x # 0, funksiya uchun [—1; 1} kesmada

0, agar x=10

Lagranj teoremasi o'rinlimi?

2-§ Anigmaslikiarni ochish. Lopital goidalari
Tegishli funksiyalarning hosilalari mavjud bo‘lganda g,g, 0-00, w0 — oo,

1%, 0%, «® ko‘rinishdagi anigmasliklarni ochish masalasi engillashadi. Odatda
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hosilalardan foydalanib, anigmasliklarni ochish Lopiral goidalari deb ataladi. Biz

quyida Lopital qoidalarining bayoni bilan shug‘ullanamiz.

0
2.1. ° ko‘rinishdagi anigmaslik. Ma’lumki, x»a daf(x) »0 va

g(x)- 0 bo' lsa f(x) lfoda ko‘rinishdagi anlqmasllk deyilar edi. Ko'pinchax - a

f'c
Y (i ifodaning limitini topish oson

bo*ladi. Buifodalar limitlarining teng bo*lish sharti quyidagi tearemada ifodalangan.

da ;Ex) ifodaning limitini topishga qaraganda

7.9-teorema. Agar
D f(x) va g(x) funksivalar (@a—4;a)VU (g;a+ &), bu yerda &> 0,
to‘plamda differensiallanuvehi va shu to'plamdan olingan ixtivorty x uchun g{x} #

0,g'(x)#0; 2) chlir; flx) = JlfiLI{lzg(I) = 0; 3) hosilalar nisbatining limiti {chekfi
yoki cheksiz) mavjud bo‘lsa, u holda funksiyalar nisbatining limiti lim % mavjud
x-—a gix

va
f(x) f1x)

lim —— = lim
IIL]?I g(x) r—»ag (x)

1
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. & Har ikkala funksiyani x = a nuqtada f{a) =0, g{a) =0 deb
aniqlasak, natijada ikkinchi shattga ko‘ra
}l{i_x:r; fix)=0= f{a), }Lrg g(x) =0 =g(a) tengliklar o'rinli bo’lib, f(x) va
g(x) funksivalar x = a nuqtada uzluksiz bo*ladi.

Avval x > a holni qaraymiz. Berilgan f(x) va g(x)} funksivalar [a;x], bu
yerda x < a + 6, kesmada Koshi teoremasining shartlarini ganoatlantiradi. Shuning

Fx)=f{a) f (c}
glx)-gla) ~ g'(c)

o‘rinli bo‘ladi. f{a) = gf{a} = 0 ckanligini €’tiborga olsak, so‘ngi tenglikdan
fx) o)
glx)  g'(c)

uchun ¢ bilan x orasida shunday ¢ nugta topiladiki, ushbu tenglik

(2)
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bo*lishi kelib chigadi. Ravshanki, a < ¢ < x bo'lganligi sababli, x — a bo‘lganda

fix) = lim Jide3]

ag(xl x—»ag(x) =4

¢ — a bo‘ladi. Teoremaning 3-sharti va (2) tenglikdan 11
kelib chiqadi.
Shunga o‘xshash, x < a holni ham qaraladi.

7.10-misol. Ushbu hm 3) = limitni hisablang.

Yechish. Bu holda f(x) = ln(x —3),g(x) =x*+3—10 bo‘lib, ular
uchun 7.9- teoremaning barcha shartlari bajariladi.

Hagiqatan ham, 1) lim fx) = lim In(x*=3) =inl =0, Ll_l’g glx) =

hm(x +3-10)=0; 2)f(x)— ,q(x)—2x+3x;t+\/_

l 2x
g(x} x_,z(xz 3)(2x+3) 7

3} llm 2 botladi.

In(x?-3) _

Demak, 7.9-teoremaga binoan llm 5 =-
2x2+3-10 7

7.11-eskatma, Shuni ta’kidlash kerakki, berilgan funksiyalar nisbatining limiti

3) shart bajarilmasa ham mavjud bo‘lishi mumkin, ya'ni 3) shart yetarli bo‘lib,
zaruriy emas, hagigatan ham f(x) = x? cosi, g%) = x funksiyalar (0;1] da 1),

2) shartlami ganoatlantiradi va

o f) 1
lim——==lim{xcos —-) =0,
x—rug(x) X0 X
lekin
i rréf,it) llm(Zxcos— + sin —) mavijud emas, chunki n — o0 da
x— xXx=

Xp = ni -0 va llm (2xcos + sin ) = hm( + sinmn) =0,

T3 cos (Zrm + g) +

1 . 1 N A T
Xp = .~ Ouchun lim (2xcos—+ sm;) = lim ( Y

n‘(2n+5) xn—0 x n—ow

sin (Zn‘n + g)) =1,

7.12-teorema. Agar [¢; +o) nurda aniglangan f(xr} va g(x) funksiyalar

" berilgan bo‘lib, 1) (c; +%) da chekli f'{x) va g'(x) hosilalar mavjud va g'(x) = 0,
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2) lim f(x) =0, lim g(x) =0; 3) hosilalar nigbatining limiti lim re
x4 X+ x—+eoo ghlx)

{chekli yoki cheksiz) mavjud bo‘lsa. u holda fypksiyalar nisbatining limiti

flx) -
Jm mavjud va

f
xl—l,Too g(x) xHTm g’(x) (3}

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Isbot (7-15-masala).

2.2, 2 ko‘rinishdagi anigmaslik. Agar ¥ — o0 da f(x) = o, g(x) - o

ho‘lsa, ? 1[oda 2 ko rinishidagi anigmaslik deyilar edi. Endi bunday anigmaslikni

ochishda ham f (x) va g (x) funksiyalarning hosilalaridan foydalanish mumkinkigini
ko‘rsatadigan tcoremani Keltiramiz,

7.13-teorema. Agar ) f{(x) va g{x} [unksiyalar (a;c) nurda
differensiallanuvchi, hamda g'(x) = 0, 2) lijﬂ.f(ﬂ = XEng(x) =, 3)

. Flix) fx) . Lo fl) Flx)
ilm} e mavjud ho‘lsa, u holda 11m 0 maviyd va PE}O prot Pim P
bo*ladi.

Jix) fx)
[sbot. ¢ Teorema shartiga ko'ra llm pors )ma\gud Aytaylik, 11m n o= =u
X

bo'lsin. U holda ¥c > 0 sonni olsak ham shunday N > ¢ son topilib, x = N
bo‘lganda

g kT2 3)
tengsizliklar bajariladi. Untumiylikni cheklamagan holda N > a deb olishimiz
mumkin. U holda x = N tengsizlikdan x € (a; ) kelib chiqadi.

Aytaylik, x > N bo'lsin. U holda [N; x] kesmada £(x) va g(x) funksiyalarga
Koshi tcoremasini go*llanib quyidagiga ega bo*lamiz:

f&-r) _ e
gx)—g(ny  g/(c}

Endi ¢ >> N bo‘lganligi sababli x = ¢ da (3) tengsizliklar o*rinli:

.buyerda N <c < x.
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bundan esa
fx) = fN) 3
7 g0x) — g(N} cu

tengsizliklarga ega bo‘lamiz.

H= (3

Teorcma shartiga ko‘ra lim f{x} = oo, lirP g(x) = oo, f(N) va g(N) lar
x— 0 x>+ o

fe—fv) kase

esa chekli sonlar. Shu sababli x ning yetarlicha katta giymatlarida 2009 ()

% kasrdan istalgancha kam [arq qiladi. U holda shunday M soni topilib, x = M

larda
£
p—5< m<#+i' (4)
tengsizlik o'rinli bo*ladi.
Shunday qilib, ixtiyoriy £ > ¢ son uchun shunday M soni mavjudki, barcha

x = M larda {(4) tenglik o'rinli bo‘ladi, bu esa hm f—(—~ = u ekanligini anglatadi.¢

7.14-misol. Ushbu lim % limitni hisoblang.

X—=C0
Yechish. f(x) = Inx, g(x) = x funksiyalar uchun 7.13-teorema shartlarini
tekshiramiz: 1} bu funksiyalar (0, +o0) da differensiailanuvchi; 2} f'(x) = 1/x

. — 1. f(x) .
gE =13 IHP«: a'(x) xETm 1

= (, ya'ni mavjud. Demak, izlanayotgan
limit ham mavijud va chl_.n}n % = {0 tenglik o°rinli.

2.3, Beshgqa ke‘rinishdagi anigmaslikiar. Ma’'lumkd, Ln;o flx)y=
g, }Lrgng(x) = w bo‘lganda f(x}-g{x) ifoda 0-00 ko‘rinishidagi anigmaslik bo‘lib,

uning quyidagi

flx)glx) = L(lﬂ _ QSLX)
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kabi yozish orgali % yoki E ko‘rinishidagi anigmaslikka keltirish mumkin.
Shuningdek, lim f{x) = 4oo, lim g(x) = +oo bo'lganda f(x) — g(x) ifoda o —
X=w X =00

oo ko‘rinishidagi aniqmaslik bo*lib, uni ham quyidacha shak! almashtirib

.1 1
-9t =452
foy 7O

g ko‘rinishdagi anigmaslikka keltirish mumkin.

Ma’lumki, x - a da f(x) funksiya 1,0 va oo ga, g{x) funksiya esa mos
ravshda o, 0 va 0 intilganda (f(x))#? darajali-ko*rsatkichli ifoda 1, 0%, 0o
ko‘rinishidagi anigmaslikiar edi. Bu ko‘rinishdagi anigmasliklarmi ochish uchun
avval y = (F(x))9%} ni logarifmlaymiz: Iny = g(x).In(f(x)). Bunda x - a da
gL n(f(x)} ifoda 0-c0 ko‘rinishdagi anigmaslikni ifodataydi.

Shunday gilib, funksiya hosilalari yordamida 0-o3, o0 — o0, 1%, 09 o,
ko‘rinishdagl aniqmasliklarni ochishda, ularni ~ yokl ko*rinishidagi anigmaslikka
keltirib, so*ng yuqoridagi teoremalar go’llaniladi.

7.15-eslatma. Agar f(x) va g(x) funksiyalaming f'(x) va g'(x} hosilalari
ham f(x) va g(x) lar singari yuqorida keltirilgan teoremalaming barcha shartlarini

qanoatlantirsa, u holda

lim f(x) ~ in f’(X) - lim f(x)
x=a g{x) 2o g'(x)  xoe gi'(x)
tengliklar o‘rinli bo‘ladi, ya'ni bu helda Lopital qoidasini takror qo‘llanish mumkin
bo‘ladi.
1

7.16-misol. Ushbu lim f*gﬁ)? limitni hisoblang.
x—0 x

1
Yechish. Ravshanki, x--»0 da (%) ifoda 1% ko‘rinishdagi anigmasiik

bo‘ladi. Uni logarifmlab, % anigmaslikni ochishga keltiramiz:
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x
(z ) X osTx '9*
limny = lim = lim ST LI S
x-0 4 x— x2 x=0 (xz)’ x-0 2x -
1 i X sinxcosx 1 y (x — sinxcosx)’
=7 x3 T2 (x3)
_11. 1—cos®x +sin’x 1 I 2sin’x 1 2_1
_lef‘l) 3x? TEav0 x2 6 -3

1
Demak, lim (me),_z —ei= e
Mashq va masalalar
7-15. 7.12-1eoremant isbotlang., Ko‘rsatma: Umumiylikni saglagan holda,
teorcmadagi ¢ sonni musbat deb oling va x = i— x almashtirishdan fovdalaning.
7-16. 7.13-teoremaning x — a da ham orinti bo'lishini ko‘rsating,

Ko‘rsatma: t = ﬁ almashtirishdan foydalaning,

Lopital quidasidan foydalanib limitlarni toping (17-30):

7-17. lim =10 7-18. lim 22X
x22 X =3x-2 x-+1%—1
7-19, lim & — 7-20. lim oF
x-0 sinx X—+too X
7:21. lim & 7-22. lim 2%
x—+m X x—=0ctg Zx
7-23. lim x%- e~ % 7-24.1im (2 - 1),
x—=+ oo x—=0 X 5InX.
. 1 . 1 1
7-25. limx (ex — 1). 726 lim (25 - ).
1
7-27. lim x'9% 7-28. lim{cos 2x)<* .
x—0 x—0
x?.
7-29. lim (3) 7-30, lim %5715
x—=0 X x—+0

3-§. Teylor formulasi

Teylor formulasi matematik analizning eng muhim formulalaridan biri bo‘lib,

ko‘plab nazariy tatbiglarga ega. U tagribiy hisebning negizini tashkil qiladi.
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3.1. Tevlor kofphadi. Peano ko*rinishdagi qoldiq hadli Teylor formulasi.
Ma'lunki, funksiyvaning giymatlarini hisoblash ma’nosida ko‘phadlar eng sodda
funksiyalar hisoblanadi. Shu sababli funksiyaning x; nuqtadagi qiymatini hisoblash
uchun uni shu nugqta atrofida ko‘phad bilan almashtirish muammosi paydo bo‘ladi.

Nugtada differensiallanuvehi funksiya fa'rifiga ko'ra, agar y=/{x) lunksiya x,
nugtada differensiallanuvchi bo‘lsa, v heolda uning shu nuqtadagi orttirmasini
Af(xg)} = F(x0)0x ¥+ 0(Ax), ya'ni

F = [ (Xe) + F{x)(x = xo) +0(x — xp)
korinishda yozish mumkin.

Boshgacha aytganda x, nuqtada differensiallanuvchi y=/x} funksiva uchun
birinchi darajali

Pi(x) = f(xq) + by (x = Xo) 1
ko phad mavjud bo*lib, x-»sxg da f(x) = Py(x} + o(x — x¢) bo’ladi. Shuningdek,
bu ko'phad #; (x5} = F(xo), Pi{xp) = b = f'(x,) shartlarni ham qanoatlantiradi.
Endi umumiyroq masalani garaylik., Agar x = x, nuqtaning biror atrolida
aniglangan y = f(x) funksiya shu nugtada f'(x}, f'(x),.... f ™ (x) hosilalarga
ega bo‘lsa, u holda
F) = PO+ ol(x — x)™) (2)
shartni gqanoatlantiradigan darajasi » dan katta bo‘tmagan F, (x) ko‘phad mavjudmi?
Bunday ko*phadni
P(x) = by + b {x — xp) + b {x — x0) %+ . +B, (x — x )7, 3
ko‘rinishda izlaymiz. Noma’lum bo'lgan by, by, b4, ..., b, koeffitsientlarni topishda
B Cxe) = £ (xod, i) = £ Crod B2 = " (xody e B o) =
=My @
shartlardan foydalanamiz, Avval P,(x) ko‘phadning hosilalarini topamiz:
Bi(x) = by +2b,(x — xg} + 3b3(xr — x)3+ .. 4nb,(x — x)" 71,
Pi(x)y = 2-1h; + 3-2ba(x — xp)+ ... +n-(n — Db, (x — x)* 2,
Be) = 32-1by . dndn ~ D — Db (x — x)™73,
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P (x) = nn — 1)-(n = 2)-... -2-1b,.
Yugqorida olingan tengliklar va (3) tenglikning har ikkala tomoniga x o‘miga
xg ni qo'yib barcha by, by, b,, ..., by, koeffitsientlar giymatlarini topamiz:
P (xp) = fxo) = by,
Pri(xo) = f'(xo) = by,
P (xg) = f7"(xp) = 2-1b, = 2! by,
B™(xy) = F™(xg) = n-(n = 1)-...-2-1b, = nl b,
Bulardan by = f(xp), by = f'(xo), by = %f"(xﬂ)a vy by = %f(n)(xa)

hosil gilamiz. Topilgan natijalarni (3) qo‘yamiz va
1
Bo(x) = f Qo) + [ (xg)Cx = xg) 45, f7 Cro) (x = xg)? +

1
+ e —x" (5)
ko‘rinishda ko‘phadni hosil qilamiz. Bu ko‘phad Tevlor ko ‘phadi deb ataladi.
Teylor ko‘phadi (2) shartni qanoatlantirishini isbotlaymiz. Funksiya va
Teylor ko‘phadi ayirmasini R, (x) orqali belgifaymiz: R, (x) = f(x) — B, {x). (4)
shartlardan R, (x,) = Rp,(xp) = - = R}, (xy)} = 0 bo'lishi kelib chigadi.

Endi  Rn(¥) = o((x—x)™), yani lim =22 =0 ekanligini

x—xg (Xx—xq)"

ko'rsatamiz. Agar x - x;; bo'lsa, lim _Enlx)_ ifodaning% ko‘rinishdagi anigmaslik

Xy (=2 )"

ekanligini ko‘rish qiyin emas. Unga Lopital goidasini # marta tatbiq gilamiz. U holda

. Ralx) . Rf(x) R, P . RpM(x)
lim ——~==lim ——~—=+. = |lim *— = lim 22—~ =
X—Xxg (x—xo)“ quon(x—xu)"‘l X—Xq n!(x-xu) XX, r!
. RA\Mxy) IRT
lim == =0, demak x - x, da R, (x} = 0((x — x,)™}) o‘rinli ekan,
x-+xg

Shunday qilib, quyidagt teorema isbotlandi:
7.17-teorema. Agar y = f(x) funksiya x, nuqtaning biror atrofida n marta
differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda x — x,; da quyidagi formula
1
fG) = flg) + flg)(x—x5) + Ef”(xo)(x - xg)? +
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1
ot FOP ) = )" + 0((x = x )™  (6)
o‘rinli bo‘ladi.
Bu yerda R, (x) = 0{(x — x,)™) Peano ko ‘rinishidagi qoldiq had deyiladi.
Agar (6) formulada x, = 0 deb olsak, Teylor formulasining xususiy holi hosil
bo‘ladi:

FXY=f(O+ fOx+ %f"(ﬁ)x2+ +$f(“)(0)x" +o(x™). (D)

Bu formula Makloren formulasi deb ataladi.

3.2. Teylor formulasining Lagranj ko‘rinishdagi qoldig hadi. Teylor
formulasi R,{x) qoldiq hadi yozilishining turli ko‘rinishlari mavjud. Biz uning
Lagranj ko‘rinishi bilan tanishamiz.

Qaralayotgan f(x) funksiya x, nuqta atrofida n + 1 —tartibli hosilaga ega
bo‘lsin deb talab qilamiz va yangi g(x) = (x — x)™"! funksiyani kiritamiz.
Ravshanki,

g(xg) = §'(x0) =...= g™ (xg) =0; g™ V(xy) = (n+ D! = 0.

Ushbu R, (x) = f(x) — B,{x) va g{x) = (x — x5)™" funksiyalarga Koshi
teoremasini  tatbigq qilamiz. Bunda B,(xg) = R} (xy) =...= R,(ln) (xg)=0
e’tiborga olib, quyidagini topamiz:

Rp(x) _ Ra(®¥) = Bn(x0) _ Rlaler) _ R'a(c) = R'n(xo) _ R"(c)
g(x)  gx)—glxa) g} -4  g'c)
B RO (e, B RO () — R () B RO ()
T g™ g™ —gM(x)  ghru(y
buyerda ¢, € (xg;x), ¢z € (xgrcz), e 4 Cn € (g cpmq),

Shunday qilib, biz

Ra(x) RUV(Q)
gx) g

ekanligini ko‘rsatdik, bu yerda &e (xy; x). Endi g{(x) = (x — xg)"*t,
g™V = (n+ DY, R, ™) = FO(E) ekanligini e'tiborga olsak

quyidagi formulaga ega bo‘lamiz:
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FEE

R, (x) = e

(x — 2 YL € € (g %) 8

Bu (8) lormulani Teylor formulasining Lagranj ko ‘rinishidugi goldiy hadi
deb ataladi.

Lagran korinishdagi qoldig hadni
£V (x, + 8(x — x))
(n+ 1)
ko‘rinishda ham yozish mamkin, bu yerda & birdag kichik bo*lgan musbat sen, ya'ni

D<@d<l.

Rn(x) = (x — xy)"*1, (9)

Shunday qilib, f(x) funksivaning Lagranj ko‘rinishidagi goldiq hadli Teylor

formulasi quyidagi shaklda yoziladi:
) i ;
FOO = fl) + Flep)x—xg) + 2,f"(x0)(x —x )+t

f("”')(.f)

l (n) _ noy 4 el
+ n!f (xp) lor —x)™ + m+ 1!

(x — xp)mt1, bu yerda & (xg; x).

Agar xp = 0 bo'lsa, uholda £ = x4 + &x — x,) = fx, bu yerda 0 < @ < 1,

bo‘lishi ravshan, shu sababli Lagranj ko'rinishidagi qoldiq hadli Makloren formulasi
! |
F0O) = F(0) + F(0)x + 5f"(0)x"'+ . +-—!f(“)(0)x("J
! n!

f‘(i’H IJ(HX)

o © (0

shaklida voziladi.
4-§. Ba’zi bir elementar funksiyalar uchun Makloren formulasi
4.1. ¢* funksiya uchun Makloren formulasi. fixj=e* funksiyaning (-o;~o0)
oraliqda barcha tartibli hosilalari mavjud: #(xj=* & /. 2 ... n+ /. Bundan x=0 da
SRO=1, k=1, 2, .., n f* UfOxi=e™ va f{0)=1 hosil bo‘ladi. Olingan natijalarni 3-
§ dagi (10) formulaga qo*yib
n n-l

XX x X
e e e S AR (1)
I nt (n41)!
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bu yerda 0<g<1, formulaga ega bo*lamiz.
38-rasmda f(x)=e¢" funksiya va Pyx} ko‘phad funksiyaning grafiklaci

keltirilgan.

2 3
B(x) 1+x+3—i—+xf

38-rasm
2. Sinus funksiya uchun Makleren formulasi. f{x)—sirnx funksiyaning

istalgan tartibli hosilasi mavjud va a-tartibli hosila uchun quyidagi formula o‘rinli
H . (n} . hix
edi (V.8-8): /" (x)=sinfx+ ?)' x=0 da fl0Y=0 va

T agar =2k,
1( 1)°, agar n= 2k+1

Fo0y= sin—

Shuning uchun 3-§ dagi (10) formulaga ko‘ra

3 2441 243
x 3

. X ‘ . 2k +
sinx=x——+...+(-1 + sin(@
XEx g e O kO

T), 0<f<1

{5) ko‘rinishdagi yoyilmaga ega bo‘lamiz.
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3 5

) A x
3 Il Iiivi=y——+—
! - - . 6 120
()= X - —
i3 o
N AN
vy - ~ s F > f B
’ ! Ffixi=sinx
3
X
Bfx)=x-—
0]
39-rasm

39-rasmda ffxj= sinx, Psi(x), Ps(x) funksiyalarning grafikiari keltirilgan.

4.3. Kosinus funksiya uchun Makloren formulasi. Ma'lumki, fix): cosx

. . ' e . . W) oL , niw .
funksivaning s-tartibli hosilasi uchun f*"'fx)=cos{ x + - J formulaga egamiz

0, apar n=2k+i,
(V.8-§). =0 da A0)=1 va f"(0)=cos = _[ 0 agar
2 |{-b, agar n=2k

Demak, cosx funksiva uchun quyidagi formula ofrinli:

XZ x4 x!i . _r?.k xlkvl
cosx=1—-"-+" e (=T ~cos{fix+Am), O<d<l (6)
24 e 2R (2k+2)

40-rasmda fx) =cosx. Pafx), Px) funksiyalarning grafikiari keltirilgan.

4(-rasm
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4.4. fix)=(I+x)* (ze R) funksiya uchnn Makloren formulasi. Bu funksiya
{(-1;1) intervalda aniqlangan va cheksiz marta differensiallanuvchi. Uni Maklaren

formulasiga yoyish uchun ffx)= (T 1 x)* funksiyadan ketrﬁa-kct hosilalar olamiz:
S =p1+x ), Fr(x)z =11+ x ),
FUlx)=plp =) =2)1+x)57
S )= =) (u=nt D(i+x " ()
Ravshanki, ff0)= 1, f(0 pu-1). .(u-nrl). Shuning uchun fix}=(1+x)*
funksiyaning Makloren formulasi quyidagicha yoziladi:

i (; 1) e ,ﬁt(y—l)...([/:—:1+l)xn+
al

(1+x) =1+ pux+

(=) {p-n)
(n+1)!
4.5. fix)=in({+x} funksiya uwchun Makloren formulasi. Bu funksiyaning

(1 +8xy ™ " (p<p<). (8)

(-1;) intervalda aniqlangan va istalgan tartibli hosilasi mavjud. Haqiqatan ham,
Fx=n(l+x) =1 +x)"' funksiyasiga (7) formulani go*llab, unda y=-1 deb n ni
(=1 (n-1)
(L+x)
Ravshanki, #f0)=0, F(0)=¢1)"'(r-1)! Shuni e¢’tiborga olib, berilgan

n-1 bilan almashtirsak, f(")(X) = formulani hosil qilamiz.

funksiyaning Makloren formulasini yozamiz:

23 4 e+l
Infl+xj=x—2— g X 4 4y )"“x LoV _x__] 0<@<1 (%)
2 3 4 no (r+ 1)1+ O™

Yugorida keltirilgan asosiy elementar funksiyalarning Makloren formulalari
boshga funksiyalarni Teylor formulasiga yoyishda foydalaniladi. Shunga doir
misallar ko‘ramiz.

7.18-misol. Ushbu fix) ¢ funksiya uchun Makloren formulasini yozing.

Yechish. Bu funksivaning Makloren formulasini yozish uchun #0),
F(,... /() larni topib, 3-§ dagi (10) formuladan foydalanish mumkin edi. Lekin
Jix)=¢* funksiyvaning yoyilmasidan fovdalanish ham mumkin. Buning uchun (1)

formuladagi x ni -3x ga almashtiramiz, natijada
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2 ~n R =3 i+l
S 3x Ox JEVRYE 3 J"C)ie_
l’ 2' n! (r+1}!

, <8 «,
formulaga ega bo‘lamiz.

7-19-misol. Ushbu f7x)={ux funksivani xo= | nugta atrofida Teylor formulasini
yozing.

Yechish. Berilgan funksiyani Teylor formulasiga yoyish uchun fix)=In(I+x)
funksiya uchun olingan (9) asosiy yoyilmadan foydalanamiz. Unda x ni x-1 ga
almashtiramiz, natijada /nx=/a((x-1)+ 1) va
(x=1)* Y Vel Vi eV

2 n (n+1) (1+@(x=1)""

Inx (x=1)-—+_ +{-1) 0< 8 <1

formulaga ega bo‘lamiz. Bu formula x-1>-1 bo*lganda, ya'ni x>0 larda o‘rinli.

4.6, Teylor formulasi yordamida tagribiy hisoblash. Makloren formulasi
Lagranj ko*rinishdagi qoldig hadini baholash masalasini qaraylik.

Faraz qilaylik. shunday o*zgarmas A7 son mavjud bo'isinki, argument x ning
x~0 nugta atrofidagi barcha giymatlarida hamda » ning barcha qiymatlarida
|/ (x}| <M tengsizhik o*rinli bo*lsin. U holda

fn- U n-1
f ( ) .~1+1 <&{ |\|

Ry = .,
R T (n+1)!

|n~l

tengsizlik o'rinli bo‘ladi. Argument x ning tayin qiymatida Jim

" (1)

o‘rinli, demak # ning yctarlicha katta qiymatlarida R.(x) vetarficha kichik bo‘lar

=0 tenglik

ekan.

Shunday qilib, x,=0 nuqta atrofida f{x) funksiyani
o | IR 1 i
S0+ f(0x—- 5}”(0)x*+ el —rf’")(ﬂ)x"
! #l

ko‘phad bilan almashtirish mumkin. Natijada funksiyaning x nuqtadagi qiymati

uchun

' . Ty | 1 g 2 ﬂLl tif
= fO [ O f 003 s~ f g



taqribly formula kelib chiqadi. Bu formula yordamida bajarilgan taqribiy
hisoblashdagi xatolik |R.(x)| ga teng bo‘ladi.

7.20-misel. e%/ ni 0,001 aniglikda hisoblang,

Yechish, ¢ funksiyaning Makloren formulasid_an foydalanamiz. (1}

formulada x=0,1 deb olsak, u holda ’

e = 1+9£ + 0,01 +ot oL .
! 21 n!
masala shartiga ko*ra xatolik 0,001 dan katta bo‘lmasligi kecrak, demak
a1

_ B o et T Lo Reinehi w i o
Rufx) THU." 0,001 tengsizlik o‘rinli boladigan birinchi » ni topish

yetarli, ¢®'? <2 ekanligini e’tiborga olsak, so‘ngi tengsizlikni quyidagicha yozib
olish mumkin:

2

<0001
10" (n+1)!

Endi »=1, 2, 3, ... qiymatlarni so‘ngi tengsizlikka go‘yib tekshiramiz va bu

tengsizlik #=3 dan boshlab bajarilishini topamiz. Shunday qilib, 0,001 aniglikda

e n14 01 QO O0O0T_ 55
2 3!
Xususiy holda, r=1 bo‘lganda
Jix)=f(xg)+f'(xg)(x-xy) taqribiy hisoblash formulasi Rpfx)= LZ(F—) (x-xq)?,

Xg<E<x aniglikda ofrinli bo‘ladi.

7.21-misol. Differensial yordamida radiusi r=1,01 bo‘lgan doira yuzini
toping. Hisoblash xatoligini baholang,

Yechish. Doira yuzi $=m7 ga teng. Bunda ri=1, Ar=0,01 deb olamiz va
S=8(r} funksiya orttirmasini uning differensiali bilan almashtiramiz:

Str) = Stryp+ dStro)= S(roi+ S'(ro)Ar.

Natijada

S¢1,00) = S(D+dS(D= S(h+ S'(D0.01=x1*+2mx0,01=1,027 hosil bo*ladi.

Bunda hisoblash xatoligi
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5"E)
21

Rafr)= (r-rg}’, ro<&<r dan Katta emas. §”'fr)=2x va r ga bog‘liq emas,

2
shu sababli R»(r) —;'—-0,012: 000017z Demak, hisoblash xatoligi 0,000314 dan

katta cmas.

7.22-misol. Ushbu fix)= et funksiyaning x=0,03 nugtadagi qiymatini
differensial yordamida hisoblang, Xatolikni baholang.

Yechish. Taqribiy hisoblash formulasi ffx)=f/fxe)+ /" (xg) (x-xg) daxs=0, x=0,03
giymatlami qoysak, ff0,03j <10/ ()0.03 bo'lib, xatolik

R 710 o= 1140.0,03% 0<570,03 bo'ladi,

Berilgan funksiva hosilalarini va nuqtadagi  qiymatlarini  hisoblamiz:
Flg=2x-De" bundan f0) -1 ) 2e" S+ (2x 1) e” = e Tt (i Ax 1 3),
bundan f*'¢£)< 3. Olingan natijalardan foydalanib, f{0,03)=/t (-1)-0.03 0,97 va R;<

3
2 -0.037- 00017 ekanligini topamiz.

Teylor formulasi  funksiyalarni  ekstremumga tekshirishda, gatorlar

nazariyasida, integrallarni hisoblashlarda ham keng tatbigqa ega.
Mashq va masalalar

7-31. Agar e* funksiyaning Makloren formulasida x=1 bo‘lsa,
1 e
1200 T e

formutani hosil gilamiz. Bu formula yordamida e sonining irratsionalligini isbotlang,

03

Teylor formulasidan foydalanib P(x) ko‘phadni x — x; ning darajalari
bo‘yicha yoying (32-33)

732 P(x} =3 + 4x? — 6x — 8, xg = —L

T33.Px) = x5 —3x*+7x + 2, xg = 2.

f{x) funksiyani x, nuqtada Teylor formulasi boyicha yoying (34-35):

7-34. f(x) = xe®,xp =—1. 735 f(x) = In{2x — 1}, xp = L
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f(x) funksiyani Makloren formulast boyicha o(x*} gacha yoying, bu yerda

7-36. f(x) = sin*xk = 4. 7-37. f(x) = chx,k = 5.

7-38. Lagranj qoldiq hadli Teylor formulasi yordamida quyidagi ifodalarni
107? aniglikda taqribiy hisoblang:

a)V127; by ¥83; o) Y750, d) Ve,

) 5in85Y; f) cos72%; g} inl,3; h) arctg0,g.

7-39. Teylor formulasi yordamida quyidagi tagribiy formulalarning absolut

xatoligini baholang:

x n  x* . x| x5
ale sz_zoz,OSxSI; b)smxzx—;ﬂ—;, x| < 1;

x*oxt x® x3
c)cosx:]——7+;—7, lx] < 0,5; d]tgx::r+?, lxi £ 0,1

X2 3 xt
e) ln(1+x) = x—-?+?—1—, |X| = 0,1.

DVITr=1+i-Z4+Z 0<xso2

7-40. Teylor formulasi yordamida taqribiy hisoblang:
a)e, 1077 aniglikda; by V10, 1072 aniglikda;
¢) 5in1°,107% aniglikda;  d) V30, 10* aniglikda.
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VIII BOB. HOSILA YORDAMIDA FUNKSIYANI TEKSHIRISH

1-§. Hosila yordamida funksiyani monotonlikka tekshirish

1.1. Funksiyaning o‘zgarmaslik sharti

8.1-teorema. f{x) funksiva (ab) da differensiallanuvchi bo'lsin. Shu
intervalda f{x} funksiya o‘zgarmas bo‘lishi uchun f'(x) = 0 bo*lishi zarur va yetarli.

Isbot. ¢ Zarurligi ravshan. Chunki funksiya o‘zgarmas bo‘lsa, barcha
nugtatarda f"(x)=0 bo‘ladi.

Yetarliligi. Shartga ko‘ra ffx) funksiya (« &) intervalda differensiallanuvchi,
ya'ni {a; b) oraliqga tegishli ixtiyoriy x uchun chekli f'(x) hosila mavjud va /" (x}=0.
Endi x;<x; bo‘lgan ixtiyorly x,x.(a;h) nuqgtalarni olaylik. Qaralayotgan fix)
funksiya [x;;x;] kesmada Lagranj tcoremasining barcha shartlarini ganoatlantiradi.
Demak, (xy,x2) intervalga tegishli shunday ¢ nuqta topilib,

flxz) = fa) = (e} x — x1) (1
tenglik o*rinli bo‘ladi. Teorema shartiga ko‘ra ixtiyoriy x € {a; b} uchun f'(x) = 0,
bundan f'(c) = 0, va (1) tenglikdan f(x,)} — f(x) = 0 ekanligi kelib chigadi.

Shunday qilib, fx) funksiyaning (a; b} intervalning istalgan ikkita nuqtasidagi
giymatlari o‘zaro teng. Demak, funksiva o‘zgarmas bo*ladi. 4

Bundan integral hisobda muhim rol oynaydigan quyidagi natija kelib chigadi.

8.2-natija. Agar fix} va g{x) funksiyalar (@ b) da chekli f'x} va g'(x)
hosilalarga ega va f{xj=g'(x) tengiik o‘rinli bo‘lsa, u holda fx) bilan gfx}
funksiyalar o‘zgarmas songa farq qgiladi:

JSix)=gx)-C, C const.

Hagqiqatan ham, shartga ko‘ra (f{x)-g(x)) = C"' 0. Bundan 1-teoremaga asosan
Jix)-g(x)=C, ya'ni fix)=gix)+ C tenglik o*rinli ekanligi kelib chigadi.

8.3-misol. Funksiyaning o‘zgarmaslik shartidan foydalanib

sin? x = 5(1 — cos2x) ayniyatning o'rinli ekanligini isbotlang.
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Yechish. Quyidagi funksiyani qaraymiz: f(x) = sin®x — i(l —cos2x) bu
funksiya {-o¢;—oc) da aniglangan, differensiallanuvchi va hosilasi aynan nolga teng:
['(x} = Zsinxcosx — sinZx = 0, Funksiyaning o-zgarmasfik shartiga ko'ra

sinx — % (1—"cos2x) =C
o'rinli. C ni aniglash uchun x argumentga qiymat beramiz, masalan x=0 bo*lsin. U
holda ¢ = 0 vasin® x —-%(1 —cos2x) = ( yoki sin® x = %(1 — casZx) bo'ladi.

1.2. Funksiyaning o‘sishi va kamayishi. Biz bu yerda funksiya hosilasi
yordamida lunksiyaning monotonligini aniglash mumkinligini ko*rsatamiz.

8.4-teorema. Aytaylik, fix) funksiya (a;5) intervalda aniglangan va
differensialianuvehi - bo'isin.  Bu  funksiva (2:h) intervalda kamaymaydigan
(o‘smaydigan) bo*lishi uchun f¢x)2 0 (#'(x) < 0} tengsiziikning o*rinli bo‘lishi zarur
va yetarli.

Isbot. ¢ Kamaymaydigan funksiya holini qaraymiz.

Zarurivligi. fix) funksiva (u:b) intervalda kamaymaydigan bo‘lsin. U holda
ixtiyoriy x € (a; b) va A0 uchun Ay fixt Agi-fixj= O tengsizlik, Ax<0 uchun

A ;
Ap=f- A=) < O tengsizlik aviali bo‘ladi. Buadan esa E‘EO ba‘lishi cavshar.

, , Ay . .
Teorema shartiga ko‘ra fx} differensiallanuvchi, demak EJ nishatning Ax—0 da
chekli limiti mavjud, tengsizlikda limitga o‘tish hagidagi tcoremaga (3-84 masala)
. . . Coo Ay
ko‘ra, bu limit nomantiy bo‘ladi, ya'ni lim Ei{ x)= 0.
Ansll -

Yetarliligi. ixtiyoriy x € {&; &) uchun f'(x)= 0 bo'lsin. Endi x;<x; bo‘lgan
ixtiyoriy x,, x:&(a;b) nugtalarni olaylik. Qaralayotgan f{x) funksiya [x,;x;| kesmada
Lagran] teoremasining barcha shartlarini qanoatlantiradi. Demak, {x;,x;) intervalga
tegishli shunday ¢ nugta topilib,

Soefe)=fe)xax) (2)
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tenglik o‘rinli bo‘ladi. Teorema shartiga f'(x)>0, bundan f{c)>0, va (2) tenglikdan
Jlxa)-fix )20, ya'ni fixz}2 fix,)} ekanligi kelib chigadi. Bu esa funksiyaning (a;b)
intervalda kamaymaydigan funksiyaligint ko‘rsatadi.
O‘smaydigan funksiya holi ham yuqoridagi kabi isbotlanadi. «
Endi funksiyaning gat’iy monoton bo‘lishining yetarli shartini isbotlaymiz.
8.5-teorema, Agar f{x) funksiva (e b) intervalda differensiallanuvchi va
ixtiyoriy x € {a; b} uchun f'(x)>0 (f{x)<0 ) bo‘lsa, u holda f{x) funksiya (a b)
intervalda qat’iy o‘suvchi (kamayuvchi } bo*ladi.
Isbot. ¢ Avtaylik, x,x.e(a;b} va
xr<x: bo‘lsin. Ravshanki, [x;xz] kesmada
fx)  funksiya Lagranj teoremasining y=x-+sinx
barcha shartlarini qanoatlantiradi. Bu
teoremaga binoan shunday ce(x;x3)
mavjudki y=1+com
S fe)=1 () ez \.xﬁ : ——
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglik va
Fe)>0 {f(c)<0 ) ekanligidan fixz)>fix;)
{(fix2)<f{x;)) bo‘lishi kelib chiqadi. 4]-rasm

-

Bu f{x} funksiyaning qgat’iy o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lishini ifodalaydi. ¢

Ushbu y=x* funksiya (-1;1) intervalda qat’iy o‘suvchi, lekin uning hosilasi
x=0 nuglada nolga teng bo‘ladi.

Shunga o‘xshash fix)=x+cosx funksiya ham aniqlanish sohasida gat’iy
o‘suvchi, ammo uning hosilasi f(x)=f-sinx cheksiz ko‘p nugtalarda (x = -;5+
2mn, n € Z) nolga teng bo‘ladi (41-rasm).

Bu misellar yugoridagi tecremaning shartlari funksiyaning qat’iy o‘suvchi
(kamayuvchi) bo‘lishi uchun fagat yetarli shart ekanligini ko‘rsatadi.

8.6-misol. Ushbu #x)=2x’-{nx funksiyaning monotonlik intervallarini toping.

Yechish. Funksiya (0;+c) intervalda aniglangan va hosilasi f ) dx-1ix ga
teng. Yugoridagi yetarli shartga ko‘ra, agar 4x-1/x>0 bo‘lsa, ya'ni x>1/2 bo‘lsa,
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o'suvchi; agar 4x-//x<0 bo‘lsa, ya'ni x<1/2 bo‘lsa funksiya kamayuvchi bo‘ladi.
Shunday qilib, funksiva (0;1/2) intervalda kamayuvchi, (1/2;+0} intervalda o*suvchi
bo*ladi. '

3 2
8.7-misol. Ushbu .f(x)=2x —5x" +14x -6

funksiyaning monotonlik

* o

2x*
oraliglarini toping.
Yechish. Bu funksiyaning aniqlanish sohasi (-co;0p(0;+o0) dan iborat.

Funksiyaning hosilasini topamiz:

X =7 ; “1Yx-2
fixp= ;_‘f_'ﬁ:(ﬁﬂjx_)l‘,f 2}

Bundan (-0;-3]0(0; 172} to'plamda )20, (-3:000[1;2] da esa f(x)<0
bo'lishini aniglash giyin etnas.

Dcmak, beriligan  ffx)

v
funksiya (-=;-3], (0;1] va [2:=x) -
yor-—
oraliglaming har birida o‘suvchi; . - ¢
a /'/ y=arctgx
[-3;0) va (1;2] oraliglarning har /// .
’ D *®
. . . //{//’?:x——
birida kamayuvchi bo‘ladi. " L 3
8.9-misnl.  Apar D<<) //
bo'lsa, x-x*/3<arcigy<x-x*/§ qo*sh 7
tengsizlik o‘rinli bo'lishini ]
ishotlang,
X
Yechish. Berilgan 7 oz = oS iz g
tengsizlikning o*ug gismi arcrgx<x-x'/6 tengsizlikni 42-rasm

ishotlaymiz. Chap qismi shunga ofxshash isbotlanadi. fix)=arctgx-x+x°/6

funksivani garaymiz, uning hosilasi

IR S i R fixi=arctgx-x+ x'/6 funksiya sonl
—-1+— —=——=" pa teng. fixi=arctgx-x1 x*/6 funksiva sonlar
hx 2 2+ O ¢ ’

Jx)=

o‘gida aniglanagan va uzluksiz, demak u [0;1] kesmada ham uzluksiz, {0;1)

intervalda f'(x)<{. Bundan esa fix) funksiya [0;1] kesmada kamayuvchi bo‘lib,
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0<x<1 shartni ganoatlantiruvchi x lar uchun fx)<ff) tengsizlik o‘rinl bo‘ladi.
So'ngi tengsizlikni £0)=0 ni e’tiborga olib, quyidagicha yozib olamiz:
arcige-x+x'/6 <0 bundan arctex<x-x%/6.

Bu qo‘shtengsizlikda gatnashgan funksiya grafiklari 42-rasmda keltirilgan.
Mashq va masalalar

Funksiyaning monotonlik oraliglarini toping:
8-1.f(x) = (x— 2P (x+ 2). 82.f(x)=In(x?—2x + 4).
83 f(x) =x + e™*. 8-4. f(x) = xInx.

8-5.y = 8-6.5(t) =t + cost.

1—-x2’
8-7. a parametrning qanday qiymatlarida f(x) funksiya sonlar o‘gida

o‘suvchi bo‘ladi?

a) F(x) = x3 — ax; b) F(x) = al: 4 (a—1x% + 2x;

¢) fx) = ax — sinx; d) f(x) = ax + 3sinx + 4cosx.

8-8. Agar f(x) funksiya (a; b) oraliqda uzluksiz va (a; b) oraligning chekli
sondagi nuqtalaridan boshqa barcha nuqtalarda f'(x)} > 0 bo'lsa, f(x) funksiya
{a; b) oraligda qat’ly o‘suvchi bo‘ladi. Isbotlang.

8-9. Aytaylik, f(x) funksiya (a; b} oraliqda o*suvchi bo‘lsin. Bundan f’(x)
ham {(a; b) oraliqda o*suvchi bo*lishi kelib chigadimi?

8-10. Agar § > 0 topilib, x € (xp — &, x¢) uchun f(x) < f(x,) va x €
(xg, xg + &) uchun f{x;) < f(x) bo‘lsa, v holda f(x) funksiya x, nuqtada o*suvchi
deyiladi. Quyidagilarni isbotlang:

a) f(x) funksiva biror oraligning har bir nuqtasida o‘suvchi bo‘lsa, u shu
oraligda o‘suvchi bo'ladi,

b) f{x) = {x +xt Sin%’ * ¢00’ funksiya x = 0 nuqtada o‘suvchi, lekin

. 0, X =

shu nuqtani 0‘z ichiga olgan hech bir oraliqda osuvchi emasligini isbotlang,
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2-§. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi

2.1. Funksiyani parametrik usulda berilishi. Avtaylik, 7 o‘zgaruvchining T’

qiymatlar to‘plamida
[ x=p().
vy
funksiyalar sistemasi berilgan va x=¢{¢) funksiyaning qiymatlar to‘plami 12
bo‘lsin. Ushbu savolga javob izlaymiz: (1) sistema {) to‘plamda » ni x ning
funksiyasi sifatida aniqlaydimi? Har bir x ga unga mos ¢ bo‘yicha ¥ = #{{) soni mos
qo‘ysak, bu moslik funksiya bo*ladimi?
D to‘plamdan ixtiyoriy x; ni tayinlab,
n=el) @
tenglamani garaymiz.

Bu tenglama 7 to‘plamda yechimga ega. Ammo (2) tenglamaning ildizi
yagona bo‘lmasligi ham mumkin. Aytaylik, bu tenglama T to‘plamda bir nechta
toz, ...ildizlarga ega bolsin. U holda Yy, =¢Afy,), Ye =4I ) ... sonlar ichida bir-
biriga teng bo‘lmaganlari mavjud bo‘lishi mumkin, masalan ), # }, bo‘lsin. U
holda yuqoridagi moslikka ko‘ra x=x, ga 3o sifatida y; ni ham y; ni ham mos qo‘yish
mumkin. Shu sababli (1) funksiyalar sistemasi yordamida D to‘plamda x ning
funksiyasini aniqlab bo*Imaydi.

[kkinchi tomondan, {2) tenglama ildizlari to‘plamida y=¢(¢} funksiya
o‘zgarmas songa teng bo*lishi mumkin: (£, }={f;,}=¥,. U holda qaralayotgan
xp songa y o'zgaruvehining ¢ ga mos keladigan yagona yp gqiymatini mos qo'yish
mumkiz.

Agar D dan olingan har bir x uchun yuqoridagi xossa o‘rinli bo*lsa, u holda D
sohada yugoridagi qoida yordamida y=fx) funksiya aniqlanadi. Bu funksiya (1)
sistema yordamida aniglangan deyiladi. (1) dagi ¢ o‘zgaruvchi parametr, y=fx)

funksiya esa parametrik ko*rinishda berilgan deyiladi.
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(1) sistemadan y=fx) Rinksiyaning analitik ifodasini olish parametrai
yo ‘gotish deb ataladi.

(1} sistema y o‘zgaruvchini x o'zgaruvchining funksiyasi sifatida aniqlashi
uchun X =¢({f) funksiva (T to‘plamdan olingan r uchun} teskarilanuvchi bolishi
yetarli. Hagiqatdan ham, bu holda (2) tenglama T to*plamda yagona yechimga ega
bo‘ladi. Demak, D dan olingan har bir x uchun X, = @(f,) bo‘ladigan yagona
mavjud, bu # songa yagona ¥, = (f,) mos keladi. Shunday qilib, (1) sistema y ni x
ning y=flx) funksiyasi sifatida aniglaydi. Bu funksiyani x ning murakkab funksiyasi

sifatida aniqlash mumkin:
y=fx=pp ),
bu yerda ¢”'(x) funksiya X=¢{¢} funksiyaga teskari funksiya.
[x=r :
8.10-misol. ' =(—x;+) da ﬂ 4’ berilgan. Bu sistema y=f(x) funksiyani
y=t
aniglaydimi?

Yechish. x=¢ funksiya 7 da qat'iy monoton va D =(~00;%0) da teskari

(=

o . e, . Lo T
funksiyasi t=i/; mavjud., Bundan ﬂ , Sistema y ni x ning funksiyasi sifatida
y=t

aniqlaydi.

Bu holda y funksiyani 7 parametrni yo‘qotib, x orqali ifodalash mumkin:
y= *ifx, bu verda X€ (—0,+0),

2.2. Pavametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi. Faraz qilaylik,
x argumentning y funksiyasi quyidagicha

[ x=p(1),
i}:w(ﬂ, a<t<p (3)

parametrik tenglamalar bilan berilgan bo‘lsin.
Agar x= () funksiya teskarilanuvchi bo‘lsa, ya'ni ¢ = @' (x) mavjud bo‘lsa,
u holda y= y(2) tenglamani y=y(@'{x)) ko‘rinishda yozib olish va y=y(¢ '(x))
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funksiyaning hosilasini topish masalasini qarash mumkin, Odatda bu masala
parametrik tenglamalar bilan berilgan funksiyvaning hosifasini topish masalasi deb
ham yuritiladi.

8.11-teorema. Aytaylik, @) va w(i) funksivalar [o;] da vzluksiz va (c:B)
da differensiallanuvchi hamda ¢ (1) shu inter\:alda ishorasini saglasin. Agar x=g/1)
funksiyaning qiymatlar to‘plami [a.6] kesma bo‘lsa, u holda x=¢ft). y wi)
tenglamalar (4. 6] da uzluksiz, (e b) da differensiallanuvchi bo‘lgan 3=fx)

funksivani aniglaydi va

—

SN R 4l ¢
yx’f(x) ’ ’(I

Xy

(6)

hS)
.

formula o‘rinli bo*ladi.

Isbot. ¢ Teorcma shartiga ko'ra ¢'f1) funksiya [a;p] da ishorasini saglaydi,
aniglik uchun ¢ '(z)>0 bo‘lsin. U holda x=¢r) funksiva [o;B] da uzluksiz va qat’iy
o‘suvchi bo‘ladi. Shuning uchun [a,5] kesmada unga teskari bo*lgan uzluksiz, gat’iy
o'suvchi (=@ ”'(x) funksiya mavjud va bu funksiya (ab) oraligda

differensiallanuvchi, hosilasi ;'X:Lr formula bilan hisoblanadi. Bu holda

xy

y=(t)=w(p ' (x)} funksiya ham [ 5] kesmada uzluksiz bo‘ladi. Bu funksiyaning
hosilasini topamiz. Murakkab funksiyaning hosilasini hiscblash goidasiga ko‘ra

LYt 2,20y bolishi kelib chigadi. ¢
I ‘xl

W=V, bundan esa yr_= .

(o3} da ¢ '(1)<0 bo'lgan holda teorema shunga oxshash isbotlanadi.

f x=4cos’t,

8.12-miscl. Ushbu R
ly=asin’t, 0<t<n/2

parametrik tenglamalar

bilan berilgan funksiyaning hosilasini toping,.
Yechish. (0,1/2) da x,=-12cos’ tsint<0 va bu kesmada yugoridagi
teoremaning barcha shartlari bajariladi. Shoning uchun (8) formulaga ko‘ra

. 12sin"tcost

=

S PR o tor botladi.
—12cos® tsint &
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Ravshanki,

x=p(), -
{y, _wi asisp (7)
T

0

tenglamalar y ', funksiyani x ning funksiyasi sifatida parametrik ifodalaydi.

Aytaylik, (6) tenglamalar sistemasi yuqoridagi teorema shartlarini
qaneatlantirsin. U holda y ', funksiyaning x bo*vicha hosilasi, va*ni y ning x bo‘yicha
ikkinchi tartibli hosilasini quyidagicha hisoblash mumkin:

o e e Y W ()= (g
AP U RET SN L U S S : .
: (x, ), (o' (t))

Shunday qilib, gquyidagi qoida o‘rinli ekan; ¥ ning x bovicha ikkinchi tartibli

hosilasini topish uchun parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning birinchi tartibli
hosilasi y ', ni ¢ parametr bo‘yicha differensiallab, so‘ngra hosil qilingan natijani x
ga bo'lish kerak.

Misol tariqasida vuqorida berilgan funksivaning ikkinchi tartibli hosilasini
topamiz: v =tgt, (v (lgti 'v=I/cos’t va xi -f2cos’t-sint ckanligini ¢’tiborga

" 1
olsak, goidaga ko‘ra y , =— bo‘ladt.
1 & I 12cos® 1 sint

Xuddi shu wvsulda uchinchi va boshqa yuqori tartibli hosilalar ham

hisoblanadi.
Mashq va masalalar
[x=1, . . : _
8-11. sistema berilgan. Bu sistema y=f{x) funksivani
¥y =¢ost, te (—wo;+w)
aniqlaydimi?
f X ={+cost, . . . .
8-12. Ushbu ) sistema biror sohada y ni x ning
y=sini+Int, 0 <<+

funksiyasi sifatida aniglaydimi?
Parametrik ko‘rinishda berilgan y = y(x) funksiya uchun y'(x} ni toping (13-

16):
194



g-13x =td vy = 3t 8-14.x = cos3t,y = sin®t.
—_ 3
8-15 x :%:,y =% 8-16. x = t ~ arctgt,y =%+ 1.

Ko‘rsatilgan tartibli hosilasini toping (17-18):

8-17. x = cos’t,y = sin’t,yy =7

8-18. x = e¥,y = e,y =7

8-19. Agar biror chiziq [ii:f/(;:; a<t<f sistema yordamida parametrik
berilgan bo‘lsa, bu chiziqning ¢ paramectrning # giymatiga mos (x;v) nugtasida
o‘tkazilgan urinmasi va normalining tenglamalarini yozing.

8-20. x = ¢%y = t3 chizigning &, = 2 nugtasidapi o‘tkazilgan urinma va
normal tenglamalarini yozing.
[ x=4coss,
d y=dsin’s

o‘tkazilgan urinma va normal tenglamalarini yozing,

o4 .. k3 . .
3-21. , I€ [O)E] chizigning = Z ga mos keluvchi nuqtasida

T
8-22, p=avcos20 lemniskataning HZE qiymatlariga mos keluvchi

nuqtasida o‘ikazilgan urinmaning burchak koeffitsientini toping. Ko‘rsatma: x =

peos8, y = psinf formulalaridan foydalaning,

3-8. Birinchi tartibli hosila yordamida funksiyani ekstremumga tekshirish
3.1, Funksiyaning ekstremumlari. Aytaylik, fix) funksiya («z b) intervalda
aniglangan va x,< (a, b} bo'lsin.
8.13-ta’rif. Agar xy nugtaning shunday (xy-&;x+ &) atrofi mavjud bo‘lib, shu
atrofdan olingan ixtiyoriy x uchun fix}<fixe) ( fix)2f(xs) ) tengsizlik orinli bo“lsa, u
holda x; nuqta fix} funksiyaning maksimum (minimum) nugtasi, fixy) esa

Sunksiyaning maksimumi (minimumi} deb ataladi.
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8.14-ta’rif Agar xy pugtaning shuaday atrofi (xo-d,x0t 8) mavjud be*lib, shu
atrofdan olingan ixtiyorly x=x, uchun fix)<\ffxg) { #x)= f{xg) ) tengsizlik o*rinli bo'lsa,

u holda fix) funksiya x, nugtada gat’iy maksimumga (minimumga } ega deyiladi.

Funksiyaning v
maksimum va  minimum
nugtalari funksiyaning
ekstremum nuqtalari,

maksimuwm  va  minimum
qiymatlari funksiyaning

ekstremumlari deb ataladi.

Shunday qilib, agar fixg)
maksimum {minimum) bo‘isa,
u holda fixy) funksiyaning 43-rasm
xp hugtaning kichik atrofida qubul qiladigan givmatiarning eng kattasi (eng Kichigi)
bo‘ladi. ya'ni funksiya ckstremumi lokal xarakterga ega. Bundan funksiya
ekstremumi u aniglangan sohada eng katta yoki eng kichik giymati botlishi shart
emasligi kelib chigadi.

Shuningdek, f{x) funksiya (a.b) intervalda bir gancha maksimum va
minimumlarga ega bo‘lishi, maksimum gqiymati uning ba’zi bir minimum
qivmatidan kichik bo‘lishi ham mumkin. Masalan grafigi 43-rasmda ko*rsatilgan
y=/ftxj funksiya uchun x=« nugtada lokal maksimum, x=4 nugtada lokal minimum
mavjud bo'lib, fu)<f1b) tengsizlik orinli.

3.2. Ekstremumning zaruriy sharti. Funksiya hosilalari yordamida uning
ekstremum nuqtalarini topish osonlashadi.

Avval ekstremumning zaruriy shartici ifodalovehi teoremani keltiramiz.

8.15-teorema. Agar fix} funksiya xy nuqiada uzluksiz, shu nugtada
ckstremumga ega bo'lsa, u holda bu nugtada f#x) funksivaning hosilasi nolga teng

~ yoki mavjud emas.
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Isbot. O Aytaylik, f{x) funksiya x; nugtada maksimumga ega bo‘lsin. U holda
xy nugtaning shunday (x,-&; x4+ 48) atrofi mavjud bo‘lib, bu atrofdan olingan va x,
nugtadan fargli ixtiyoriy x uchun f{x,)>fix) bo‘ladi. Agar x>x, bo*lsa, u holda
J(x)=f(x)

X~ X
tengsizlik, agar x<x; bo‘lsa, u holda

J(x)= f(x0) 5

x—x,
tengsizlik o‘rinli bo‘lishi ravshan.

Bu tengsizliklar chap tomonidagi ifodalaming x—xy da limiti mavjud bo‘lsa,
u holda

lim L0 = F(x0) =p v )20, lim S(X)= f(%) <p e, py0

15,40 x— X, X350 x—x,
bo’ladi.

Agar funksiyaning chap f (x-0) va o‘ng f (xs*0) hosilalari nolga teng
bo‘lsa, u holda funksiya hosilasi /" (x,) mavjud va nolga teng bo‘ladi.

Apar f'(xo—0) va f'(xq+0) lar noldan farqli bo‘lsa, ravshanki
flxg +0) < f'(xg — 0) botlib, f'(xg) mavjud bo‘lmaydi.

Funksiya x, nugtada minimumga ega bo‘lgan hol ham yugoridagi kabi
isbotlanadi. +

8.16-ta’rif. Funksiva hosilasini nolga aylantiradigan nugtalar yoki hosila
mavjud bo‘lmaydigan nuqtalar funksiyaning Aritik rugtalari deb ataladi. Funksiya
hosilasi nolga teng bo‘lgan nugtalar statsionar nugtalar deb ataladi.

Har qanday kritik nugta funksiyaning ckstremum nuqtasi bo‘lavermaydi,

Masalan, fix) (x-1)%, f (x=3(x-17, I (1)=0bo‘lib, x,~1 kritik nugta. Lekin
xp=1 nugtaning ixtiyoriy atrofida f{1)=0 eng kichik, yoki eng katta giymat bo‘la
olmaydi. Chunki har bir atrofda noldan kichik va noldan katta giymatlar istalgancha
hor. Demak, =1 nuqtada ekstremum yo'q.

8.17-misol. Agar f{x) funksiya x; nugtada cheksiz hosilaga ega bo‘lsa, u holda

bu nuqta funksiyaning ekstremum nugqtasi bo‘la olmasligini ko‘rsating.
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Yechish. Aytaylik, frox, = fim /L0527 T(%02 _ o bo'lsin. U holda

XXy X=X,

Ixtiyoriy £>0 uchun shunday >0 son topilib, {xs-&; x4+ &) dan olingan

ixtiyoriy x=xy lar uchun Jx) = f(x) . tengsizlik bajariladi. Bundan esa x>xy
X — X, £

da fix)= fixg), x<xg da fix)< fixg) ekanligi kelib chigadi. Demak, frx) funksiyaning x,

nuqtada ekstremumi yoq. f” xy)=-cc bo‘lgan hol ham yuqoridagi kabi isbotlanadi.

3.3. Ekstremum mavjud bo‘lishining yetarli shartlari.

8.18-tecorema. Aytavlik, ffx) funksiva x, nuqtada uzluksiz va x; nugta
funksiyaning kritik nugtasi bo*lsin.

a) Agar ixtiyorty (x-0:x0) da [ (x>0, (xaxp+ 0 da f' {x)=<.0 1engsizliklar
o‘rinli bo‘lsa, va’ni [ (x) hosila x, nugtadan o'tishida o'z ishorasini «+» dan «» ga
o'zgartirsa, u holda fix) funksiva x; nugtada maksimuimga ega bo‘ladi,

b) Agar (x¢-8:x0) da f {xj<A0, (xy;xq+ &) da f {x)>0 tengsizliklar o‘rinli bolsa,
ya'ni f (x) hosila x, nugtadan o‘tishda o°z ishorasini «» dan «=» ga o*zgartirsa, u
holda fx) funksiya x,; nuqtada minimumga ega bo‘ladi.

¢) Agar f’ (x) hosila xy nugtadan o‘tishda o°z ishorasini o‘zgartirmasa, u holda
Jix) funksiya x; nugtada ekstremumga ega bo‘lmaydi.

Isbot. ¢ a) holni qaraymiz. Bu holda (x-Fxp da f (%)>0 bo*lishidan fix)
funksiyaning (xo-J; xe) da qat’iy o'suvchiligi kelib chigadi. So*ngra shartga ko'ra
Jix} funksiva x, nugqtada uzluksiz bolgani sababli

litm f('x}:‘fgﬁof('x)=f(xo) (H

$=3=0
tenglik o'rinli. Demak, (xs -&; x4 dan olingan ixtiyoriy x uchun
fei< fixo) )
bo'ladi. (xo; xo +&) da f{x)<<0 beo'lishidan fix) funksiyaning (xs: xo+ &) da qat’ty
kamayuvchiligi kelib chiqadi. Demak, (1) tenglikni ¢’tiborga olsak, (xsx,+-8) dan

olingan ixtivoriy x uchun vana (2) tengsizlik bajariladi. Bundan xy dan farqli barcha
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X (xg-0x0+ §) uchun fix)<f{xy} bofladi, ya'ni fix} funksiya x, nuqtada maksimumga
ega.

b) bu holda f{x) funksiya x, nuqtada minimumga erishishi @) holga o*xshash
isbotlanadi.

J¢x} hosila x, nugtadan o“tishda o°z ishorasini o‘zgartirmaydigan ¢) holda fx)
funksiya xp nuqtaning (x, -8; xy+ ) atrofida qat’iy o*suvchi yoki qat’iy kamayuvchi
bo‘ladi. Demak, xp nugtada ekstremum yo‘q. +

Shunday qilib ekstremumga sinalayotgan nuqtani otishda funksiya hosilasi
ishorasining o‘zgarishi ekstremumga erishishning fagat yetarli sharti bo'lib, lekin
zarurty sharti bo*la olmaydi.

Yuqoridagi teoremadan funksiyaning ekstremumga tekshirish uchun 1-
qoidani keltirib chigaramiz.

8.19-goida. fix) funksiyaning ekstremumlarini topish uchun

1) fix} funksiyaning f'(x} hosilasini topib, /"(x)=0 tenglamani yechish kerak.
So‘ngra f(x) mavjud bo‘lmagan nuqtalami topib, kritik nuqtalar to‘plamini hosil
gilish kerak.

2) har bir kritik nugtadan chapda va o‘ngda hosilaning ishorasini anigtash
kerak.

3) agar hosila ishorasini «+3 dan «-» ga («-» dan «+» ga) o‘zgartirsa, u holda
bu kritik nugtada ffx) funksiya maksimumga (minimumga) ega bo‘ladi. Agar hosila
ishorasi o‘zgarmasa, ekstremum mavjud bo‘lmaydi.

8.20-misol. 7(x)=¢x+4)i(x—1)" funksiyaning ekstremumini toping.

Yechish. Bu funksiya (-<c;+eo) oraliqda aniglangan va uzluksiz. Uning

Mx+1)

Ax-1"

hosilasini topamiz: f'(x)=

Ravshanki, hosila x=-1 nugtada nolga aylanadi, x=1 nuqtada esa chekli hosila

mavjud emas.



Endi hosilani ishorasini aniglaymiz. Buning uchun {-w0;tec) oraligni 44-
rasmda ko‘rsatilgandek oraliglarga ajratamiz va hosil bo‘lgan har bir oraligda
hosilaning ishorasini aniqlaymiz.

—_ ——

+ -1 i +

44-rasm

Bu chizmadan qoidaga ko'ra berilgan funksiyaning x=-1 nugtada maksimum
qiymal f{-—1)= 3Va ga va x=1 nuqtada minimum qiymat #x)=0 ga cga bo‘lishiai

ko‘rish mumbkin.

4-§. Yugqori tartibli hosilalar yordamida funksiyani ekstremumga tekshirish
4.1. Ikkinchi tartibli hosila yordamida ekstremumga tekshirish

8.21-tecrema. Avtaylik, fix; funksiya x; nuqrada birinchi va ikkinchi tartibli
hosilalarga ega va f* (xg)—0 bolsin. U hotda agar /" (xy)<0 bo‘lsa. x, nugta fx)
funksiyaning maksimum nugtasi, agar f" (x>0 bo*lsa, minimum nugtasi boladi.

Isbot. ¢ f{x) funksiya x, nugtada birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarga ega
va [ (xo)=0, J7 (xe)<0 bo'lsin. Demak, x, kritik nuqtada f* (x) kamayuvchi, ya'ut
ixtiyoriy x& (xs-6-xg) lar uchun f ! (x}= / {xy)=0 va ixtiyoriy x& (xp; xo+ ) uchun 0=
f' (xg)> fr fx} bo‘ladi. Bu esa xy nugtadan o°tishda hosila o‘z ishorasini «+» dan
«-» ga o‘zgartirishini, demak, x, maksimum nugta ekaaligini bildiradi.

1" £x4J>0 bo’lgan holda x4 ning mirimum nugta bo‘lishi shunga o‘xshash
isbotlanadi. ¢

[sbotlangan teorcmaga asoslanib, ikkinchi tartibli hosila  yordamida
funksiyani ekstremumga tekshirishning quyidagi qoidasini keltiramiz.

8.22-qoida. f{x) funksiyaning ekstremumga tekshirish uchun

nf {x)=0 tenglamaning barcha yechimlarini topamiz;
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2) har bir statsionar nuqtada /" (x,) ning ishorasini aniqlaymiz. Agar [

(xa)<0 bo'lsa, xo maksimum nugtasi, /" (x,>0 bo‘lsa, ¥, minimum nugtasi bo*ladi.

3) ekstremum nuqtalar giymatini y=fx) qo‘yib, ffx) ning ekstremum
qiymatlarini topamiz. .

{/muman aytganda, bu qoidaning qo‘lanish doirasi torroq masalan, u birinchi
tartibli chekli hosila mavjud bo*lmagan nuqtalarga qo*llanila olmasligi o*z-0*zidan
ravshan, [kkinchi tartibli hosila nolga aylangan yoki mavjud bo*lmagan nugtada ham
goida aniq natija bermaydi.

8.23-misol. Ikkinchi tartibli

hosila yordamida y=2sinctcos2x :
. ¥
funksiya ckstremumlarini aniqlang, ff \\Jﬁ | '[\j («
Yechish. Funksiva davriy /' /
bo’lganfigi sababli {0;2n] Kesma T R : mT 4L :r
! \ 5 s;wa a2 | x
bilan c¢heklanishimiz  mumkin. / | /
Funksiyaning birinchi va ikkinchi !I ' \
tartibli hosilalarini topamiz: i /
v'=2¢cosx-25in2x=2cosx(1- / \ /
2sinxj; y = -2sinx-4cos2x, ol /
45-rasm

Ushbu Zcosx(/-2sinx)—0 tenglamadan funksiyaning [0;2n] kesmaga tegishli
bo‘lgan kritik nuqtalarini topamiz: x;=76; x;7=72; x; 5#/6; xs=37/2. Endi har bir
kritik nuqtada ikkinchi tartibli hosila ishorasini aniglaymiz va tegishli xulosa
chigaramiz:

V7 (m6)=-3<0, demak x;~n/6 nuqtada v(7'6)=3/2 maksimum mavjud.

¥ (w2p 220, demak x-n/2 nuqtada y(n/2)= minimum mavjud.

¥ (3m6)~-3<0, demak x5 - 3n/6 nuqtada y(372¢)=3/2 maksimum mavjud,

¥ '(37°2)=6>0, demak x,= 3272 nuqtada y(372)=-3 minimum mavjud.

Bu funksiyaning (-2m;2xn) intervaldagi grafigi 45-rasmda keltirilgan.



4.3. Teylor formutasi yordamida ekstremumga tekshirish

8.24-teorema. Aytaylik, /7x) funksiya x, nuqtaning biror (x,-&;x,+ &) atrofida
fe f &), ..., S (x) (n22) uzluksiz hosilalarga ega va

Fxvg JM g [ xgp=0, £ (xo)#0 bo‘lsin.

U holda

1) Agar # juft va f (x,)<0 bo‘lsa, funksiya x, nugtada lokal maksimumga
ega bo'ladi;

2) Agar njuft va /™ (x,)>0 bo‘lsa, funksiya x, nuqtada fokal minimumga cga
bo'ladi;

3) Agar » tog bo*lsa, funksiya xy nugtada ckstremumega epa bo‘lmaydi.

Isbot. ¢ ffx} funksiva uchun Lagranj Ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor

formulasini yozamiz:
L . R R R
J)=fixg) + [ (ea) (xxo) 4 Ef (o) (x-xg)" 4 ...

L
(n=1)!

Teorema shartigakora [ (xy)= f7 (xo)=...- " fxy)=0, shu sababli

1) iy S7UUE) "
+ I (o) e} = (x—x, )", buyerda fexyx).
n!

{H)
Fo=fo + L0 (. yoki
1!
. e
fotie) = L0 s, )
tenglik o'rinli bo‘ladi. Yana teorema shartiga ko'ra /™ (x) funksiva x, nuqtada
uzluksiz. Shuning uchun uziuksiz funksiyaning lokal xossalariga ko‘ra xp nugtaning

shunday (x,~8.xg! 5} atrofi topilib, bunda /'™ ¢x) funksiyaning ishorasi ™ (xs) ning
ishorasi bilan bir hil bo‘ladi. Aytaylik, xe (xp-8,x¢! ) bolsin. U holda &e (xi-8 x4+ &)
bo‘lishi ravshan. Endi quyidagi ikki holni qaraymiz.

1-hol. Aytaylik, n tog son bo*lsin. U holda (xp-8 xs= &) atrofda (1) tenglikning

o‘ng tomonidagi /" (& ko*paytuvchining ishorasi f* fxy) ning ishorasi bilan bir hil
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bo*ladi, ikkinchi ko' paytuvchi esa x>x; da (x-x;)" >0, x<xy da {x-x,)"<0 boladi, ya'ni
{(x-xs)" ifoda x4 nuqta atrofida ishorasini o‘zgartiradi. Bundan esa (1) tenglikning
chap tomoni, ya’ni f{x)-f{x,) ayirma ham x, nuqta atrofida ishorasini o‘zgartirishi
kelib chigadi.

Shunday gilib, # tog son bo‘lgandaf(b;} funksiya xp nuqtada ekstremumga ega
bo* Imaydi.

2-hol. Endi # juft son bo‘lsin. U holda (1) tenglikning o*ng tomoni ishorasini
o‘zgartirmaydi, uning ishorasi /™" (x,) ning ishorasi bilan bir hil bo‘ladi. Bundan
agar [ (x,)<20 bolsa, u holda f{x)-ffxe)<0, ya'ni fix)<f{xa), demak, funksiya xy
nugiada maksimumga epa bo'ladi. Agarda [ f2>0 bo'lsa, u holda flx)-fixg>0,
ya'ni fix)> fixg). demak, funksiya xy nugtada minimumga ega boladi. +

8.25-misol. Ushbu v x’-3x7-3 [unksivaning ekstremumlari topilsin.

Yechish. Funksiyaning kritik nuqtalarini topamiz. Uning uchun funksiya
hosilasini topamiz: y = 5x7-20x%, Kritik nuqtalar faqat statsionar nugtalardan iborat,
shuning uchun 5x*-20x?~0 tenglamani yechamiz. Uning ildizlari x;=0, x,=4 bo‘ladi.

Ikkinchi tartibli hosilani topamiz: f7 (x)=20:°-60x".

ST (4y>0 bo‘lgani uchun, x~4 nugtada funksiya minimum giymat qabul
giladi: fr)—=26t. £ (0)=0 bolgani uchun uchinchi tartibli hosilani hisoblaymiz:
I i) 60x-120x, 7 (0)=0, to'rtinchi tartibli hosilani hisoblaymiz: /" (x)=120x-
120, f™(0y=-120<0 va #=4 jufl bolgani uchun 3-tcorcmaga ko‘ra x=0 nuqtada

funksiya maksimumga ega: £0)=-5.
5-§. Funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlari

Faraz qilaylik, f{x) funksiya X sohada aniglangan bo‘lsin. Bu funksiyaning
giymatlar to‘plami E{f)= {fix): xe X} ni qaraymiz.
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Agar E¢f) to‘plam chegaralangan bo‘lsa, u holda uning aniq yuqori chegarasi

mavjud, uni M=sup {fix)} deb belgilaymiz. Agar Me FEff) bo‘lsa, u holda Af soni f{x)
wmX
funksiyaning eng katta qiymati deb ataladi va M= max {f{x}} kabi belgilanadi. Xuddi
=X
shunga o‘xshash £} to‘plamning aniq quyi chegarasi mavjud, uni m=inf {fx)} deb
xeX

belgilaymiz. Agar meL(f) bo'lsa, u holda m soni f{x) funksiyaning eng kichik
qiymati deb ataladi va m=min {f{(x)} kabi belgilanadi.
w®=X

Endi [a,6] kesmada aniqlangan va uzluksiz bo‘lgan f{x} funksiyani qaraymiz.
Bu holda Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko‘ra funksiyaning [«, 5] da eng
katta va eng kichik giymatlari mavjud bo‘ladi. Ravshanki, bu holda quyidagi qoida
o‘rinli bo‘ladi.

8.26-qoida. [a,b] da funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlarini topish
uchun bu kesmaga tegishli barcha kritik nugqtalari topiladi, funksivaning shu
nuqtalardagi qiymatlari hisoblanadi. So‘ngra bu qiymatlar bilan fla} va f{b} lar
taggoslanadi. Bu giymatlar ichida eng kattasi f{x} funksiyaning [a,b] kesmadagi eng
katta qiymati, eng kichigi esa f{x} funksiyaning eng kichik qiymati bo‘ladi.

1 l
8.27-misol. f{x)=x+— funksiyaning [ﬁa;loo] kesmada eng katta va eng
X
kichik giymatlarini toping.

2
d 2_1. Uni nolga tenglab, ya’ni
X

Yechish. Funksiya hosilasini topamiz: f"(x)=

x—1_

T

0 tenglamani qarab, x—1 va x=1 ekanligini topamiz. Bulardan x=-1 nuqgta |

;

Ea;lOO] kesmaga tegishli emas va bu kesmada hosila mavjud bo‘lmagan nugta
. . 1 - .

vo‘q. Fagat bitta x=1 statsionar nugta [m—O;IOO] kesmaga tegishli. Berilgan

funksiyaning x:m; x=1; x=100 nuqtalaridagi giymatlarini hisoblaymiz.
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JU100=100,01; A H)=2; f1100)=100,01. Bu qgiymatlarning eng kattasi 100, 01; eng
kichigi 2.

Demak, berilgan funksiyaning [](I)-O- ;100] dagi eng katta giymati 100,01, eng
kichik giymati esa 2 ga teng, ya'ni /Uﬁ%w {fix)1=100,01; wmfﬁu} {fix) =2

Agar f{x) [unksiya intervalda, to‘g‘ri chizigda, [a;b), [a;+ec), (=o;b). (a;+eo),
(-x;b), {a:b] oraliqlarda tckshirilayotgan bo‘lsa, u holda bunday oraliglarda
funksivaning eng katta (eng kichik) qiymatlari mavjud bo‘lmasligi ham mumkin.

Masalan, y=x funksiyaning (1;2] oraliqda eng kichik giymati, [1;2) oraliqda
csa eng katta givmati mavjud emas. Sonlar o*gida y=x" funksivaning eng katta
qiymati, y=arctgy funksiyaning eng katta, eng kichik qiymatlari mavjud emas.

Agar fx) funksiya [a;b) ([a;700)) oraliqda o*suvchi bo'lsa, u holda bu eraliqda
funksiyaning eng kichik qiymati mavjud va unga x=a nuqtada erishadi.

Shunga o'xshash tasdiq (a;#] ((=c;p]) craliqda uzluksiz funksiya uchun ham
o‘rinlidir.

Agar fix) funksiya (¢ h) intervalda uzluksiz, xee (a;b) kritik nugtaga ega, (a;x0)
intervalda o*suvchi (kamayuvchi), (xp;6) intervalda kamayuvchi (0*suvehi) bo‘lsa, u
holda qaralayotgan oraliqda flx) funksiya xe nuqtada eng katta (eng kichik) qiymatga
erishadi.

Agar fix) funksiya (a;h) intervalda uzluksiz, unda chekli sondagi kritik
nuqtalarga ega va a<xg<x<...<x,<b, (#;x0) intervalda o°suvchi {kamayuvchi), (x,:5)
intervalda kamayuvchi (o'suvchi) bo'lsa, u holda qaralayvotgan {a;b) intervalda f(x)
funksiya eng katta (eng kichik) giymatga crishadi. Bu giymarni funksiya kritik
nugtalardan birida gabul qiladi.

Agar fixy funksiva (—c; leo) {{a; b)) da uzluksiz va x—-00, x— {0 (x—5-0)) da
chekli yoki cheksiz limitga ega bo‘lsa, u holda bu funksiyaning kritik nuqtalardagi
giymati va cheksizdagi limitlarini solishtirib, uning eng katta, eng kichik

giymatlarining mavjudligi haqida fikr bildirish mumkin.
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8.28-misol. fx}-Inx-x funksiyaning (0;+oc) oraligdagi eng katta giymatini
toping.

X
—,

Yechish, Funksivaning hosilasini va kritik nugtalarini topamiz: f'(x) = -

x = 1. Agar 0<x<1 bo'lsa, u holda f'(x)>0, bundan f{x) o'suvchi. Agar |<x<+o
bo‘lsa, u holda f(x)<0, bundan fix) kamayuvchi. Demak, f{x)=lns-x funksiya =1
nuqtada eng katta qiymatiga erishadi: f{1)=-1.
8.29-misol. Ushbu f(x) = 3 + E;; funksiyaning (0;1) intervaldagi cng kichik
giymatini toping.
_ (ax-3)(2x+3)

Yechish. Bu funksiya uchun f'(x} = g W bundan funksiyaning

(0;1) intervalga tegishli bo’lgan kritik nuqtasi x = % ckanligini topamiz. Agar 0 <
x < Ebo‘lsa, u holda f'{x) < 0, bundan f(x) kamayuvchi. Agar % < x < 1bo'lsa,

u holda f'(x) >0, bundan f(x) o‘suvchi. Demak, (0;1) intervalda berilgan

funksiya x = %nuqtada eng kichik giymatga erishadi: f G) = 64,
Mashq va masalalar
Funksiyan dhetremumez wkahitlng (23-38Y).
Inx x
8-23. f(x) = — 824 f(x) = —
825 f(x) = x> — 3x + 1. 8-26.y = e ~4x+5
§-27.y = £— arctgx. 8-28.r=+5—-29+ ¢
8-29.y = x° —4x?%, 8-30. v = x(x — 3)%(x + 1)2.
8-31.y = 2sinx + cosx, 8-32. vy = (x — 5)e*.
8-33.y = (2x + DY (x—2)% 8-34.y = x* — 8x% + 12,
5 gt 3_ _ — X
8-35. y=x"—5x"+5x° — L 8-36.y =1
ZX

8-37.y = sin2x —x. 8-38.y =—.
Berilgan funksiyaning oraliqdagi eng katta va eng kichik qiymatlarini toping
(39-42):
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8-30. F(X) =x*—6x" +9, xe|-1;2].

§-40. f{x) = %x3 —9x% + 48x,x € [0; 9],
9 25

841 flx) =—+ =, x € (0; 1)

8-42. f(x) =x—2Vx, x€{05]. *

8-43. Radiusi R bo‘lgan doiraga ichki chizilgan eng katta yuzli to‘g‘ri
to*rtburchakning tomonini toping.

8-44. K radiusli sharga ichki chizilgan eng katta hajmli silindrning
balandligini toping.

8-45. R radiusli sharga ichki chizilgan eng katta hajmli konusning
balandligini toping.

8-46. R radiusli sharga ichki chizilgan eng katta yon sirtli silindring
balandligini toping.

8-47. R radiusli sharga tashqi chizilgan eng kichik hajmli konusning
balandligini toping.

8-48. Berilgan silindrga, asos markazi silindr asosining markazi bilan bir xii
bo‘lgan konus tashyi chizilgan. Konus asosining radiusi qanday bo*lganda, uning
hajmi eng kichik bo*tadi?

8-49. Berilgan konusga ichki chizilgan eng katta hajmli silindrning
balandligini toping.

8-50. 2x+37= 18 ellipsga tegishli A4(1,4) va B(3,0) nuqtalar berilgan. Ellipsga
tegishli shunday C nuqta topingki, ABC uchburchakning yuzi eng katta bo*Isin,

6-§. Egri chizigning qavarigligi va botigligi. Egri chizigning burilish nuqtasi
6.1. Egri chiziqning qavariqligi va betiqligi. Aytaylik, f{x) funksiyva x=x,
nuqtada f'(xe) hosilaga ega, ya’ni funksiya grafigining AMxyf{xs)) nugtasidan
novertikal urinma o*tkazish mumkin bo*Isin.
8.30-ta’rif. Agar x=xy nuqtaning shunday atrofi mavjud bo‘lib, ¥ -fix) egri

chizigning bu atrofdagi nuqtalarga mos bo‘lgan bo‘lagi shu egri chiziqqa Mxs fixe)
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nugqtasidan o‘tkazilgan urinmadan pastda (yuqorida) joylashsa, u holda f{x) funksiya
x=xg nuqtada qavariq (botiq) deyiladi.

Agar egri chiziq biror intervalning barcha nuqtalarida qavariq (botiq) bo‘lsa,
u holda bu chiziq shu intervalda gavarig (botig) deyiladi. 46-rasmda qavariq va 47-

rasmda botiq egri chiziglar chizilgan.

Jr ¥y 5 4
M M
. |
I |
& i iy : : .
X0 ) X0
46-rasm 47-rasm
A
¥ \ y
i Y
1
o 0 g
X0 X g
48-rasm 49-rasm

Egri chiziq nuqtasining ordinatasini y bilan, shu egri chiziqqa M{x.f{x0)
nuqtasida o‘tkazilgan urinmaning x ga mos ordinatasini ¥ bilan belgilaylik.
Ravshanki, agar x, nuqtaning biror atrofidan olingan barcha x lar uchun y-¥ <0 (y-
¥ 2 0) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda egri chiziq x=x, nuqtada qavariq (botiq)
bo‘ladi. (48-,49-rasmlar)

8.31-teorema. Faraz qgilaylik, f{x) funksiya X oraliqda aniqlangan va x¢e X
nugtada ikkinchi tartibli hosilasi mavjud bo‘lsin. Agar " (xg>0 bo‘lsa, u holda
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funksiya grafigi x, nuqtada botiq; agar S (x¢)<0 bo'lsa, u holda funksiya grafigi xo
nuqtada qavariq bo‘ladi.

Isbot. O Aytaylik, f” (x>0 bo‘lsin. Quyidagic;ha yordamchi funksiya
kiritamiz: F{x)=y-Y, ya’ni F (x)=f(x)—f(xg)-f {xo)(x-xg). Ravshanki F(xy)=0, F (x)=
= f'x)-f (. F" (x)=f" (x) bo'ladi. Bundan F (xo)=f (xo)- [ (xe)=0 va F"
(xo)= I (xo)>0 ekanligi kelib chigadi. Demak, (ekstremum mavjudligining yetarli
shartiga ko‘ra) xo nuqta F{x) funksiyaning minimum nuqtasi bo‘ladi, ya’ni xo
nuqtaning biror atrofida F(x)>F(xgy)=0 bo‘ladi. F(x)=y-Y bo‘lganligidan y=Y
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu esa x; nuqtaning aytilgan atrofida funksiya grafigi
urinmadan yuqorida joylashishini, ya'ni funksiya grafigi x, nuqtada botiq bo‘ladi.
Teoremaning ikkinchi gismi shunga o‘xshash isbotlanadi.

Agar biror intervalda /" (x)>0 (f” (x)<0 ) bo*lsa, u holda y=f(x) egri chiziq
shu intervalda botiq (qavariq) bo‘ladi. ¢

8.32-misol. Ushbu y=x funksiya grafigining botiglik, qavariglik oraliglarini
aniglang.

Yechish. Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz: y ''=20x°. Bundan,
agar x>0 bo‘lsa, y*’>0, agar x<0 bo‘lsa y*’<0 bo‘ladi. Demak, (~0;0) oraligda egri
chiziq qavariq, (0;+0) oraligda esa botiq bo‘ladi.

6.2. Egri chizigning burilish nuqtasi. Endi egri chizigning burilish nuqtasi
tushunchasini kiritamiz.

8.33-ta’rif. Agar Xo ¥y
nugtaning  shunday (x4-8;xt )
atrofi topilib, f{x) funksiya (xo-
d;xg) oraligda botiq (qavariq), |
(xp;xo+ ) oraligda esa qavariq :

I
|

(botiq) bo‘lsa, u holda x, nugta o

y=f{x) egri chiziqning burilish Xo
nugtasi deyiladi. 50-rasm
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Agar burilish nugtasida urinma mavjud bolsa, u egri chiziqni kesib o'tadi.
(50-rasm}

8.34-teorema. Aytaylik, y=/{x) lunksiya x=x; nugtada differcnsiallanuvchi
bo‘lsin. Agar x=x, nugta funksiyaning grafigining burilish nugtasi bo*lsa, u holda
shu nuqtada funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi mavjud va nolga teng yoki
mavjud bo‘lmaydi.

Ishot. & Aytaylik, xy nugta f{x) ning burilish nuqtasi bo‘lsin. Teskarisini {araz

gilamiz: S txi mavjud va I’ {xg) = U holda f” (x)<0 yoki Vi {x0)>0 bo*ladi.

‘]'ﬂ xp)< O (f" {xg)=0) bo‘lgan holda 8.31-teoremaga binoan x, nuqtaning
hiror {xo-F.xgt 37 atrofi topilib, bunda fix) funksiya qavarig (botig) boladi, Bu x;
ning burilish nugta bo‘lishiga zid. Demak, burilish nugtada " (xs} nolga teng
bo‘ladi yoki mavjud bo lmaydi.

I (xp=0 bo*lishi yoki f” (x) ning mavjud bo‘lmasligi burilish nuqtasi
mavjudligiinng fagat zaruriy sharti bo‘lib, yetarli shart bo’la olmaydi. Masalan, y - x”
funksiva uchun y=4x%, y = 12x" va y (00 bo‘ladi. Lekin, x=0 burilish nuqtasi
emas. ¢

Endi burilish nuqtasi mavjudligining yetarli shartini tayinlovchi tcoremani
keltiramiz.

8.35-teorema. Avtaylik, fix) funksiyax xpnuqtada differensiallanuvehi va x,
nuqtaning shunday (xs-8; xi+ ) atrofi 1opilib, (xs-8,x) va (xy, x4+ &) intcrvallarda
S ) mavjud, hamda har bir intervalda /™ ¢x) ishorasi o*zgarmas bo‘lsin. Agar xp
nugtaning chap va o‘ng tomonlarida )m {x) har xil ishorali bo*lsa, xp nugta fix)
funksiyaning burilish nugtasi bo*ladi; agar /7 (xj bir xil ishorali bolsa, u holda x,
nuqtada burilish bo‘lmaydi.

Isbot. ¢ Hagigatan ham, x4-8<x<x, bo‘lganda [ ¢x)<0 ¢ f" (x)>0) bho'lsa,

xp<x<xst dbolgandacsa [ (xi>0 (f" (x)<0) bo‘lsa, 8.31-teoremaga ko‘ra x, dan
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chapda f{x) funksiya qavariq (botiq), x, dan o‘ngda esa botiq (gavarig) bo‘ladi.
Demak, xp nuqta f{x) funksiyaning burilish nuqtasi bo‘ladi.

Agar (x¢-8;xp) va (xp; xy+ ) intervallarda Fi " {x) bir xil ishorali, masalan f"
{x)<0 bo‘lsa, u holda bu intervallarda f{x) funksiva gavariq bo‘lib, burilish
bo‘lmaydi. ¢

Shunday gilib, fx} funksivaning burilish nuqtasini aniglash uchun f 7 (xj=0
tenglamani yechamiz hamda ) mavjud bo‘lmagan nuqtalanii topamiz. Hosil
qilingan har bir x,nuqtadan chapda va o‘ngda f~ (x) ning ishorasini tekshiramiz.

8.36-misoL Ushbu f¢xj=%x° funksiyaning burilish nuqtasini toping.

Yechish. Funksiyaning aniqlanish sohasi - {-sc;te0). Birinchi va ikkinchi

tartibli hosilalarini topamiz: [ (x)= %1’\;2 , f(x ):E

5 . ;—}T Ikkinchi tartibli hosila
Ax

x=0 nugtadan boshga barcha nuqtalarda mavjud va noldan fargli. Bu nuqgta ateofida
35-tcorema shartlarini tekshiramiz. Agar x<0 bo‘lsa 1~ (¢)<0; x>0 bo‘lsa f7 (x)>0
bo‘ladi. Demak, grafikning (0;40)) nuqtasi burilish nugtasi bo‘ladi.

8.37-misol  y="/n> (a>0), O<x<w, funksiyaning burilish

X a
nugtasini toping.
— TR 2a , x 3
Yechish. Bu funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi y"'=- -(ln—— E) gateng.
x a

1

x 3 "
Agar [ E_E:O bolsa, u holda [  (x)=0 bo‘ladi. Demak, x=ae?
a

bo‘lganda I (x)-0. Bu nuqtadan chapda va o‘ngda ) ning ishorasini

Ed 3

tekshiramiz: 0<x<qe? bo'lganda [~ (x)<0, x>ae? bo‘lganda f* (x)0 bo‘ladi.

[ RRVY

7 2
Demak, grafikning ( ae ;%. e * ) nuqtasi burilish nuqtasi bo*ladi.

8.39-misol. Quyidagi funksiyalarning qavariglik, botiqlik intervallari va

burilish nuqtalarini toping:
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a) y=x"+xI-18x% 24x-15; b) y=x+x*?

Yechish. a) funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarini topamiz:

y'odxt 37 36x+ 24, v 2% 6x-36=12(x*+x/2-3).

Ushbu v "= tenglamani yechib, x,=-2, x;=1,5 ekanligini topamiz.

Bundan {-20;-2) va (1,3; =) oraliglarda y’ >0, demak bu oraliglarda grafik
botiq bo‘ladi; (-2:1,5) oraliqda y"' < 0. demak bu oraliqda grafik qavarig bo‘ladi.
x/=-2 va x>=1,5 nugtalardan o*tishda ikkinchi tartibli hosila ishorasini o‘zgartiradi.

Shu sababli  (-2;-127) va (1,5; -11,06235) nuqtalar burilish nuqtalari bo*ladi,

"JJ 'J!

b) funksiyaning hosilalarini topamiz: p=1+-x", »''— (x£0). x=0

9Px
bo‘lganda jkkinchi tartibli hosila mavjud emas. x<0 bo‘lganda y <, demak
funksiya grafigi qavariq. x>0 bo'lganda y* >0, demak grafik botiq bo'ladi. Ikkinchi
tartibli hosila x=0 nugtadan o‘tganda ishorasini o‘zgartiradi, shu sababli (0;0) nugta

burilish nugtasi bo*ladi.
Mashq va masalalar

Funksiyaning botiqlik, gavariqlik oraliglari va burilish nuqtalarini toping:

8-51. f(x} = 8-52. f(x) = x' — 4x® — 48x% + 6x — 9.
8-53. f(x) = ¢ ¥, 854y = x5 — 10x2 + 7x — 9.
855y = (x? —1)% 8-36.y = x-arctg x.

x-5 _ x®+8
8-57.}1—;. B-38.¥y = P
8-59.y =3+ :\/‘x—4. 8-60.y = xVxZ(x + 8).
g-61. y = egri chizigning bir to‘g‘ri chizigda yotuvchi uchta burilish

nugtasi manud]lglnl ko‘rsating.

8-62, ¢ ning qanday qiymatida abssissasi x = | bo‘lgan nugtada y = x3 +
ax? + 1 egri chizigning burilish nugtasi mavjud beladi?

8-63. @ ning qanday giymatida y = e* + ax® cgri chiziq burilish nuqtaga

ega?
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8-64.ava b laming qanday qiymatlarida M( 1,3) nuqtay = ax? + bx? egr[

chizigning burilish nugtasi bo‘ladi?

7-8. Asimptotalar

Funksiyani cheksizlikda, ya’ni x—+co va x—-c da, yoki uning ikkinchi tur
uzilish nugtasi atrofida o‘rganish ko*p hollarda funksiya grafigi nugtalari bilan biror
to‘g'ri chizigning nugtalari orasidagi masofa yetarlicha kichik bo‘lishini ko‘rsatadi.
Bunday xossaga ega bo‘lgan to'g'ri chiziqlami topish funksiyani tekshirishda
yordam beradi.

8.40-ta’rif. Agar y={{x) egri chizigda olingan o‘zgaruvchi nuqta koordinatalar
boshidan cheksiz uzoglashganda shu nugtadan biror to‘g'ri chiziggacha bo‘lgan
masofa nolga intilsa, u helda bu to*g'ri chiziq egri chizigning asimprotasi deyiladi.

Asimptotalar vertikal (ordinatalar o'qiga parallel) va og'ma (ordinatalar
o'giga parallel emas) bo’lib ikkiga ajraladi. ¥ ‘.1=lj': |
Og‘ma asimptotalar ichida abssissalar o‘qiga ' s
parallel bo‘lganlari ham mavjud bo‘lib, ular

gorizontal asimptota deyiladi.

7.1. Vertikal asimptotalar. Faraz
gilaylik, ¢ nuqtadagi bir tomonli limitlarning

kamida biri cheksizga teng bo‘lsin. U holda

[#] X

EY

y=fix) egri chizigdagi M{xy) nuqta x—a da

koordinatalar boshidan cheksiz uzoglashadi, a
shu nugtadan x=a to‘g‘ri chiziqqacha bo‘lgan 3 ]-rasm
masofa MN=|x-a| nolga intiladi. Demak, ta’rifga ko'ra x= g to*g ri chiziq y=f1x) egri
chizigning (funksiya grafigining) vertikal asimptotasi bo‘ladi.

Ravshanki, haqigiy sonlar to‘plamida uzluksiz bo‘lgan funksiyalar uchun
vertikal asimptota mavijud emas. Vertikal asimptota faqat ikkinchi tur uzilish

nugtalarida bo‘lishi mumkin.
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2
8.41-misol Ushbu funksiyaning fix)= >+ 94"

toping.

Yechish. Funksiyaning aniqglanish

sohasi, ravshanki x*-4=0

ildizlaridan boshqa barcha haqiqiy sonlar

to‘plamidan iborat.

Bu nuqtalarda funksiya ikkinchi tur

uzilishga ega. Hagiqatan ham fim

2
_ .. X" +9x
=-0; [lim

240 x° =4

=too) lim

x* +9x
Qo

240 x° —4

52-rasm

tenglama

x? +9x
20 xz . §

X2 +9x _
X—p—2~0 XZ -4

5 vertikal asimptotalarini
X

y  lim — =+, demak x=-2 va

x=2 to'g'ri chiziglar vertikal asimptota bo*ladi (52-rasm).

7.2. Og‘ma asimptota. Og‘ma

asimptota  tenglamasini  y=kx+b
ko‘rinishda izlaymiz. Bir xil abssissali
egri chiziq ordinatasi va asimptota
ordinatasi orasidagi masofa x—+w
yoki x—-c da nolga intilishini
ko'rsatamiz.

Faraz qilaylik, M va N abssissasi

x ga teng bo‘lgan egri chiziqdagi

53-rasm

va asimptotadagi nuqtalar, (53-rasm) MP esa M nugtadan asimptotagacha bo‘lgan

masofa, o (a#n/2) asimptotaning Ox o°qining musbat yo‘nalishi bilan hosil gilgan
burchagi bo‘lsin. U holda AMNP uchburchakdan MP=MNcosct, bundan esa
MN=MP/cosa.
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tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglikdan, agar MP nolga intilsa, u holda MN ham nolga

intilishi, va aksincha, agar MN nolga intilsa, u holda MP nolga intilishi kelib chigadi.
Shunday qilib, agar x—>+e yoki x—» -co da f{x)-kx-b ayirma nolga intilsa, u

holda y=kx+b to*g‘ri chiziq y=/{x) funksiya grafigining asimptotasi bo‘lar ekan.
Bundan :’L,-p; (fix)-kx-b)=0 shart )Fb:ﬁﬂb to‘g‘ri chiziqning y=f{x) funksiya

grafigining og*ma asimptotasi bo‘lishi uchun zaruriy va yetarli shart ekanligi kelib
chigadi.

Xususan, y=b gorizontal asimptota bo‘lishi uchun !fﬂ (fix)-b)=0, ya'ni !ﬂ
Jfix)=b shartning bajarilishi zarur va yetarli.

Amalda og‘ma asimptotalarni topish uchun quyidagi teoremadan
foydalaniladi.

8.42-teorema. y—fix) funksiya grafigi y=kx+b og‘ma asimptotaga ega

bo*lishi uchun
- 1) yq b lim( f(x)—kx)
chekli limitlarning mavjud bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. O Zaruriyligi. y=kx+b to‘g'ri chiziq y=/{x) funksiya grafigining x—w
dagi asimptotasi bo‘lsin, ya'ni ([im (f{x)-kx-b)=0. U holda f{x)-kx-b=a(x) tenglik

orinli, bu yerda a(x) x—20 da cheksiz kichik funksiya. So‘ngi tenglikni quyidagicha
yozib olish mumkin: f{x)=kx+ b+ a(x). Demak,
L) i 12202

x—mx

= ek lim( f(x)~kx)= hm(b+a(x)) =b
tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

Yetarliligi. Aytaylik, k = hm (= (

va b=lim( f(x)—kx) chekli limitlar
mavjud bo‘lsin. So‘ngi fim (f{x)-kx)=b tenglikni quyidagicha yozib olish mumkin:

J(x)-kx=b+p(x), bu yerda f(x) x—»< da cheksiz kichik funksiya. Demak, f{x)-kx-
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b fx), va'ni fl_'fo (fix)-kx-bj=0. Bu esa y=kxt+b to‘g'ri chiziq y=f(x) funksiya
grafigining x—w dagi asimptotasi ekanligini bildiradi. ¢
8.43-misol. Ushbu f(x)=xInfe+ i) funksiyaning asimptotalarini toping.
Yechish, Avval bu funksiyainng aniglanish sohasini topamiz. Buning uchun
e+ l >0 tengsizlikni yechib, D{y) = (—oo;fé) W (0:20) ni hosit gilamiz.

x
Endi chegaraviy nuqtalardagt funksiya holatini aniqlaymiz.

lim xlnte+L)=—ao, x—>+0 dagi limitai hisoblashda Lopital qoidasidan
X

= =0
1 1
1 (=75
Infe+—) e+ *
foydalanamiz: l'mr xfn(e+ )— lim =i —F =0,
X0 l x40 _ L
x X

Bulardan ko‘rinadiki, berilgan egri chiziqning x=—— vertikal asimptotasi
e

mavjud.
Endi og'ma asimptotalar mavjudligini tekshiramiz,

k= limjL = hm[n(e+ J=1, b=fim(f(x)-kx}= limx(ln(e+l)—l)
x> x—va X

=0 1=

1 1

| l,.(__..z)
Infe+—)-1 et— ¥ .
== lim . SR, fim—% -
X—pau [_ Xy _ 1 4
X x’

] . .
Demak, grafikning y =x + — og'ma asimptotasi mavjud.
e

. . L 2x ‘ ;
8.44-misol. Asimptotalarni toping. aj y=2x+ ——, ) y xe**
x=3
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2 C .
Yechish. a) x=3 da fix)=2x— i; funksiya ikkinchi tur uzilishga ega va
x—7

fim (2x+ ?;):icm bo*lganligi sababli, x=3 vertikal asimptota bo*ladi.
x-23il X—013

Og*ma asimptotalarni izlaymiz: &= lim Yo fim {2+ _E):Z;
ategy y—1

At

2x
b= lim (-hx)= fim (2x-——-2x)~2. Demak, y=2x+2 og'‘ma asimptota
x—rton —_

P =3
bo*ladi.
b) y=xe"* funksiyaning aniqlanish sohasi (-o0;0)(0;+%) to‘plamdan iborat.
x=0 nuqtada funksiyaning chap va o‘ng limitlacini hisoblaymiz.
lim xe™=0; lim xe" = (1/x=1 belgilash kiritamiz, u holda x—>+0 da t—+w

=} x—rH}

boladi)= /im ¢ —+eo.) Demak, x=0 to‘g'ri chiziq vertikal asimptota bo*ladi.

tvo

i
Endi og‘ma asimptotalarni izlaymiz: k= [lim L fim e =e®—1,

X3tw XY rosox

. e -1
b= lim U’-kx): lime (xe"‘)‘—x): = ]i,r.ﬂ = '1/).‘- z, x>t .’—)OJi

X2 xeator e L/X

el =1, shunday qilib ¥=x+1 og'ma asimptota ekan.

8-§. Funksiyani to‘la tekshirish va grafigini yasash
Funksiyaning xossalarini tekshirish va uning grafigini yasashda quyidagilarni
bajarish magsadga muvofig:
1) Funksiyaning aniglanish sohasi va uzilish nuqtalari topiladi; funksiyaning
chegaraviy nuqtalaridagi qiymatlari (yoki unga mos limitlari) hisoblanadi.
2) Funksiyaning toq-juftligi, davriyvligi tekshiriladi.
3) Funksiyaning nollari va ishora turg‘unlik oraliqlari aniqlanadi.

4) Asimptotalar topiladi.
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5) Funksiva ekstremumga tekshiriladi, uning monotonlik intervallari
aniglaniladi.

6) Funksiva grafigining burilish nugtalari, qavariglik va botiqlik intervallari
topiladi.

8.45-misol. y=x{x’-1} funksiyani tekshiring va grafigini chizing,

Yechish. 1) aniglanish sohasi - hagigiy sonlar to‘plami. Uzilish nugtalari

v0‘q. Funksivaning chegaraviy qivmatlari: fim x(x’-f)=+c0; fim x{x*-1}=-oc;

2) funksiya davriy emas, toq funksiya;

3) funksiyaning uchta noli bor: x=0; x=-1; x=1. Ushbu x(x’- /)0 tengsizlikni
yechamiz, uning vechimi (-1,0p.(1,+ec) io*'plamdan iborat. Demak, funksiya (-
F,0%(1, 40} to*plamda musbat va (-oc,-1)0(0,1) to‘plamda maniiy giymatiar qabul
giladi.

4) og'ma asimptotaning burchak koeffitsientini topamiz:

k= lim 2 == fim (2-1)=00.

x e X e

Demak, og‘ma asimptota mavjud emas. Vertikal asimtotalar ham mavjud
emas (chunki, uzilish nugtalari yo*g).

5) Funksiya hosilasini topamiz: y'=3x’-/. Hosilani nolga tenglashtirib
statsionar nugtalarini topamiz: y'=0 yoki 3x°-1=0, bundan x=1/43, x=1/ \@ .
Ushbu (34-a-rasm) sxemani chizamiz, va intervallar metodidan foydalanib funksiya
hosilasining ishoralarini aniqlaymiz. Bundan {unksiya (—00,—1/\/5) va (lf\/g,+0:>)
intervallarda monoton o*suvehi, (—1/4/3,1/v3) intervalda monoton kamayuvchi;
x = —1/4/3 nugtada maksimumga, x = 1/v3 nugtada minimumga ega ckanligi
kelib chigadi. Ekstremum nugtalarida funksiya giymatlarini hisoblaymiz: agar
Xmax = —1/v3 bo‘lsa, u holda yp., = 2/(3v3); agar X, = 1/V3 bo‘lsa, u
holda Yy = —2/(3V3) bo'ladi.

6) Ikkinchi tartibli hosilani topamiz: ' = 6x. Ikkinchi tartibli hosilani nolga

tenglashtirib 3 ''=6x=0, x=0 ekanligini topamiz. Sxemani (54-b-rasm) chizamiz va

218



hosil bo‘lgan intervallarda ikkinchi tartibli hosila ishoralarini aniglaymiz. Bundan
x=0 nugtada burilish mavjud, (-;0) da funksiya grafigi qavariq, (0; +20) da botiq
ekanligini topamiz. Burilish nuqtasi ordinatasini topamiz: ¥(0} = 0.

Funksiya grafigi 54—c-rasmda keltirilgan,

4

, Pi=gd W=
o= -0 Lo+ . )
P RV RS Vi ! )
Y ety iR 1+ v=xg-liit!)
aj
VN by
/ | | ’ 15
. 7 =0
- : %
¥y -~ oL - 1
b) )
53-rasm

8.46-misol. y = V& + V& — x funksiyani tekshiring va grafigini chizing,

Yechish. 1} Anpiglanish sohasi — [0,4] kesma. Funksiyaning chegaraviy
giymatlarini topamiz: agar x = 0 bo‘lsa, u holda y = 2; agar x = 4 bo'lsa, y = 2.
Funksiyaning uzilish nugtalari yo'q.

23 Funksiva tog ham, juft ham emas, davriy ham emas.

3) funksivaning nollari yo'q,

4} Og‘ma asimptotalari yo'q, chunki aniglanish sohasi kesmadan iborat.

Vd—x —x

5) Hosilasini topamiz: y'=>——— 1.
2Vx-Vd-x

Hosilani nolga tenglashtirib, kritik (statsionar) nuqtani topamiz: x = 2. 55-
rasmdagi sxemani chizamiz. Bundan funksiyva (0,2) intervalda o'suvchi, (2,4)

intervalda  kamayuvchi, x = 2 nugtada funksiya maksimumga erishishi kelib
chigadi. Maksimum nuqtasining ordinatasi ym..—~2 \E

219



6) Ikkinchi tartibli hosilani

),‘ L + yr:-= acad W | x_-_
topamiz: y 0 A3 ~ ¢4 i
y"—_l. M (0 4)
4 13/2(4—I)3/2 ! ) by
intervalda ikkinchi tartibli hosila 24 ym o ds

manfiy, demak bu intervalda

funksiya grafigi qavariq bo*ladi.

Funksiya grafigi 55—rasmda
chizilgan. Shuni aytib o'tish

b o

kerakki, lim 3/ =+, x=4
x=++D
x[i;!ll;‘o'}’ =—0 bo‘lganligi
2 4 x
sababli, funksiya grafigi (0,2)
nuqtada ordinatalar o*qiga, (4,2) nuqtada x=4 to‘g‘ri chiziqqa urinadi. 55-

rasm

8.47-misol. y=x". funksiyani tekshiring va
grafigini chizing.

Yechish. Avval funksiyani quyidagicha
yozib olamiz: y=x"=e"",

1)  funksiyaning  aniglanish  sohasi
barcha musbat sonlar to‘plami. Chegaraviy

qiymatlari:  fim ¢™=1, fim e""=+o0. Uzilish
X

x—plhe
nuqtalari yo‘q.
2) Funksiya juft ham, toq ham, davriy ham

I
emas. !
1

3) Funksiyaning nollari mavjud emas. 0367

56-rasm

xinx
4) Og*‘ma asimptotasini izlaymiz: k= tim <

X—p4a0 X

=to0, demak og‘ma asimptota

yo‘q.
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5) Hosilasini topamiz: y'=x"(Inx+1). y'=0 tenglamadan x=¢”. funksiya
(0,1/€) intervalda kamayuvchi, (1/e, +0) intervalda o‘suvchi bo‘ladi. x = et
nugtada funksiya minimumga ega, uning ordinatasi y,,,;» = 0,692.

6) Ikkinchi tartibli hosilani topamiz: ):"=x‘((ln.r+ 1)*+ I/x). Ikkinchi tartibli
hosila (0, +0) intervalda musbat, demak funksiya bu intervalda botiq.

Funksiyaning x=0 nuqta atrofida tekshiramiz.

limy'= liﬂr{n» x*(Inx+ 1)=-20, bundan funksiya grafigi (0,1) nuqtada ordinatalar

0+
o‘qiga urinishi kelib chiqadi.

Funksiya grafigi 56-rasmda berilgan.

8.47-misol. f{x)=x+In(x*-1) funksiyani to‘la tekshiring va grafigini chizing.

Yechish. 1) Funksiya x% — 1 > 0, ya’ni (—o0; —1) va (1; +o) oraliglarda
aniqlangan va uzluksiz. Funksiyaning chegaraviy giymatlarini izlaymiz:

[i;?_of(x): lmlg (x+In(x’-1))=-20; [jmu fx)= li;lnu(x+ln(x"-l))z~w.
e x—p—1-0 x—l+

x—sl+
Demak, funksiya grafigi ikkita x =

—1 va x = 1 vertikal asimptotalarga ega.

x=] x=] fix)= x+In{x*“1)
2) funksiya toq ham, juft ham,
davriy ham emas.
3) funksiya (—oo,—1) intervalda i . y 5 .
manfiy, (1, +0) intervalda yagona noli g o s

0,84

mavjud, uni topish uchun tagribiy
hisoblash metodlaridan foydalaniladi,

fix)= x+la(x*1]

natijada xp = 1,15 ekanligini

aniqlashimiz mumkin. Demak, funksiya
(1; 1,15) intervalda manfiy, (1,15, + o) oraligda musbat. 57-rasm
4) Og‘ma asimptotalarini izlaymiz:
2
k= lim 2= fim Q+C" =21 b= tim k)= lim In-1)=+m,
x—=t0 X x—iw x x—tm x—ptm

demak og‘ma asimptota mavjud emas.
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5) Funksiya hosilasi y' = 1 + 2x/(x? ~ 1) funksiyaning aniglanish sohasida
mavjud, shu sababli uning kritik nuqtalari faqat statsionar nugtalardan iborat bo‘ladi.
Bunda y’ = 0 tenglama yechimlari x; = ~1 ~ V2 vax, = —14++/2 bo'lib, x; =
—1 4 2 funksiyaning aniglanish sohasiga tegishli emas. Shunday qilib, yagona
kritik nugta mavjud va (—o2; —1) oraliqga tegishli. (1; +-c0) oraliqda y' > 0 va

funksiya o‘suvehi bo‘ladi. x; = —1 —+2 nuqtada maksimum mavjud. Uning
ordinatasi f(—1~V2) = =1 —v2 + In(2 + 2v2) = ~0,84 gateng.
_ (x2+1)

6) Ikkinchi tartibli hosilani fopamiz: y" = i Bundan y” < 0, demak

grafik qavariq. Funksiya grafigi 57-rasmda berilgan.

Mashq va masalalar

f(x) funksiya grafigining asimptotalarini toping (65-70):

2

8-65. F(0) = 5o . 8-66. f(x) = x - €*.

3x 1
8-67.y = o 868y = e x

. ,
8-69. f(x) = e B-70.f(x) = x — arctgx,
Funksiyani to‘liq tekshiring va grafigini chizing:
871y = ez, 8-72.y = In{1 — x%).
2
873y =7 8-74.y = x% - 4x% + 3x.
— 1 X — 42.

75y =x+_. 8-76.y = x“-e %,

(x+1¥* _ 3x-2
377y = ~z §-78.y = —

xS
8-79y = TR 8-80. ¥y = x~ Inx.
8-81. y = sinx + sin2x. 8-82.y = sin® x + cosx.
8-83.y = e* 77, 8-84.y = x®In? x.
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UCHINCHI BO‘LTM. BIR O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYANING
INTEGRAL HISOBI
IX BOB. ANIQMAS INTEGRAL

a2

1-§. Boshlang‘ich funksiya va aniqmas integral tushunchalari

Differensial hisobning asosiy masalalaridan biri berilgan £x) funksiyaga ko‘ra
uning hosilasi /"(x) ni topishdan iborat edi. Bu masalaning teskarisi, ya'ni
hosilasiga ko‘ra funksiyaning o°zini tiklash masalasi katta ahamiyatga cga bo‘lib,
integral hisobning asosiy masalalaridan hisoblanadi.

fix} funksiya biror {a, &) {chekli yoki cheksiz) intervalda aniglangan bo‘lsin,

9.1-ta’rif. Agar (a.b) da fix) funksiya biror F¢x) funksiyaning hosilasiga teng,
ya'ni (a.4) intervaldan olingan ixtiyoriy x uchun F’(x}= fx) bo‘lsa, u holda #{x)
funksiya {a f} intervalda fx} funksiyaning bashlang ‘ich funksivasi deyiladi.

Masalan,

1) _f('x):--‘L bo‘lsin. Bu funksiyaning (0;+ev} intervalda boshlang'ich
WX

funksiyasi £(x)—2 \fx bo'ladi, chunki {(0;4ec) da F(x) = fxy = L F(x);

Jx
1
2y f{x)=x* ning {-o0;+e0)} oraliqda boshlang‘ich funksiyasi gx)— ); bo‘lishi

ravshan.

Ravshanki, agar biror oraliqda F¢x) lunksiya f{x) ning boshlang‘ich funksiyasi
bo‘lsa, u holda ixtiyoriy o‘zgarmas C son uchun

Fx)+C (1)

funksiva ham  f{x) ning boshlang‘ich  funksiyasi bo‘ladi,  chunki
(F(x)t C) Fix) fixg.

Bundan quyidagi xulosa kelib chigadi: agar ffx) funksiya biror boshlangich
funksiyaga cga ho‘lsa, u holda uning boshlang’ich funksiyalari cheksiz ko'p befladi.

Quyidagi savol tug‘ilishi tabiiy: biror oraliqda berilgan #x) funksiyaning

barcha boshlang‘ich funksiyalari (1)} formula bilan ifodalanadimi, boshgacha
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aytganda ffx) funksiyaning (1) formula bilan ifodalanmaydigan boshlang‘ich
funksiyalari mavjudmi?

Bu savolga quyidagi teorema javob beradi.

9.2-teorema. Agar biror oraligda Fyx) funksiva fx} ning boshlang‘ich
funksiyasi bo‘lsa, u holda f{x) funksiyaning ixtivoriy boshlang‘ich funksiyasi C
o‘zgarmasning biror giymatida (1) formula yordamida ifodalanadi.

Ishot. ¢ Aytaylik, G¢x) funksiyva gqaralayotgan oraligda f{x) funksivaning
boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin. Ushbu ¢fx)=Gix)-Fix} yordamchi funksiyani
garaymiz. Bu funksiva uchun ¢'(x)=G'(x)-F (x)=fx)-fix)=0 bo‘ladi, ya'ni,
qaralayotgan oraligda gx) funksiya uchun funksiyaning doimiylik sharti bajariladi.
Boshgacha aytganda G(x)-Fx}=C, va'ni G{x)=Ffx}+C bo‘ladi. Demak, G{x)
funksiya (1) formuladan C ning biror giymatida hosil bo‘ladi. 4

Shunday qilib, agar oraligda berilgan f7x) funksiyaning bitta #(x} boshlang‘ich
funksiyasi ma’lum bo‘lsa, u holda uning barcha boshlang*ich funksiyalari Fix)+C,
bu yerda (' ixtiyoriy o‘zgarmas son, ko‘rinishda ifodalanar ckan.

9.3-ta’rif. (. b) intervalda berilgan f{x) funksiya boshlang‘ich funksiyalarning
umumiy ifodasi Fyx}+ C, bu yerda C=const, shu fix) funksivaning anigmas integrali
deb ataladi va u I [ (x)edx kabi belgilanadi. Bunda f - infegral belgisi, fix) integral
ostidagi funksiva, fixjdx - integral ostidagi ifoda, x — infegraflash o ‘“garuvchisi deb
ataladi.

Demak, ta’rifga ko'ra

[ fx)te=F(x)+C, )
bu yerda Fx) funksiya f{x) ning biror boshlang*ich funksiyasi.

Masalan, (-0;+e0) da fixj=cosx bo'lsin. Bu holda (sirx)’=cosx bo*lgani uchun
Jcosxdx:sinx+C bo*ladi.

(2) formuladan ko‘rinadiki, berilgan f{x) funksiyaning biror boshlang‘ich

funksiyasini va uning anigmas integralini topish masalalari deyarli bir xil

masalalardir. Shu sababli f{x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasini topishni ham,
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anigmas integralini topishni ham f{x) funksiyani integrallash deb ataymiz.
Integrallash differensiallashga nisbatan teskari amaldir.
Integrallash amalining to*g'ri bajarilganligini tekshirish uchun olingan

natijani differcnsiallash yetarli: differensiallash natijasida integral ostidagi funksiva

hosil bo‘lishi lozim. .
Masalan, |3x'de=x+C i
ekanligini tekshirish uchun / e
tenglikning o'ng tomonidagi S / f_.ﬁ:""\
funksivadan hosila olamiz: ] / /ﬁ
(*+Cy=3x?, demak, integrallash o~ / ///\
to*g'ri bajarilgan. \;J /ﬁ x
Geometrik nugtal nazardan bu S / jﬁ_\‘
S~ )

teorema f{x) funksiyaning anigmas
integrali y = F(x)+ C bir paramectrli 58-rasm

egri chiziglar oilasini ifodalaydi (C-parametr). Bu egri chiziglar oilasi quyidagi
xossaga ega: egri chiziqlarga abssissasi x=x; bo‘lgan nugtasida o‘tkazilgan
urinmalar bir-biriga parallel bo*ladi (58-rasm).

Fj+ C egri chiziglar oilasi integral egri chiziglar deb ataladi. Ular bir-birlari
bilan kesishmaydi, biri-biriga urinmaydi. Tekislikning har bir nugtasidan fagat bitta
integral chiziq o‘tadi. Barcha integral chiziglar biri ikkinchisidan Oy o*qiga parallel
ko‘chirish natijasida hosil bo‘ladi.

9.4-misol. Abssissasi x bo‘lgan nugtasida o‘tkazilgan urinmasining burchak
koeffitsienti k=x’ formula bilan ifodalanadigan va (2;5) nugtadan o‘tuvchi egri
chizigni toping.

Yechish, Ma’bumki, y=:4=x", bu shartni gancatlantiruvchi y funksiyaning

4
umumiy ifodasi y = j'f‘dx bo‘ladi. Bu integralni hisoblab y = %Jr C ifodaga ega
bo‘lamiz. Izlanayotgan egri chizig (2;5) nugtadan o‘tadi. Shu sababli funksiya

ifodasiga berilgan nuqta koordinatalarini qo‘yamiz va C ning kerakli qiymatini
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topamiz. Natijada 5= % +C, C=1 hosil bo‘ladi, Demak, izlanayotgan egri chizigq

4
tenglamasi y= xTH ekan.

Endi quyidagi savolga javob izlaymiz: biror oraligda berilgan har qanday f(x)
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi mavjudmi?

Har qanday funksiyaning ham boshlangich funksivasi mavjud bo‘lavermaydi
(36-masala), Ickin quyidagi teorema o'rinli.

9.5-teorema, Agar f{x) funksiya biror oraliqda uzluksiz bo’lsa, u holda uning
boshlang'ich funksiyasi mavjud bo‘ladi.

Bu teoremaning ishot kelgusida ko'rsatiladi, shu sababli bu bobda uzluksiz
funksiyalarni integrallash haqida gapiriladi. Uzilishga ega bo‘lgan funksiyalar uchun

integrallash masalasi uning u yoki bu uzluksizlik graliqlari uchun garaladi.
Masalan, f(x) = i funksiya x = 0 nugtada uzilishga ega. Bu funksiya
(0; +oo) va (—w0;0) oraliglarda uzluksiz. Birinchi oraligda fidx =hx+C
formula o‘rinli. Ammo ikkinchi oraliq uchun bu formula ma’noga cga emas. Lekin
bu oraliqda quyidagi formula o‘rinli bo‘lisini tekshirib ko*rish qiyin emas: J’i dx =
In(—x)Y+C
Bu ikki formulani quyidagicha umumlashtirib yozish mumkin: fidx =

Inlx| + C.
2-§. Anigmas integralning sodda xossalari

9.6-xossa. Anigmas integralning differensiali (hosilasi) integral ostidagi
ifodaga (funksiyaga) teng:

df fodesfixids ((f f(x)ac) =fx).

Isbot. ¢ Ta'rifea ko‘ra

df flxydx =d(F(x) + ) = dF (x) = F'(x)dx = f(x)dx.¢

226



9.7-xossa. Biror funksiya diffcrensialining anigmas integrali shu funksiya
bilan o*zgarmas son yig‘indisiga teng: [ dF(x) = F(x) + C.
Isbot. & fdF(x) = [ F'(x)dx =F(x)+ C. ¢
9.8-xossa. Agar f(x) ning boshlang'ich funksiyasi mavjud bo‘lsa, u holda
ixtiyoriy k (k # Q) son uchun *
Skftode=klfie)de (D
bo‘ladi, ya’ni o‘zgarmas ko‘paytuvchini integral belgisi oldiga chiqarish mumkin.
Ishot. ¢ [f{x)dx=F(x}+ C bo*lsin. U holda
Klftxpde= k(i (x)+ C)=kF(x}1 kC (2)
bo‘ladi. (AF ()Y =hF ' (x)=kfix) va kC ixtiyorly o‘zgarmas son bo‘lganligi uchun
kF(x)+ kO ifoda &ffx} funksiyaning barcha boshlang®ich funksiyalarini beradi, ya’ni
Jkfix)dx= kF(x)+ kC (3}
bo‘ladi. (2) va (3) dan (1) kelib chiqadi. ¢
9.9-izoh. £=0 bo‘lganda (1) tenglik o‘rinli emas. Hagigatan ham, bu
tenglikning chap tomoni f0ffxjdx=[0dx=C, C —ixtiyoriy o‘zgarmas son, 0‘ng tomoni
esa Ofix)de=0-(I"(x)+ C) 0.
9.10-izoh. Intcgrallarni topishda 4C vozilmaydi. Uning o*rniga C yoziladi,
chunki ixtiyoriy o‘zgarmas sonni yozish usuli muhim emas. Bunda o‘zgarmas
qu°shiluvchining ixtiyoriy giymat gabul gila olishi muhim hisoblanadi.
Agar C-ixtiyorly o'zgarmas son bo‘lsa, u holda €3, 4C - ixtiyoriy o‘zgarmas
son bo*ladi. Lekin €%, sin(” - ixtiyorly o‘zgarmas son emas, chunki €720, |sinCI<1.
9.11-xe0ssa. Agar f{x) va g(x) larning boshlang*ich funksiyalari mavjud bo'lsa,
u holda [(f(x) + g(x))dx = [ f(x)dx £ { g(x)dx bo'ladi, ya'ni ikkita funksiya
algebraik yig‘indisining integrali anigmas integrallar algebraik yig‘indisiga teng.
Isbot. ¢ Aytaylik, Ffx) va G(x) lar mos ravishda fix) va g{x) larning
boshlang‘ich funksiyalari bo‘lsin. U holda [ f(x}dx + [ gx)dx = (F(x) + €;) +
(60 +C;) = (FG) £ 6(x) + (€1 £ €2)
Ammo, F(x} + G{x} funksiya f(x} + g(x} ning boshlang‘ich funksivasi,
chunki (F(x) £ G0))Y =F ) £ 6'(x) = F(x) £ g(x), €1 £ C, esa — ixtiyorly
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ikkita o‘zgarmas sonlarning algebraik yig‘indisi- vana ixtiyoriy o‘zgarmas son
bo*ladi.

Shu sababli (F(x) + 6(x)) + (£, £C,) ifeda f{x) %+ g(x) ning barcha
boshlang®ich funksiyalarini beradi, ya'ni [(f(x) £ g(x))dx ga teng bo'ladi. +

Bu xossani chekli sondagi funksiyalar uchun ham isbotlash mumkin, Buning
uchun matematik induksiyva metodidan foydalanish vetarli (9-34-masafa).

9.12-izoh. Integrallami topishda ;#; o'rniga C yoziladi.

Masalan, J(cosx +3x7 e = J.cosxdx + J‘B.rzdr —sinx+x'+ -

9.13-xo0ssa. Agar F(x) funksiya f(x) ning boshlang'ich funksiyasi bo‘lsa, u

holda [ fax + b)dx = iF (ax + b)Y + €, (a # 0) tengiik o°rinti bo*iadi.

Isbat. O Tenglikning o*ng tomonining hosilasi integral ostidagi funksiyaga
!
teng ckanligini ko‘rsatish yetarli. Hagigatan ham, (iF(ax + b)) = % (Flax +

b)) = f(ax +b)e

9.14-x0ssa. (integrallash formulasining invariantligi). Agar integrallash
formulasida  intcgrallash  o‘zgaruvchisini  shu  o‘zgaruvchining  istalgan
differensiallanuvehi funksiyasi bilan almashtirsak integrallash formulasining shakli
o‘zgarmaydi, ya'ni  agar J'f(x)dx, F(x}+C va n fuoksiva x ning
differensiatlanuvchi funksiyasi bo‘lsa, v hoida j_f(u')dy = F(ay+ ¢ botladi.

[shot. ¢ Birinchi tartibli  differensialning invariantlik formasidan
foydalanamiz. Bunga ko‘ra, agar diix} F'{xidx va w=ufx) differensiallanuvchi
funksiya bo‘lsa, u holda fFfu} /'tu)du boladi. I_f'(u}duz Fy+ ¢ ckanligini
isbotlaymiz. Buning uchun so‘ngi tenglikning ikkata tomonidan differcnsial olamiz:

d[jf(u]du) = fodu,  d(F0+C)Y=F")du = {w)du.

Bu differensiatlarning tengligidan 9.14 — xossaning  o'rinlt ekanligi kelib

chigadi.¢



3-§. Asosiy integrallar jadvali

Yugorida isbotlangan anigmas integralning soddﬁ xossalari va aniqmas
intcgrallar  jadvali birgalikda integrallarni hisoblashning asosiy qoidalarini
aniqlaydi. Integrallash amali differensial]as-h amaliga teskari amal bo‘lganligi
sababli, quyida keltiriladigan formulalaming ko‘pchiligini hosilalar jadvalidan hosil
gilish mumkin.

Quyida asosiy anigmas integrallar jadvalini keltiramiz. Bunda har bir formula
integral ostidagi funksiyalarning anigfanish sohasida qaraladi.

(t+]

1 _"x“dx— +1+C’ -1 2. ngx—:hﬁxh(f, x#0;
o
3. ja :‘m+(“ a=0, axl; jedx—e +
4.[ abclzarrctgx+C; J‘_i—:larctg +C, azl;
l+x X +at a

dx . dx . X
3. =aresinx +C'; ———=arcsin—+C (| x| al);
s [

6,Jc0d;xztgx+(); 7.jsifix=~ctgx+c;

8. jcosxdx:sinx+<j; 9. [sinxdx=—cosx+C;
10. Jchxabe= she+ 1. [shods = che+C ;
12. I%:t}u-o-(f; .13, IS::Y=—CI/'1X+C;
4. j.a;ixxz =%ln Zii +Cr oty

= lnlx+ x tat

frad
15, -2 C, (x|[>{al)-
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4-§. Integrallash usullari

4.1. Bevosita integrallash usuli. Bu usul integral ostidagi ifodani jadvaldagi
bicor integral ostidagi ifoda ko‘rinishiga keltirish va anigmas integral xossalaridan
foydalanishga asoslangan.

9.15-misol. Quyidagi integrallarni toping: a} f 22% - 3%dx; b} [ tg*xdx; )

2
. X x
f(sm;— cos;) dx; d) [ cos2xdx.

. 2
Yechish. a) J‘Zg’- 3Felx :}(2‘-3)"dx=J.12"dx= Il B +;
n

b}j:gzxca—:j:;zdx=j17“152"-dx:j ] dx— [dx ~tge-x+C;

cos® x COSZ.\'
L X X\ L3 X . X x 5 X
c)j sin—-—cos— abr:J. sin® = —2sin=cos~= +cost = Hy=
2 2 2 2 2 2

- I(l —sinx)dv=x+cosx +C;

1 I
d) jcos 2xelx :I c0s2x- Ed(2x) :EJCOS(ZX)d(ZJC) = ;_l) sin2x+C, bunda

integrallash formulasining invariantligi xossasidan foydalanildi.

4.2. Ofzgaruvchini almashtirish usuli. Ushbu .[f(x)d.x integralni hisoblash
talab gilinsin. Integralda o‘zgaruvchini almashtirish usulining mohiyati shundan
iboratki, unda integrallash o‘zgaruvchisi x ni biror x -¢(1} formula yordamida ¢
o‘zgaruvchi bilan almashtiriladi. Bunda ¢'(1) uzluksiz va x=¢f1) ga nisbatan teskari
funksiyar @ (x) mavjud dcb faraz qilinadi. Endi

x=@ (1), dv=g (t)dr
ifodalarnt If'(x)dx ga qoiyamiz:

Wa=fiowio mde (3

Bu yerda ¢} ni shunday tanlash kerakki, o'ng tomondagi integral soddaroq

bo‘lsin. Agar fio(t)) e (¢} funksiyaning boshlang®ich funksiyalaridan biri #¢1} bolsa,
fds= Ltow e =k @+ C=Flp )+ C

kelib chigadi.
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(3) formula anigmas integralda o ‘zgaruvchini almashtivish formulasi deb
ataladi.
Ba’zi hollarda yangi o‘zgaruvchini &=g(x) formula orgali kiritish foydadan

holi emas,

! dx
9.16-misol. ni hisoblang.
J-\}e”—l g
Yechish, ¢*1=f* almashtirish kiritamiz. U holda e*=F+1, x=In(£"11), dx=

=2arcigt + C = 2arcige” =1+ C bo‘ladi.

it VﬂI —J‘Z_Cﬁ
9.17-misol. J’sin‘ xcosxdx ni hisoblang.

Yechish. r=sinx, dt ceosxdx almashtirishni kiritamiz. Bu holda
r 1
_[sinj X cosxdx = Ifdf -~ +C= Zsin" x+C bo‘ladi.

Orzgaruvchini  almashtirish  usulidan foydalanib anigmas integralni
hisablashda almashtirishni qo‘lay tanlab clish muhim hisoblanadi. Ixtivoriy
integralni hisoblashda o‘zgaruvchini almashtirishning umumiy qoidasi yo‘q.
Bunday qeidalarni ba’zi funksiyalar (trigonometrik, irratsional va boshgq.) sinflari
uchun keltirish mumkin.

Ko‘p hollarda integrallarni hisoblashda integral ostidagi funksiyani
differcnsial belgisi ostiga *kiritish” usulidan foydalanadi. Funksiya differensialining
ta'rifiga ko‘ra @'(x)dv=d{wix)). Bu tenglikning chap tomonidan o‘ng tomoniga
o‘tish (hosil qilish} ¢'(x} ko‘paytuvchini differensial belgisi ostiga “kiritish” deb
aytiladi.

Aytaylik, ushbu I Flp(x)p'(x) ko‘rinishdagi integralni hisoblash talab

qilinsin, Bu integralda ¢'(x) ko‘paytuvchini differensial belgisi ostiga kiritamiz va
so‘ngra ¢fx)=u almashtirish bajaramiz. U holda quyidagiga ega bo‘lamiz:

[ otonp d= [ rptdipeen = [ rdu.

9.18-misol. I= N 1+ x*xefe integralni hisoblang.



1 3
Yechish. xdx:E d(1+x"}) ekaniigidan foydalanamiz, u holda

4
1 1 I 1 ]
1:% [+ ¥y d+x) =1+ ¥ =ul= %j‘u-‘dﬂ - E%Jrc =§$/(1 £ =C
3
bo‘ladi.

9.19-misol. [=J' sin xdl¢ integralni hisoblang.

J4 4 3cosx

Yechish. sinxay=-——_d(4+3cosx) ckanligini ko‘rish giyin emas.
]
4+3cosr=u deb belgilaymiz. Natijada
|=
1 - 1o - 2! 2
—§j(4+3cosx) 2d(4+3cosx)=— gjrf i = — gu- + O — -§J4 +3cosx +C
hosil bo*ladi.
Agar integral ostidagi funksiva ¢'(x)/px) ko‘rinishda bo‘isa, v holda ¢'fx)

ko‘paytuvchini differensial belgisi ostiga kiritish orqali uni jadvaldagi integralga

keltirish mumkin:

@{x)de e digix)) :
= | = In (x| +C
w{(x) j (x) | |
Masalan,
_[tgxdxz J‘smxdx = —I dlcosx) Su=cosxl= —Jffﬁ ==In|u|+C=-In|cosx|+C.
cosx cosx 7

4.3. Bo‘laklab integrallash usuli. Bu usul ikki funksiya ko‘paytmasining
differensiali formulasidan kelib chigadi. Ma’lumki, agar u(x) va v(x) funksiyalar
differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lsa, u holda dfuv)=udv+vdu yoki udv=dfuv)-
vdu bo‘ladi. Bu tenglikni ikkala tomonini integrallasak,

fzwf\: ,[d(uv)— [vdu, yoki

judv: uy - lvdu (4)
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formula hosil bo‘ladi. Bu formula bo‘laklab integrallash formulasi deyiladi. Bu
formula vordamida j;udv ni hisoblash boshqa, Ivdu integralni, hisoblashga
Keltiriladi. Bu formuladan [udv ganisbatan j\ﬁdza integralni‘hisnhlash oson bo‘lganda
foydalaniladi.

9.20-misol. Jxcosxdx ni hisoblang.

Yechish. v x du=x, v=sinx, dv cosxdx belgilashlarni kiritamiz. U holda
jx- €08 xdx = Iua’v =u-v— Jvdu = x- 8l X — Isinxdx =xsinx+cosx+C
bo*ladi.

9.21-misol. [ lnxdx ni hisoblang.

ah
Yechish. & Inx, du= —T, v=x, dv-dx almashtirishni kiritamiz. U holda,
x

Jlnxdr:fudv:x' lnx—_[x-ﬁar- Inx—x+C bo‘ladi.
x

Endi amaliyotda tez-tez uchrab turadigan va bo‘laklab integrallash usuli bilan
hisoblanadigan integrallar tiplarini keltiramiz.

1. J.Pn(x)ek'{,tr, J‘P”(x)sin kxdx, J-l;(x}coskxdx ko‘rinishdagi integrallar, bu
verda P.(x) - n — darajali ko‘phad, £ — biror son. Bu integrallami hisoblash uchun
u=P,(x}) deb olish va (4) formulani # marta qgo*llash yetarii.

2.jfj,(x)]n xdbx, J'H,{_x‘)arcsinxdx, _‘-Fj‘(x)urccos,xd»(, jR,(x)arctgmix,

Iﬂ(x)arcctgxdx ko‘rinishdagi integrallar, bu yerda P.fx) - » — darajali
ko*phad. Bu integrallarni bo‘laklab integrallash uchun P,¢x) oldidagi ko*payuvchi
funksiyani « dcb olish lozim.

3. _[e‘”‘ cos bxdyx, _[e‘“cosbxd_r, bu yerda @ va & lar haqigiy sonlar, Bu

integrallar ikki marta bo‘laklab integrallash usuli bilan hisoblanadi.

9.22-misol. _farcsinxdx integralni hisoblang.

Yechish, Bu integral 2-tipga kiradi, bunda Py(xj—=1 va u=arcsinx deb olamiz.
U holda
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. dx
w=arcsinx, dy=——— i xekx
‘h_xz =xarcsmx-—f ==
v = b, v=x 1-x

I arcsin xdx =

1
:xarcsinx-t—%](l—xﬁ 2d(1-x?) = xarcsin x +y1- x* + C bo‘ladi.

X L
9,23-misol. J‘e cosde integralni hisoblang.

Yechish. Bu integral 3-tipga mansub. » sifatida dx ning oldidagi
ko*paytuvchilardan ixtivoriy birini olamiz va ikki marta bo‘laklab integrallashni
bajaramiz. lkkinchi marta integrallaganimizda avval berilgan integralni o'z ichida

saglaydigan tenglikka eoa bo'lamiz. Bu tenglikdan berilgan integralnd tapamiz:

.[ x H=e", du=—¢e "dk .
e cos—dy= : . =2¢ "sin = +
20 |av=cosTdx, v=2fcosTd(1)y=2sin 2
2 2 2 2
. u—e*, du=—e"dx . .
+2J‘e” sin = o = =2 "sinS —4e " cos T -
2 2 2

dv = sin f—alr, v=_2cos>
2 2
X x x x P
4 e eos=dx, ya'ni |e cosSdi=2¢"sin-~4e¢ Tcos= - 4)e " cos=dx,
J 2 f 2 2 2 J 2
x X x
bundan 5 | e “cos—dx=2e *sin -~ 4™ cos—, yoki
J 2 2 27
X 2 e .X . X
J.e cos=dr="(e"sin—--—-2¢ *cos=).
2 5 2 2

Mashq va masalalar

Bevosita integrallash usulidan foydalanib integrallang (1-6):

xt+xi—6x 5 10 3
9-1fx—de 9-2. f(;—.,—‘f?—ﬁ”)dx.
e
9-3. [ Vx(x? + 1)dx. 9-4. [ dx,
(x?+2)? . 3 _ 1
9-5. [=—dx. 9-6. (4 sinx + 8x coszx) dx.

Integrallami hisoblang® (7-14):
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9-7. f sin® 3x dx. 9-8. [ cos*8x dx.

9-9. f tg?xdx. 9-10. [ ™ dx
9-11. f(3tgx — 2ctgx)®dx. 9- lzf%dx.
9.13, fcosixdr 9-14. [ Sn2x

sin?x cos? x

O'zgaruvehini almashtirish usulidan [oydalanib integrallang (13-22):

dx
9-15. Vdx — 5dx 9-16._[{3“2)*.
9-17. { sindxcos x dx. 9-18. [ e** - x2dx,
In"x dx sinx dx
9-19.f —— 9-20. fmxH.
arctgx dx
9-21. fxm 922 [

Bo‘laklab integrallash usulidan foydalanib integrallang (23-28):

9-23. f x sinx dx. 924 J(2x — 1)+ ¥ dx.
9.25. [ 1L, 9-26. [ x - 2%dx.

9-27.[ In? x dx. 9-28. [ xarctyx dx.
Integrallarni hisoblang (9-34):

9-29.J €Y% g 9-30. [ arctgvxdx.
930S oz R

9.33 [ & “OreBx o 0.34.f 3x+5 sm( )dx

1+x?2

9-34. 9.1l-xossani matematik induksiva metodidan foydalanib, chekli
sondagi integrallanuvchi funksiyalar uchun isbotlang.

9-35. Darbu teoremasini isbotlang: Agar f(x) funksiya biror oraligda f'{(x)
hosilaga ega bo*lib, shu oraliqga tegishli bo‘lgan x = &, x = b nuqtalarda f'(a) =
A # B = f'(b) bo‘lsa, u holda bu oraligda f'(x) funksiva 4 va B sonlar orasidagi
barcha giymatlarni qabul giladi, ya'ni 4 va 8 sonlar orasidan olingan har qanday C
soni uchun (g, 6) intervalga tegishli bo‘lgan kamida bitta ¢ nuyta topilib, f'(c) = C
bo‘ladi,



=1, agar 0 € x <1,
2, agar 1<x<2

9-36. Darbu teoremasidan foydalanib, f(x) = [
funksiyaning [0;2] da boshlang‘ich funksiyaga ega emasligini isbotlang.

9-37. Aytaylik, F(x) funksiva f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi
bo‘lsin. Quyidagi tasdiglarni isbotlang yoki rad eting: a) agar f(x) toq funksiya
bo‘lsa, u holda F{x) —toq funksiya; b) agar f(x) juft funksiya bo*lsa, u holda F(x)
— juft funksiya; ¢) a) agar f(x) davriy funksiya bo‘lsa, u holda F{x) — davriy
funksiya.

9-38. Uzilishga ega, lekin sonlat o°qida uzluksiz boshlang‘ich funksiyasi
mavjud bo‘lgan funksiyaga misol keltiring.

9-39. Quyidagi funksiyalaming boshlang‘ich funksiyalarini toping: a} x|x],
xeR, b1 —x|4+|1+x], xeR ¢)(2x—3}x—-2], x€R; d)

max(1,x%),x € R.

5-§. Ratsional funksiyalarni integrallash

5.1. Sodda ratsional kasrlar va ularni integrallash. Sodda ratsional kasrlar
deb nomlanadigan kasrlar asosan to'rt xil bo‘ladi. Ratsional funksiyalarni
integrallash shu to‘rt xil sodda kasrlarni integrallashga keltiriladi. Shu sababli bu
to‘rt xil kasrni integrallash masalasi alohida ahamiyat kasb etadi. Ularning ko‘rinishi
quyidagicha:

4 4 Me+ N Mx+ N

x—a’ (x-a) T e px+g (x +px+qy

bunda 4, M, N, a p va ¢ lar haqigiy sonlar, k>lnatural son va p’-4g<0 deb
hisoblanadi.

Endi yuqoridagi kasrlami integrallash masalasiga o‘tamiz.

a) ni integrallash quyidagicha amalga oshiriladi:
x—a
Adx  d
J ey | — (x %) =Alnlx-a|+ C.
x-a -a
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b) ( 4 ); ni integrallaymiz (£>1).

x—a

ix _ —k+1 A
[ AE i patdpaea G e A
T B e T

c) _[_Mﬂ_dx ni integrallash (p°-4g<0} suratida mahrajining

T px oty
differensialini ajratib olish va mahrajini kvadratlar yigiindisiga keltirish orgali
jadvaldagi integrallarga keltiriladi.

d(x%+ px v )= (2x + phdx

My N _ A - d( 24 px 4
_[ 2 x = . A A l‘l’fp :I— #r_q)_*_
X pxtg Afx + ]\’:7(2,T+p)+f\’—T 2 x4+ px+g
_{N_@)I _ dx =£|n(x2+px+q)+(]v__@ I d(pr/Z) -
2 X+px+qg 2 2 (x+ pi2Y +q-p*id

M Mp i 2x+p
—ﬁln(,r2+p,t+q)+( '—WJ—’arctg— +C.
2 2 MNg-plid T Jag-p?

1‘4{4— N o
(x*+ px+q)

d) (k>1) sodda kasrni integrallash uchun x+p/2=z almashtirish

bajaramiz, bundan dx=dz, x+ px+g= (x+ p/2)*~g-p"/4= 231 &, buyerda a’=4-p*/4. U
holda

e+ N & 2N M, ]
7"3Mx+ RCAG 4~[_ZL“1L+” [)J ,dz,, k=M10+2N M}J]k
(x" + px +q) (z'+a”) 2 (z‘+a‘) 2
boladi. Ravshanki, , - | —= ! L C

(:2 + az)k B 2(] —k)(22 +a-")kml

Demak,

I~ ,fi—k integralni hisoblash kifoya bo‘ladi.
(z" + cf)
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];,=

i rat-2t 1 dz 1 dz
SRS e e PN W S-S WY S
( +ar a’ ( +a)k a (Z+d ) @ (P +at)
yerda J’-_L =I,.; ekanligini e’tiborga olsak,
(z" + a )
c o dz t 2z
P S L R - ;
ST
bo‘ladi
2ds
Endi [--"—— ni bolaklab integrallaymiz.
(zZ+a”)
= u-z, du = dz
JERpEI = = zdz _ 1 = =
¢ ) Cray | Ak +a* )y
4 1 dz _ z 1

- = - AN
-k} +a )" 21—k (Z+a) 20—k +aY 20-k)

So‘ngi topilgan ifodani (5) formulaga qo*yamiz, natijada

2k-3 z
! o 6
e [2;( 27+ 2(1-k)(z2+a-)‘°-1] ©
2x+ 4-p'
(6) rekurrent formula deb ataladi. z=—2£ va az%
almashtirishlarga qaytib, izlanayotgan integralni topamiz.
1= f arctg +{C  bilgan holda (6) formula yordamida
dz e Lo . !
I,= J' Ty integralni hisoblash mumkin. Haqigatan ham,
dz 1{1; d: z
J’—z—_ﬁ:'_z _j T2 N
(Z+ay a\2'2°+a 2z +a’)
z 1
arctg +C

2a(z +a’) 23
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Shunday gilib, biz barcha sodda kasrlarni integrallash formulalarini hosil
qildik.

5.2. Ratsional funksiyalarni integrallash. Infegralni hisoblash uchun
umumiy usullar bo‘lmagani uchun ayrim funksiyalar sinflarini integrallash yo‘ilari
o‘rganilgan. Hozir biz ana shunday funKsivalar sinflaridan biri bilan tanishib
chiqamiz. _

Ma'lumki, Rafxl= ape’+a v ...+ aarx+a, ko'phad butun ratsional funksiya,

LX) ax' +ax"™ +..+a_x+a,
Qm(x) bx"+bx" b x+b

(a,#0, 5,20

esa kasr ratsional funksiyalar deb ataladi. Butun va kasr ratsional funksivalar
umuman ratsional [unksiyalar deb aytiladi. Butun ratsional funksiyani integrailash

quylidagicha bajariladi:

.f R, (x)dx= I apx"dx+ I ax et [ (Xl t _!'a,,rir_

3

4 - X
=y ?+a,_x+C.

al "
+—x"+..+a
ALl H

n—t
Endi kasr ratsional funksiyalarni integrallash masalasiga o'tamiz.

Ushbu fix)= LAD) kasr ratsional funksiya berilgan bo*lsin.

0,(x
Agar n<m bo'lsa, u holda fix) - to'g'ri, n>m bo'lsa, ffx) - noto‘g‘ri kasr

ratsional funksiya deyiladi.

X +3 X +x+5

Masalan,
x4+ 4

K 1 , . .
— ——, — - to‘g'ri kasr ratsional funksiyalar;
x+1 x

- noto*g'ri kasr ratsional funksiyalar bo*ladi.

To‘g'ri ratsional kasrai integrallashni o‘rganamiz,

5 L) (< m) to*g7ri ratsional kasr berilgan bo‘lsin. Uni chekli sondagi sodda
O {x)

P.(x)
O.(x)

kasrning mahrajini chizigli va kvadrat ko‘paytuvchilarga ajratish lozim, buning

ratsional kasrlarning yig‘indist ko‘rinishda ifodalash mumkin. Shu magsadda 22220

uchun Q,fx)=0, ya’'ni
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Bat™ bl 4 by=0 7
tenglamani yechish kerak. Algebraning asosiy teoremasiga ko‘ra (,,(x)=0 tenglama
karrali ildizlarini hisobga olganda m ta ildizga ega bo*fadi. Bu ildizlar haqiqiy (sodda
yoki karrali) va kompleks (sodda yoki karrali) bo‘lishi mumkin.

Ma’lumki, agar x= e qaralayotgan On(x} ko*phadning sodda (4 karrali} ildizi
bo‘lsa, u holda () ko*phad x-e ((x-c)*) ga qoldigsiz bo'linadi va

Onmf(5)=(6-0) Q%) {Qon(X)= (%-0)* Omeil))
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Agar z=u-iv kompleks son Q,(x) ko'phadning sodda ildizi bo‘isa, u holda
unga qo‘shma bo‘lgan Z =u-iv kompleks son ham Q,(x) ko‘phadning ildizi bo‘ladi.
Bu holda ko*phad (x-z)(x- Z )=x’~ px+q ga qoldigsiz bo‘linadi, bu yerda  p=-¢=1
Z )=-2u, g=zZ =u’—v?, ptd-g<0 va uni Ouf)=ix"+px+g)Qn (%) ko‘rinishda
ifodafash mumkin. Shunga o‘xshash, agar = kompieks son s karrali ildizi bo‘lsa, u
holda Qwfx) { X+ px=g)* Qo) tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Faraz qilaylik, (7) tenglamaning barcha haqiqiy va kompleks ildizlari topilgan
bo‘lsin. U holda Q,(x} ko‘phadni chiziqli va kvadrat uchhadli ko‘paytuvchilarga
ajratish mumkin:

OnfX)= b(x—a)* (x=fYe. (x— ) (T + px+g ) (5 + px+q,)* X"+ px 1),

bu yerda &y~ k.~ kit 25, 255+ 25 =m.

Algebra Kkursida é:% to‘g‘ri ratsional kasr elementar (sodda) kasrlar
X}

m

yig‘indisi shaklida yozilishi ko‘rsatiladi:

A A B B
Lo _ A 4 ey 5, ettt
g x-a (x-ay (x-a)t x=f (x-p) {(x=B)*
. A . L, L . Mx+N, M x+N,

e e+ — tot——t———t .+

x=y (x=7) (x=7)" X +px+q (x"+px+gq)
Ux+V, U x+V,
+ =4 . .

3 R 8
Hpx+q, (X +pxtq)" (8
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bunda A;, Az, ’Aﬁl' B], .- ’Bﬁ:’ L},..., Lkr R f\’f.r, paen M“, N.],A.., NJ‘, {Jr],A..,Uj ,

Vi... ¥, - noma’lum koefTitsicntlar.

Yugoridagi formulani koeffitsientlarni topmagan holda bir necha misollarda

ko‘rsatamiz: .
) @*+2 x+2 _ A Bx+C  Dx+E
)(x3~1)(x2+1) G-DO7+x+ D7 +1) x—1 M +x+1l ¥ +17
3x-2 A B O D
- = + + T+ -3
(x+4x-2Y x+4 x-2 (x=-2) (x-2)
3)
X -2x+3 A B C Dx+E Fx+G H

3 2 2 = + 2 + 3 + 2 + 2 2 + -
- +20 (x+5 x-1 (x-1" (x-1Y x+2 (x"+2) =x+5

(8) voyilmadagi koeffitsientlarni topish uchun nomalum koeffitsientlar
metodi yoki xususiy givmatiar metodidan foydalaniladi.

Noma’lum koeffitsientlar metodining mohiyati quyidagidan iborat. Aytaylik,

ERE)] to‘g‘ri ratsional kasrning (8) ko‘rinishdagi noma’lum koeffitsientli sodda

o (x)

kasrlar yig‘indisi shaklidagi yoyilmasi berilgan bo‘lsin. Sodda kasrlarni (.(x)
umumiy mahrajga keitiramiz va suratda hosil bo‘lgan ko'phadni P.x} ga
tenglashtiramiz.

Ma'lumki, ikkita ko‘phad aynan teng bo‘lishi uchun bu ko*phadlardagi x ning
bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarning teng bo‘lishi zarur va yetarli. Shuni
hisobga olgan holda hosil bo‘lgan ayniyatning o*ng va chap tomonidagi x ning bir
xil darajalari oldidagi koeffitsientlami tenglashtiramiz va yuqoridagi noma’lum
koeffitsicntlarga nisbatan m ta chizigli tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Shu
sistemani yechib, noma’lum koeflitsientlarni topamiz.

2
X

9.24-misol. Ushbu

3 ratsional kasrni sodda kasrlarga yoying,
JEN

Yechish. x*-8=(x-2)(x?+2x+4) bo‘lganligi sababli (8) formulaga ko‘ra
¥ x A Bx+C
= 7 = + 3 s
-8 (x=-2)x" +2x+4) x-2 x"+2x+4
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bu yerda 4, B va  lar noma’lum koeffitsientlar. Bu tenglikning o‘ng tomonini
umumiy mahrajga keltiramiz, v holda
¥ A +2x+ ) +(Bx+ C)x-2)
X —8 (x=2Xx"+2x+4)
X={AL B (2A+C-28x +4.4-207

bo‘ladi. Bundan

Endi x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarni tenglashtirib, 4, B, C
larni topish uchun ushbu tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz;

x| 1=4+8, |

x' 0:_/1+C—28,"(:>A=l, B=~2—, C=E.
0 | 3 3 3
£ 0=44-2C
Shunday qilib,
X’ j 2{x +1}

Y8 3x-2) x4 2x+4)

Tx' 1 26x-9

9.25-misol. Ushhu _—
A’ 1 47 -9

ratsional kasrni sodda kasrlarga yoying.

Yechish. Kastning mahrajini ko‘paytuvehilarga ajratamiz:
KO0 (2092 23 (0 20+ 3 ) =(x- 1D (3 ) (0P 2x0+3).
(8) formuladan foydalanib yoyilmant yozamiz:

7x° +26x-9 _ A B D
(x-Dx+3)x"+2x+3) x—1 x+3 x*+2x+3’

Tenglamaning o‘ng temonini umumiy mahrajga keltiramiz. U holda
7x* +26x-9
(x-D(x+3}+2x+3)

CAEHDE + 23+ 3+ B - DT+ 20+ 3) +(Cx+ DYx +3)(x - 1)
- (x-D(x+3)(x>+2x+3)

bo‘ladi. Bu kasrlarning suratlarini  tenglashtiramiz  so‘ngra x  oldidagi

koeffitsientlarni tenglashtirib quyidagiga ega bo‘lamiz:

242



x 0=A+B+C, )
¥ 7=54+B4+2C+ D,
26=94+B-3C+2D,

\=A4=1,B=1,C=-2, D=5
x| -9=94-3B-3D, ‘J

Demak, *
T2t +26x-9 1 1 . 2x+5

(-Dx+3)(x* +2x+3) x-1 x+3 x +2x+3"

Noma'lum koeffitsientlarni topishda x ning bir xil darajalari oldidagi
koeffitsientlarni  solishtirish ofrniga x o‘zgaruvchiga bir nechta (noma’lum
Loeflitsientlar soniga teng) giymatlar berib, noma’fum koeffitsientlarga nisbatan
tenglamalar sistemasini hosil gilish mumkin. Bu metod xwususiy givmatiar metodi

£

deb yuritiladi. Bu metod aynigsa ratsional kasr mahraji ildizlart sodda va

haqiqgiy bo‘lganda qo*l ketadi. Bunda x ga shu ildizlarga teng qiymatlar berish qo*lay
bo‘ladi.

i 4x* +16x—8
T X ~dx

9.26-miso ni sodda kasrlarga ajrating.

Yechish. (8) formulaga ko‘ra

4x2+16x_8:4x2+16x—8 __mé B ‘ C
¥ —dx x(x+2)}(x-2) x x+2 x-2°

Ushbu tenglikning o‘ng tomonini umumiy mahrajga keltiramiz va suratlarini
tenglashtiramiz:

AP+ 16x-8=A (x4 2)(x-2)+Bx{x-2) +Cx(x42),

x ga ketma-ket x=0, x=-2 va x=2 qiymatlar berib quyidagini hosil gilamiz;

x=0]-8=—44] [Azz,

\

x=-20-24=8B}={B=-3,
x=2}40=8CY | C=5.
Shunday qilib,

4 +16x~8 2 3

5
x(x+D(x-2) x x+2 x-2°

243




Ba’zi hollarda yugorida ko‘rilgan ikkala metoddan birgalikda foydalanish
ham mumkin, ya'ni noma’lum koeffitsientlarga nisbatan tenglamalar sistemasini
hosil gilish uchun x ga bir gator xususiy giyvmatlar berish va x ning oldidagi
koeffitsicntlarni tenglashtirish mumkin.

Endi ratsional kasr funksiyalarni integrallash qoidasini keitiramiz. Ratsional
kasrni integrallash uchun quyidagi ishlami bajarish lozim:

P {x)

1) agar garalayotgan
{x)

ratsional kasr note*g'ri (n2m) bo'lsa, u holda uni

ko‘phad va to’g'ri ratsional kasr yig‘indisi ko'rinishda ifodalab olamiz:
—}M: R(x)+-ﬁ.€ﬂ, k<nr;

Q. (x) Q,.{x)

2) agar qaralayotgan LY ratsional kasr to*giri (w <m) bo‘lsa, u holda uni
Q. (x)

(8) formula yordamida sodda kasrlarga yoyyamiz;
3) ratsional kasr integralini uning butun gismi va sodda ratsional Kasrlar

integrallari yig'indisi ko*rinishida yozib olamiz va har bir integralni hisoblaymiz.

£ (x)

2. (x)

o

Nema'lum koeffitsientlami topganimizdan keyin ratsional kasrni

integrallash masafasi yugqoridagi aynivatda qatnashgan sodda kasriami intcgrallash
masalasiga keltiriladi.

O+l

x(x=17

9.27-misol. |

dx integralni hisoblang.

Yechish. Integral ostidagi funksiva to‘g'ri kasrdan iborat. Uni quyidagi
ko‘rinishda yozib olamiz:

¥+1 4 B C D

=—+ + + i
x(x=1Y x x—1 (x=1° (x-1y

Bundan x*+ [=A¢x-1j*+ Bafe- 1)+ Cx(x-1)1 Dx kelib  chigadi.  Endi x

o‘zgaruvchiga 0, 1, 2 va -1 giymatlar berib, quyidagi tenglamalar sistemasini hosil

gilamiz:
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=1,
D=2,
‘ A+2B+2C+2D=9,
|~-84-4B+2C-D=0.
Bundan A=-1, B=2, C=1, D=2 ni topaiz.
'+l dx dx x dx
Demak, J.——)'d.’f—‘“‘l‘ 2 Jw+2I(—fo=
1 1

=—1n1x1+21n]x—1|——]-( T +C
X = X

x x-1

X 1x' -8

x—4x

9.28-misol. [=J' dx integralni hisoblang.

Yechish. Integral ostidagi kasr-noto’g'ri kasr. Uning butun va to'g'ri

qismlarini ajratib olamiz:

x5+x4—8=x2+x+4+ 4.x’+i6x—8 '
x —4dx xHx—-2)Nx+2)
2
To'gtti gismi 216X =8 10 s1dda kasrlarga ajratamiz (qarang 9. 26-misol),
2 Y _ax £a aj q =}
natijadaxg“uc—_—8 =X +X+4+f—i+ 3 tenglikka ega bo‘lamiz
' —4x x x+2 x-=-2 )
Bundan
]:
23 5 oA dx dx dx
J' Hrxidp - :x7+x—+4x+2J' I =
x x+2 x-2 3 2 x x+2 x-2

R 2 3 2
=%+%+4x+2h1|xi—3]n[x+2|+5[nix~—2|+1nC:%+%—+4x+

+In

(x+2Y

2
9.29-misol. J’1—x§dx integralni hisoblang,
x- —_—
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Yechish. [ntegral ostidagi funksiva to‘g‘ri kasrdan tborat. Uni sodda kasrlarga
ajratishni 9.24-misoida ko‘rgan edik. Shu voyllmadan foydalanib integralni

hisoblaymiz:

*

X
i:
'[J\'\—SLV
|
A==
x? A Bx+C ’ 3’
J‘T——d‘.':.[[ St }ir: 7|~
(x=2}x"+2x+4) x—2 x +2x+4 2
B:C:’ -
L dx 2x+2 Hat b 2xa4y 1
= |y =T ke ._1 24 BT T E T a | x—2
31y BIx‘+2x+4 nix=2l+ Ix+zx+4 slel-2l

1

1 1
+§1n [x'+2x+ 4]+ §m C= I (Cx—-2) +2x+4) = YO —8)

9.30-izoh. Integrallarni hisoblashda har doim ham tayyor sxemalardan

foydalanishga harakat gilavermaslik  kerak. Xususan, yuqoridagi misolda

2 1.5 o . ; . . :
x'dx':Ed(x —8) ekanligidan foydalanish mumkin edi. U holda j-;x-—zdxi
X

_ 1 a2
jd(’“ s glnlx"——SH%ln(,":lna‘f(?(x148).
x — , B

Mashq va masalalar

Sodda kasrlami integrallang (40-47)

9-40.f 2. 9-41.f oz
9-42. o 9-43. [ e
s 8 o 2
9-46.J -2 947) Gimirmr

Integrallarni toping (48-53):

2x-3
9-48_{de 9-49, _I ZI_on +5dx.
Sixtog
9-50.f & - 9-51.f —~ —dx.
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7x%-10x%450x—77
9-53.f (x2+3)(x2+x-2) d

6-§. Trigonometrik ifodalarni integrallash

Kelgusida R{wv,..,w) kabi belgilashdan foyvdalanamiz. U wv,...w larga
nisbatan ratsional funksiyani, ya’ni w v, ...,w va haqiqiy sonlar ustida chekii sondagi
to‘rt arifmetik amalni bajarish natijasida hosil boigan ifodani anglatadi. Bu yerda &,

v, ...,w lar harf, ifoda bo‘lishi mumkin,

2
Masalan, R{u,v) = Biz_’;_:,v_] u va v larga nisbatan ratsional funksiya,
u+dy’ —~

R(x,J;,ifz?)=—Ji—+_
X

Jx . . .
; X, Jz_c, 3/.; larga nisbatan ratsional funksiya;

3Yx

. 3
3sinx+ cos’x

R(sinx,cosx) = sinx va cosx larga nisbatan ratsional funksiya

bo*ladi.

X+ 4\!; —1 jfoda x ga nisbatan ratsional funksiya emas, chunki ifodada x dan
ildiz chiqarish amali ham ishtirck etmoqda. Lekin x, Jx larga nisbatan ratsional
funksiya bo*ladi.

I :jR(sin x,cosx)de integralni garaylik. Ushbu intepralni hisoblash uchun

X Sy
umumiy usul mavjud. Hagigatdan ham, ¢ :tgg almashtirishni bajarsak,

x=2arcigl, dx=£
i+

kelib chigadi. Bu ifodani integralga qo‘ysak,

1-#
1+4*

2t 2dt
I={R - — = f)de
I (l+(2’ ) 1412 J}?’()
hosil bo‘ladi. Bunda R oz argumentlarining ratsional funksiyasi bo‘lgani uchun R;
ham ratsional funksiya bo‘ladi. Demak, berilgan integral ratsional funksiyalarni

integrallashga keltiriladi.
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d -
9.31-misol. .[17*4 ni hisoblang,
+5inx

x
Yechish. Bunda tg5=t almashtirishni bajaramiz. U holda

f‘_d-’_f_ I -—2‘15=ji7=2ff{&=;2—+6*=— 2 _.c
l+siny &, 28 1+t 1+2r 417 (r+1y 131 Tare™
2 <
[+ 2
bo‘ladi.
x :
Shuni ta’kidlash kerakki, ! = !gE universal almashtirish vordamida
dy .. .. - .
J’———‘——— ko‘rinishdagi integrallarni hisoblash osonlashadi.
acosx 4 bsinx+¢
dx .
9.32-misol. Jl-——— infegralni hisobtang.
9+8cosx+ sinx

X
Yechish. fga =1 almashtirishdan foydalanamiz. U holda

f dx _ 2dr j 2t
9+8cosx+siny e N Iy ws1r”T
(H[z](%sa £) 2:1) r 420417
1+# 1+¢
Yy
o+l
+C.

I"J-—_ﬂ-l—;ﬂf_zlarctgiil-+C:larctg
(F+1)"+16 2 4 2

Ko*pgina hollarda bunday universal almashtirish murakkab ratsional
funksiyalami integrallashga olib keladi. Shuning uchun, ba’zi hollarda boshga
almashtirishlardan foydalanish ancha qulay bo'ladi.

a) Risinx, -cosx)=-R(sinx, cosx} bo‘lsa, u holda simv=1 almashtirish bajariladi.

Agar R{-sinx, cosx)=-Rsinx, cosx) bo'lsa, u helda cosy=r almashtirish
bajariladi. Nihoyat,

Rf-sinx, -cosx): R(sinx, cosxj bo‘lsa, u holda igxr=r almashtirishdan
foydalaniladi.

dx

cos’ x

9.33-misol. I integralni hisoblang.
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Yechish. Bu holda integral ostidagi funksiyva uchun
Rf-sinx. -cosx)= R(sinx, cosx)

shart bajariladi, fgx=¢ almashtirishdan foydalanamiz. Natijada

1

}—«—j(iﬂg Ddrgn) = (1 +1° )dr_r+f— O = gx Fg—-l-(" bo fadi.,
COs X

b) I= jsin" x-cos” xgx inlegralni gqaraylik. Bunda m, #- butun sonlar.
Quyidagi uchta holni ko‘ramiz:

1) m va u lardan hech bo‘lmaganda biri tog son bo*lsin. Masalan, »1- toq son,
ya'ni m=2k+1, k-butun son. U holda ¢ -sinx, dt cosxdx, cos™x=(l-sin'x)"=(1-F)*
almashtirishlar natijasida

I= Isin” X+ Ccos™ xeb = Isin" xcos™ xcosxdx = J‘t” (=1 dr bo*ladi.
Demak, 1 ga nisbatan ratsional funksiyaning integraliga ega bo'lamiz.

9.34-misol js,in4 2x- cos’ 2xdx integralni hisoblang.

Yechish, jsin* 2x-cos’ 2xdx = Isin" 23(l —sin? 2xYycos 2ady =

! Lo . .
::—_[t (1-)dt = [ -— +(‘:—--51n'2x—L511172x+C kelib chigadi.
14 10 4

2) m va »# musbat juft sonlar bolsin, ya'ni m= 25, #= 2k, 5, k- natural sonlar.

Bu holda ushbu

5 I4cos2x ., l-cos2x .
Cos x= ——2——-, sin"x=— ﬁzﬁ sinZx=2sinxcosx  formulalardan

foydalanish maqgsadga muvofigdir. Bu formulalar orqali sinx va cosx larning
darajalarini pasaytirish mumkin bo'ladi.

9.35-misol. j‘sin1 x- cos® xeie ni hisoblang,

Yechish. Isin‘ x- cos® xdx = _[sin2 xisinxcosxydx =

I (l—cosh)( sin2x) e = — fsm 2xelx —- J‘sm 2x- cos2xdy =

=LJ(I - cos4x)dx—ijsin2 2xd(sin2x) = —foisin 4x—isin’ 2x+C.
16 16 16 64 48
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3) Agar m va n lar juft sonlar bo'lib, ulaming kamida biri manfiy bo‘lsa,
yuqorida bayon qilingan usul magsadga olib kelmaydi. Bunda fgx=+ almashtirishni
bajarish lozim bo*ladi.

<) j 1g"xek, J'czg"xdr, n—natural son, >0 ko'rinishdagi integrallar mos

ravishda tgx=! va ctgx t almashtirishlar yordamida hisoblanadi.

dt
Masalan, 1gx=t, x=arclgt, dxzi o almashtirishlarni  bajarsak,
I tg"xdx = J . r -t hosil bo‘ladi. Demak, berilgan integral ratsional funksiyani
+£

integrallashga keltiriladi.
9.36-misol. jrg“xdx ni hisoblang.

Yechish. Yuqoridagi almashtirishlarni bajarsak,

7 s t rtF dE+])
1g xdx = dt={(t' -1+ = — -
-[g I1+z2 !( rz+1) 4 2 2I +1
4 2 ) 1
S ey o= R ey ¢
4 2 2 4 2 2 "

hosil bo‘ladi.
d) Isinn‘r- cos mxck, J-cosnx- cos nxd, Isin nx- sin nocdx

ko‘rinishdagi integrallarni hisoblash uchun ushbu
1 . .
ginax- cos mx = E(Sm(n — m)x +sin(n + m)x),
1
COS HX- COS X = E(COS(H —m)x+cos(n+m)x),
. . 1
Sin #x- sinmx = 5(cos(n —m)x—cos{n+ m)x),

formulalardan foydalanib, berilgan integrallami yig‘indining integraliga keltirish

mumKkin.

9.37-misol. IsinSx- cos 3xcx 1 hisoblang.

Yechish. jsinSx- cos3xdx = %I (sin(5x — 3x)+ sin{Sx+ 3x )}k =
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| ; 1
=—J.sin 2x+ljsm8xcix = —lcos?_x— —cos8x+C.
2 2 4 16

Mashq va masalalar

Integrallarni toping {54-69): .
954Icosx 95:)fl sinx”
¢ 2—sinx
9-56. I '§+4smx' 937, 'r 2+cosxdx'
dx i+sinx
95 f 2sinx—cosx+5’ 9-39. f(l+COS x}sinx
dx dx
9. . ax C e
) 60'1- Ssinix—3cosix+4’ 9-61 f4smzx+9cm2x
_ax ¢
9-62. j 1+3cos?x 9-63 fsm‘x
9-64. sinix dx. 5-65.f sin*x * cos®x dx.
9. 6(Ism2xdx- 9- 67-’-5171 xd.r-
cos’x cosx
9-68. sinfx dx. 9-69.[ sin’x - cos*xdx.

7-§. Sodda irratsional funksiyalarni integrallash

Har qanday ratsional funksiyaning boshlang‘ich [unksiyalari elementar
[unksiya borlishini va ulamni hisoblash usullarini ko‘rib chigdik. Lekin har qanday
irratsional  funksivaning boshlang‘ich  funksivalari elementar funksiya
bo’lavermaydi. Biz hozir boshlang‘ich funksiyalari clementar bo‘ladigan ba’zi bir
sodda irratsional funksiyalarni integrallash bilan shugtullanamiz. Ular asosan biror

almashtirish yordamida ratsional funksiyaga keltiriladigan funksiyalardir,
7.1. _[R(x,'l‘fx"", xS de (myyn,my,n,. i, -butun sonlar)
ko‘rinishdagi integrallar.

L% kasrlarning eng kichik umumiy

.....

noR,

Bu integral x=¢*, bu verda s

maxraji, almashtirish natijasida ratsional funksiya integraliga keltiriladi.

jR(\JF\/xT\/xT b= [ R8st
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9.38-misol. J’TJ;%— ni hisoblang,
x—4/x

Yechish. 1/2 va 1/3 kasrlarning eng kichik umumiy maxraji 6 ga teng
bo‘iganligi sababli x=/ almashtirish bajaramiz. U holda dx=6Fd bo‘ladi.

3 5 6
j'—‘/_ﬁx—fj L6t dr:6_[t—dt:6.[(:"+t4+r‘+r2+t+l+—1k)dt=
-1 -1

N A T

="t

3
+Et4+213+3t2+6t+6In\z—1{+c‘:x+g~}6x-‘ +

24 e ofx a3 o+ 6l - 4.0

ax+b Y a+b "
72.1=) R(X,( J ,...,[ ] de ko‘rinishdagi infegral.

o+d cx+d
Bu integralda R-o‘z argumentlarining ratsional funksivasi, o b, ¢ d lar
hagiqly sonlar va &, &,, ..., &, ratsional sonlar bo‘lib, ularning eng kichik umumiy

+5
maxraji m va ad —bc# 0 bo'lsin. (Agar ad-6¢=0 bo‘lsa, u holda d

=const va
cx+

ac+h Y ax+bY ) , i
R| x, s ifoda x ga nisbatan ratsional funksiva bo‘ladi).

y
4

cx+d cx+d
Quyidagi

ax+b axv+ b
oki "=
+d 4 cx+d

iy

almashtirishni kiritamiz. U holda

"d-b mlad — b ™ dt
= — —vade= DT
a—ct {a—ct™)

bo‘ladi. Natijada, berilgan integral ¢ ga nisbatan ratsional funksiyani inteprallashga
keltiriladi, ya’ni
"B m{ad - )™

a|-m o,
AT )

dt.
a—ct” (a—ct™)

=R
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Bundan avval R ning argumentlari irratsional ifodalardan tashkil bo‘lsa, endi

argumentlar ratsional va butun ratsional funksiyalarga keltirildi.

Qisqacha qilib vozsak, /= [R;({)dt, bunda R;f¢) - ratsional funksiva. Avval

olingan natijalarga ko‘ra bunday integral elementar funksiyalar orgali ifodalanadi.

«

9.39-misol. /=] ——_"" __ integralni hisoblang.
Nx+l=Yx+l N
Yechish. Integral ostidagi funksiva R(x,vx+1.4/x+1) ko‘rinishdagi
. o ! 1 , _—_ .
funksiya bo‘lib, bu yerda o =@ _? Bu kasriarmning eng kichik umumiy

mahraji sr=6. U holda % -x+1, x=1°-1, dx - 68°dt, Nx+1=F, {5+ 1= almashtirishlar
i 6t dr

K3

bajarib, quyidagi /=
i

6]’% integralga  kelamiz.  Natijada
. 1 ,
I=6[ +z+1+—l)dz=2z‘ +30 160460t -1 +0 =
-

=2Jx+ 1+ 3x+1+68¥x+1+6In| Yx+1 1] +C bo‘ladi.

Mashq va masalalar

Integralni toping (70-73):

Yxa
970f3"‘j_ 97ifr+v_
972, f—dx— 9.73. f ——=
Va2 -vIEH L 1+v‘x+

9-74. 1 = fR(x, m)d:{ integralni, agar

a) o < 0 va ax? + bx + ¢ kvadrat uchhad @, 8 haqigiy ildizlarga ega bo‘lsa,
u holda Yax? + bx + ¢ = (x — a}t almashtirish:

bya > 0bo'lsa. VaxZ + bx + ¢ =t —xva yokivaxZ + bx + ¢ = t + xva

almashtirish;

¢y o> 0botlsa, Vax? + bx +¢ = xt + ¢

t ga nisbatan rutsional funksivaning integraliga keltirish mumkinligini isbotlang,

Yugoridagi almashtirishlar Eyler almashtirishlari deyiladi.
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9-75, Ushbu I = [ x™ « (a + bx™)Pdx integral berilgan bo*isin, bunda m1, #,
p — ratsional sonlar, a va b — haqiqiy sonlar. a+bx”" binom (ikki had) bo‘lgani tufayli
integral ostidagi ifoda binomial differensial deb aytiladi. Binomial differensialga
bog'‘liq quyidagi teorema o‘rinli.

Teorema. (P.L.Chebishev teoremasi). Quyidagi uch holdagina binomial
differensialning integrali elementar funksiya bo‘ladi.

l-hol. p — butun son;
2-hol.p = E kasr son, lekin mTH - butun son;
3-hol.p = Eva ﬂnt}- - kasr sonlar, lekin %1- + p - butun son.

Ushbu uch holda binomial differensialning integrali elementar funksiya
bo‘lishini ko‘rsating. Ko‘rsatma. 1-helda p butun son bo‘lsa, m va n kasrlaming
umumiy mahraji & ni topib, 3=¢# almashiirishdan foydalaning.

2-holda a + bx™ = t* almashtirishdan foydalaning.

3-holda a + bx™ = t*x™ almashtirishdan foydalaning.
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X BOB. ANIQ INTEGRAL

1-§. Aniq integral tushunchasiga olib keladigan masalalar

1.f, Yuza haqidagi masala. [a;b] kesmada uzluksiz va nomanfiy fix)
funksiya berilgan bo'lsin. y=f{x) funksiyaning grafigi, (x o‘q, x~a vax=»5 to‘g'ri
chiziglar bilan chegaralangan tekis figura 24 Bb egri chizigli rapersiva deb ataladi.

Hususiy holda 1 bilan & nugta yoki B va b nugtalar ustma-ust tushishi ham
mumkin, yoki har ikki hol hir vagtda yuz berishi mumkin. Bu hollarda ham

qaralayotgan figura egri chizigli trapetsiya deb yuritiladi.

_ . — _
ol a=x Xy g Ao x,=h

39-rasm
adBh egri chizigli trapetsivaning yuzini topish talab qilinsin. Buning uchun
[a;6] kesmani
a Xo XXXy b
nugtalar yordamida » ta bo*lakka bo‘lib va bu nuqtalardan Oy o'qqa parallel to*g'ri
chiziglar o‘tkazib, a4B6 egri chizigli trapetsivani # ta kichik egri chiziqli

trapetsiyalarga bo‘lamiz. Endi har bir [x.,x] kesma ichida ixtiyoriy £, nugta

olamiz, Har bir trapetsiyada asosi [xx.x]) va balandligi £&,) bo‘lgan to‘g'ri

to‘trburchak chizamiz. Bu to‘g'ri to*trburchaklarning yuzalari
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JE ) xi )=, ) Ay, k=1,2,.0m

boladi. To*g ri to‘rtburchaklar yuzlarining vig‘indisi esa
Si= 30 f(ENAx,
k-1

orqali belgilaymiz. Agar A= max Ax; deb belgilasak va A—0 bo‘lsa, (bu holda [a.b)

12kzn
ni mayda bo*laklarga bo‘lishlar soni » cheksiz o*sadi) S, ifoda egri chizigli trapetsiva

yuziga tobora yaginlasha boradi. Shuning uchun egri chizigli trapetsiyaning yuzi deb
S-limSlim 3 f€0n,
ni gqabul gilish tahiiydir.
1.2.0%zgaruvchan kuch bajargan ish haqidagi masala. Faraz qilaylik, jism
Ox o‘q bo'ylab Ox o‘qdagi proeksivasi x ning funksiyasi bo‘lgan F=f{x} kuch
ta’sirida harakat qilayotgan bo‘lsin. Jism shu kuch ta’sirida # nugtadan & nugtagacha
harakatlanganda bajarilgan ishni topish talab qgilinsin.
Buning uchun {¢;4] nt » ta bo‘lakka bo‘lamiz:
@ xg X <X X <= [xenxi] bo‘lakdan ixtiyoriy & nugqtani tanlab
olamiz va shu bolakda jismga ta’sir etuvchi kuchni /%) ga, uning bajargan ishini
S Camxe )= fiE) Axy
ga teng deb garaymiz. U holda F=ffx) kuchning [a;h] da bajargan ishi tagriban

iﬂg& yAx, £atengbo‘ladi. Ravshanki, 1= max Ax, nolga intilsa, if(;k)mk
ey 1=iden e
bajarilgan ishni aniqreq ifodalaydi va uni A—[[mi F(£)Ax, deb olish mumkin.
230 hol
Shunday qilib, yugoridagi ikki masalani yechish ushbu
PINACATA
k=1

ko‘rinishdagi yig*indining limitini hisoblash masalasiga olib keldi. Shunga o‘xshash
ko‘pchilik geometrik, mexanik va h.k. masalalar shunday yig‘indilarming limitini

izlashga keltiriladi.
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2-§. Integral yigtindi, aniq integralning ta’rifi

Aytaylik, fix) funksiya [«;h] da aniqlangan bo‘lsin. [a; 5] kesmani

a=xp< X< X< < X=h
nugtalar bilan # ta bo‘lakka bo*lamiz. [4;8] ni bo‘luvehi bu sonlar tofplamini [a, 5]
ning bo ‘linishi deb ataymiz va 7, bilan bcig-i!aymiz:

T ={X0, Xb ooy X @26 X0 X2 <X, =0

Har bir elementar [x,.x:] (k=1,2....,#) kesmada bittadan ixtiyoriy £, nugta
tanlab, shu nugqtalarda funksiyaning A<, ) qiymatlarini hisoblaylik va quyidagi

yvig‘indini tuzaylik:

Sw= 3 fEax, ()

k=1
bu yerda Ave=xeximr [Xe s xe] (b=17,2,...,n) kesmaning uzunligi.
Ushbu (1) yig‘indi f{x) funksiyaning [a, b] dagi integral yig 'indisi deb ataladi.
[a; 8] ning bo*linishlari 7, va har bir [x;.,x¢] kesmadan &, nuqtalarni tanlash
usullari cheksiz ko*p bo‘lganligi sababli f{x) ning [a; 6] dagi (1) integral yig‘indilari
to‘plami cheksiz to*plam bo‘ladi. A=max Ax, belgilash kiritamiz.
L<h=n
10.1-ta’rif. Agar A nolga intilganda f{x} ning [a;b] dagi (1) integral yig‘indisi
chekli / limitga ega bo‘lib, bu limit [«;4] ning 7, bo*linishlariga va &, nugtalarini
tanlash usuliga bog'liq bo*lmasa, o‘sha I limit f{x) ning [a;b] dagi anig integrali
deyiladi va u
h
[ria
orqali belgilanadi:
b
. < E —
lim 37 (5= ] /()b

Bunday holda f{x) funksiva [a; 4] da integrallanuvchi (yoki Riman ma’nosida
integrallanuvchi) deyiladi.
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Bu yerda ham anigmas intcgraldagi kabi fix)dx integral ostidagi ifodu, fix)-
integral ostidagi funksiva, x - integraliosh o'zgaruvchisi deb ataladi, @ va b csa mos

ravishda integrallashning quyi va yugori chegaralari deyiladi.
h
Aniq integralning jf(x)a!r belgilanishi shu funksiyvaning anigmas integrali

belgilanishiga o‘xshash. Bu tasodifiy emas. Aniq integralni hisoblash shu integral
ostidagi funksiyaning anigmas integralini hisoblashga keltiriladi, ulaming
belgilashlarining  o‘xshashligi  integrallash  formulalarini eslab  qolishni
osonlashtiradi. Ammo aniq intcgral bilan anigmas integral orasida muhim farg
mavjud: fx) funksivaning [« F] kesmadagi aniq inlegrali biror sondan iborat, shu
{unksiyaning anigmas integrali esa uning barcha boshlang*ich funksiyalarini
ifodalaydi. Shu sababli bular turli tushunchalardir,

Aniq integral tushunchasiga olib kelgan birinchi masaladan aniq integralning
geometrik ma’nosiga kelib chiqadi: geometrik nuqtai nazardan nomanfiy
funksivaning aniq integrali son jibatdan shu funksivaga mos egri chizigh

trapetsivaning yuziga teng bo‘ladi.

3-§. Aniq integral mavjud bo‘lishining zaruriy sharti
10.2-teorema. Agar f{x} tunksiva [ 8] da integrallanuvehi bo*lsa, u holda bu
funksiya [a, p] da chegaralangan bo®ladi.

Isbot. ¢ Teskarisini faraz gilaylik. U holda f{x) funksiya [a; 6] kesmaning 7,
bo‘finishiga mos [xi.,x] (4=1,2,...n) kesmalarning hech bo‘lmaganda birida
chegaralanmagan bo‘ladi. Masalan, funksiya [x,, x,] da chegaralahmagan bo‘lsin.
Integral yig'indini quyidagicha yozish mumkin:

S(ta ) AfE I,

bunda A= if{ﬁﬁ' YAt 2 S{EAx,.

k=j-1
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{%.1.x;] daf{x) chegaralanmaganligidan shunday & , € [x.1.x;] nugta mavjudki,

1
A& Ax] >4+ 7 tengsizlik o‘rinli bo'ladi. U holda

I 1
|S(z)| =\A1A(E ) A% 2 1S, ) Ax)- 4] = ||+ = M=

Demak, A— 0 da S(%) - bo‘ladi va bundan integral yig'indining chekli
limiti mavjud emasligi kelib chigadi. Bu esa ffx) ning integrallanuvchi ekanligiga
zid bo‘ladi. Bu qarama - qarshilik teoremani ishot giladi. ¢

Shuni ham aytish kerakki, ba’zi bir chegaralangan funksiyalar
integrallanuvchi bo‘lmasligi ham mumkin, ya'ni funksiyaning chegaralanganligi
uning integrallanuvchi bo‘lishi uchun fagat zaruriy shart bo‘lib, yetarli shart bo‘la

olmaydi. Masalan,

[0, agar x irratsional bo'lsa,
1

f(_x)=i

, agar x ratsional bo'lsa
funkstya (Dirixle funksiyasi) [-1;1] da chegaralangan. Shu funksivaning kesmadagi
integral yig‘indilarini olaylik. Agar har bir [x.;, %] kesmada &, lar uchun fagat

ratsional nuqtalar tanlab olinsa,
$(z,)=2_ f(5) Ax, =3 1- Ax, =2
A=l k=1
bo*ladi.

Agar har bir [x.;, x;] kesmada &, lar uchun faqat irratsional nugqtalar taniab

olinsa,

S,)=3 F(£,) A%, =0 Av, = 0.
k=]

k=]
Demak, S(7 integral yigtindining limiti ¢, nuqtalarni tanlab olish usuliga

bog‘liqdir. Bu esa Dirixle funksiyasining integrallanuvchi emasligini ko‘rsatadi.
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4-§. Darbu yig‘indilari va ularning xossalari
Jtx) funksiya [e; 6] da aniglangan va chegaralangan bo*lsin. [a; 5] ning biror ,
bo‘linishini olib, quyidagi belgilashlarni Kiritamiz:

m= inf fix), Mi= sup fix) (1)

LSRR -6 Y X SEsT,
S(r) D mdv, S () 3 Mdn (2)
1 [

Bunda (2) yvig‘indilar mos ravishda Darbining quyi va yugori yig ‘indilari deb
ataladi. Funksiyaning chegaralanganligidan #1; va M ning mos kesmada mavjudligi
ravshandir. Umuman aytganda, (2} yig‘indilar integral vig‘indi bo‘lmaydi, chunki
g va M funksivaning giymatlari bo‘lmasligi mumkin {agar f{x) uzluksiz funksiya
bo'lsa, (2) yigiindilar fix) funksiyaning integral yig'indilari bo®ladi).

Darbu yig‘indilarining uchta asosiy xossasi mavjud.

10.4-xo0ssa. Har qanday 7, bo*linish uchun

S(rs St <8 (1)
tengsizliklar o‘rinli bo*ladi.

Ishot. ¢ Ixtiyoriy &, & [xepx:] uchun my </(E, J<My,

3= gmk/&\‘k < ; SENbx, < ;Aﬂ_m}. =5

Shuni wa’kidlash lozimki, berilgan 7, bo‘linish uchun Darbuning quyi va
yugori yig‘indilari yagona bo* ladi, lekin integral yig*indi, har bir gism kesmadan &,
nugtalarni tanlash evaziga cheksiz ko'p bo'ladi, ¢

10.5-x0ssa. [o:h] ning bo'linish nugqtalari sonini oshirish natijasida quyi
yig'indilar kamaymaydi, yuqori yig'indilar esa o‘smaydi.

Isbot. ¢ {a: &} ning 7, bo*linishi uchun quyi vig‘indi §; bo*lsin. Endi bo‘linish
nuqtalami ortiramiz. Masalan, [x; ,x] ni X nuqta yordamida ikkiga bo‘lamiz. Hosil
bo‘ladigan yangi quyi yig*indini S: deb belgilaymiz.

§,=*imijj + g A+ i ”fjiu'j.

= kL
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k-1 n
S~ mJ.ij Ty (X gt my (e X Z mfoj R
J=1 Jk+

bunda n, = mfrf(x) = mff(x)

Ma’lumki, to‘plamning aniq quyi ehegarasi qism to‘plamining aniq quyi
chegarasidan katta emas. Buni e’tiborga olsak, my' = mu, ™ 2 my va

m (X Xt (e X ) 2 mg{ X -z e X )= mudXexe )= medi
munosabat o‘rinli.

Demak, §; > §; bo‘ladi.

Yugqori vigtindiga bog‘liq bo*lgan hol shunga o‘xshash isbotlanadi.

10.6-xo0ssa. [a;b] ning har qanday bo‘linishidagi quyi yig'indi har qanday
boshqa bo‘linishdagi yuqori yig‘indidan katta emas.

Isbot. ¢ 1, bo'linishdagi yig‘indilar S, va S, bo‘lsin, 7, bo‘linishdagi
yig‘indilarni S; va 672 deb belgilaylik. Endi, 7, va 7, lardagi bo‘linish nugtalarni
birgalikda olib, yangi 7, bo‘linishni va unga mos §; va S_, larni hosil gilamiz.

(1) gako‘ra

Sy £S8:va .5_, > E .

(Trgako'ra 53 < E . Shuning uchun

S,r <53<S‘ESS }’01(1 §1_‘§§'

Demak, quyi yig'indilar to‘plami yuqeridan, yuqori yig“indilar to‘plami esa

quyidan chegaralangan bo‘ladi. ¢

5-§. Aniq integralning mavjudlik sharti

Quyida integral mavjud bo‘lishining zaruriy va yetarli shartni keltiramiz.
10.7-teorema. [a;&] kesmada aniglangan va chegaralangan f{x} funksiyaning

shu kesmada integrallanuvchi bo‘lishi uchun

Cim(S()S(n)0 ()
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shartning bajarilishi zarur va yetarli.

Ishot. ¢ Yerarliligi. (1) shart bajarilgan bo‘lsin. A-»0 da quy! yig‘indilar {S,.}
ketma-ketligi limitga ega bo‘ladi. chunki A—0 da bo*linish nugtalarining soni ortadi,
natijada {5,} uchun Darbu yig‘indilarining 10.5-xossasiga ko‘ra

§,<5,€.58 <..
a‘rinli bofladi. Shu bilan birga 10.6-xossaga ko'ra 5, < §“ va'ni {§, Ymonoton

o*suvchi hamda yuqoridan chegaralangan ketma-ketlik. Demak, u limitga ega.

Shunga o‘xshash, A0 da yuqorida yigiindilar ketma-ketligi {En} ham

limitga ega bo'ladi. fix) funksiyaning chegaralanganligi va (1) shartdan
0=lim(S(z,) = S, )= limS(x,) ~limS(z,).  limS(z,)=limS(r,)=1

kelib chigadi va bunda /-chekli sendir. U holda S(r, )< 8(r, )< S‘(r") tengsizlikka

ko'ra oraliqdagi o*zgaruvchi S(7,) ham o‘sha limitga ega bo*ladi. Demak, chekli

ﬁflt'fS(T,, y— I limit mavjud ekan.

Zarurligi. f{x) funksiya |a;h] da integrallanuvechi bo‘lsin, ya'ni iiirgs(r”): !
bo‘lsin. Bu holda ixtivoriy £ > 0 uchun shunday 4 >0 son topiladiki, A <&
bo‘lpanda Bugfﬂ<% bolladi. Yuqoridagi / limit integral  yig'indi

S(Tn):i:f(fk)ﬁ‘} da qatnashgan &, nugtalarni tanlash usuliga  bog‘lig

k=l
bo‘lmaganligi hamda m; va M; lar fix} funksiva qiymatlari to*plamining aniq quyi

va aniq yuqori chegaralari bo‘lganligi sababli
£ = &
@ququ<g, bug-4g5<g
tengsizliklar o-rinli bo‘ladi. Bundan f-s<8(7r,)< E(rn) <f+e yoki A<d
bo‘lganda ‘g(rn)f§(rn)| <2g kelib chigadi. Oxirgi tengsiziik csa (1) shartning

bajarilishini ko‘rsatadi. ¢
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6-§. Integrallanuvchi funksiyalar sinflari

10.8-teorema. Agar fix) funksiva [a;F] kesmada vzluksiz bo‘lsa, u holda
funksiya shu kesmada integrallanuvchi bo‘;adi.

Isbot. ¢ Kantor teoremasiga ko‘ra f{x) funksiya [a; 5] kesmada tekis uzluksiz
bo‘ladi, ya'ni ixtiyoriy €0 uchun shunday 8>0 son topilib, |x'-x"|<& tengsizlikni
qanoatlantiruvchi va [a,b] kesmaga tegishli bo*lgan barcha x| x" lar uchun

A= )fx")<
tengsizlik o‘rinli bo*ladi.
Jix) funksiva har bir [xx:] da uzluksiz bo‘lgani uchun Veyershirassning 2-

teoremasiga ko‘ra shunday &, € [xe.,x4] va &7 € [x.;, %] nugtalar topiladiki, /&,

gt _ "
=% Sk

demg f{ET )=M, botladi. = xpXp 1 SA tengsizlik o‘rinli. Agar A<§ deb

olsak, tekis uzluksizlikka ko‘ra |f(¢’")— Fi£7 ) <& bo'ladi. Buholda

0<8 - 53 (M, = m), =3 ) £ fax Sed Ax, =e(b-a).
Shunday qilib, < bo‘iganda
0<8 - 8 <e(b-a)
boflib, £-0 ixtiyoriy bo‘lganidan Li_rzoi(g —8)=0 tenglikning, ya'ni funksiya

integrallanuvchi bolishining zarurly va yetarli sharti bajarilishi kelib chigadi.

Demak, f{x) funksiya [a;h] kesmada integralianuvchi bo‘ladi. ¢
I+
Masalan, ushbu ¥ x*-1, y= i funksiyalar [1;2] kesmada integrallanuvchi
x

bo‘ladi, chunki ular bu kesmada uzluksiz.
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xe (0:1), funksiya [0;1] kesmada chegaralanmagan va
x=0

Aksincha, = [ﬁ
l

uzilishga cga. Funksiya chegaralanmaganligidan uning [0;1] kesmadagi integrali

=R

]

mavjud emasligi kelib chigadi.

Yuqoridagi teoremaga asosan kesmada aniqlangan uzluksiz funksiyalar sinfi
integrallanuvchi bo‘lar ekan. Bu sinfni ma’lum ma'noda kengaytirish mumkin.
Buning uchun [a; 5] da chekli sondagi uzilish nuqtalariga ega bo‘lgan chegaralangalj
funksiyalar sinfini ko*rib o‘tamiz.

Jfixj funksiya a-b] kesmada chegaralangan bo'lsin,

M=sup f(x), m= i?ﬁ]‘f(x) belgilarni kiritib, quyidagi

w b
Oppy =M —m
sonni f{x) funksivaning (a,b] kesmadagi tebranishi deb ataymiz. U holda [, x4],
k=1,2,...,n kesmalardagi funksiyalarning tebranishini ¢y orqali belgilasak, an=Af-

Mg va

S-8 =3 M, - m)Ax, =¥ o, &, e
k=1

k=1
bo‘lganligi uchun integral mavjud bo'lishining zaruriy va yetarli shartini

quyidagicha yozish mumkin bo*ladi:

InnZwk Ax, =0 (1)

v}
10.9-teorema. Agar |u;b] da chegaralangan fx) funksiya shu kesmada chekli

sondagi uzilish nugtalariga ega bo‘lsa, v holda f{x) funksiya integrallanuvchi boladi.
Isbot. ¢ ffx) funksiyaning uzilish nuqtalari ¢, ¢ ..., ¢ bo'lsin. Ixtiyoriy

kichik £~0 olamiz va har bir uzilish nugtasining uzunligi £ dan kichik bo‘lgan
(crren cirer), (crey coe), ..., {Ceer v

atroflarini ajratib olamiz. [a;b] kesmadan bu oraliglarni chiqarib tashlasak, £+1 ta

kesma qoladi. Ularning har birida f{x) funksiva uzluksiz, hamda Kantor teoremasiga

ko*ra tekis uzluksiz funksiya bo‘ladi. Shuning uchun uzilish nugtalarni o*rab oluvchi
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atroflarning tashqarisida yotuvchi oraliglar uchun shunday &, > @ mavjudki, ulardan
olingan va |x’ -x { <d, tengsizliklari ganoatlantiruvchi x” va x" lar uchun
()= f(x) <& wengsizlik bajariladi. Endi & =min{d,£,,£,...&,} belgilashni
kiritib, [a;h] kesmani uzunligini & dan kichik bo‘lgan Ax , j=1, 2, ..., n gismiy
oraliglarga bo‘lamiz. Shunda 2 xil oraliglarga ega bo'tamiz:

1y uzilish nugtalarini o'rab oluvchi atroflarning tashgarisida votuvchi
oraliglar — ularda funksiyaning tebranishi @, < bo‘ladi.

2)  ajratilpan atroflar bilan umumiy nuqtalarga ega bo‘lgan oraliglar — bu
oraliglarda funksiyaning tebranishi M-m= w5y dan katta bo'la olmaydi.

Shunday qilib, i(ufﬁuc_., ni yugoridagi ikki xil qismiy oraliqlarga mos

P

ravishda guruhlab, ikkita yig'indiga ajratamiz:
Z (:‘)},Axf - Z ("JJ’Mf' -
7 I
Bunda
meﬁ\rf < sZArj, <g(b—a),
i /

Y 0.8k, <(M=m)y Ax. <(M-m)ke
! !

chunki 2-xil gismiy oraliqlardan (c;-5,, ¢;! &} da to‘la joylashganlarning uzunliklari
yigindisi k& dan kichik, qisman yotganliklariniki 2k« dan kichik bo‘ladi.

Shuning uchun, agar Ax, <& bo‘lsa,
b jen

Y oAx, <e((b-a)+3K(M—-m)),  yani A=maxAxr, >0  da
!

ijm‘} —0 wva (1) shartga ko'‘ra f{x) funksiya berilgan kesmada integrallanuvchi

=l

bo‘ladi. +
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10.10-teorema. Agar f{xj funksiya [a;b] kesmada monoton bo‘lsa, u shu
kesmada integrallanuvchi bo*ladi.

Ishat. & Aniglik uchun fix) o*suvehi funksiya bo‘lsin. Ixtiyoriy £>0 son olib,

unga ko‘ra &0 sonni quyidagicha aniglaymiz: § = . g

f)-Flay

So‘ngra [a,b] kesmani A= maxAx <& bo‘ladigan T, bo' hmshlga mos

Lejen

Darbuning quyi S(7,) va 8{z,} yuqori yig‘indilarini tuzamiz. U holda

8(r,)-8(5,)=3 0,85 =D (£ (x)— (5, A, =

<_—Z(f(xk) f(xk 1))

B fay (f(x)-flx)+

f(b) fa)

ot {xn (,,_) - f{x)=
Jx)-fix,) f(b} B Fiay D)

=

T FE - f@

bo*lishining zaruriy va yetarli sharti S(7,)-S(r,)<¢ bajariladi. Bu esa qaralayotgan

(F(B)y— f{a)y=¢ bo'ladi. Demak, funksiya integrallanuvchi

funksiyaning integrallanuvchi ekanligini bildiradi. ¢
Chegaralangan va kamayuvchi funksiyaning integrallanuvchi  ekanligi

yugoridagi kabi isbotlanadi.

1
10.11-misol, y=L T T oI,

funksiyaning  [1,2] kesmada
integrallanuvchi ekanligini asoslang.

Yechish. Bu funksiyaning integrallanuvchi  ekanligini  yugoridagi
teoremalardan foydalanib asoslash mumkin.

Funksiya x=1 nuqtada uzilishga ega, golgan nuqtalarda esa uzluksiz. 10.9-
teoremaga ko‘ra bu funksiya [1;2] da integrallanuvchi bo‘ladi.

Shuningdek, berilgan funksiya |a;5) da kamayuvchi. Shuning uchunt ushbu
funksiya 10.10-teoremaning hamma shartlarini qanoatlantiradi va integrallanuvchi
bo‘ladi.
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10.12-izeh. Integrallanuvchi  fuoksiyalar sinflarining  soni  faqatgina
chegaralangan uzluksiz, chegaralangan va chekl sondagina uzilish nuqtalariga ega
bo‘lgan hamda chegaralangan va monoton bo‘lgan funksiyalar sinflari bilan
cheklanib golmaydi. Uzilish nuqualari sanoq(i to*plamni (hadlari takrorlanmaydigan
ketma-kettikni) tashkil etadigan chegaralmgan funksiyalar sinfi ham kesmada

integrallapuvchi botlishini ko*rsatish mumkin.

10.13~izoh. Agar a==6 bo'lsa, ta’nfga ko'ra har qanday funksiya uchun ushbu
j f(X)d\' =0

tenglik o‘rinli deb kelishamiz.

7-§. Aniq integraining xossalari

Avval aniq integralning tenglik bilan ifodalanadigan xossalarini garaymiz.
il

10.14-x0ssa. [1-dx=b-a.

Isbot. ¢ Hagiqatan ham, bunda_f{x) -1 va ta’rifga ko‘ra

¢ n

jl- ey = ilﬂkz:]:l- Ax, =b—u bo'ladi. ¢

10.15-x0ssa. Agar f{x) funksiya [a, ] da integrallanuvchi bo*lsa, u holda &ffx)

(k=sonst) ham integrallanuvchi va
b b
Jhrode = k[ flods
bo‘ladi.

L » ]
Isbot. O Hagiqatan, lim )" Kf(&, JAx, = ki " (£,)Ax, =k [ 7).
Lo P, A et "

b 5
Demak, ft’cf(x)d:’t mavjud va uning qiymati fc!_/{.r)dx gateng. ¢
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10.16-x0ss2. Agar fi(x) va fofx) funksiyalar [a;b] da integrallanuvchi bo‘lsa, u
holda f;(x)t+ f2(x) ham [;b] da integrallanuvchi va

| (f,(x)iﬁ(x»dwff](x)drtfmx)cbr

tenglik ofrinli bo‘ladi.
Tsbot. Bu xossa avvalgi xossa kabi isbotlanadi. Bu xossa qo‘shituvchilar soni

chekli (ikkitadan ko‘p) bo‘lganda ham o‘rinli bo'ladi.
10.17-x0ssa. j‘f{x)dx:—iff(x}dx, ya'pi integrallash chegaralari o‘mi‘r'li
a b
almashtirsak, aniq integral ishorasini garama-qarshisiga o*zgartadi.
Ishot. ¢ ]{ F(x)dx integral a<b hol uchun aniqlangan edi. Agar a>5b bo‘lsa, bu
xossa aniq integral ta’rifiga qo‘shimcha sifatids garaladi. Bu xossani quyidagicha

L) u
talqin qilish mumkin: [ /(x)dc va [ f(x)de integrallari ishorasi bilan farq qiladigan
a b

integral yig‘indilaming limiti bo‘ladi, +

10.18-xossa. (Aniq integralning additivlik xossasi) Agar ffx) funksiya uchun
© h ]
If(x)dt, .ff(x)dx, _[f(x)dx mavjud bo‘lsa, u holda quyidagi tenglik o‘rinli
bo*ladi:
] < b
[fixde=[fode+ [ fnde (D)

Ishot. ¢ a<c<é bo'lsin. [a;h] ni shunday # ta bo‘lakka bo‘lamizki, c=xy,
bo‘linish nugtalaridan biri bo‘lsin. U holda

Y fEIAR =Y fEIAx + 3 AN,

k=m:l

va Eimzn:f(fk)Axk :}.f(x)dx, !imif(fg)‘ﬁxa =J'f(x)dx.
0 p A=03T P
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" )
{f”g Z J1E JAx, = j /17 x)dx bolgani uchun bu yerdan (1) kelib chigadi.
o1 ¢
I ) ‘ ¢
Agar a <2 b < ¢ bo'lsa, u holda _"f(X)d‘C = ’[f(—‘f)dk' +jf(x)a’x
a a g

h ¢ [ < b
bolib, bundan | f(xjdx = { fix )= [ flx)de = [ fxjde +[ f(x Jelx boladi.
a u b a v

Shunday qilib, ¢ nuqta [a, b ning ichki yoki tashgi nuqtasi bo*tishidan gat’iy
nazar {1} tenglik o‘rinli bo'ladi. ¢
Endi aniq integralning tengsizlik bilan ifodalanadigan xosslarini o‘rganamiz,

10.19-xo0ssa. Agar [a;b] da fix) integrallanuvchi va ffx)>0 bo‘lsa. u holda

b
[ 7o)z 0 borladi,

@

Ishot. 0 A<, )20, k—1.2,....n va Ax=xi-xx; >0 bo*lgani uchun
S FEMXS0  bo'ladi.  Bu
k=1

tengsizlikda limitga o‘tsak 3

A

>Q
Az #fx)

5
jf('x)aftﬂ ])imi: JEAx, 20
. 10 <

kelib chiqadi. ¢

10.20-x0ssa. (Aniq integralning

monotonlik xossasi) Agar [a; 8] da fix)

va ¢fx) lar integrallanuvchi va gfx) <ffx)

bo‘lsa, u holda
b L)
j(p (x)dx < j f (odx 60-rasm

bo‘ladi.
Isbot. ¢ {a;b] ning ixtiyoriy bo‘linishi uchun @(&,)< f(£.}, =1, 2, .., n.

Demak, i?’('f;)"‘xk 5i F(&,)Ax, bo*ladi. Bundan
L k=L
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t A
im> (&A%, <lim>” (£, )Ax, , yoki j;a (dx < j f fx)dx kelib chigadi.
R Fal P “

60-rasmda yuqoridagi xossaning geometrik talqini berilpan. @fx)<f(x)
bo‘lganligi sababli aA4:8:h egti chizigli trapetsiyaning yuzi a4,8:b egri chizigli
trapetsiyaning yuzidan katta emas.

10.21-xossa. Agar [a; ] dafx) uzluksiz bo'lib, fix}20 va f{x) aynan nolga teng
h
bo‘lmasa, u holda If(x]cbc:-() bo*ladi.

Ishot. O f{x) aynan nolga teng bo‘lmaganligi sababli [« b] kesmada shunday
& nuqta topilib, bu nugta uchun AZ)>0 bo'ladi. f{x} ning uzluksizligiga ko‘ra £ ning

shunday (ct;p) atrofi mavjudki, (o;p )[a; &] va bu oraligning barcha nuqtalari uchun

A & A 5
ham fixj>0 o'rinli bo'ladi. U holda [/(x)de=]f(x)det [ F(x)de+ [ fim)ds va
a a Fid

®

5 £
10.19-x0ssadan jf(x)dx&]f(x)dx kelib chigadi. fx) uzluksiz bho‘lgani uchun

[a;ﬂ] da u eng kichik givmatga erishadi. Bu eng kichik giymatni m bilan

belgilaymiz. [cz;/} ] da f1x)>0 bo‘lganligi uctan #>0 bo‘ladi. Shuning uchun

P, #
jf(x)drzjdei m(f—a)>0,

5 8
va bundan If(x)dr?_.[f(x}dr:*o kelib chigadi. ¢

10.22-izoh. Umumiy holda 10.19-xossadagi tengsizlik qat’iy bo‘la olmaydji,
Hagqiqatdan ham,

0, xe[-1,0)w(1],

f(X)=%L .

funksiya 10.21-xossadagi shartlarni qanoatlantiradi. Shu bilan birga
! [{] ]
j f(x)de = J’ F(x)dx + j F(x)dx=0+0=0,
=1 -1 0
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!
va'ni j Sf{x)dr 20 (qat’iy tengsizlik bajarilmaydi).
-1

. .
_f S(x)de >0 bo‘lishi uchun fx) funksiya [, 5] kesmada 13.21-xo0ssa shartlarini

+

ganoatlantirishi yetarli.
10.23-xo0ssa. Agar fix) funksiya [a;b] kesmada integrallanuvchi bo‘lsa, u

holda ‘f(x)] funksiya ham shu kesmada integrallanuvchi boladi va

jf(x)dx

Sjif(xxa’x

tengsiziik o‘rinli.
Isbot. ¢ fix) funksiya [« 5] da intcgrallanuvchi bo’lsin. U holda ixtiyoriy £>0
son olinganda ham shunday &>0 son topiladiki, A<J bo‘lgan har ganday 7,

holinishga nishatan

S(r)-S(r,) - Y oAy, <&

Py
bo-ladi. Ravshanki, X,x"< [¢;b] far uchun
“f -1 S )“ SVICORFIED|
tengsizlik o‘rinli bo'lib, undan quyidagi
supll# ()|~ LA = sup| £ £ ()
tengsizlik kelib chiqadi. Demak, @, <@, tengsizlik o‘rinli, bunda @, - | ¥ (x)|

funksiyaning [x; ,;x;] dagi tebranishi. Natijada

i:(E(,/\x,r < i{“wﬁl} <&
pa

k-1
bo’ladi. Bundan esa 1f(x)| funksivaning [a;b] kesmada integrallanuvchiligi kelib
chiqadi.

Shuningdek,

i FEDAx,

<Y lrEoin,
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tengsizlikda A—0 da limitga o‘tsak, izlanayotgan tengsizlik kelib chiqadi. ¢

10.24-izoh. f{x) funksiya [a;b] da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda I i (x)] ham
integrallanuvchi bo‘lishini ko‘rib o‘tdik. Bunga teskari bo‘lgan xulosa, umuman
aytganda, noto*g‘ri bo‘ladi. Masalan,

[1, agar x irratsional bo'lsa,

f(x)=i

—1, agar x ratsional bo’lsa

funksiya uchun
b b
[|f)|dx = [1dx=b~a,

Demak, [a;h] da | f(x)| funksiya integrallanuvchi bo‘ladi, lekin f/x) ning o'z
Dirixle funksiyasi kabi integrallanuvchi emas.
10.25-xo0ssa. (Aniq integralni baholash) Agar f{x) funksiya [a;b] kesmada

integrallanuvchi va m<f{x)< M bo‘lsa, u holda
b
m(b-a)< [ f(x)de<M(b-0) @

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. y

Isbot. ¢ Shartga ko‘ra ixtiyoriy A ’a B
ffx)

x€ [a;b] uchun m<fix)<M. Bu tengsizlikka

10.20-xossani, so‘ngra 20.15 va 20.14- A By

xossalarni tatbiq etamiz:

jmdrsjf(:c)cﬁsj-de, < (< s
mj-cbcsj-f(x)dstidx, 61-rasm

m(b-a)< [ f(x)dc<M(b-a). ¢

61-rasmda [a,b] da fix)=0 bo‘lgan hol uchun 10.25-xossaning geometrik
talqini berilgan. a4;B;b to‘g‘ri to‘rtburchakning yuzi m(b-a) ga, ad.B;b to‘g'ri
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to‘rtburchakning yuzi M(b-a) ga teng. (2) tengsizlikdan egri chiziqli trapetsiyaning
yuzi birinchi to‘g‘ri to‘rtburchak yuzidan kichik emas, ikkinchi to‘gri to‘rtburchak
yuzidan katta emasligi kelib chiqadi. '

1
10.26-misol. J‘J9+ x*dx integralni baholang.
0

Yechish. [0;1] kesmada 9<9+x* <10 tengsizlik o‘rinli. Bundan

3<9+x* <10 ekanligi kelib chiqadi. (2) formulaga ko‘ra

3(1—0)sj~./9+x2abcs J10(1-0) yoki 3st9+x2¢rsJﬁ
] 0

1 1
10.27-misol. dex va jx’dr integrallarni solishtiring.
o 0

1 |
Yechish. [0;1] kesmada X 2y bo‘lganligi sababli J'xd.rzj‘x’dt bo‘ladi.
0

0
8-§. O‘rta qiymat haqidagi teoremalar

10.28-teorema. Agar f{x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda bu
kesmada shunday ¢ nuqta topiladiki,

[ r)dx=fc)-a) 0]

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. ¢ fix) funksiya [a;b] kesmada

integrallanuvchi. Demak 10.25-xo0ssaga

]
ko‘ra m(b-a)< [ f(x)dx<M(b-a) tengsizlik

¥

o‘rinli. Bundan
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L]
I S (xdedx

m=r - <M 62-rasm
h—ua

tengsizlik hosil bo‘ladi. Endi Bolsano-Koshi teoremasiga (4.27-teorema) asosan

[4; 4] kesmada shunday ¢ nugqta topiladiki,

Jf(”fh b
fley==—— - , yoki If(x)dx =flci(b-a)

bo‘ladi. ¢

Bu tenglikning mohtyati quyidagicha: fnz0 bo'lganda tenglikning chap
tomoni cgri chizigli trapetsiyaning yuzini, o‘ng tomoni fic)(b-a} ifoda esa to*g'ri
to‘rthurchak yuzini ifoda qiladi (62-rasm).

Demak, v=/#fx} funksivaning grafigida shunday Myc;ffc)) nugta mavjudki,
tomenlarining uzunliklari ffe) va h-a beo'lgan to'g'ri to'rtburchakning yuzi
yuqoridan ¥ f{x)20, quyidan Ox o°g bilan vax « x4 vertikalto“g'ri chiziglar bilan
chegaralangan egri chizigli trapetsivaning yuziga teng bo‘ladi. Boshqacha aytganda,
fix) funksiyvaning [a;b] da qabul giladigan barcha giymatlarining o*ria arifmetigi f{c)
ga teng bo*ladi, ya'ni

_ 14
Siey=——[ fx)ds (2)
b—a,
Bunda f{ci-berilgan fix) funksiyaning [a, &) kesmadagi o ‘ria givmari deyiladi.

1
10,.29-misol. f{x)=— funksiyaning [1;2] kesmadagi o‘rta giymatini toping.
X

Yechish. (2) formulaga ko‘ra f(c)*

2
! dj*lnf,rf{f:!n2~1nl:ln2,
x

2-14
demak, funksiyaning o‘rta qiymati In2 ga teng ekan.
10.30-teorema. Agar [a;b] da fix) va @(x) lar uziuksiz, &)z 0 (yoki <0}
bo‘lsa, u holda [g, 5] da shunday ¢ nugta topiladiki,
3 &
[ o0ode- fie) fo o (3)
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o‘rinli bo‘ladi.
]

&
Ishot. O fix) va ¢@(x) uzluksizligidan jf(x)qo(x)d_x, j @ (x)dx integrallar

a

mavjud bo‘ladi. Veyershtrass teoremasiga ko‘ra, sup f{x)=M, E'llig f{x)=m lar mavjud
. [u;b] @,
va m<f{x) <M. p(x)20 bolgani uchun me(x<fix) g(x< Me(x) kelib chiqadi. U holda
L] h ]
m[p (e < [ prgdy Mo (s
Bu yerda ikki hol boflishi mumkin.

" i
I-hol: qu (x)cx=0 bo‘lsin. Ravshanki, bu holda so'ngi tengsizlikdan J.f(x)

o(x)dx =0 kelib chigadi va (3) tenglik o‘rinli bo‘ladi.
b
. J S (xddx
M-hol: [ (>0 bolsin. U holda m < “—————5 M tengsizlik o‘rinli.
“ J p(x)dx

o

[a:b] da ffx) funksiva uzluksiz bo‘lgani uchun shunday ¢ nuqta topiladiki,

&

[ £Cewo(xya

A= f{¢) bo'ladi. Bu tenglikdan (3) tenglik kelib chigadi. #
[o(x)ax

9-§. Yuqori chegarasi o‘zgaruvchi ho‘lgan aniq integral

Jix) funksiva [a/8] da uzluksiz bo'lsin. U hoelda bu funksiya har ganday
[a:x]}—[a, b] da integrallanuvchi bo‘ladi va J F(Hdr integral x ning [a, b] dagi har bir

giymatiga aniq bir sonni mos go‘yadi. Demak, bu holda integral o‘zining yuqori

chegarasining funksiyasi bo*ladi:
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D(x)= J' f()dt, asc<b. r!
a x)
Geometrik  nuqtai  nazardan  f{1)20
bo‘lganda @(x) funksiya 63-rasmdagi egri chiziqli
trapetsiyaning bo‘yalgan qismining yuzini i
bildiradi. 0] aj , B =
@(x) funksiyaning x bo‘yicha, ya'ni aniq 5
integralning yuqori chegarasi bo*yicha hosilasini topamiz. 63-rasm

10.31-teorema. Uzluksiz funksiya aniq integralining yuqori chegarasi
bo‘yicha hosilasi mavjud va v integral ostidagi funksiyaning yuqori chegarasidagi
qiymatiga teng:

@ (x) =[ ] f(r)er = f(x).
Isbot. ¢ x, x+ Ave [a;b] lar uchun A@(x)=@(x+ Ax)-P(x)~=

x+4x x x+Ar x XA

[ fia-| f(:)dz=j' fyde+ [ f@a-[f@oyde= [ f@yd boladi.

x x

O‘rta gqiymat hagqidagi teoremaga ko‘ra shunday &e [x;x+Ax] topiladiki, bu

nuqtada

x+Ax

J f@di=fgax, yani a06)=f1) Ax

AD(x)
Ax

o‘rinli bo‘ladi. Bundan = f(£) kelib chiqadi. Ax—0 da £—x va f{x) ning

. AD ;
uzluksizligini nazarda tutsak, @’(x) = Eﬂ —Ax(—x) = i{lm f(&)=/x) hosil bo*ladi.

Shunday gilib, ®'(x) = (f: f(t}dt); = Fx),
Bu tenglik [a; 6] da uzluksiz bo‘lgan f{x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi

@(x) mavjud ekanligini ko'rsatadi. +
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10.32-misol. ®(x) = j’ sintdt funksiya hosilasini toping.

3
Yechish. Yuqoridagi teoremaga ko‘ra @’(x) = sinx bo‘ladi.
10.33-misol. ®©(x)= J'e'dt funksiya hosilasini toping.

1

Yechish. Bu holda yuqori chegara x ning funksiyasidan iborat, shu sababli

murakkab funksiyani differensiallash qoidasidan foydalanamiz:

D'(x)= e x*)'= 2xe” .
10-§. Nyuton - Leybnits formulasi, aniq integralni hisoblash

Nyuton - Leybnits formulasi. Aniq integral bilan boshlang‘ich funksiya
orasida ganday bog‘lanish mavjudligini ko‘rib o‘taylik.
Aytaylik, f{x) funksiya [a;b] da uzluksiz va F(x) uning boshlang‘ich

funksiyalaridan biri bo‘lsin: F'(x) = f(x). Yuqoridagi mulohazalarga ko‘ra
o)= [ f(t)dt

ham f{x) ning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi. U holda ma’lumki,
@(x)=F(x)+C, C=const.
Demak, f:f(t)dt = F(x) + C. Bunda x=a deb olsak, 0 = F(a) + C, yoki
C = —F(a) kelib chiqadi. Demak, f: f(®)dt = F(x) — F(a).
Endi x=b deb olsak,

b
j ()t = F() - F(a) o)

bo‘ladi, ya'ni [a;b] kesmada uzluksiz bo'lgan funksiyaning aniq integrali shu
Junksiyaning boshlang ‘ich funksiyalardan birortasining bu kesmadagi orttirmasiga

teng bo‘ladi.

277



(1) formula integral hisobning asosiy formulasi bo‘lib, u Nyufon- Leybnits
Jormulasi deyiladi.
(1) tenglikning o*ng tomonidagi Fib)-F(a) ayirma, odatda F(x}}’" ko*rinishida

yoziladi. Bu holda Nyuten-Leybnits formulasi quyidagicha yoziladi:

b
f fFlO)dt = FIE = F(b) — Fla).

Nyuton-Leybnits formulasi aniq integralni hisoblash masalasini anigmas
-

integralni hisoblash masalasiga olib keladi.

10.34-misol. Aniq integrallarni hisoblang: a) flz%x; b) f;(l + sinx)dx;

5 dx o _
3y d) ) e **dx.

2
I
Yechish. a) [~ dv=tnlx||” =In2-tni=1In2;
| X

b J( I sinx)dx= (x-cosx} |: =(m-cosn)-(0-costh= z+ [+ =72,
W

&) j __fi - !(4+ x) 24+ 0 = 2| =2 - V) =2

, 1
d} jc”“dx =
R

1., .. e =1
=———{g —¢ =
3 ( )

- 2 2

10.2. Aniq integralni bo‘laklab integrallash. Nyuton-Leybnits formulasiga
ko‘ra aniq integral bilan anigmas integral orasida bog*lanish mavjud. Shu sababli
bo‘laklab integrallash usulini aniq integrallarni hisoblashda ham tatbiq gilish
mumkin.

Faraz gilaylik, ufx) va v(x} funksivalar {a;d] da uziuksiz hosilalarga ega
bo‘lsin. U holda

(v} =1 'vuv’
bo‘lib, ufxjvix) funksiva w'(xjvx)>ufxhv (x) uzluksiz funksiyaning boshlang‘ich
funksiyasi bo‘ladi. Nyuton-Leybnits formulasiga ko‘ra j.(u'v +uy ydx = (uv)t .

a
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b b
Bundan Iuv'dx :(uv)lz —Iu’vdr kelib chiqadi. So‘ngra wv'dx wudv va

a

u 'vdx=vdu ekanligini e’tiborga olsak, natijada

] b

f:.rdv = (uv)r: - jvdu ) (2)

L)
a 14

anig integralni bo'lakiah integrallash formulasi hosil bo‘ladi.
w2
10.35-misol. | xcosxds integralni hisoblang.
Q0
Yechish. Bunda u=x, dv=cosxdx deb olsak, du=dx, v=sinx hosil bo‘ladi.
Demak, (2) ga ko‘ra
w2 77— 2

xil

. a2 . 14 7
J xcosxdx=(xsmx)|0 - I 51nxdr:5+cosx g‘”‘:E—cosO=T.
0

b
10.3. Aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish. Aytaylik, fix) funksiya
[a;b] kesmada aniglangan va uzluksiz bo*lsin.
10.36-teorema. Agar f{x) funksiya [a, 5] da uzluksiz, x= @1} funksiya [a;f]
kemada uzluksiz differensiallanuvchi, x=¢2) funksiya qiymatlari to‘plami [a.b]

kesmadan iborat hamda @fei=a, ¢(f)=5 bo‘lsa, u holda
L] S
[ rnas= | flpene e (3)

tenglik o‘rinli bo*ladi.

Ishot. ¢ fix) funksiya [a;b] da uzluksiz bo‘lgani uchun shu kesmada u
boshlang‘ich funksiya Ffx) ga ega. Shartga ko‘ra ¢(a)=a, @(f)=b bo'lganligi
sababli Nyuton-Leybnits formulasiga ko'‘ta

& f
[ FOde=F ()~ Fia)= Flp(B)) - Fpler)) = [dFta®)) =

£ a
= [Floed = [ flp@np ).



Shuni ta’kidlash kerakki, aniq integralni o‘zgaruvchifari almashtirish usuli
bilan hisoblaganda integral ostidagi ifoda bilan bir gatorda integrallash chegaralari

ham o‘zparadi. ¢
1
10.37-misol. J‘\}l —x"dx hisoblang.
[H
Yechish. Bu integralda x=sint almashtirishni bajaramiz. U holda x=sins

. . . . T . .
funksiva yuqoridagi teoremadagi barcha shartlarni [0;5] kesmada ganoatlantiradi

va dx- cosids, a=0 da o=0, b=1 da f=n/2. Demak, (3) formulaga ko‘ra

" " x

J\[l —-x drf'J-sF—sm 1ecosidt = jcos idIﬁJ‘(] +%cos2t}il=

o [

La'd
T

1 1.
=(=t+ —sin2f
(2 2 )

()

10.38-misol. | i hisoblang.
#lx
Yechish. x= deb o'zgaruvchini almashtiramiz, u holda dx=2¢dr va a=0*da

1=\ =0, b=9 da 1~ /P =3 bo‘ladi. (3) formulaga ko'ra

9 3 3
2eds I , 3
| b —zZJ[l—_}lt—2(£—in[1+tl}”-6-21:14.
e dler U bt g

wi3 C ¥
10.39-misol. I C.Q:—)dx ai hisoblang.
S sin x

Yechish. simr=; deb  almashtirish  bajaramiz. U holda cosxdx=dl,

L= sin(T6Yy =112, 1= sin(r/3)= \/_/7 bo‘ladi. (3) formulaga asosan

VY NEFD: .
cosx 2 3
——w—fx r“dt:-— r :—1(16—1—6)2;’2.
v 4 9 9

sin’ x : 44

E 21

Mashq va masalalar

Nuyton-Leybnits formulasidan foydalanib, aniq integralni hisoblang ( 1-8):
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lg 2

10-1.f7(2x + sin 2x)dx 10-2. [ %7 2% - 5%dx.
10-3.f7 2, 10-4.f 22 dx
105[””4 10-6.f, == dx

!0-8.{1 Vadx — 2 dx
Trigonometrik tunksiyalarning integrallarini hisoblang (9-14):

10-9.f (cos x——cosx)dx 10-10. fn

mzx sm‘*x

? 2
m-n.j% tgix dx. 10-12. fE — mm.
L (Esing 703
10-13. [{—*dx. 10-14. {7 cos® pdg.
Ratsional kasrlarni integrallang (15-18):
. 3 dx 3 dx
10-15.J7 5 —. 10-16.J; 5
10-17. 7222 10-18.f7 =
O zgaruvchini almashtirish usulidan foydalanib hisoblang (19-22):
In2 dz 1 xdx
10-19.f) = 10-20.[_]ﬁ.
16 dx
10-21.f," - 10-22 j_lm,?
Boflaklab mtegra!lash usulidan foydalanib hisoblang (23-26):
10-23. f° xe~*dx. 1024, [ In(x? + 4)dx.
eln’x 10-26. f° 9xIn(x + 2)dx.

10-27. f(x) funksiya [a; b] da uzluksiz bo‘lsin. U holda bu funksiya har

ganday |x, b]

[a, b], 2 < x < b kesmada integrallanuvchi va uning integrali x ga

bog'liq bo‘ladi: F{x) = fxb f()dt. Bu quyi chegarasi o'zgaruvchi bo‘lgan unig

integral deyiladi. £'(x} ni toping.

IO-ZS_I ~dx = In 2 integraldan foydalanib, llm (m—l-*- + -+

L+,

n+1 n+2

-]—) = In 2 tenglikni isbotlang.



1
1+x2

. . . 1 1
dx integraldan foydalanib, 7111_1’1;) n (m + Tt +

10-29. f)

#) = Etenglikni isbotlang.

10-30. [a, b] kesmada uzluksiz bo*lgan har qanday f{x) funksiya uchun
ushbu J’j flxydx = f: fla + b — x)dx tenglik o‘rinli ekanligini isbotlang.

10-31. [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lgan har gqanday f{x} funksiya uchun
ushbu [ f(x)dx = (b — a) [} f(a + (b — a)x)dx tenglik o*rinli ekanligini
isbotlang,

10-32. Aytaylik f(x)} funksiya [—1,{] kesmada uzluksiz bo‘lsin. a) agar f(x)
funksiya toq bo‘lsa, u holda f-(z fx)dx = 0, b) agar f{x) funksiya juft bo‘lsa, u

holda f_lz Flxddx =2 j’ol F(x)dx ekanligini isbotlang,
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X1 BOB. XOSMAS INTEGRALLAR

[ £] oraligda berilgan f7x) funksiyaning aniq integrali tushunchasini kiritib
batafsil o‘rgandik. Shuni ta*kidlab o‘tish kerakki, intcgraluing bayonida oraligning
chekliligi va f{x} ning chegaralanganligi bevosita ishtirok etdi,

Endi avvalgi integral tushunchasini ma’lum ma’nolarda umumlashtirish
imkoniyati bermikan degan savol tugtuladi. Alballa, wmumlashtirish shunday
bo‘lishi kerakki, natijada Riman integralining asosiy xossalari o‘z kuchini saqlab
qolsin. Ba'zi hollarda anig integra) tushunchasini cheksiz oraligda aniglangan
funksiva yoki chegaralanmagan funksiya uchun umumlashtirishga to' g ri keladi. Biz
hozir ana shunday umumlashgan (yoki xosmas) integrallarni kiritamiz va

O'rZandiniz.,

1-§. Integrallash sohasi chegaralanmagan xosmas integral

Jix) funksiya [e;19) cheksiz oraligda aniglangan bo‘lib, uning har ganday
[a; t] chekli gismida insegrallanuvehi botlsin, ya’ni ixtiyoriy t {t > ) uchun ushbu
fuf F(x)dx integral mavjud bo‘lsin. Bu integral berilgan f(x) funksiya uchun fagat
t € [a, +-%0) o*zgaruvchining funksiyasi boladi: F(z) = f: f{x)dx.

tit-ta’eif. 1(t) = _[: f(x)dx funksiyaning ¢t — 4oo dagi holatiga f(x)
funksiyaning [a;+e0) oraliqdagi xosmas integrali deyiladi va u j;m f(x)dx kabi
belgilanadi.

11.2-ta’ril. Agar t — oo da F{t) = fﬂt fF(x)dx funksivaning chekli limiti
mavjud bo*lsa, f;m f(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi deyiladi, f (x) funksiya
esa cheksiz [a; + ) oraligda infegrallanuvchi funksiva deb ataladi.

Agart — oo da F(t) = f: f(x}dx {unksivaning limiti cheksiz yoki mavjud

bo‘lmasa, u holda f:w F{x)dx xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi,



Chekli yoki cheksiz limit xosmas integralning qiymati deyiladi va
Jo 7 fGodx = Jim f f()dx kabi yoziladi.

*wd . )
11.3-misol. J—:, oe R, integralni yaqinlashishga tekshiring.
X

Yechish. Agar a=1 bo‘lsa, u holda

b

I I |
I u=[imf‘i—[:mx—ﬂ fhm—l(r =1,
x a—w::ly( (=t | — |

1 w0 | -y
Demak,
[ _—, Ve »1,
[t
[oo, Y <l
Agar =1 bo'lsa, u holda
j = lim —f11m1n|x|| = Jim In¢ =
1 1

oo

Demak, jT integral a>1 da yaginlashuvchi, a<1 da uzoglashuvchi ekan.
R £

11.4-misol. I e “dx, a0 ni hisoblang.
o

v ] _’—ax : _ —af (4]
Yechish. Je'”dx: lim [e ek = lim =& [ = lim( ¢ +"—]_

0 F—ptor ° e 14 e

- [1 1 ] 1
Slim| ———— |=—.
e g ae a

11.5-misol. I cosxdx ni yaqinlashishga tekshiring,
n

Yechish. Bu xosmas integral uzoglashuvchi boladi, chunki ! =+ da
£

F(t) :J'cosxdx =sin¢
0

funksiya limitga ega emas.
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Funksiyaning (—0;b] oraliq bo‘yicha xosmas integrali ham yuqoridagi kabi

ta’riflanadi.

4
11.6-misol. I ni yaqinlashishga tekshiring,

I+ 57

Q i}
dx . . i} Fie
Yechish. = lim | —— = lim gretex) = lim{arctg0—arctgr) =" .
ll;l+.1r2 ’H}{1+x2 el I’ r*Hﬂ( & &) 2
o T
Demak, integral yaginlashuvchi va ==

-

Aytaylik, ffx) funksiya (—o;+=) da uzluksiz bo‘Isin, U holda biror e (~o0;+20)
uchun Tf(x}dx va j;j'(x)dx integrallar yig‘indisi bu funksiyaning ikkala
integrallash chegaralari .ham cheksiz bo‘lgan xosmas integrali deyiladi va
quyidagicha yoziladi: T F(x)ebx. Demak,

Tf(x}ci\:= jf{.r)aix' +Tf(x)dx
va ta’rif bo‘yicha

[ et tim [ ove i | o o
deb qabul gilamiz.

Agar (3) dagi ikkala limit ham mavjud va chekli bo‘lsa, jf(x}dx integral

yaqinlashuvchi, aks holda uzoglashuvchi deyiladi.

+uy

11.9-misol. Iigz integralni yaginlashishga tekshiring,
+x

Yechish. (3} formulada ¢=0 deb olamiz. U holda

w v ] & LAy - o .y o
_‘!;l-fxz:£l+x2+£l+x2:*h'lpﬂ!]th:-‘-wl—l}.ll.([]_‘_xl:
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= lim arctgxln + lim arctgxl; = lim (arctg0 — arctgr) +r1im (arctgt — arctg0) =
re$-a0 T t=rm I ~»ha0

1 1
=—T+—T=7.
20 2

Geometrik nuqtai nazardan yaqinlashuvchi j‘ f (x)dx xosmas integral

y=/{x)20 egri chiziq, x=a, =0 to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan va Ox o‘qi

yo‘nalishida cheksiz cho‘zilgan figuraning chekli S yuzaga ega ekanligini anglatadi
b +@
(64-rasm). Shunga o‘xshash, I f(x)dx va I S(x)dx yaginlashuvchi xosmas

integrallarga ham geometrik talgin berish mumkin.

64-rasm

2-§. Xosmas integralning xossalari

Yugqorida kiritilgan xosmas integrallar aniq integrallarga o‘xshash xossalarga
ega:

11.10-xossa. Agar J [ (x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi va k-o‘zgarmas

+o

son bo‘lsa, [ kf (x)dx ham yaqinlashuvchiva [ &f (x)dx =k [ f (x)dx tenglik o‘rinli

bo‘ladi.
Isbot (11-1-masala).
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11.11-xossa. Agar f:wf (x)dx va f:mcp(x)dx yaqinlashuvchi bo‘lsa, u
holda f;m(f(x) + @(x))dx yaqinlashuvchi va . f;m(f(x) + @(x))dx =
177 fGodx + [ p()dx tenglik o'rinli bo‘ladi.

Isbot (11-1-masala). .

11.12-xo0ssa. Agar f:m f(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u
holda ixtiyoriy b > a uchun j’;m f(x)dx integrali ham yaginlashuvchi bo‘ladi va a
L5 fGdx = [ f(ddx + [ f(x)dx o*rinli bo'ladi.

Isbot (11-1masala).

11.13-xossa. Agar x € [a; +o) uchun f(x) = 0 va bu funksiyaning xosmas
integrali yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda f:w f(x)dx = 0 bo‘ladi.

Isbot (11-1-masala).

11.14-xo0ssa. Aytaylik f(x) va ¢@(x) funksiyalar [a; +) da aniglangan,
uzluksiz va 0 < f(x) < @(x) shartni ganoatlantirsin. U holda

a) agar f:m @(x)dx yaginlashuvchi bo‘lsa, f:m f(x)dx ham yaqinlashuvchi
bo‘ladi;

b) agar [ ;m f (x)dx uzoglashuvchi bo‘lsa, J:M @(x)dx ham uzoqlashuvchi
bo*ladi.

Isbot. 0 Aniq integral xossalariga ko‘ra ixtiyoriy t > a uchun f: f(x)dx <
j‘: @(x)dx o‘rinli.

Agar f:mgo(x)dx vaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda F(t) = f; f(x)dx <
f:qo(x)dx < f:mrp(x)dx < 400 munosabatlar o‘rinli bo‘ladi. Demak, F(t)
funksiya yuqoridan chegaralangan. Shuningdek, f(x) = 0 bo‘lgani uchun F(t)

funksiya o‘suvchi bo‘ladi. Bulardan zliTm F(t) chekli limitning mavjudligi, ya'ni

I, f(x)dx yaqinlashuvchiligi kelib chigadi.
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Aksincha, f:m fF(x)dx uzoglashuvchi bolsin. f(x} = 0 shartdan F(t) =
S f()dx funksiyaning ¢ - +o0 da +oo intilishi kelib chiqadi. [, £ (x)dx <
f: @{x)dx tengsizlikdan J: @(x)dx = G(t) funksiyaning ham t - 4o da +owo
intilishi, ya'ni f;m @ (x)dx uzoglashuvchiligi kelib chiqadi.

11.15-misol. f:m ‘/% integralni yagintashishga tckshiring.

Yechish. 11.14-xossadan foydalanamiz. Berilgan integralni f:m% integral

bilan solishtiramiz, bu integral @ > 1 da yaginlashuvchi {}1.3-misol). [1;+x) da

0 . dx . . . - .
J% = é = :—% bolganligi sababli, | :wx—; integralning yaginlashishidan berilgan

f: “ v,::j integralning yaqinlashishi kelib chiqadi.
3-§. Absclyut yaginlashuvchi integrallar

Quyida xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lishining zaruriy va yetarli shartini
isbotsiz keltiramiz [2, 210-h.].

11.16-teorema (Koshi teoremasi). Quyidagi f:w f(x)dx xosmas integral
yaginlashuyvchi bo*lishi uchun ixtiyoriy £ > 0 son olinganda ham, shunday t, (¢, >
@) soni topilib, t' > tq, t" > t, bo‘lgan ixtivoriy t', t”’ lar uchun |f:,”f(x)dx| <&
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Ushbu teorcmadan xosmas integrallarning yaqinlashuvchiligini aniqlashda

foydalanish giyin, ammeo bu teorema muhim nazariy ahamiyatga ega va undan

quyidagi teoremani ishot gilishda foydalanamiz.

11,17-teorema. Agar f:mlf(x) |dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘isa, u

holda f:w f (x)dx xosmas integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Ishot. ¢ Shartga ko'ra _“f (x)|dx yaqinlashuvehi integral. 11.16-teoremaga

asosan, ixtiyoriy £>0 son olinganda ham, shunday 1, (1>« soni topiladiki,
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B
t'>f, ' 4 (1777 1°) bo'lganda J'l I (x)]dx <& tengsizlik bajariladi, Ammo
4

! v

Sﬂf(x)ldr.

¢

rff (x)x

Demak, ixtiyoriy £>0 son olinganda ham, shunday ¢ (%>a) soni topiladiki,

"> ty, t'"™> £y bo'lganda

‘f_[lf(x)dr <g

bo‘ladi. 11.16-teoremaga asosan j S{x)dx integralning yaginlashuvchiligi kelib
chiqadi. ¢

11.18-ta’rif. Agar J | f(x)| dx xosmas integral yaginlashuvchi bo*lsa, u holda

J- flx)dx absohmut yaginlashuvchi xosmas integral deyiladi, ffx) funksiya esa

[a; o) oraliqda absolyut integrallunuvchi funksiva deb ataladi,

11.19-ta’rif.  Agar J‘f(x)dr yaqinlashuvchi  bo‘lib, I|f(.r)i dr

a

+y

uzoglashuvchi bo*lsa, u holda J J{x)dx xosmas integral shartli yaginlashuvchi

a

deviladi.
FTsinx — . ..
11.20-misol. I —cfx integralni yaqinlashishga tekshiting.
e
I
s . i . . . l
Yechish. Avval JlLSlizx—Ldr integralni tekshiramiz. (1;+) da IS“?E <— va
T X x x
T . L .. . . Tflsinx!
I—fdx yaqinlashuvchi bo‘lganligi sababli, 11.14-xossaga ko‘ra I—zdx
ik T X
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integral vaqinlashuvchi bo‘ladi. Demak, J.ﬂrlz-x—dx integral absolyut yaginlashuvchi
T X

bo*ladi.

k]
Yuqoridagi xossalarni J [(x)dx integral uchun ham bayon gilish mumkin.

4-§. Xosmas integrallarni hisoblash

Endi xosmas integrallarni hisoblash bilan shug‘ullanamiz.
a) Nyuton - Leybnits formulasi. Faraz qilaylik, fix) funksiya [a;+e0) da

uzluksiz bo“lsin, Xosmas integral ta’rifl hamda Nyuton - Leybnits formulasidan
[ /s = lim [ fix)de = Tim (F(e) = F(a))
i f ey

kelib chigadi, va bunda F¢x) funksiya f{x) ning boshlang‘ich funksiyasi bo*ladi. Agar
t—+0 da Fyz) ning limiti chekli bo‘lsa, bu limitni /(#) ning +co dagi giymati deb
gabul gilishimiz mumkin, ya’ni

fim Fe)=f+ o).

Bundan esa, f{x} funksiva xosmas integrali uchun Nyuton-Leybnits formulasi

o‘rinli bolishi kelib chigadi:
| 7 s =r m-Fe=Feo)| |

b) Bo‘laklab integrallash. Aytaylik, n(x) va v(x) har biri [@;+sc ) da uzluksiz
u'(x) va v'ix} hosilalarga ega bo‘lsin. Agar j v(x)dufx) xosmas integral

yaqinlashuvchi hamda
(lim w(f) = w(+a0), limv{r) = v(+ec)}

+u

limitlar chekli bo*lsa, u holda j u (x)chv(x) ham yaginlashuvchi bo‘ladi va

a
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+x +x0

f utoytvt) =] ~ [ vigauce).

a a

+2 Al

11.21-misol. Jxe"d_x xosmas integraini hisoblang.
i

Yechish. Bo‘laklab integrallash usulidan foydalanamiz. U holda
ulxj=x, dv(x)=edx, duixj=dx, vixj=-e=, (u(x)v(x)}l:t lim (-xe™)=- [im

_x; = 0, Iv(x)da.l(x) = I (—e “)x= I]im e
[ a '

' =-1=-1 bo*ladi va demak,
e 0

Txe"’cbr:O-(-l):l.

)
<) O‘zgaruvchini almashtirish. Aytaylik, fix) funksiya [a;+e0) da berilgan

bo‘lsm. Quyidagi J- I (xjdx integralda x=gf¥) almashtirish kiritamiz. Bunda

{1} p(r) funksiva [o; 1) da berilgan va uzluksiz ¢ (1) hosilaga ega;

(2) @y funksiya [o;4ec} da gat’iy o*suvehi;

(3) plai=a, @+ )= im @(f) = +oc bo'isin.

U holda J Flplne (dt yaqinlashuvchi  bo‘lishidan _[ f(x)dx
yaqinlashuvchiligi hamda

[rooa=| s

tenglik o‘rinli bo'lishi kelib chigadi.
Mashq va masalalar

11-1. 20-23 -xossalarni isbotlang.
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11-2. Agar f;’w fF(x)dx va f:m o{x)dx uzoglashuvchi bo'lsa, u holda
}:m(f(,r) + (o(x))dx uzoglashuvchi bo*ladimi? Ko‘rsamma.[1; +00) oraligda
f{x) = % p(x) = —ﬁ funksiyatarni qacang.

F1-3. Agar f;’mf(x)dx yaqinlashuvchi, f;w @ (x)dx uzoglashuvchi bo‘lsa,
u holda f(:’m(f(‘x) + qv(x))dx yaqginlashuvchi bo'ladimi?

L1-4. f(x} funksivaning (—oco; b] oraliqdagi xosmas integraliga ta’rif bcring.‘

Xosmas integralning giymatini toping voki uning uzoglashuvehi ekanligini
ko*rsating {5-14):

“'5'f0+.re'4‘dx. 11-6. f:ﬁ xe™% dx.
N7 A 11-8.]3’;"':’:1_)(_
e j;‘“% H-t0f mx)r
U-11J) "2 sin x dx. 11-12.f° xe*dx.
TBEY e[ 2 e

Xosmas integralni vaginlashishga tekshiring (15-22):

11- bf*""v"ffz 1-16.f 724 gy
1t- I?f eos 2x dx. I1- 18_{ ne :;dx.
11-19.f, % “jw 120, f R gy,
121 f T gy 11:22, 17—

5-§. Chegaralanmagan funksivaning xosmas integrali
Aniq integral mavjudligining zaruriy sharti integral ostidagi funksiyaning
chegaralangantigi edi.
Endi ffx) funksiya [, b] da chegaralanmagan bo®lsin. Anigrog'i, ixtiyoriy £-0,

(e<h-a) uchun fix) funksiya [a,;b-¢] da chegaralangan va integrallanuvchi bo‘lib, 5
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nuqtaning atrofidagina chegaralanmagan bo*lsin, Bu holda 4 nuqta f{x) funksivaning

maxsus nugtasi deb ataladi.
Demak, ixtiyoriy ¢ {a<z<b) uchun j S (x)dx integral mavjud bo‘lib, u faqat ¢
o‘zgaruvchining funksivasi bo‘ladi: .
j.f(r)dr =F(1), a<t<b.
11.22-ta’rif. Fyy) funksiyaning 1—5-0 dagi limit holatiga chegaralanmagan
ftx) funksiyvaning [a;b) oraligdagi xosmas integrali deyiladi va u j’- J (cicx kabi

belgilanadi.

Agar t—b-0 da F(p) funksiyaning limiti mavjud bo‘lib, u chekli bo‘lsa, xosmas
integral yaginlashuvehi deyiladi, ffx) funksiya esa [, b) da integrallanuvchi funksiva
deb ataladi.

b
Agar +—5b-0 da F(z) funksiyaning limiti cheksiz bo‘lsa, f S (x)dx xosmas

integral uzoqlashuvchi deyiladi. Yugorida limit mavjud bo*lmagan holda ham biz
xosmas integralni uzoglashuvchi deymiz.
Demak,

L i
[ £ 9= tim Fo= 1im | £ 9

Xuddi yuqoridagidek, @ nuqta f{x) ning maxsus nuqtasi bo‘lganda (@, b] oralig
bo‘yicha xosmas integral ta’riflanadi.

Jix) funksiya (a, ] oraligda berilgan bo‘lib, @ nuqta shu funksiyaning maxsus
nuqtasi bolsin. Bu funksiva (a;b] ning istalgan [£ 6] (a<i<b) qismida

integrallanuvchi, ya’ni ushbu
b
[ feax=Fp

integral mavjud bo‘lsin.
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11.23-ta’rif. F(1) funksiyaning r—a+0 dagi limit holatiga chegaralanmagan
Jix) funksiyaning (a;b] oraligdagi xosmas integrali deb ataladi va u j f (x)dx kabi
belgilanadi.

Agar t — a+0 da F(1) funksiyaning limiti mavjud va chekli bo‘lsa, jf(x}dx
xosmas integral yaqinlashuvchi, f{x) esa (a;b] da integrallanuvchi funksiya deyiladi.

b
Agar (— a+0 da F(7) ning limiti cheksiz bo‘lsa, u holda I f(x)dx xosmas integral

uzoqlashuvchi deyiladi. Yuqoridagi limit mavjud bo‘lmagan holda ham biz
integralni uzoglashuvchi deymiz.

Demak,
[} b
j f (dx = lim F()= lim j f (x)dx.

Agar f{x) funksiya [a;b] kesmaning biror ichki ¢ nuqtasida lim f(x)=o

bo‘lsa, u holda aniq integralning additivlik xossasiga o‘xshash integralni ikkita

integralning yig‘indisi ko‘rinishda ifodalaymiz:
b c ] i b
[ Gde=[ fxde+ [ (= lim [ )+ lim [ £(x)v.

Agar tenglikning o‘ng tomonidagi limitlar mavjud bo‘lsa, u holda xosmas
integral yaqinlashuvchi deyiladi, aks holda uzoqlashuvchi deyiladi.

Geometrik nuqtai nazardan chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali
y=f{x) egri chizig, y=0, x=a, x=b to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan va x—b-0 da
(x—at 0, x—c£0) Oy o'qi yo‘nalishida cheksiz cho‘zilgan figuraning chekli yuzga

ega ekanligini anglatadi (65-rasm).
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1
11.24-misol. j% ni yaqinlashishga tekshiring.
0 X

Yechish. Bunda x=0 nuqta integral ostidagi funksiyaning maxsus nuqtasidir.
Bu holda ta’rif bo‘yicha

= lim [ == lim 2Jx = lim (2- 2)=2.
4 i 4 i 25
Demak, berilgan integral yaqinlashuvchi va uning giymati 2 ga teng,
1
dx
11.25-misol. integralni yaqinlashishga tekshiring.
!ﬁ graini yaq £ 2

Yechish. Bunda x=1 nuqta integral ostidagi funksiyaning maxsus nuqtasidir.
Bu holda

1 t
IT‘t L .. (-2V1-x|=lim(-2V1-1 +2)=2.
l_ x 1 -Xx t—sl-0 r—+1-0
0 0
Demak, bu integral ham yaqinlashuvchi.
¢ dx
11.26-misol. [~ integralni yaginlashishga tekshiring.
X
o
Yechish. Ta’rifga ko‘ra
J'— = llm == lim In|x|;= lim (In1~In7)=

ya’'ni bu xosmas integml uzoglashuvchi bo‘ladi.
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b
11.27-misel. Iﬁ ae 1, a<b integralni yaqinlashishga tekshiring.
- X

a

Yechish. Ikki holni qaraymiz. I-hol. a=1 bolsin. U holda

. 2 _ 1ol
I i = llmI L =—lim J(bfx)*”d(bfx):m lim-(b—i)u—— =
: (bme” [ -»b_lla (b_ X)"“' l%—[}ﬂ R I Y ,
(h—a) “
R — <1,
_A_LHm((bA:)W(b—a)‘*’)—g e T
1 ¢y -0 |
{ o, o>l -
2-hol. g1 boflsin. U holda
Todx rodx
j = 1imj S = —lim In|6—x{| == lim(la|h~/|~n|b~al)=+o.
/ (b — X) 1—h—ty . (b - X) LR LR o 10
v
Demak, I(b 7 integral a<1 bo‘lganda yaginlashuvchi, ozl da
-x

uzoqlashuvchi bo'iar ekan.

6-§. Chegaralanmagan funksiya xosmas integralining xossalari

Quyida maxsus nuqtasi & botlgan f{x) funksivaning [a b} oraliq bo‘yicha

5
olingan jf(x)dx xosmas integralining xessalarini keltiramiz. Bu xossalarni maxsus

nugtasi @ boflgan funksivaning (5] oraliq bo‘yicha olingan xosmas integrallari
uchun ham bayon qilish mumkin.

11.28-xossa. Apgar fix) funksiyaning [} dagi xosmas integrali
vaqinlashuvchi bo‘lsa, bu funksiyaning [c, b}, (e<c< b} oralig bo'yicha integrali ham
yaginlashuvchi bo‘ladi. Bunda

[/ e = | 1 e = | £

tenglik o‘rinli bo*ladi.
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b b
11.29-x0ssa. Agar If (x}dx va J(/J(x)dx integrallar yaqinlashuvchi bo‘lsa, u

holda ixtiyoriy @, £ sonlar uchun
' b
[ta fx3# poxnas
integral ham yaqinlashuvchi bo'lib,
# A 4
[tacs (v pp(oyds =a [ f(x)det B p(x)dx
tenglik o‘rinti bo‘ladi.

2]
11.30-xossa. Agar I [ {x)dx integral yaqinlashuvchi bo*lib, [a;56) da f{x)= ¢

"

h
bo‘lsa, uholda [ £ (x)x20 bo‘ladi.

b b
11.31-xossa. Agar jf {x)dx va I(p {x)dx integrallar yaginlashuvchi bolib,

o

& b
[a.b) da fix) < ¢(x) bo'lsa, u holda J S xjdx < Jq) {x)ddx bo‘ladi.

11.32-xossa. fix} va ¢x) funksiyalar [ &) da uzluksiz bo‘lib, b esa ularning

maxsus nuqtasi va 0 <fix)<prx), xe [a;b) bo'lsin. U holda

b 1]
a) _f(p {x)dx yaginlashuvchi bo‘isa, jf(x)abc ham yaqinlashuvchi bo‘ladi;

A b
b) '[f (x)dx uzoglashuvchi bo'lsa, J.qa {x)dx ham uzoqlashuvchi bo*ladi.

Misol tarigasida 11.30-xossaning isbotini keltiramiz. Qolgan xossalar
bevosita xosmas integral va uning yaginlashuvchiligi ta’riflaridan kelib chigadi.

Isbot. ¢ Aniq integralning xossalariga asosan fix}>0 bo‘lsa, ixtiyoriy e [a;b)

uchun J.f(x)dx > () bo'ladi. Bundan
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Tf(x)dx = lim jf(x)dx 20

ekanligi kelib chigadi.

7-§. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integralini hisoblash

Endi chegaralanmagan funksiyaning xosmas integralini hisoblash bilan
shug‘ulanamiz.

a) Nyuton-Leybnits formulasi.

Faraz gilaylik, fx) funksiya [a;b) da uzluksiz bo‘lsin. Ma’lumki, bu holda shu
araliqda uning boshlang’ich funksiyasi £(x) maviud bo‘ladi.

Agar x—b-0 da Fix} ning chekli limiti mavjud bo‘lsa, bu limitni F(x) ning &
nuqtadagi giymati deb qabul qilamiz, ya'ni xlibrgnF(x):F'(T)).

Xosmas integral ta'rifi hamda aniq integrallar uchun Nyuton-Leybnits

formulasidan foydalanib,
b . t ‘ . ‘ . -
[regax tim | f@dvs lim (FO)-Fa=F)-F@=F)|

ni topamiz. Bu esa, yugoridagi kelishuv asosida, f{x) funksiyaning xosmas integrali

uchun Nyuton - Leybnits formulasi o‘rinli bo*liskini ko‘rsatadi:
b
[ 1 (s =F(b)-Fla).

b) Boflaklab integrallash.
r(x) va v(x) funksiyalarning har biri [o; 6) da uzluksiz « '(x} va v ’(x) hosilalarga

ega, b nugta esa v(x)u '(xj hamda u(x)v '(x) funksiyalarning maxsus nugtasi bo‘lsin.

b
Agar j v {x)du(x} xosmas integral yaginlashuvchi hamda ushbu r{{ﬂ’ u(t vit)

&
limit chekli bo*lsa, u holda ju (x)dv(x) xosmas integral ham yaqinlashuvehi bo‘lib,

a

293



b b
Iu (x)dvix} =(u(x)'v(x))|: - Jv (xiddu(x)

tenglik o‘rinli bo*ladi. Bunda w(bjvib)= liJ-n (O} '
L ]

¢) O*zgaruvchini almashtirish.
Fix) tunksiva [a-&) da berilgan bo'lib, & uning maxsus nugtasi bo‘lsin,
jf(x)dx xosmas integralni qaraylik. Ushbu integralda x-- ¢t} almashtirish

o

bajaramiz, bunda ¢y funksiya [w: ) oraliqda uzluksiz ¢'(t) >  hosilaga cga hamda

il
@(w=a, fim g(r)=b. Bu holda agar J'f(go(r))rp’(r)dt xosmas  integral
=0 i

yaqinlashuvchi bo‘lsa, J F (x)dx xosmas integral ham yaginlashuvchi bo‘ladi va

o

b 7
[/ mdx - | e (de

tenglik o'rinlt bo*ladi,

Yuqorida biz maxsus nuqtasi f bo*lgan fix} funksiyaning [a. b) oralig bo‘yicha
olingan xosmas integralini hisoblash usullarini ko‘rib o‘tdik. Bu usullarni maxsus
nuqtasi ¢ bo‘lgan funksiyaning {(a, 6] oraliq bo'yicha olingan xosmas integralini
hisoblashda ham go‘liash mumkin.

1

dx
11.33-misol. /= [——= ni hisablang.

{1+ x)x

Yechish. Ushbu inlegralda x = ¢{f) = r* almashtirishni bajaramiz. Ravshanki,
@) funksiya (0;1] oraliqgda ¢'(1)=2¢>0 vzluksiz hosilaga ega hamda @()=0,
@f1)=1. Demak,

1
- 2eclt _[ dt 4
1+ 4

1 air 1
-[[(Hx)J_ '[[(IH )1 ]



Chegarasi cheksiz bo‘lgan xosmas integraldagi kabi chegaralanmagan
funksiyaning xosmas integrali uchun ham absolyut yaqinlashish tushunchasini
kiritish mumkin.

(a;b] da aniglangan va a nugta maxsus nuqtasi bo‘lgan f{x) funksiya uchun
b b
I] i (x)lafx yaginlashuvchi bo‘lsa, J f(x)dx absolyut yaginlashuvchi xosmas integral

deyiladi, f{x) funksiya esa (a;b] da absolyut integrallanuvchi funksiya deb ataladi.

Mashq va masalalar

Xosmas integralning qiymatini toping yoki uning uzoglashuvchi ekanligini
ko‘rsating (23-26):

3 dx
11-23. fu ——— H-24.f ==
5 dx
11-25.f, =25 1126_[,J{3_)_2

Xosmas integralni yaqinlashishga tekshiring (27-30):

4 COSX

1127.f} Edx 1128} 22X

dx
11-29.f; == 11-30.f; ,—h___;
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XII BOB. ANIQ INTEGRALLARNING TATBIQLARI

1-§. Yuzani hisoblash formulalalari

Faraz qilaylik, x=a, x=b, y=0 to’g‘ri*chiziglar va y=/f{x) nomanfiy uzluksiz
funksiya grafigi bilan chegaralangan D tekis figura berilgan bo‘lsin. Biz shu
figuraning yuzini hisoblaymiz. Buning uchun [a;b] kesmaning biror 7, bo‘linishini
olamiz: a=x¢<x/<...<x,=b.

Six) ning [xir,xi] kesmadagi eng kichik va eng katta qiymatlari mos ravishda
my va Mg bo‘lsin. Har bir [xi,x] ga mos, asosi shu kesmadan iborat bo‘lgan,
balandliklari esa y=m; va y=M; bo‘lgan ikkitadan to‘g‘ri to‘rtburchaklar yasaymiz
(66-rasm).

Barcha to‘rtburchaklarning kichiklaridan (balandliklari my;) iborat bo‘lgan
ko‘pburchak D figuraga ichki chizilgan ko*pburchak bo‘lib, katta to‘rtburchaklardan

iborat ko‘pburchak tashqi chizilgan bo‘ladi. Ularning yuzlari mos ravishda

A, y
y=fx

,--_.._-.._-
e s

1
I

]
: i
! I
' i
' (]

1
a X1 X3 Xp1®* Xl p

66-rasm

o= im,,Ax,, =8(r,), o' = Z":MkAx* =5(z,)

k=l k=l
bo‘ladi. Shartga ko*ra f{x) funksiya uzluksiz, bundan uning integrallanuvchi ekanligi
kelib chigadi. Demak,

supo = !llinel_i(rn) = !!u"E.S(r,.) =info’ (A= r‘i_ljayxAx,‘) !
ya'ni D figura (egri chizigli trapetsiya) kvadratlanuvchi va uning yuzi
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5= f f (x)dx

bo‘ladi.
Agar yuqoridagi D figura quyidan y=0 to‘g‘'ri chiziq o‘miga
y=9(x) (@(x)< f(x), x€[ab]) chiziq bilan

*y
chegaralangan bo‘lib, Q’(X) funksiya uzluksiz -
Y=z o
bo‘lsa, u holda gy
: Sy
S =[(f(x)-p(x)dx ' x
a 0 I >
bo‘ladi.
12.1-misol. y=x’ va x=)” chiziqlar bilan chegaralanagan 67-rasm
figuraning yuzini toping.

Yechish. Berilgan figura yuqoridan y = Jx, 0<x<l chiziq bilan, quyidan

esa y=x’, 0<x<1 chiziq bilan chegaralangan (67-rasm). Shuning uchun

3
1 2

s=fWr-wya= 2| ol =21k
0

Egri chiziqli trapetsiyadagi egri chiziq parametik usulda

[ x=gp(0),
iy=w0)

kesmada i (¢) uzluksiz, ¢(7) esa monoton va uzluksiz ¢'(1) hosilaga ega deb faraz

(a<t<p) berilgan bo‘lsin, bunda @(@)=a, 0(f)=b, [a:5]

qilamiz. O‘zgaruvchini almashtirish qoidasiga asosan quyidagiga ega bo‘lamiz:

5 ]
§=[ fxyde = [y () ()t (1
e goost; Tl Al
l2.2-m|sol.i . (0=t=2n) ellipsning yuzini hisoblang.
y=bsint

Yechish. Avval ellipsning chorak gismining yuzini topamiz:
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x

0 % x .
e Ibsint(—asin!)dl = cu':n]‘sin2 tdr = a—bi(l —cos2)dr = a_b(t _sin2 7= 7r_ab_
4 x rd 2 < .3 2 4

2 0

Demak, S=nab.
" . [ x=a(t-sint), A b e ‘
12.3-misol. Ox o'qi va 0<r<2r sikloidaning bir arkasi
y=a(l-cost),

bilan chegaralangan figura yuzini hisoblang.

Yechish. (1) formulaga ko‘ra

i 2x
8= _[a(l-cosf)a(l—cost)dt S I (1-cost)’dr =

0 L1}

2x
0 +

iz iz 2x
= az(_.-dr-— 2Icostd.r+ J.cosz!df) =a’((t—2sint)
0 0 0

+J-T(l + cos’l)dl)"a2(2x+l(t+lsin 2r) 2”)'—3:“12
23 § AT e '

2-§. Qutb koordinatalar sistemasida figuraning yuzini hisoblash

Qutb koordinatalar sistemasida tenglamasi »=r(@) bo‘lgan / egri chiziq,
@=a va ¢ = nurlar bilan chegaralangan figura yuzini hisoblash talab gilinsin.

Bu figurani to‘g'ri figura, ya’'ni boshi O nuqtada bo‘lgan ¢ =¢* nur
(@< <f) r=r(@) chizigni ko*pi bilan bitta nuqtada kesib o‘tadi deb faraz
qilamiz. Shuningdek, ¥ =r (@) funksiyani [er, /7] da uzluksiz deb qaraymiz.

Egri chizigli OA48 sektorning yuzini hisoblash uchun integral yig'indi tuzish,
keyin esa limitga o‘tishdan iborat algoritmdan foydalanamiz.

B [er. ] ni n ta qism  kesmalarga  bo‘lamiz  va
a=g, <@ <..<@,=f, Ap,=¢, ¢, ,, k=Ln belgilash kiritamiz. U holda

OAB egri chizigli sektor n ta egri chiziqli qism sektorlarga ajraladi.
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2. Har bir [¢, .1, k =Ln qism kesmadan ixtiyoriy ravishda £, nuqtani
tanlab olamiz va () funksiyaning shu nugqtalardagi qiymatlarini hisoblaymiz:

r=r@,), k=Ln

3. Har bir [@,_,9,] qism kesmada r = #(¢) funksiyani o‘zgarmas va giymati
r,=r(0,) ga teng deb qaraymiz. Bu holda egri chizigli gism sektorni radiusi

r, =r(8,), markaziy burchagi A@, bo‘lgan doiraviy sektor bilan almashtiramiz (68-

rasm).

68-rasm

Bunday doiraviy sektor yuzi AS, = 31—?‘209,t JA@, formula bilan hisoblanadi.

Egri chizigli O4B sektorning S yuzini taqriban » ta doiraviy qism sektorlardan

tuzilgan figura yuziga teng deb qarash mumkin:

S“gASk :E%"Z(gt)Aq’k (1)

(1) tagribiy tenglik [ga,“,,qa,‘] kesmalar qanchalik kichik bo‘lsa, shunchalik

1
aniq bo‘ladi. (1) ning o*ng tomoni —2-r2(¢) uzluksiz funksiya uchun integral yig‘indi

bo‘ladi.
4. OAB egri chizigli sektorning yuzi S deb integral yig‘indining

A= I"[ll})]l Ap, — 0 dagi limit qiymatini qabul gilamiz:
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S T _ 1% ;
§=lim Egr @,)Ap, = 5;[r (p)dy

Shunday qilib, egri chiziqli sektorning yuzi quyidagi formula bilan hisoblanar

ekan.
12
=5 [r@Mp @)

12.4-misol. r=a(l+cosg)
kardioida bilan chegaralangan figuraning
yuzini hisoblang (69-rasm).

Yechish. Kardioida qutb o‘qiga
nisbatan simmetrik, demak uning yuzi
ABO egri chizigli sektor yuzining
ikkilanganligiga teng bo‘ladi. ABO egri

chizigli sektor r=a(l+cosg) chizig,

@=0,¢=7 nurlar bilan chegarlangan.

(2) formulaga ko‘ra

§=2. %jr’dgv = a’j(l +cosp) dp = azj'(l+2c>osqo + H—c;s—zg)dw =
0 ]

0

= a"(—;—¢+ 2sing +i—sin2¢)

u'_i 2
o= 2”0

12.5-misol. r= a\/cosko lemniskata bilan chegaralangan figuraning yuzini
toping.

Yechish. ,/cos?qa funksiya

.

0;2] ning fagatgina | -7, 7!
[0;2n] ning fagatgina [ 4,;{, va

3z 5z . : !
—t ismlarida aniglangan

(70-rasm). Bu figura qutb boshi va qutb 70-rasm
o‘giga nisbatan simmetrik. Shuning uchun
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S=4--;~Ia’c052md¢?=20‘°%sin2¢ %zag-
Q

Mashq va masalalar
Quyidagi chiziglar bilan chegarafangan figura yuzini hisoblang:
12-1.y = sinx,y = Zsinx,x = 0,x =%1r.
122.y = x*, ¥ =;';. Y= % =8
33 =t lbyv=x—1
124y =—2x +3x + 6,y =2x* - x + 1.
125y =,y =28 ¥y =%
126.y = ¥ — 3%y = x
12-7.y = x* = 2x + 3,y = 3x — 1.
12-8.y

arcsinx,nx = 2y.
129.2y = 8,y = 8,y =.27.
12-10.y* = (4 — x)?, x = 0.
1211y — B =%, % = 1.

LEER S S EE N i

12-14. {yi§t3£2t3’ IZ-IS.{; i ggf:;: x=10>1).

12-16. {; :;:’i:: t € [0: 2],

12-17. {;:f:i:; i. sikloidaning birinchi arkasi va y = % to*g‘ri chiziq bifan.

(0 < x < 2m).

12-18.7 = 5cosg. 12-19.r = V3sing.
12-20.7 = 3(1 + sing). 12-21.7 = 2,[sin2¢.
12-22. 7 = acos2@,a > 0 atirgulning bir yopirog'i bilan.
12-23.r = 2a(1l-cos¢),a > 0 kardioida bilan.

12-24. 7 = 2 + cos ¢ Paskal chig‘onog’i bilan.
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3-§. Fazoviy jism hajmini hisoblash

3.1. Ko*ndalang kesimi ma’lum bo‘lgan jism hsjmini hisoblash.

Aytaylik, yopiq sirt bilan chegaralangan T jism berilgan bo*lib, uning biror
to‘g'ri chizigqa, masalan, abssissalar o‘qi. Ox ga, perpendikulyar tekislik bilan
ixtiyoriy kesimining yuzi ma’lum bo‘lsin. Bunday kesim ko ‘ndalang kesim deyiladi.
Ko‘ndalang kesim uning Ox o‘q bilan kesishish nuqtasining abssissasi x bilan
aniqlanadi.

Umuman olganda, x o‘zgarishi bilan ko‘ndalang kesim yuzi S o*zgaradi, ya'ni
x o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘ladi. Uni S(x) bilan belgilaymiz. S(x) funksiyani
[a b] kesmada uzluksiz deb qaraymiz, bu yerda a va b berilgan T jismning cheti

(chegaraviy) kesimlari abssissalari (71-rasm).

zf

T
7

£ >
e

71-rasm
T jismning ¥ hajmini hisoblash uchun integral yig‘indini tuzish va limitga
o‘tishdan iborat algoritmdan foydalanamiz.
1. [a,b] kesmani @=X,<X, <..<X,, <X, =b nugtalar yordamida n ta gism

kesmalarga ajratamiz. Ax, =, ~ X, A=maxAx,, k= 1,n belgilashlar kiritamiz.

Bo‘lish nugtalari x; orgali Ox o‘gqa perpendikulyar tekisliklar o‘tkazamiz.
x=2x, k=1,n tekisliklar oilasi T jismni har birining qalinligi Ax,, k=1n bo‘lgan
qatlamlarga ajratadi (72-rasm).
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2. Har bir [x...x]; k=Ln gism kesmadan ixtiyoriy ravishda &, nuqta
tanlab olamiz va S(x) funksiyaning shu nuqtadagi S(<,) qiymatini hisoblaymiz.
3. Har bir [x,_,%,] qism kesmada S=S(x) funksiya o‘zgarmas va giymati

S(&,) ga teng deb faraz gilamiz. U holda T jismning har bir qatlamida asosi S(&,)
va yasovchisi Ox o‘qqa paralel to*g‘ri silindrni qarash mumkin. Bu gism to‘g’ri

silindrning balandligi Ax, , hajmi AV, =S(&, )Ax, formula bilan hisoblanadi.

|,
(i)
|
0 X
¥ @& X x; % &4 % Fmitb

72-rasm
T jismning hajmi V" tagriban » ta pog‘onali gism silindrlardan tashkil topgan
figura hajmiga teng bo‘ladi:

Ve AV, =3 S(E,)Ax, -
k=1 k=1
Ravshanki, A =maxAx, qanchalik kichik bo‘lsa, taqribiy tenglik shunchalik
{ak]

aniq bo‘ladi.

Izlanayotgan hajmning giymati deb
V= '}ﬂgs(‘ﬁ )Ax, ni qabul qilamiz.

Limit ostidagi ifoda [a, 6] kesmada uziuksiz bo*lgan Sx) funksiyaning integral
yig‘indisi bo‘lganligi sababli

= b
V= HES@ JAx, = [S(x)dx boladi.
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Shunday qilib, x=a va x=b tekisliklar orasida joylashgan jism hajmi, agar Ox

0‘qqa perpendikulyar kesim yuzi ma’lum S = S(x), x€ [a,b] funksiya bo‘lsa,

V= IS(.x)dﬁt '( 1)

formula bilan aniglanadi.
3 x* y? z? Hlipsoid bi h I > baimic:
12.6-misol. = + = + == 1 ellipsoid bilan chegaralangan jism hajmini
hisoblang.
Yechish. Agar ellipsoidni x= A tekislik bilan kesib o‘tsak, kesimda

2 2
z o -—=1 ellips hosil bo‘ladi. Bu ellipsning yarim o‘qlari

2
b*(1- Z’ ) (- az)

2
bJ1-h/a* va e1-H/a* ga teng bo'lib, yuziS:S(h)=”bc(l‘%) ga teng

bo‘ladi. (1) formulaga ko‘ra izlanayotgan hajm

‘ r K Bl 4
V= j S(h)dh= __[mbc(l ~dh=rbe(h= =) oo S7abe.

Xususan, a=b=c=r bo‘lganda radiusi » ga teng shar hosil bo‘ladi va uning
. :
hajmi Em- bo‘ladi.

3.2. Aylanma jism hajmini hisoblash. Ox o‘q atrofida aABb egri chizigli
trapetsiyani aylantirishdan hosil bo‘lgan jismni qaraymiz. Bunda a4 Bb trapetsiyani
y=f{x) egri chizig, Ox o‘qi, x=a va x=b to‘g’ri chiziglar bilan chegaralangan deb
qaraymiz (73-rasm). Agar bu jismga Ox o‘qqa perpedikulyar tekisliklar bilan kesib
o‘tsak, kesimda radiusi y=/{x) ning moduliga teng bo‘lgan doiralar hosil bo‘ladi.
Demak, bu holda ko‘ndalang kesim yuzi

S(x)=ny" =x(f(x))’ boladi.

Aylanma jism hajmini hisoblash uchun (1) dan foydalanamiz:

Agar jism ¢CDd trapetsiyani Oy o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan

bo‘lsa (74-rasm), u holda uning hajmi quyidagi formula bilan hisoblanadi:
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d d
V=:rj'xza§z=:r!(¢(y))1ay, bu yerda Xx=@(»), yele,d] CD chiziq

tenglamasi.
t
F y=fix)
4
£ ¥
ol [, 2 o
73-rasm 74-rasm
L] ]
V=r|yde=af(f(x)d 2)

2 2
12.7-misol. r_z+% =1 ellipsni Ox o'q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan
a

jism hajmini hisoblang.

Yechish. (2) formulaga ko‘ra

I t b’ 3 wbl, .
V= 2= [ B (a* - ) =T (a*x - 2|2, =
:[rry _[GZ‘ e =—(a'x -1,
b’ a. 4
=2r—(a’ - —)=—mab’.
zraz (a 3 ) 3zra

12.8-misol. x=a(f-sint), y=a(l-cost), 0<1<2r sikloida arkasini Ox

o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo*lgan figura hajmini toping.

Yechish. (2) formuladan foydalanamiz. Bunda 0 < x<27a bo‘ladi. Demak,

V=n I y'dx. Bu integralda o‘zgaruvchilarni almashtiramiz. X =a(f —-sint),
o

y=a(l-cost) deb olamiz, u holda dr=a(l—cost)dt bo‘ladi. Agar x;=0 bo‘lsa,
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,=0, x,=27a bo'lsa, 1, =27 bo‘ladi. Bularni ¢’tiborga olib, quyidagini hosil
gilamiz:

2xa

2r
V=nx I yVidx=n I a*(1-cost)*a(l - cost)dt =
1] 1]

2x 2x .
=na I (1—cost)'dt=na’ I (1-3cost+3cos*t—cos’ )dt =
0 0

2x 2
=zad (¢~ 35int)r' +3 j i T j (1-sin®t)d(sint)) =
T (1] 2 0
2 iy 2r
=7ta3(2:r+(%(l+ S"f’)—sinwsm t] =5r'a’.
0

4-§. Egri chiziq yoyi uzunligini hisoblash

4.1. To*g'ri burchakli koordinatalar sistemasida yassi yoy uzunligini
hisoblash. Aytaylik, y=f{x) funksiya [a b] kesmada aniglangan, uzluksiz va / shu .
funksiya grafigi bolsin. (75-rasm). Yassi / egri chiziqning uzunligini topish talab
qilinsin. Yassi / egri chizigning uzunligini s bilan belgilaymiz.

Avval AB yoyini uzunligi
deganda nimani tushunishni y e M

: 3 : Ni. Nt
aniglab olamiz. Buning uchun . 5

N;
[a b] kesmani ixtiyoriy ravishda Ny

a=x0<X1<..<x:=b nugqtalar
yordamida »-ta  bo‘lakka
bo‘lamiz. x

et 0l a=x x1X Xt X Xel p=
=x,
Ax,=x,—x,,, k=Ln E

belgilash kiritamiz. Har bir x,, i=1,n 75-rasm
nuqtadan Oy o‘qqa / chiziq bilan kesishganga qadar parallel to‘g'ri chiziglar
o‘tkazamiz. Bu holda AB yoy n ta bo‘lakka bo‘linadi. / chizigning qo‘shni bo‘linish
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nugqtalarini kesma (vatar) bilan tutashtiramiz va AN,N,...N,;B siniq chiziq hosil
gilamiz. Shu siniq chizigning uzunligini /, bilan belgilaymiz.
Demak,

I"=|:4+N_1l+lm|+...+

N,.B|= ZA!, J

bu yerda Al, = N, N, yoyga tiralgan vatar uzunligi.

Siniq chizigqning uzunligi 4B yoy uzunligining tagribiy giymati bo‘ladi
(I =1). Ravshanki, agar [a,b] kesmaning bo‘linish nuqtalari soni # ni (qism kesma
uzunliklari eng kattasining uzunligi nolga intiladigan qilsak) ortirsak, u holda siniq
chizigning uzunligi AB yoy uzunligiga intiladi deb qabul qilish tabbiiydir.

Agar 7= ?i’»’l‘d"* —» 0 da /, chekli limitga ega bo‘lsa, u holda bu limit /
yoyning uzunligi deyiladi, egri chiziq bu holda to ‘g ‘rilanuvchi deb ataladi:

5= ymgm,, (1)

Agar chekli limit mavjud bo‘lmasa, yoy uzunligi mavjud emas, chiziq esa
to ‘g ‘rilanmaydigan deyiladi.

Endi, agar f{x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz hosilaga ega bo‘lsa, u holda /

— to‘g‘rilanuvchi ekanligini ko‘rsatamiz va uning uzunligini hisoblash formulasini

keltirib chigaramiz.

N, N, vatar uzunligini hisoblaymiz. Ngi(xe.ryer), Ne(xeys) bo‘lganligi

sababli
Al, :IN,,_,N*|=..’Ax,‘2+Ayf = 1+(%)’Ax,r bo*ladi.
k

Lagranj teoremasiga ko‘ra

Ay _ Sx)— f(x,)

Ax, Xy — Xpa

=), Sie (%)

Demak,
Al ./|+(f(§,))’mk.
Olingan natijani (1) ga qo‘yamiz.
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s=timY> JIF &) - Ax, @)

k=1
(2) formulaning o‘ng tomonida Jl +(f(x))* funksiyaning [a,b] dagi integral
yig“indisi yozilgan. Bu funksiya uzluksiz bo‘lganligi sababli integral yig‘indining
limiti mavjud va shu limit JI +(f"(x)? .funksiyaning [a,b] dagi aniq integraliga

teng bo*ladi.

= b
s=limY I+ (F G Ax, = [{i+ (£ ().

Shunday qilib, agar f{x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz hosilaga ega bo‘lsa,
u holda 4B yoy to‘g'irlanuvchi va uning uzunligi s quyidagi formula bilan

hisoblanadi:
b
s=[I+ (f (x) (3)

12.9-misol. x* + y* = R* aylana uzunligini hisoblang.
Yechish. Avval aylananing [ chorakdagi qismi uzunligini topamiz.

Aylananing bu yoyi tenglamasi y =+ R* —x*, 0< x < R bo‘ladi.
Demak (3) formulaga ko‘ra
R

BOndan 1/ et .
Y \—}Rl—xz
dx= Rarcsmir- =R-%.

R
P e R,

Shunday qilib, aylana uzunligi s =27R ga teng.

4.2. Parametrik Ko‘rinishda berilgan yoy uzunligini hisoblash.

Egri chiziq tenglamasi parametrik ko‘rinishda berilgan bo‘lsin:

x=x(t), y=y(t), te [t,1,], bu yerda x(1), y(1) — uzluksiz hosilaga ega va
[1.1,] da x'(1) %0,

(3) formuladan foydalanish uchun avval o‘zgaruvchini almashtiramiz.
x=x(1), de=xX(t)dt, ¥.=y,/X.U holda
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2
+ y—J X {t)dr

yoki

= I @)+ (@) dr @

{l

[ x=a(t-sint),

12.10-misol. i <t<2r sikloida arkasi

y=a(l—cosf)

hisoblang.

2z
Yechish. s = j Ja2{1 ~casf)® + o’ sin® tdt = a_[ 21— cost)dr =
n

o
=aj',}4¢.m —dt = 2a.[sm dr-—4acosj;-

=8a.

Iz
[

uzunligini

-

4.3. Quth koordinatalar sistemasida yoy uzunligi. Egri chiziq qutb

koordinatalar sistemasida » = (), pe [, #] tenglama bilan berilgan bo‘lsin. #{¢)

va r'{p) lami (o da uzluksiz dcb fataz gilamiz. Bu chizigni parametrik
tee. 8] q q

ko‘rinishda vozamiz:

[ x=r(g)cose,

i.v =r{g}sing.

x vay dan ¢ bo‘yicha hosilalarni hisoblaymiz:
X, =+ cosg —rsing| ,

v =X+, =r+ ()

¥, =17'sing + rcose|

Demak,
i
s=[Jrveydp. (5)

12.11-misol. r =a{l+¢05¢) kardioida uzunligini hisoblang.
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Yechish. Burchak 0 dan  gacha o‘zgarganda izlanayotgan yoyning yarimini

hosil gilamiz. (5) dan toydalanamiz: v’ = —asing, 2+ (r')2 =a?(1 +

2 ¢

cosp)? +a®sin? p = 2a?(1 + cosg) = 4a? cos o

T n
_ IAY : i i an*
§=2 rZ4(r )Zd(pzziq COSE d(p:—gabm-z-l = Ba.

0
o ]

2
4.4. Yoy ditferensiali. Yoy uzunligi s:j,}l-&-(f{x))zdx formulasida

integrallashning quyi chegarasi o‘zgarmas, yuqori chegarasi esa o‘zgaruvchi deb
faraz qilaylik. Yuqori chegarani x bilan inteprallash o‘zgaruvchisini ¢ bilan

belgilaylik. Bu holda yoy uzunligi yuqori chegaraning funksiyasi bo*ladi:
stx)= [y1+ (@ de

Yuqori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan anig integralning hosilasi haqidagi
teoremaga ko‘ra sfxj funksiya differensiallanuvchi, uning hosilasi quyidagi formula

bilan aniglanadi:

Sy= 1+ (N

Bundan yoy differensiali uchun quyidagi formulani hosil gilamiz:

ds = s () — J1+ (S () dx.

Demak, yoy differensiali yordamida yoy uzunligini hisoblash uchun ushbu

s
5= _[ds formulani hosil gilishimiz mumkin,

a

Agar V' = % ekanligini ¢’tiborga olsak,

ds= 1+ (r?—,)zdxz N
X
ya'ni
ds' =de’ + )’
(Pifagor teoremasining analogi) hosil bo‘ladi.

315



5-§. Aylanma sirt yuzini hisoblash

Aytaylik, f (x) funksiya [a;b] kesmada aniglangan, nomanfiy, va uzluksiz
hosilaga ega bo‘lsin. Uning grafigi bo‘lgan AB egri chizigni Ox o‘qi atrofida
aylantirish natijasida aylanma sirt hosil bo‘ladi (76-rasm). Shu sirtning yuzini aniq
integral yordamida aniqlaymiz. Buning uchun [a;b] ning biror bo‘linishini olamiz:

A=X, <X <. X <X, <...XX, =b,

Bo‘linish nugtalaridan Oy o‘qqa paralel to‘g‘ri chiziglarni o‘tkazib, ularni 4B
yoygacha davom ettiramiz. Buning natijasida 4B yoy ham Ni(xif{xs)) nuqtalar
yordamida » ta bo‘lakka bo‘linadi. Endi 4=Ny, Ny, ..., N,=B nuqtalarni ketma-ket

tutashtirib, siniq egri chiziq hosil gilamiz.

76-rasm
AB yoyni Ox o'qi atrofida aylantirish natijasida hosil bo‘ladigan aylanma
sirtning yuzi deb siniq chiziqni Ox o*qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘ladigan sirt
yuzining Ny ,Ng vatarlar eng kattasining uzunligi nolga intilgandagi limitini qabul
gilamiz.

Ma’lumki,

INeaNe] = =2 + (£ () = F(x )
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vatar uzunligi nolga intilganda Ax, =0 va aksincha. Shuning uchun kelgusida
limitni

A= max Ax, — 0
uchun ko‘rib o‘tamiz. N,.;N; vatarni Ox o°qi atrofida aylantirganda kesik konus sirti

hosil bo‘ladi va uning yuzi

S

=2ﬂf(xx-|)+2”f(xg)|N N|
2 PRTA

Shu tarzda hosil gilingan yuzlarning » tasini qo*shsak, siniq chiziq yordamida

hosil gilingan sirt yuzi P, kelib chiqadi:

P, = 2,,2%,31“ Al =[N N,|-

k=1

Uni boshqacha ko‘rinishda yozish mumkin:

P= ZJTZ": f(xpl); f(xk)mk _2”£ f(xpl); Sfix) (As, —AL),
A k=l

bunda AS; mos ravishda N,.; va Ni nuqtalar orasidagi yoy uzunligi.

fx )+ f(x)
2

Ma’lumki, Av, >0 da As, =0 Shuningdek, bo‘linma

f(x,) va f(x,) lar orasidagi son bo‘lib, ffx) funksiya uzluksiz bo‘lganidan,
shunday &, € (x,_;X,) mavjudki,

f(x.e-:); f(x) = (&)

bo‘ladi. A = max f(x) deb belgilaylik. £ —0 da P, ning tarkibidagi ikkinchi
azy<i
qo‘shiluvchi

0< 2::2"“1(5&’«#(% -Al)= 2n§f Elas, —Al )<

k=]

< ZHMi(As* —AL)= ZnM(iAs, —im, ]-» 0,
k=1

k=1 k=1

chunki

91’3%“* =§As, =L
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(yuqoridagi shartlarda A8 yoyning to‘g‘rilanuvchiligi nazarda tutilgan).
Demak,

n h
R - H EVAe = .
!1123 £ 27:1).:1;?'; JEDAs, anf(x)ds

bo‘ladi, ya'ni aylanma sirtning yuzi

S = 2ﬂfj‘f(x)cls = 2:rj.f{x)~fl + f(x)dyx

formula bilan ifodalanadi.

[ x=g().

Agar to'grilanuvchi yoy tenglamasi i o (@<t<p) parametrik
y=y

ko‘rinishda berilgan bo‘lib, p{) va W(f) lar uzluksiz hosilalarga ega bo‘lsa, u
holda sirtning yuzi '

I
S =22 [y O v/
bo‘ladi. Shunga o‘xshash, agar egri chizig
r=f@), a<8<p

tenglama bilan berilgan bo‘lib, f{f) uzluksiz funksiya bo‘lsa,
£
S=2z[ fB)sin6 /(@) + £(0) a8

formulani keltirib chiqaramiz.
12.12-misol. Radiusi £ bo‘lgan sfera sirtining yuzini toping.
Yechish. 1 usul. Aylana tenglamasi parametrik ko‘rinishda quyidagicha
yoziladi:
{ x = Rcost,

iy=Rsint, 0<t<27x

chorak aylanani Ox o‘qi atrofida aylantirish natijasida yarim sfera hosil bo*ladi, Bu

T
holda 0=t < 3 bo‘ladi, shuning uchun
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= n

2 3 T
% = 27rJ‘Rsint\/(—ksin.t)2 +(Rcost) dt = Zﬂszsintdf ==27R*cost|2 =2xR?
o

o 0
Demak, S=47R’.

11 usul, Qutb koordinatalar sistemastda aylana tenglamasi 7 =R, 0<0<2r,

Shuning uchun

x 4

2 ‘3
% - 20| RsinOJRZ + 070 = 27 R? [sinBdf = 22 K", S = 4nR’.
0 ]

Mashg va masalalar

12-25. R radiusli shar hajmini toping.

[2-26. Asosining radiusi & va balandligi / bo‘lgan konus hajmini toping.

12-27.z = x? parabolik silindarva y = 0,y = 6,z = 1 tekisliklar bilan
chegaralangan jisim hajmini toping.

12-28.2 = 1 — y? parabolik silindarva y = 0,z = 0,x = 0,x = 12
tekisliklar bilan chegaralangun jism hajmini toping.

12-29.z = x* + y? paraboloid vaz = 4 1ekislik bilan chegaralangan
jism hajmini toping.

12-30. x2 + y? + 4z% < 4 ellipsoid hajmini toping.

12-31. x* + ¥* + 2% = 25 sharningy = 1vay = 4 tekisliklar bilan kesib
olingan gatlamining hajmini toping.

12-32. x* +1;— z2 = 1 bir pallali giperboloid vaz = 0,z = 3
tekisliklar bilan chegaralangan jism hajmini toping.

Aylanma jism hajmini hisoblang;

12-33.y = x%,x = 0,y = 8 figurani Ox o'qi atrofida,

12-34.y =

lfxz,y = 0,x = 0,x = 1 figurani 0x o*qi atrofida.

12-35.y% = (x + 1)%, x = 0 figurani Oy o'qi atrofida.
12-36.y% = 16 — x,x = 0 figurani Oy o'qi atrofida.
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12-37.y = +/xe¥,x = 0,x = In 2 figurani Ox o‘qi atrofida.

12-38.y = Zsinx, 0 < x < x figurani Ox o'qi atrofida.

12-39.y2 = 4x,y* = x® figurani Ox o‘qi atrofida.

12-40.y2 = 6x,y =+6x? figurani Ox o'qi atrofida.

Yoy uzunligini hisoblang:

12-41.y = —x? + 2x uchidan abssissasi x = 2 bo‘igan nugtagacha,

12-42. 2 = % abssissasi x = 6 bo‘lgan nuqtagacha.

12-43.y = Inx,x =B danx = 15 gacha.

12-44. 3 = %xz —4x+ 1?5 Ox o‘qi bilan ajratilgan gismi.

3 E

12-45. %x = yz, 0(0; 0) nugtadan A(2v3; 3) nuqtagacha.

12-46.y = g (eE + e_E) abssissalari 0 va a bo*lgan nugtalari orasidagj
bolagi

—_ 3
12-47. - Lo L {x=acos’t,
Astroida uzuntigini toping: [y = asindt,

12-48. {x = 7SI G arkasi).
—cost,

y=1
124917 T 4055

y=asmnt.
12-50.{ x=3t"

y=3t—¢

— 3
12-51.{;‘] - Z‘;;Bi t=0dant =" gacha.

— ot

12-52. fx -€ ta_’s bt —odant=1 gacha.
Ly =ebsint

12-53.» = Jisin@_

12-54. 7 = 3,5(1 — cosep).

255.r =L p=3 =2 gac

12-55.» =, 0=3 dan ¢ 3ga{.ha.

12-56.r = Sg,r = 10x aylana ichidagi qismi.

12-57.7 = 6(1+sing), ¢ € |~Z:0]
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12-58.7 = V2e?,0<p <.
Aylanma sirt yuzini hisoblang:
12-59. ¥ = 2x,x € [0; 4] parabola yoyi Ox o‘qi'atrofida.

12-60.y = sinx,0 <x = = sinusoida yoyi Ox o‘qi atrofida.
x?2 ! . C N ‘
12-61. = + 5= 1 ellips Ox o‘qgi atrofida.

2
12-62. 5 4 % = 1 ellips Oy o'gi atrofida.
12-63. v = 4sing aylana qutb o*qi atrofida.
12-64. » = Zcosg aylana qutb o‘qi atrofida.

6-§. Aniq integralning fizik masalalarni yechishga tatbiqi

6.1. O‘zgaruvchan kuch ishini hisoblash.Aytaylik, moddiy nuqta biror
o'zgaruvchan F kuch ta'sirida to‘g'ri chizighi bhatakat qilsin. Bu nugtaning
ko‘chishini & wvektor orqali belgilaymiz va kuchning yonalishi ko‘chish yo'nalishi
bilan bir xil bolsin dcb faraz gilamiz. | 7| va | § | orqali £ va § vektorlarning
uzunligini belgilaymiz.

Agar F o‘zgarmas bo‘lsa, u holda mexanikadan ma’lumki, bajarilgan ish
A=|F|-|s| e teng bo'ladi.

Endi F yo'nalishni saqlagan holda modul bo‘yicha o‘zgaruvchan bo‘lgan
holni garaymiz. Shu kuch bajargan ishni hisoblaymiz. Ox o'qi deb moddiy nugta
harakatlanayotgan to‘g‘ri chizigni qabul qilamiz. Aytaylik, yo‘nalishning
boshlang‘ich va exirgi nuqtalari abssissalari mos ravishda @ va b (a< b} bo‘lsin, [, 5]
kesmaning har bir nugtasida kuch moduli ma’lum qiymat qabul qiladi va x ning
funksiyasi, ya'ni F =F{x) bo*ladi.

Fx) funksiyani uzluksiz deb hisoblaymiz. O¢zgaruvchan kuch bajargan ishini
hisoblash uchun integral yig‘indini tuzish va limitga o‘tishga asoslangan

algoritmdan foydalanamiz.

321



1. [ah] kesmani x,, &= Ln nuqtalar yordamida » ta bo‘lakka bo‘lamiz:
a=X, <X <.<X_ <X, =h.Ax, =x,—x,,, k=1n belgilash kiritamiz, u k-inchi

qism kesma vzunligiga teng. Ma’lumki, butun yo'ldagi ishni 4 bilan, (x,_.x, ]| qism

kesmada bajarilgan ishni 4, bilan belgilab, quyidagiza ega bo*lamiz: = Z A, .
k-t

Agar [x,,,x,] ni yetarlicha kichik gilib olsak, u holda har bir bunday
kesmada | F = const deb qarash mumkin.

2. Har bir {x, ,x,] qism kesmadan ixtiyoriy £, nuqtani tantab olamiz va Frx)
funksiyaning shu nuqgtadagi giymatini hisoblaymiz.

3. lar bir qism kesmada kuchning moduli o‘zgarmas qiymatga ega va Fyx)

funksiyaning £, nuqtadagi qiymatiga teng deb faraz gilamiz: lrl — F(&,)- Buholda
kuchning [X, X, | kesmadagi ishi Ad, ZPZIAXA = Fi&,)Ax, bo'ladi.

O*zgaruvchan kuchning butun yo'ldagi ([a, b] da) ishi uchun
A= 4 =% F(EOA,
k=1 -1
munosabat o rinli bo*ladi.

4. A =maxAx, — 0 dagi 4, ning limiti mavjud bo‘ladi (chunki Fyx) farazga
Ty

ko‘ra uziuksiz) va o*zgaruvchan kuchning o« nuqtadan & nugtagacha bo‘lgan to*g ri

chizigli yo'ldagi ishini ifodalaydi:
A=lim’ #(E,)Ax, = J' Fxydx (1)
P "

12.33-misol. Agar prujinani 0,05 m ga cho‘zish uchun 2 H kuch sarf gilinsa,
u holda bu prujinani 0,1 m ga cho‘zish uchun bajariladigan ishni hisoblang.
Yechish. Guk qonuniga ko‘ra prujinani cho‘zuvchi (siquvchi) kuch moduli

|#| shu cha'zishga (siqishga) proporsional bo‘ladi, ya'n |F‘|:}oc, bu verda x-

cho‘zilish (siqilish) kattaligi. Shartga ko‘ra 2=k 0,05, bundan k=40. (hH

formulaga ko'ra



ul 01
A= j 40xdx=20°| =0,2 .
G

6.2, O‘zgaruvchan quvvatli elektrodvigatel ishini hisoblash. Endi ishni
topishga doir boshqa masalani qaraymiz. Dvigatelning A =[e,b] vaqt oralig'ida
bajargan ishini hisoblaymiz, bunda uning ¢ vaqtdagi quvvati ma’lum va N¢¢ ga teng
qaraymiz.

Yuqoridagi algoritmdan foydalanamiz:

1. [a,&] kesmani # ta bo‘lakka ajratamiz: [5.), 4], k= l—h Af =t —t .

2. Har bir [#.. ] qism kesmadan ixtiyorly 7, nugtani tanlaymiz.
3. Har bir gism kesmada quvvatai o' zgarmas va N(7,) ga teng deb garaymiz.

U holda

A= A4,=3 Nt )AL,

k=l

N(t) funksiyani uzluksiz deb qaraymiz va 2 = max As, — 0 da limitga o‘tamiz.
Ler,bi

Natijada
8
A= [N()de (2)
formulaga ega bo'lamiz.
2 s .
12.14-misol. [0, —E] vaqt craligida o‘zgaruvchi tok bajargan ish va o‘rtacha
W

quvvatini hisoblang,

Bunda tok kuchi { =1, sin@! formula bilan aniglanadi (/s tokning maksimal
giymati, @ -doiraviy chastota, ¢-vaqt, zanjir qarshiligi £-ga teng)

Yechish, Ma’lumki, o‘zgarmas tok kuchining quvvati A FR formula bilan

aniqlanadi. (2) formulaga ko‘ra

Lxta 2rlw

- 2
A=17R [ sin’odi=1R | 1-cos2wi 4, I RT
1] 1}

[
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A 'R
2zl

O‘zgaruvchan tokning o‘rtacha quvvati esahN . = ga teng

bo'ladi.

6.3. Statik momentlarni, inersiya momentlarini va og'irlik markazi
keordinatalarini hiseblash.

6.3.1. Umumiy ma’lumotlar. Tckislikda to‘giri burchakli koordinatalar
sistcmasi berilgan bo‘isin,

12.15-ta’rif. m massali Afxp) moddiy nugtaning (v o°gga ((Jv) nisbatan
statik momenti deb son jihatdan nugta massasini nugtadan Ox o*giga bo*lgan masofa
ko' paytmasiga teng bo'lgan kattalikka aytiladi:

M =ny (M, =mx).

12.16-ta’rif. n massali A¢x,)) moddiy nugtaning Cx (v o'q, (F nugta) ga
nisbatan inersiya momenti deb shu nuqta massasini Ox (O, O nuqta) gacha bo‘lgan
masofa kvadrati ko paytmasiga teng bo*lgan kattalikka aytiladi:

= 2 .. 2 2 3
I=myv', I =nx", I,=mx"+y")

Agar iy, iy, m, massali 4(x. ), 4,00, 1), A4x,.¥,) moddiy nuqtalar

sistemasi berilgan bo'lsa, u holda statik momentlar
M = Z iy, M, = Z mx, (1)
&=l il

inersiva momentlari

i, :Z. my". 1, :g;m&xf, fy=1.+1 :Z(xkz + .,

k=l
formulalar bilan hisoblanadi.
12.17-ta’rif. Moddiy nuqgtalar sistemasining og irfik markazi deb quyidagi
x0ssaga cga bo’lgan nugtaga aytiladi: agar bu nugtaga sistema massasi M :ka
k=]
qo‘vilsa, u holda uning ixtiyoriy 0'qgqa nishatan statik momenti sistemaning shu
0‘qqa nisbalan statik mamentiga teng bo'ladi.

Og’irlik markazi koordinatalarini S7¥, ) deb belgilasak, v holda ta’rifga ko‘ra
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M, =Z":mkyk =My, M, =En:mkxk =Mx

k=1 k-1
hosil qilamiz. Shunday gqilib, moddiy nugqtalar sistemasining ogirlik markazi

koordinatalari

_ M‘» n n _ Mx n H
x :h:(ankxk)/Zn;k: V= =(kayk)/2m,(
11{ k=1 k-l M k-1 k=1

formula bilan hisoblanadi.

6.3.2. Tekis yoyning og‘irlik markazi. To‘g'rilanadigan 4B yoy bo‘ylab
p=1 zichlik bitan biror modda joylashgan bo‘lib, bu yoyning parametrik
tenglamalari

[[2=x(D),

iy=y(!), D=i<L
bo*lsin (parametr sifatida /—-yoy uzunligi olingan), bunda L - butun yoy uzunligi x(7),
¥(li lar [0;L] da uzluksiz funksiyalar.

[*L.] ning biror bo*linishini olamiz:

O=lp<fp=< ... <l =L,

Natijada AB yoy PiPr qismlarga bo'linadi, bunda

Pi=Pifxyi). xi=x(h), v v(ly)

PuiPy voyga joyhashgan massa Am, =lAl . Shu massani P: nugtaga

markazlashtiramiz. U holda sistema og®irlik markazining koordinatalari taqriban

YoxlAL D x(4 )AL > yUHAL
f o~ &=l = k=1 , y P k=1
YA, t L
k=1

bo‘ladi. x(} va yp(l} funksiyalar uzluksiz bo‘lgani uchun yuqoridagi integral

yig'indilarning 1{1):mkaxAlk — 0 dagi limiti mavjud bo‘ladi va ta’rifea ko'ra
1Whsn

og‘irlik markazning kooradinatalari shu limitlarga teng deb gabul qilinadi:

15 14
x==\x(Hdl, y=— Ddf .
L{() 5 L{””
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AByoy tenglamasi ¥= {(x), a<x<b korinishda berilgan bo*lsin, U holda

. 5
f:%jx\’l%—f(x}zd’c. T:%_[f(t) 1+ f7(x) dx

bo*ladi.

12.18-teorema (Guldinning birinchi teoremasi). A5 tekis yoyni shu tekislikda
yotgan yoy bilan kesishmaydigan biror o'q atrofida aylantirishdan hosil bo‘ladigan
sirtning yuzi shu yoyning uzunligi bilan uning og‘irlik markazi chizgan aylana

uzunligining ko‘paytmasiga teng,.

Ishot, ¢ A48 yoy tenglamasi ¥= f(x), a<x<bh ko‘rinishda bo‘lsa, u holda

f:%jx«}hrf(x)zd’f, f:%_“f(-’f) I+ [ (x)dx.

Bu tengliklarning ikkinchisini 2:rL ga ko*paytirsak,
b
Jayl =2x [ floi+ £ () e

hosil bo‘ladi. Ushbu tenglikning o'ng tomoni AR yoy Ox 0*qi atrofida aylanishidan
hosil bo‘lgan sirtning yuzi bo‘lib, chap tomoni yoy uzunligi bilan uning og‘irlik
markazi chizgan aylana uzunligining ko' paytmasidir. ¢

12.19-misol. 3 = m, — R < x= R yarim aylananing og‘irlik markazi

koordinatalarini topish talab gilinsin.

Yechish.

R R
J—_ X {1 FE - R *=i Wl 2 :.1_ R =2_
YR VT T e er_j,{l v er_dex T

J*Rj; Rx
;'rR_R.\/RZ_x2

chunki integral ostidapi funksiya toq, Demak, yarim aylananing og‘irlik markazi

=0

>

] R
T | xfl+y de=
]Z'R:[‘, y

2R .
(0; = ) nuqtada joylashgan.

T

\
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6.3.3. Tekis figuraning ogiirlik markazi. y = f(x),y = p(x), f(x) <
¢@(x) vzluksiz egri chiziglar va x=a, x=5, a<b to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan
G tekis figura bo'ylab zichligi o'zgarmas » =1 bo‘lgan biror modda joylashgaa
bo‘lsin. {a, k] kesmani

a xo<x< 0 Cxpr<x=h
nuqtalar yordamida » ta bo‘lakka bo'lib, (G figuraga » ta to‘g'ri to‘rtburchak
chizamiz, Bu to*rtburchakning balandligi ¢(x, }— f(x,) pa, asosi esa Ax, =y —x,
ga teng (k= 1,2...,n). Bu holda har bir to‘rtburchakka joylashgan modda massasi

m = plp(x )= fx)Ax,
bo‘ladi (bunda p =1 - jismning zichligi). To'rtburchak diagonalari kesishgan
nugtaning, va’ni ogirlik markazining koordinatalari quyidagicha yoriladi:

¥ _ St 7 _ ol )+ fx)
X, = , ¥ =Tk
2 2
U holda » ta to‘rtburchakdan iborat bo‘lgan figuraning og‘irlik markazi
koordinatalari quyidagicha yoziladi:

"

B iit-mk Z(xk_A;k)((p(xk)_f(xk))Axk

£ = A-:l" = £=1 - »
Z ", Z(ﬂ”(-’%)— J(x))Ax,
kel k=l
T 530+ TN ()~ G )AR
TT — 4=l _ - #=t - .
m, Z ()~ f(x )Ax,
k-1 k=l

Bulardan 1 = maxax, —>0 da llig(}gf_=§, ]’_1'_1277:77 bo*lib, A‘!@",?]) nuqta

lzk=n

G figuraning og‘irlik markazi bo‘ladi. Shuningdek,
n b
lim > (0(x) = S0, = [ (06) = f()eke =S,

bunda § berilgan G figuraning yuzidir, Endi

Z(-’Ck - % J‘?’(xk) = S{x NAx, =Z X () — f (500, —

k1
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_%Z(Q(_\'k)—f(xk NAx? ekanligini e’tiborga olsak,
kel
L)

MSZX‘ ((x,)— f(x, NAx, = Ix((p(x)—f(x})dr bo‘ladi va

a4

Liﬂr};((p('rk)'f(xk))/\xkz =0, chunki A1 —-»0da

S pixo = FENA <Y (e + | Fx DA S MDY Ax, = NA(b—a) » 0
kst A-1 A=L

{bunda Nzsup(]go(xk)‘ﬂf(xk)l)). Demak, 4-»0da

[xto(o-reonde [to*(x) = £2(x)dx
é::a' ,n:a

[pt-feds 2[ (o) - feds

Agar G figura egri chizigli trapetsiva bolsa (¥ =¢{(x), f(x)=0}, u holda

. L L §oa
& :3—!.\3&&, .r}-—-z—S;[y dx

b
bo‘ladi. Bunda . = f&(x)dx- egri chiziqli trapetsiyaning yuzi. Bu holda

a

b 5 b
n= %J‘yzdr tenglikdan 278 = jq)z(x}dx voki 2718 = zjqaz(x)aﬁr bo'lib,

quyidagi teorema o*rinli bo*ladi:
12.20-teorema {Guldinning ikkinchi teoremasi). Tekis figurani o‘zi bilan
kesishmaydigan o°q atrofida aylantirish natijasida hosil bo‘ladigan figuraning hajmi

&
(ﬂ'j(pﬁ(x)dx) shu figuraning yuzi § va uning og'irlik markazi chizgan aylananing

a

uzunligi ko*paytmasiga teng.
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Mashq va masalalar

12-65. z—z + :—z =1 (y = 0) yarim ellipsning Ox o‘qiga nisbatan statik
momentini toping.

12466, x*+y*=r? (y20) yarim aylananing og'irlik markazi
koordinatalarini toping.

12-67. xg + y§ = ag astroida yoyining birinchi kvadrat bo*lagining og‘irlik
markazi koordinatalarini toping.

12-68. y = ch% zanjir chizigning absissalari x; = —a va x, = a bo‘lgan
nugqtalari orasidagi yoyi og’irlik markazi koordinatalarini toping.

12-69. x = a{t —sint},y = a{l — cost} sikloida (t =0 dan t = 271)
yoyining og‘irlik markazi koordinatalarini toping.

12-70. y = cosx (—-g <x < %) kosinusoida va absissa o°qi bilan
chegarlangan figuraning og‘irlik markazi koordinatalarini toping.

12-71. x?+y2=ri{y=0) yarim doiraning og'irlik markaz]
koordinatalarini toping,

12-72. Z—Z + f; = 1 ellips bilan chegaralangan figuraning birinchi kvadratdagi
bo‘lagining og'irlik markazi koordinatalarini toping.

12-73. x = a(t — sint),y = a{l — cost) (t = 0 dan t = 2 gacha) sikloida
va absissa o°qi bilan chegaralangan figuraning ogirlik markazi koordinatalarini
toping.

12-74. Tomoni « bo‘lgan muntazam oltiburchak o‘zining biror tomoni
atrofida aylatirilgan. Guldin teoremasi yordamida: a) hosil bo‘lgan jism hajmini
toping; b) jism sirti yuzini toping.

12-75. x = a(t —sint),y = a(1l — cost) sikloidaning birinchi arkasi va
absissa bilan chegarlangan figura erdinata o*qi atrofida aylantirilgan. Hosil bo*lgan

jism hajmini va sirt yuzini toping.
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[lova. Matematik analizning rivejlanish tarixi haqida

XVII asrga kelib tabiiy fanlarning, shuningdek, sanoat, ishlab chigarishning
rivojlanishi harakami, turli o‘zgaravchi jarayonlamj va o*zgaruvehi migdoriar
orasidagi bog-lanishlarni tadgiq etishga sabab bo'ldi. Matematikaning metodlari
tabiat fanlariga jadal kirib bordi. Jumladan 1609-19 - yillarda Kepler tomonidan
sayyoralar harakati qonunining kashf etilishi va uning matematik formulalarda
berilishi, 1632-38 - yillarda Galiley tomonidan jismming erkin tushish gonunining
matematik ifodalanishi, 1686 - vilda Nyuton tomonidan butun olam tortilishi
qonunining kash{ etilishi va matematik ifadasining berilishi va boshga ko‘plab
faktlar tabiat qonunlarini matematika tilida bayon etishga olib keldi.

O‘zgaruvchi migdorlar va ular orasidagi boglanishlarning umumiy
xossalarining aksi sifatida  matematikada o'zgaruvchi miqdor va funksiya
tushunchalari vujudga keldi va bu matematika predmetining tubdan kengayishiga,
natijada malematika rivojining vangi boesqichi - o'zgaruvehi miqdorlar
matematikasiga - olib keldi. Bu davrni analizning vyjudga kelishi va rivojlanishi
davri deb ta’riflash mumkin,

O‘zgaruvchi miqdorlar matematikasining wvujudga kelishida birinchi va
muhim gadam 1637 yilda Dekartning “Metod haqida mulchazalar” asarining nashr
etilishi bo*ldi. Dekart o'z asarida Viyct tomenidan taklif etilpan matematik
simvolikani mukkammallashtirgan holda quyidagi ikki g‘oyani ilgari suradi:
tenglamalardagi  noma’lumlarni  o'zgaruvchilar  deb  qarash;  tekislikda
koordinatalarni kiritish, Bu g*oyalarning geometriya va algebra bilan uyg‘unlashuvi
natijasida sof geometrik masalalarni algebra metodlari bilan tatdqiq etish imkoniyati
yaratildi, matematikaning yangi bir tarmog®i -- analitik geometriya vujudga keldi,

XVII asrning so‘ngiga kelib matematikada muhim masalalar sinflarining
(masalan nostandart figuralarning yuzlari va hajmlarini hisoblash, egri chiziglarga
urinma o‘tkazish masalalari) hal etish bo‘yvicha bilimlar to'plangan edi, shuningdek
turli xususiy hollar uchun yechish metodlan vujudga keldi. 3u masalalar notekis
mexanik harakatlarni tavsiflash, xususan uning oniy xarakteristikalarini {vaqtning
ixtiyoriy momentdagi tezlik, tezlanish), shunindek, o‘zgaruvchan tezlik bilan sodir
bo‘ladigan harakatda bosib o'tilgan yo‘Ini topish masalalari bilan jips bog'ligligi
ma’lum bo‘lib qoldi. Bu turli tabiatli (geometrik va fizik) masalalami bo*g‘lanishni
aniglashda umumiy til - sonlar va ular orasidagi bog‘lanishlar {sonli funksiyalar) -
shakllantirishga imkon berdi.

Bu vaziyatlaming (holatlar) barchasi ikki olim Isaak Nyuton va Gotfrid
Levbnitsga bir biriga beg'liq bo'lmagan holda ko‘rsatilgan masalalarni yechish
uchun matematik apparat varatishga olib keldi. Bu olimlar o‘z asarlarida o*zidan
oldingi olimlarning, Arximeddan boshlab Bonaventura Kavaleri, Blez Paskal,
Djeyms Gregori, Isaak Barrou kabi zamondoshlarining ba’zi natijalarini jamladi va
umumlashtirdi. Shu apparat matematik analizning - {urli xil dinamik jarayonlamni,
ya'ni o‘zgaruvchilarning bog'lanisharini, matematikiar funksicnal bog'lanishlar
yoki funksiya deb nomlaydigan, o*zgaruvchi matematikaning yangi bo*limi asosini
tashkil etdi.
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Funksiva tushunchasini XVIII asrda L.Eyler kiritdi. XVII davomida
differensial va integral hisob bilan bir qatorda analizning boshqa bo‘limlari ham
vujudga keldi: qatorlar nazariyasi, differensial tenglamalar nazariyasi, analizni
geametriyaga tatbiqi, keyinchalik differensial geometriya. Bu nazariyalarning
barchasi mexanika, fizika, texnikaning rivoji bilan bogliq edi. Analizning yirik-
natijalari mexanika, umuman fizika fanida qo‘yilgan masalalarni yechish bilan
bog‘lig. Nyutondan boshlab D.Bernulli (1700-1782), L.Eyler (1707-1783),
I.Lagranj (1736-1813) A.Puankare (1854-1912), M.V.Ostrogradskiy {1801-1861),
A Lyapunov (1867-1918) va boshqa matematiklar ham oz asarlarida analizda yangi
yo*llarni yaratishda shu davrdagi tabiatshunoslikning muhim, dolzarb masalalaridan
kelib chiggan.

Shunday yo‘sinda Eyler va Lagranj analizning mexanika bilan bevosita
bog‘lig bo*lgan bo*limi-variatsion hisobni yaratadi, XIX-asrning so‘ngida Puankare
va Lyapunov yana mexanika masalalaridan kelib chiggan holda differensial
tenglamalarning sifat nazariyasini yaratadi.

XIX-asrda analiz yangi bir tarmogq — kompleks o zgaruvchining funksiyalari
nazariyasi — bilan boyidi. Bu nazarivaning kurtaklari L.Eyier va bir qator
matematiklaming ishlarida vujudga keldi. XIX-asrning o‘rialarida fransuz
matematigi O.Koshi (1789-1857) mehnatlart tufayli qathly nazariya kabi
shakllantirildi.

Analiz matematikaning markazi va uning bosh qismi sifatida tez rivojlanish
bilan bir qatorda u matematikaning eski sohalariga-algebra, geometriya, hatto soniar
nazariyasiga ham kirib bordi.

Analizning rivojlanishi jarayonida terang va qiyin masalalarga qarab bordi va
hajmi ham ortib bordi. Nazariya hajmning ortib borishi uni yana ham yaxshirog
asoslashni, tizimlashtirishni va asosini tangidiy tahlil gilish zarurati hosil bo‘ldi.

Bernard Bolsano 1816 yilda uzluksizlikning zamonaviy ta’rifini
shakllantirgandan  so‘ng  haqiqiy  o‘zgaruvchining  funksiyalari  analizi
matematikaning alohida bo'limi alomatlariga ega bo‘la boshladi. Ammo Bolsano
asarlari shu davrda keng ma’lum emasdi,

1821- yildan boshlab Ogyusten Koshi cheksiz kichiklar tushunchasi orgali
matematik analizning qat’iy mantigiy asosini shakllantirib boshladi. Koshiga
fundamental ketma-ketlik tushunchasi va kompleks o‘zgaruvchining funksiyasi
asoslart taallugli. Shu va Karl Veyershtrassga oxshash boshga matematiklarning
xissalart evaziga limit, uzluksiziik kabi tushunchalami ta’riflash, asosiy
tearemalarni isbotlash uchun yepsilon-delta tili rivojlantirildi.

KIX asrda Berngard Riman integrallash nazariyasini rivojlantirdi. Shu davrda
matematiklar haqigiy sonlar uziuksizligini taxmin qilinar edilar. Bu o‘z navbatida
haqiqiv sonlar nazariyasimi yaratishga sabab bo‘ldi. Rixard Dedekind ratsional
soular to‘plamida kesim tushimchasi orqali irratsional songa ta’rif berdi, shu asosda
u ratsional sonlardagi «teshiklarmi» to‘ldirdi, haqigiy sonlar kontinuumini asoslandi.
Deyarli shu davrda Riman ma'nosida integrallash nazariyasini aniglashtirishga
bo‘igan urinishlar haqgiqiy funksiyalarning uzilishlarini tadgiq etishga olib keldi.
Natijada matematik mahluqlar vujudga kela boshladi: hech yerda uzluksiz

bo‘imagan Dirixle funksiyasi; uzluksiz, lekin hech yerda hosilaga ega bo‘lmagan
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Veversiitrass funksiyasi; tekislikni butunlay to‘ldiruvchi Peano chiziglari. Bunday
funksiyalar bilan bog'lig muammolarmi yechish jarayonida Kamil Jordan o*zining
o'lchovlar nazariyasini, Georg Kantor esa to‘plamlaming intuitiv nazariyasini
yaratdi. XX asming boshlariga kelib matematik analiz to*plamlar nazariyasi bilan
formallashtivildi. Anri Lebeg o'lchov muammosini hal etdi, David Gilbert esa
Gilbert fazolarini kiritdi. Normalangan vektor fazo gioyasi paydo bo'ldi va 1920
yillarda Stefan Banax funksional analizga asos soldi.

Agar klassik analiz o'zgaruvchi sifatida sonni, ya'ni haqiqiy sonfar (kompleks
sonlar) to‘plami elementini hisoblasa, funksional analizda esa funksiyaning o‘zi
o‘zgaruvchi sifatida qaraladi. Hozirgi zamon ta’rifida funksional analiz elementlari
orasida yaqinlik tushunchasini (topologik fazolar} voki otasofa tushunchasini
(metrik fazolar) kiritish mumkin bo'lgan ixtiyoriy matematik ob’ektlar fazosiga
analiz nazariyasini tatbhig etishdan iborat.

Matematik analiz fani bugungi kunda ham rivojlanib borayotgan matematika
bo‘limlaridan hisoblanadi. Uning tarmoglari bugungi kunda alohida fan sifatida
shakllandi. Ularga quyidagilarni kiritish mumkin: haqiqiy o‘zgaruvchining
funksiyalari nazarivasi, kompieks o‘zgaruvchining funksiyalari nazariyasi,
differensial tenglamalar, funksional analiz, topologiva, differensial geometriya va
basha.

Respublikamizda zamonaviy matematikaning rivoji  V.1.Romanovskiy,
T.N.Qori- Niyoziy, S.H.Sirvjiddinov, T.Sarimsoqov kabi olimlar bilan bog‘lig.

O‘zbckistonda matematik  analizning barcha bo‘limlari bo‘yicha ilmiy
tadqiqotlar olib borilmegda. Masalan, akademik Sh.A.Ayupov boshchiligida
funksional analizning zamonaviy muammolari {operatorlar algebrasi, topologik
fazolar), akademik A .Sa’dullayev boshchiligida kompleks analizning, akademik
M.Saloxiddinov  rahbarligida xususiy  hosilali  differensial  tenglamalar
nazariyasining dolzarh muammofari tadgiq etilmogda. Ular tomenidan olingan
natijalar xorijiy xamkasblarida katta qizigish uyg'oimoqda va nufuzli xorijiy
jurnallarda chop etilmogda.
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