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12-BOB

K o’p o ’zgaruvch ili funksiya la r, u larn ing  
lim iti, uzluksizligi

«M atematik analiz asoslari» kursining I-qismida bir o ’zgaruvchili 
t'unksiyalar batafsil o ’rganildi.

M atematika, lizika, texnika va fanning boshqa tarmoqlarida shunday funksi- 
yalar uchraydiki, ular ko 'p  o ’zgaruvchilarga bog’liq bo ’ladi. Masalan, doiraviy 
silindrning hajmi

У = nr’h (12.1)
ikki o ’zgaruvchi: /- rad iu s  hamda /г-balandlikka bog'liq.

Tok kuchi

y , f  02.2)

ham ikki o ’zgaruvchi: £ -e lek tr  yurituvchi kuch va £-qarshilikning funksiyasi 
bo’ladi. Bunda silindrning hajmi (12.1) formula yordam ida bir-biriga bog’liq 
bo’lmagan r va h o ’zgaruvchilarning qiym atlariga ko 'ra , tok kuchi (12.2) formula 
yordam ida bir-biriga bog’liq bo’lmagan E va R o ’zgaruvchilarning qiymatlariga 
ko’ra topiladi. Shunga o 'xshash misollami juda  ko’plab keltirish mumkin.
Binobarin, ko’p o ’zgaruvchili funksiyalami yuqoridagidek chuqurroq o ’rganish
vazifasi tug’ildi.

K o’p o ’zgaruvchili funksiyalar nazariyasida ham bir o ’zgaruvchili funksi- 
yalar nazariyasidagidek, funksiya va uning limiti, funksiyaning uzluksizligi va 
xakazo kabi tushunchalar o ’rganiladi. Bunda bir o ’zgaruvchili funksiyalar 
haqidagi m a’lumotlardan muttasil foydalana boriladi.

M a’lumki, bir o ’zgaruvchili funksiyalami o ’rganishni ularning aniqlanish 
to ’plamlarini (sohalarini) o ’rganishdan boshlagan edik. Ko’p o'zgaruvchili 
funksiyalami o 'rganishni ham ularning aniqlanish to ’plam larini (sohalarini) bayon 
etishdan boshlaymiz.

l-§. Rm fa zo  va uning niuhim  to ’plamlari
l". R"‘ fazo. in 1аА/, A2, ... Am (/» > 1, butun son) to’plam lam ing Dekart ko’- 

paytmasi ikkita A va V to 'plam larning Dekart ko’paytm asiga o ’xshash 
ta ’riflanadi. A gar A, = A: = ... -- Am = R bo’lsa, u holda

At * A2 x .. .x  A,, = R x  R x . . .x  R = {(x,,x2 xm). x, e  R ,x2 e  R  хя e  /?}
bo’ladi. Ushbu

{(x,,x2 x ^ j. x, e  R.x2 e  R x„ e /?}

to ’plam R" to’plam deb ataladi. R" to ’plamning elementi (xr x 2,...,xm)  shu to’p-
lam nuqtasi deyiladi va u odatda bitta harf bilan belgilanadi: x = (x ,,x , xKJ.
Bunda x ,,x .  xm sonlar x  nuqtaning mos ravishda birinchi, ikkinchi, . . .  m-
koordinatalari deyiladi.

Agar x = (x,,x2 xm) e R m, у  = ( y r y ,,...,ym)  e  R"‘ nuqtalar uchun
x, = y , ,x 2 = y 2 xn = y m bo ’lsa, u holda x  = у  deb ataladi.
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R" to ’plamda ixtiyoriy x  = (xl,x3,...,xm) ,  y  = ( y , ,y J y m)  nuqtalarni
olaylik.

1-ta’rif. Ushbu

р(х.у) = ̂  ~ХУ +0', -*гУ +- + (ym ~ x j  =jx(yi-x,y (12.3)
V -I

miqdor x  va у  nuqtalar orasidagi m asofa (Evklid masofasi) deb ataladi. Fiunday 
aniqlangan masofa quyidagi xossalarga ega (bunda V x .y .z e  R"’)

1) p {x ,y )  ̂  0 va p (x ,y )  = 0 ĉ > x =  у ,

2) p (x ,y )  = p ( y , x \
3) p(x,z)<p(x,y)+p(y,z).
Bu xossalami isbotlaylik. (12.3) munosabatdan p {x ,y )  m iqdom ing bar 

doim m anfiy emasligini ko’ramiz. Agar p(x ,> ') =  0 bo’lsa, unda y { - x ,  = 0 ,  

_y2 - x, =  0,...ym - x w = 0  bo’lib, x, = y ^  x 2 = >'2,...,xm =  y m y a’ni x  =  у  bo’ladi. 
Aksincha x = y ,  y a ’ni x, = y ,,  x , = y 2,...,xm =  y m bo ’lsa, u holda (12.3) dan 

p (x ,y )  — 0 bo’lishi kclib chiqadi. Bu csa I )-xossani isbotlaydi.
(12.3) munosabatdan

р ( х .у ) = ^ ( у 1- * У  + (у  г - x j  + ..+ ( y m- x J  =

= т](х1- у У + (х2 - У 2 У + М * . - у .У  =  p M
bo’ladi.

Masofaning 3)-xossasi ushbu

tengsizlikka asoslanib isbotlanadi, bunda av alt...,am; Қ,Ь2,...,ЬШ ixtiyoriy haqiqiy 

sonlar. Avvalo shu tengsizlikning to ’g ’riligini ko’rsataylik. Ravshanki, \/x  e  R 
uchun

Х ( а л + А ) ‘ а о .
/=i

Bundan, x  ga nisbatan kvadrat uchxadning manfiy emasligi

[  Z ti,2 + { ^ L ah  j *  + Z A 2 ^  о

kclib chiqadi. Dcmak, bu kvadrat uchxad ikkita turli haqiqiy ildizga ega 
bo’lmaydi. Binobarin, uning diskriminanti

- ± ° ‘ ± b ;  +
/=1 i-l

bo’lishi kcrak. Bundan esa

2 » ,  s J t y  Д ?
„I V .=i V <-i

bo’lib,
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2 > ,2 + Z  л,2 + 2 X > A  <
/=1 i=| /=l

bo’ladi. Keying! tengsizlikdan csa

E « ,2 E » ,2 + 2 , I E « 2 J E * ;

E k ^ . y s J E - ' . ’ + J E * , '
- I  V >-i V /-I

bo'lishi kclib chiqadi. Odatda (12.4) tengsizlik Koshi-Bunyakovskiy tengsizlik 
deb ataladi.

Ixtiyoriy x=(xr x , . . . .* J eR " ,  y = ( y , . y } ,ут)еН Г , :  = z,,....zm) e  IT
nuqtalarni olib, ular orasidagi masofani (12.3) formuladan foydalanib topamiz:

02.5)

Р(х ’У)=л Х ( у , - х1)  -

p (* ’* )= ^ X ( s. - * , )  ■

Endi Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi (12.4) da
", = X -  X- A = ", -  У, 0  = 1.2,...,/»)

deb olsak, unda
<3, + b, =  z l - x l (i - 1,2...../»)

bo’lib,

bo 'ladi. Yuqoridagi (12.5) munosabatlami e ’tiborga olib, topamiz:
p (x ,z )< p (x ,y )  + p (y ,z ) .

Bu esa 3)-xossani isbotlaydi.
R" to ’plam R"' fazo (/// o ’lchovli Evklid fazosi) deb ataladi. Endi 

/Г  fazoning ba'zi bir muhim to ’plamlarini keltiramiz.
Biror a = (a r a: .....am )  e  Rm nuqta va /• > 0 sonni olaylik. Quyidagi

{* =  (* ,.* , xm) * R m - (хх- а У  + (х2- а гУ + ... + (х „ - а „ У  < r ’}, 12.6)
{x =  (x,,x2 x„ ) e  Rm : (x, -  о ,)2 + (x 2 - а 2У + . +  (■*:„ -  "„У  < r j }, (12.7)

ya’ni
[x  e  : p (x ,u )  — /'} ,

{xe /Г  . р (х ,я )<  /•}
to ’pi am I ar mos ravishda shar hamda ochiq shar deb ataladi. Bunda a nuqta shar 
markazi, r  esa shar radiusi deyiladi.

Ushbu
{x =  (x ,,x2. . . . , x j € / r  . ( x . - o .y  + (x2 - У + ... +  ( х „ - а .У  = r 2}

ya’ni
(x e  Rm : p (x ,a )= r}
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