Chizigli algebralar

Reja:

» Chizigli algebra hagida tushunchalar.
» Chiziqli algebraga misollar.

» Chizigli operatorlar algebrasi.

» Matritsalar algebrasi.

» Chizigli operatorlar algebrasi va matritsalar algebrasi orasidagi izomorfizm.

F maydon ustida V,, vektor fazo berilgan bo’lib,
€,8,,.,8 1)

uning biror bazisi va ¢ operator berilgan V|, fazoning chiziqli operatori bo’Isin. x
va @(x) vektorlarning (1) bazis orqali x=pe +..+B., , oX)=ye +..+7,8,

ko’rinishda ifodalansin.

¥ va ¢(x) vektorlarning (1) bazisga nisbatan ustun koordinatalarini mos

ravishda ushbu
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ko’rinishlarda belgilab, ular orasidagi bog’lanish formulasini keltirib chiqaraylik.

Teorema. Agar ¢ operator V, fazoda aniqlangan chiziqli operator bo’lib,
M(op) shu ¢ chiziqli operatorning (1) bazisdagi matritsasi bo’lsa, u holda V x €V,
uchun M(o(x ))=M(@)M(x) tenglik bajariladi.

Ta’rif. F maydon ustidagi V chizigli fazo elementlari uchun quyidagi

aksiomalar bajarilsa,



1.Xy € V(VX,y € V);

2.X(72) = (XY)Z (¥X,¥,Z € V);

3.X(Y +2) = XY + XZ Ba (V¥ + 2)X = yX + ZX(VX,V,Z € V)
4. 0MXy) = (AX)Y = X(AY)(A € F,VX,y € V)

u holda V fazoni F maydon ustidagi chizigli algebra deyiladi.

Ta’rif. Agar V chizigli algebrada xey=yeXx(Vx,yeV) aksioma bajarilsa, V

kommutativ chizigli algebra deyiladi.
Ta’rif. V chizigli algebraning rangi deb V fazoning o’lchoviga aytiladi.

Misol. C={a+bi | Va,b€R, i’°=-1} to’plam R maydon ustida rangi ikkiga teng
bo’lgan chiziqli algebra tashkil etadi.
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Misol. barcha n-tartibli kvadrat matritsalar to’plami F™, F maydon ustida

rangli n”° bo’lgan chiziqli algebra tashkil etadi. Bunday chiziqli algebrani F

maydon ustidagi to’liq matritsalar algebrasi deyiladi.

Misol. R maydon ustidagi kvaternionlar algebrasi R maydon ustidagi to’rt
o’lchovli V4 vektor fazo bo’lib, €, i, j, K vektorlar V4 fazoning bazisi bo’lsin. V,4

fazoda ko’paytirish amali quyidagi qoida asosida kiritiladi:

kvaternionlar algebrasi bo’ladi.

V fazo F maydon ustidagi vektor fazo bo’lib, ¢, w lar shu vektor fazoning
chiziqgli operatorlari bo’Isin. ¢ va y chizigli operatorlar ko’paytmasi quyidagicha

aniqlangan bo’lIsin, ya’'ni (py)(x) = ¢(v(x)), VxeV.

Lemma. V vektor fazoning ixtiyoriy ikkita chiziqli operatorlari ko’paytmasi

yana shu vektor fazoning chizigli operatori bo’ladi.



Bizga ma’lumki Hom (V,V) to’plam F maydon ustida vektor fazo tashkil
giladi.

Ushbu algebrani <Hom (V,V), +, {w,|1eF}e> algebra V vektor fazoning
chizigli operatorlar algebrasi deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

End V= <Hom (V,V), +, {o,[1c F}e>

Teorema. Agar V fazo F maydon ustidagi vektor fazo bo’lsa, u holda End
V algebra F maydon ustida chiziqli algebra tashkil giladi.

Isboti. EndV algebra chiziqli algebra shartlarini to’liq bajaradi. Haqiqatan,

1. <Hom (V,V), +, {0,|2 € F}+> algebra F maydon ustida vektor
fazo tashkil giladi;

2. (p+y)A=ph+yh

3. x(@+vy) = xp+ 2y,

4. Moy) = Ap)y = p(Ay), o, x € Hom (V,V), va 1eF.

Ta’rif. U va U' algebralar F maydon ustidagi chiziqli algebralar va ¢:U —
U' akslantirish biektiv akslantirish bo’lib, quyidagi shartlar bajarilsa:

L. p@@+b)=p(@)+eb);
2. p(1a)=Ap(a);
3. p(@-b)=p@)-p(b), va,b eV AVieF
u holda ¢ akslantirishga izomorfizm U va U' chizigli algebralarga esa izomorf

chizigli algebralar deyiladi va u U= U' ko’rinishda belgilanadi.



Misol. S =< C, +, {w,|2R},e> - chizigli algebra, G = {(Z —abJ

‘v’a,beR};

G =<G,+{w,|1 € R},e> - chiziqli algebra bilan izomorf, ya’ni S= G bo’ladi (bunda

@ a+bhi —>(Z_b} ).

a

Agar F maydon ustidagi matritsalar algebrasini
M(n,F)=<F",+{w,|A€F},o> ko’rinishda belgilasak, u holda quyidagi teorema
o’rinli bo’ladi:

Teorema. V fazo F maydon ustidagi vektor fazo bo’lib, €,€,,...,€, uning

bazisi, M(¢) matritsa V vektor fazoda aniqlangan ¢ chiziqli operatorning

€,€,,...,€ bazisga nishatan matritsasi va ¢ — M () akslantirish mavjud bo’lsa, u

holda End V = M(n, ) munosabat o’rinli bo’ladi.

Isboti. Bizga ma’lumki, End V—-M(n, F) akslantirish biektiv akslantirish
bo’ladi.

1. M(p+y)=M(p)+M(y).

Isboti. vx eV {0()_(?):&151 +.+tae l//()_() :ﬂlél +"'+ﬂnén

n-n?

(@ +y)(X) = @(X) +y(X) = (o + By)e, +..+ (@, + 5,8,

o+ B a, B
M{(p+w)(X)=|————-— =|——|+| == [=M(p(X)) + M (¥ (X)) = M ((¢ + ¥)(X)) = M (¢(X)) + M (w(X))
a i

n

M(p+y)M(X) =[M(p) + M()IM(X). M(p+y)=M(p)+M(y).

2. M(Ap) =M (p).
Isboti. ((Ap)(X) = A8, +...+ A &,



Ao a,
M((10)(X)) =| === |= A —— | = M (o(X)),

Aa a

n n

M (Ap)M(X) = (M (9)) M(X). M (1p) = M(¢).

3. M(py) = M(pM(vy) (Vo,y € Hom(V,V),VA € F

Isboti. M((py)(X)) =M (e(¥(X))) =M (p) M (X)) =M(p) M(y) M(X).
M (py) M (X) =[M(p)M (v)] M(X) = M (py) =M (p)M ()

Demak, ta’rifga asosan End V=M(n, F) bo’ladi.

Takrorlash uchun savollar:
Chiziqli algebra deb nimaga aytiladi?
Chiziqli algebraga misollar keltiring.
Chiziqli operatorlar algebrasi deb nimaga aytiladi?

Matritsalar algebrasi deb nimaga aytiladi?
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Algebralar izomorfizmi hagida teoramani bayon giling.
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